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L’equazione di Keplero
e la scuola matematica napoletana

Nota di ENNIO BADOLATI
presentata dal socio ordinario Tiro NicoLin:

{Adunanza del 20 gennaio 1979)

RiassunTo. — Si espone lo sviluppo storico della riscluzione dell'equazione di
Keplero in Italia, con particolare altenziome alla scuola matematica napoletana. Si
prendono in esame le soluzioni di V. Riccati, Lorgna, Cagnoli, Oriani, Cariini e Frisiani,
e quindi, per la scuola matematica napoletana, le soluzioni di N. Fergola, Scorza c
de Gasparis.

ABSTRACT. — In this paper we expose the historical development of the solution
of Kepler's equation in Italy, with particular care for the Neapolitan mathematical
school, We examine the solutions of V. Riccati, Lorgna, Cagnoli, Oriani, Carlini and
Frisiani, and after the solutions of the Neapolilar mathemalicians: N, Fergola, Scorza
and de Gasparis,

I. — Come & noto l'equazione di Keplero
(1 M=E —cesinE (0<e<t)

fu trovata ai primi del ‘600, ma comincid a destare l'interesse degli
astronomi e dei matematici solo nel secolo successivo!, Da allora
non mancarono in ogni regione d’Europa degli studi sulla risoluzione
della (1) ed anche i matematici napoletani non si mantennero estra-
nei a questo importante argomento con delle soluzioni che vogliamo
richiamare nel presente lavoro, non trascurando tuttavia, per una
naturale esigenza di confronto, le soluzioni elaborate nello stesso pe-
riodo dagli altri matematici ed astronomi italiani.

' I motivi di questo ritardo vanno ricercati nell’iniziale ostilita alla teoria coper-
nicana ed anche nella circostanza che taluni astronomi (Ward, Boulliaa, G. D. Cassini ¢
Mercatore), pur acceitando l'ipotesi copernicana, supposero che il moto planetario
avvenisse in maniera diversa da quella ipotizzata da Keplero,
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§ 1. - L’EQUAZTONE DI KEPLERO NELLA LETTERATURA SCIENTIFICA TITALIANA

2. — Per quanto & a nostra conoscenza, la prima seoluzione della {1
escogitata in Ttalia & dovuta al padre Vincenzo Riccati?, che la trovo
nel 1751 per poi pubblicarla sul primo tomo della raccolta « Opuscu-
lorum ad res Physicas, & Mathematicas pertinentium » (Bologna 1757).

E innegabile un certo ritardo rispetto agli altri paesi, cosa che
sembra essere dovuta al concorso di molti motivi, tra cui non ultimo
il ritardo della nascita in Italia di sistematici studi astronomici’. La
soluzione o meglio le soluzioni del Riccati, quindi, apparvero in un
momento in cui erano gia diffuse altre soluzioni, tra le quali le piu fa-
mose erano quelle dovute ad Horrebow, ad Hermann, ai matematici
della scuola inglese (Wren, Wallis, Newton e Machin) ed a Jacques
Cassini, la cui soluzione ebbe in Italia maggior rilievo e diffusione.

Tuttavia, prima di procedere oltre nella nostra esposizione, oc-
corre ricordare che a quei tempi la (1) veniva presentata nella forma

(2) m =08+ esinl

usandosi allora misurare le anomalie dell’afelio anziché del perielio;
inolire spesso si preferiva enunciare il problema in termini geome-
trici e cioé: « Dividere un semicerchio da un punto assegnato del
diametro in due parti di assegnato rapporto »*.

La prima delle tre soluzioni proposte dal Riccati consiste nel
ricondurre la (2) al sistema

{m_B—l—sy
¥ = sin 0

che & la comume soluzione grafica® riportata su tutti i testi d'astro-
nomia, mentre la seconda si basa sull’intersezione fra l'arco di ci-
cloide ordinaria

* =g+ osing (0 < ¢ < xm)
y =1 4+ cos ¢

! Era il Aglio di Jacopo Riceati, al cui nome & legata la ben nota equazione diffe-
renziale,

3 In Ytalia i primi osservatori astronomici sorserc verso la meta del sccolo XVIIT
(Brera 1760; Padova 1767,..) conlro 1 principali osservatori esteri che furono costruitl
nel secolo XVII (Observatoire de Paris 1672, Greenwich 1675,..).

1 Corrisponde al celebre enunciate di Keplero: « Aream semicireuli ex quogtingue
puncio diametri in data ratione secare ».

s Per maggiori detlagli su questa soluzione, come pure per la storia della soluzione
grafica della (1) otlenuta per mczzo della sinusoide, si veda: E. BapeLar, Sintesi
storica di talune soluzioni della equazione di Keplero, Atti Acc. Pontaniana, (XXVI)
1977.
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e la semiellisse

x=m+ (1 —¢)sing

==
y=1+4+cosg g s m

in quanto, detto L il punto d'intersezione e detto ¢, il corrispon-
dente valore del parametro, avremo

Qo + esin g, = m

Queste due soluzioni, siccome c’informa lo stesso autore, si pre-
sentavano come un perfezionamento delle precedenti soluzioni del-
I'Hermann e dei matematici inglesi in quanto il primo aveva usato al
posto della sinusoide la quadratrice di Tschirnhaus® mentre i se-
condi avevano fatto uso della cicloide allungata: come osserva il
Montucla il loro principale pregio consiste nell’eleganza’.

Del tutto diversa & la terza soluzione, basata sul metodo d’itera-
zione: questo procedimento non era una novita perché qualche anno
prima Eulero® lo aveva adoperato, anche se incidentalmente, ma &
lecito dubitare che il Riccati avesse preso visione della memoria di
Eulero, in cui peraltro quest’argomento occupa solo poche righe. E
pur vero che il matematico trevigiano parla di metodo non originale,
ma la sua frase: « Methodus a nobis usurpata, quae innititur in aequa-
litate inter sectorem... et triangulum... » accenna chiaramente alla so-
luzione del Cassini, per cui non ¢ errato pensare di trovarsi difronte
ad un caso di simultaneita, cosi comune nella storia della scienza.

3. — L'ultima soluzione del Riccati fa intendere l'importanza
avuta dalla soluzione del Cassini sugli studi compiuti in Italia sul-
I'equazione di Keplero e poiché per la soluzione del Lorgna e per
altre ancora la memoria® dell’astronomo francese costituisce un'in-
sopprimibile premessa, crediamo bene di riassumerne i principali
tratti.

. . .M
¢ E la curva di equazione vy = sin x.

2
7 « Elles sont toutes deux fort élégantes » (Hist. des Math. t. II, pag. 344).
¥ Nella memoria « Emendatio tabularum astronomicarum...» che fu stampata nel

1750.
* Fu pubblicata col titolo « Methode de déterminer la premiere Equation des

Planetes... » sulle Memorie dell’Accademia delle Scienze di Parigi per l'anno 1719 e poi
mserita nel trattato « Elemens d'astronomic » (Parigi 1740).
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Sia dunque un semicerchio di raggio unitario (fig. 1) e sia S
(con SC =¢) il punto prefissato del diametro!® dal quale dividere,
mediante il segmento SI, il semicerchio in due parti di assegnato
rapporto, ovvero in due parti di cui una di area nota. Allora il trian-

golo mistilineo SIA dovra avere per area —,l}f— m per cui, detta § la mi-

sura '’ dell’arco Al si ha subito la (2).
Chiamando AD l'arco che ha misura m e togliendo il settore co-
mune ICA, si vede che risultano eguali il settore DIC e il triangolo

SIC per cui, detta A la misura dell’arco DI e detta SB l'altezza del
triangalo SIC rispetto al lato CI, si ha

» =SB
Tirando cra da D la parallela DO ad IC si avra che
SO=SB-0B=3%—-DD"=%—sink
e quindi, sviluppando in serie e tenendo presente che

=80 —m=c¢esin0

¥ 1 chiaro che tale punte coincide con il fuoco dell’orbita occupato dal Sole.
H Le misure degli archi (e quelle degli angoli) s'intendono prese nell'intervallo [C ).
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si ha®

<= A & sin® @

SO = 4, =2 -+
3! 31
per cui, per piccole eccentricita, il segrmento SO & quasi trascurabile
e pertanto, in prima approssimazione, i segmenti DS ed IC possono
ritenersi paralleli. Seguono quindi le formule

(3 DS= vV 1+ +2ccosm

sin m
V1+e+ 2ecosm

(3 sind, =

ove 8, indica il valore approssimato di 0 che deriva dal precedente
ragionamento. Tale valore pud ulteriormente migliorarsi con la se-
guente correzione (necessaria, a detta del Cassini, quando Fangolo
« excede deux degrés »}: detta A la misura dell’angolo SDO, si ha

(4) sinAal = 93— h—sink
DS V144 2ecosm

ove A pud approssimarsi con m — 8 2,

Come gia detto la soluzione del Cassini ebbe vasta rinomanza e
non solo in Ttalia, giacché nel 1850 il celebre astronomo tedesco Encke
la prese a modello per uno studio approfondite dell’equazione di
Keplero ™, tuttavia & il caso di ricordare che l'astronomo francese
non era eccessivamente favorevole allipotesi di Keplero, in quanto
dagli « Elemens d’astronomie » emerge una certa propensione per
Vipotesi ellittica semplice che consentiva lo studio dei moti planetari
con una « précision géométrique, a laquelle on ne peut pas arriver
par I'hypothese de Képler ».

4. — Alle soluzioni del Riccati seguono quelle del Lorgna che le
pubblicé col titolo: « De locis planetarum in orbitis ellypticis » nella
raccolta « Opuscula mathematica et physica » (1770). Tali soluzioni

" Questa formula non comparc negli scritti di Cassini perché manca proprio una
stima dell'errore. Invece la (3/) e la (3*), pur non comparende esplicitamente, sono
diretta consegucnza del linguaggio geomctrico di Cassini.

" Cassini costrul in appendice alla sua soluzione una tavola dei valori di  — sin K,
avvertendo che tale quantitd poteva bastare, come correzione, per piccoli valori del-
l'eccentricita.

¥ Nella memoria « Ucher die Auflésung der Kepler'schen Gleichung s, Astr. Nach.,
714 (30 Bd.), 1850.
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sono, in sostanza, dei perfezionamenti del metodo di Cassini: cosi
la prima, che consiste nel costruire per via geometrica I'anomalia
vera ®, nota la media, si basa sul seguente ragionamento.

Sia un semicerchio di raggio unitario e centro E e sia S il pre-
fissato punto del diametro (fig. 2); se l'arco AC ha per misura l'ano-
malia media, allora da E tiriamo la parallela ad SC, sia EM, e poi
da C tiriamo la tangente al cerchio che incontrera la retta passante
per EM in L ed infine tiriamo LS che tagliera il circolo in K. Ora
si tratta di far vedere che l'anomalia eccentrica & compresa fra gli
archi AK ed AM: infatti si vede subito che risultano eguali i trian-
goli™ LCE e LSE per cui, tolto LNE, risulta

CNL = SNE

Fic. 2

Ma poiché CNL risulta maggiore del settore CNK, aggiungendo
ad entrambi il quadrilatero mistilineo ENKA, sara

KSA > ECA

il che dimostra la prima parte dell’asserto. Per la seconda parte basta
osservare che, essendo eguali i triangoli MSE e MCE ed aggiungendo
ad entrambi il settore MEA, si ha

MSA = MCEA

15 Lorgna adepera al posto del lermine « anomalia vera» la vecchia denominazione
di Keplero « anomalia cocquata ». Nel suo lavoro, inoltre, manca il termine « anomalia
eccentrica ».

1 Per semplicita LCE, LSE, etc, indicano sia le figure che le arce.
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e poiché il settore ECA risulta maggiore del quadrilatero mistilineo
MCEA viene in definitiva

MSA < ECA

Trovate queste limitazioni, col metodo di falsa posizione si puo
avere un valore approssimato dell’anomalia eccentrica e quindi del-
I'anomalia vera.

A questa costruzione l'autore fa seguire un altro metodo geome-
trico per risolvere la {2), basato sempre sulla scluzione del Cassini,
ma integrato con [a correzione {4). Completano 'opuscolo, infine, dei
metodi per il calcolo pratico delle anomalie e che traducono in chiave
trigonometrica i precedenti procedimenti,

Il lavoro del Lorgna, dunque, appare di limitato interesse per il
linguaggio geometrico, inadatto a questo tipo di problema, per l'as-
soluta mancanza di formule nel testo e piu in generale per il metodo
stesso, antiquato e poco originale. Queste circostanze, inolire, assu-
mono particolare rilievo se si pensa che proprio in quel periodo ve-
niva pubblicata la ben nota memoria di Lagrange sul problema di
Keplero Y,

Al contrario i miglioramenti apportati alla soluzione del Cassini
appaiono di un certo interesse .

5. — Le soluzioni del Lorgna e del Riccati non ebbero, come gia
detto, vasta diffusione: al contrario la soluzione " elaborata dal Ca-
gnoli, che adesso andremo a riassumere, ebbe una certa notorieta e
non solo in Italia. Considerata dunque la (2} nella forma

(27 m=x+ esinx

il Cagnoli osserva che la nota formula (che si ottiene differenziando
la (27)%

dm

dx = — e
! +ecosx

" « Sur le probléme de Képler » (Hist. Ac. Berling 1769 (stamp. 1771)).

# Cosi, ad es., la considerazione della tangente al cerchio in C (fig. 2) verrd ripresa
dall’Encke nella memoria citata. Aggiungiamo che l'opuscolo del Lorgna ebbe le lodi
del Lalande e del Montucla.

¥ Fu pubblicata sul trattato « Trigonometria piana e sferica » (1* ed. Parigi 1786,
2* ed., Bologna 1804).

* Questa formula apparc in un volume di Simpson (Essays... - Londra 1760) ma
era gia nota a Newton, Su quest’argomento, come pure per delle interessanti note sul
metodo di Cagnoli, si veda: J. C. ApaMs, On Newton's solution of Kepler's problem,
MNRAS, (XLIII) 1832.
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¢ vantaggiosa solo quando «i differenziali sieno infinitamente pic-
coli » e pertanto propone di considerare, al posto degli incrementi
infinitesimi, degli incrementi finiti, Si ha quindi

2

da cui
Am
1
1 +cecos |x + —zfo

(5) Ax

E chiaro che tale formula rappresenta solo una correzione e per-
tanto occorre un valore iniziale abbastanza prossimo al vero. Inol-
tre il A x entro parentesi deve necessariamente darsi per noto, il che
puo farsi o prendendolo eguale a A m oppure adoperando la (5) come
seconda correzione e prendendo quindi per A x il valore fornito dalla
prima correzione.

Oltre a questa, Cagnoli elaboro anche altre soluzioni basate sul-
I'uso delle serie, secondo una metodologia gia introdotta da altri ma-
tematici come Jeaurat e Lagrange 2.

Per avere un'idea di tali soluzioni consideriamo la (2') e svilup-
piamo in serie il seno in modo da avere

a x %
+ € = =
5! 7!

(6) m=(14+e)x —¢ +

e quindi, invertendo la serie che compare nella (6), si ottiene 1'espres-
sione

m £ ; 9¢ — ¢

+ 4+ R /S
1+« 31(1 + &) 51(1 + &)

X =

che costituisce un interessante risultato sull’equazione di Keplero.

6. — Quest'ultima circostanza e cio¢ la soluzione della (1) per
mezzo di serie ci da lo spunto per introdurre gli altri studi compiuti
in Italia sull’'equazione di Keplero, in quanto gli astronomi milanesi

2 Abbiamo gia citato la memoria di Lagrange; quella di Jeaurat, invece, comparve
sulla rivista « Mémoires... présentés a 1'Ac. ...par divers savants » (t. IV-1763) col ti-
tolo: « Sur le mouvement des planétes.. ».
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furono, tra gli studiosi italiani, i pili sensibili alla problematica che
questo tipo di soluzione presentava.

Comincid 1'Oriani, che nel 1805 pubblicd una memoria sull’equa-
zione del centro, nella quale stabiliva la non facile espressione dei
coefficienti in funzione dell’eccentricita: nonostante la presenza di
qualche errore numerico #, la memoria ebbe buona fama e vasta dif-
fusione e probabilmente anche il merito d'incoraggiare studi di tal
genere.

Fece seguito alla memoria dell’'Oriani una memoria di Carlini,
la quale per comune consenso ¢ da riguardare come il piii notevole
lavoro scritto in Italia sul problema di Keplero. Tale memoria (Ri-
cerche sulla convergenza della serie che serve a risolvere il problema
di Keplero) rappresenta un punto fermo in almeno tre settori distinti

ella storia della matematica e cioé nella storia delle funzioni di
Bessel, nella storia degli sviluppi asintotici e nella storia del pro-
blema di Keplero, come attestano i numerosi riferimenti al lavoro
del Carlini da parte di illustri matematici %,

Per inquadrare l'argomento ricorderemo che Lagrange era per-
venuto alla serie®

k k—1

. _ = __d - .
(7) FEBY =] (M) + T2e -7 - = sint M (M)

e quindi, dopo qualche trasformazione, alla serie

E=M+ Zm:,, Ay (e)sin n M
i

allo sviluppo in serie del raggio vettore

"

= By + i,, B.(g) cos n M
1

# Furono segnalati da Schubert e da Degen, L'Oriani stesso, in una nota del 1822,
riconobbe i propri errori.

* Infatti Jacobi e Scheibner prescro spunio dal lavoro del Carlini per ulteriori
ricerche sugli sviluppi asintotici dei coefficienti dell'equazione del centro e del raggio
vettore, Molto pitt numerosi risultano i lavori sugli sviluppi asintotici delle funzioni
di Bessel, per i quali si rinvia al classico traitato del Watson.

In tempi pil recenti illustri trattatisti quali il Watson (Bessel functions, 2* ed.,,
cap. I, pag. 6} ed il Sansone (Eq. diff, nel campo reale, 2* ed., p. I, cap. VII, pag. 70)
hanno riporiate nei loro trattati delle brevi sintesi delle ricerche del Carlini,

# Lagrange non diede il raggio di convergenza dello sviluppo (7), che {u poi tro-
vato da Laplace. E il caso di ricordare che la (7), come serie doppia in £ ¢ M, con-
verge solo semplicemente, per cui la convergenza dipende in maniera essenziale dal
metode di sommazione, Per maggiori ragguagli si veda: E. BapoLaTr, Sintesi sforica
della risoluzione dell’'eq. di K. per mezzo della serie di Lagrange, Rend. Acc. Sc. Napoli,
{XLIII}, 1975.
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ed all'equazione del centro (essendo w P'anomalia vera)
w=M+4 } .C,(e)sin u M
1

Rimaneva aperto, tuttavia, il problema di studiare le proprieta
dei coefficienti A., B, e C, la cui espressione, in termini di e, non
appariva facile e difatti si trovera in seguito che tali coefficienti si
possono esprimere in termini di funzioni di Bessel *.

Al tempo in cui scriveva Carlini, la teoria delle funzioni di Bessel
non era neanche impostata, tuttavia l'astronomo milanese, con dei
calcoli laboriosissimi, riusci a trovare 'espressione asintotica dei coef-
ficienti del raggio vettore e dell’equazione del centro. Tali risultati
non erano immuni da errori ®, che furono correiti da Jacobi nel 1848
e poi nel 1850 quando I'illustre matematico tedesco, resosi conto del-
I'importanza delle ricerche di Carlini, volle tradurre in tedesco la
memoria dell’astronomo milanese.

Aliri risultati sulla (1) furono ottenuti dall'astronomo Frisiani, il
quale inseri I'argomento nel piit generale studio delle equazioni alge-
briche e trascendenti. In particolare nella memoria « Metodi d'appros-
simazione... » egli ricorse al metodo d'iterazione per risolvere la (1),
completandolo perd con la verifica della convergenza delle iterate e
servendosi, per tale verifica, della ben nota condizione sulla derivata
della funzione iteranda?.

E concludiamo questa rassegna con l'ultimo articolo della scuola
milanese sull’equazione di Keplero che fu scritto da Carlini nel 1852,
In esso il celebre astronomo, ormai settuagenario, descrisse un con-
gegno meccanico di sua invenzione per la soluzione della (2). L'idea
era ingegnosa, ma piit che descrivere tale macchinetta preferiamo
ricordare che in quest’articolo il Carlini ebbe a fare delle interes-
santi considerazioni storiche sull’origine dell'equazione di Keplero.

% Ad es. si trova

2 2e  dl. {ne)
A, = ..._r.'.z__ J-u (n E) B“ - ..n. - T

ave J,(z) indicano le funzioni di Bessel di prima specie e di ordine iniero (coeflicienti
di Bessel)}.

% Tra gli errori del Carlini segnaliamo il Tallo che egli ritenne convergenti le seric
per § < ¢ < (.66 mentre in rcalth lo sono per 0 < & < 1. Jacobi segnald tale errore col
commeento, invero poco diplomatico: « Dies ist offenbar falsch ».

7 B noto che una condizione necessaria per la convergenza del procedimento ite-
rativo relativo all'equazione x = @ (x) & che in un intornc della radice sia | @ (x)] < 1.
Questa condizione, ignorata dai matematici del 700, comincio a diffondersi ai primi
dell’800. La questicne trovd sistemazione definitiva in una nota di Schriéder (Ueber
unendlich viele Algorithmen zur Auflésung der Gleichungen, Math. Ann., 1870),
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§ 2. - I’EQUAZIONE DI KEPLERO E LA SCUOLA MATEMATICA NAPOLETANA

7. — Nel 1817 venivano stampate a Palermo le « Lezioni elemen-
tari di astronomia » del padre Piazzi, col che anche il regno delle
Due Sicilie poté vantare, al pari delle altre nazioni, un buon trattato
d’astronomia®, In esso, per quanto riguarda la soluzione della (2),
lo scopritore di Cerere penso di servirsi del metodo di Cagnoli, ag-
giungendo pert un criterio per la scelta del valore da prendere per
prima approssimazione: tale criterio deriva essenzialmente dal me-
todo di Cassini, ma non sard inutile darne un breve cenno.

Con riferimento alla fig. 1 si consideri il triangolo SDC e sia 6,
Ia misura dell’angolo DSC; si vede subito che 1'angolo SDC ha per
misura m — 8, per cui, applicando il tecrema di Nepero, si ha la
formula

to [Bl_ m] _ l—E_‘tg_“m”
2 1l +¢ 2

dalla quale si puo facilmente ricavare 8, e quindi, facendo uso della
(5), una buona approssimazione dell’anomalia eccentrica.

8. — Come gia detto questa soluzione fu la prima ad essere
stampata nel reame napoletano, ma in effetti essa era stata pre-
ceduta da altre, elaborate dai matematici napoletani, che tuttavia
per un complesso di circostanze erano rimaste allo stato di mano-
scritto e quindi del tutto ignorate. Cid si pud spiegare tenendo
presenti alcuni aspetti tipici della scuola matematica napoletana: &
noto infatti che il primo nonché maggior esponente di tale scuola,
Nicola Fergola, per una sorta di modestia incredibilmente esaspe-
rata ®, preferiva lasciare in manoscritto i suoi lavori o addirittura
pubblicarli anonimi, per cui, quando nel 1824 egli venne a morte, si
scatend fra i suoi allievi la caccia ai suoi manoscritti, che infine
vennero acquistati in buona parte dal Flauti. Questi, perd, non riuscl
a pubblicarli tutti anche perché, notoriamente, a quei tempi il regime
non aveva una grande sensibilita per le attivitad culturali, per cui i
Iavori scientifici si stampavano con un certo ritardo.

# Queslo trattato ebbe le lodi del Gauss e fu tradotto in tedesco. Per una biblio-
grafia sul Piazzi si veda il relativo articolo di Gabba sull’'Enciclopedia Italiana.

® £ il caso di ricordare le parole del Colletta: « Mori Niccola Fergela, dotto in
matematica, autore di melte opere, modesto e cristianamente amile, sinoe a pubblicare
col nome di alcun discepolo i prodotti del proprio ingegno a finn di scemarsi gli onori:
ma gli crescevano », (Storia del reame di Napoli, libro X, par. XXIII).
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Quando perd il de Gasparis comincio ad interessarsi del pro-
blema di Keplero, il Flauti volle riesumare il manoscritto del suo
Maestro riguardante il « problema delle anomalie » ¢ decise di pub-
blicarle sulle Memorie della Societa delle Scienze di Napoli assieme
ad un altro lavoro, dovuto ad un altro allievo di Fergola a nome Giu-
seppe Scorza, e rimasto anch'esso in manoscritto per det motivi non
molto diversi da quelli visti per Fergola®.

9., — In sintesi la soluzione del Fergovla procede alla seguente
maniera: prendendo dalla (1) il coseno di ambo i membri, si ha

cos (E — esin E) = cos M
ovvero
cos Ecos{esinE) + sinEsin(esin E) = cos M .

Sviluppando in serie le funzioni di argomento ssin E e trascu-
rando le potenze di ¢ superiori alla seconda, si ha

cos B (1 b Ezsian) 4+ esinE = cos M
2
da cui
5 2
. cos M — gsin* E
i —sinE = > :

1~ 5 sin’E
2

e quindi, trascurando sempre le potenze di = superiori alla seconda,
si ha?

sin M
Vi+4+e —2zcosM

(8) sinE = -

e l'autore aggiunge che il radicando che compare a denominatore ¢
sempre reale perché (per 0 < ¢ < 1)

T+ >2e=2ecos M

¥ i estremamente difficile datare questi scritti, tuttavia, seguendo il Flauli, si puo
avanzare l'ipotesi che il lavoro del Fergola risalga ai primi dell’'800 e queilo delio Scorza
sia posteriore a guello del suc Maestro.

3 De Gasparis annotava che spingendo l'approssimazione ai fermini in ¢, si sarebbe
pervenuti ad un’equazione trinomia di soluzione elementare, Inolire egli vsservava che
la (8 si prestava ad uma facilissima costruzione grafica dell’angeolo E, che coincide
essenzialmente col triangolo SCD della fig. 1.
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E innegabile la rassomiglianza fra la (8) e la (3”), ma ¢ difficile pen-
sare che il Fergola intendesse tradurre in chiave analitica il metodo
del Cassini, sia perché, come gia detto, la (3”) non compare esplici-
tamente nel lavoro dell’astronomo francese, sia perché la deduzione
del Fergola & completamente diversa da quella del Cassini.

A questa risoluzione il matematico napoletano ne fece seguire
un’altra basata sull'uso della cicloide. Questo, della cicloide, era un
metodo gia adoperato dai matematici inglesi (Wren, Wallis e Newton)
ai tempi in cui la cicloide era al ceniro dell’attenzione dei matematici,
ma, esauritosi tale argomento e constatato che tale metodo era poco
utile nella pratica, il ricorso alla cicloide era divenuto una sorta di
esercizio letterario e ben se ne rese conto il Flauti quando, commen-
tando il lavoro del Fergola, ebbe a dire che questa soluzione poteva
servire « alla costruzione di uno strumento anomalistico ».

La soluzione procede cosi: considerata la semiellisse § di equa-
zione

y=(1+e vl -4« 0 =x=<1)

e l'arco di cicloide v di equazioni arametriche
Y

Yy =¢ 4+ sing
(0= ¢ <x)
¥ = Cos @

costruiamo un circolo di centro l'origine e raggio unitario e premn-
diamo su di esso un punto Q tale che Varco PQ misuri 8.

Detti ora G, H e F i punti in cui la retta per Q, ortogonale al
diametro, incontra il diametro stesso, B e v, si ha

Fﬁ:ﬁ@—ﬁ:ﬂ—ssin@

e quindi, se F = m, il punto H (o meglio il parametro ad esso cor
rispondente) risolve il problema. In definitiva il problema & ricondotto
ad inserire fra 8 e v un segmento di data misura (FH = m) e di « dato
sito » (e cioe di data direzione), il che puo farsi abbassando da P un
segmento PP”, ortogonale al diametro e di misura m, e quindi tirare
da P” un arco di cicloide, parallelo a v, il quale intersechera 3 nel
punto H wvoluto.

Anche qui non si pud negare un'analogia con la seconda solu-
zione del Riccati, ma le diversita di procedimento e d'impostazione
portano a ritenere indipendenti le due soluzioni,

In definitiva il maggior risultato del Fergola ¢ la (8) che, del
resto, ¢ una delle pochissime formule che diano direttamente ed in

2
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termini finiti B in funzione di ¢ e di M2 Aggiungiamo che l'errore
che si commette usando la (8) & dell'ordine di ¢, come facilmente si

pud vedere ®; infatti, per una nota formula relativa ai polinomi di
Legendre, si ha

/F

N\
T

Fig. 3

2
—_— ! :i-i-ECOSM-i—Z—(1+3C052M)+...

V1—2ccosM + €

per cui la (8) diviene

2 Un'altra formula di tal gencre fu ottenuta da Pacassi e comunicata in una jcttera
a Nicola Fuss (Nova Acta Ac. Sc, Petropolitanae {(VII]) 1790). In sintesi, posto nella (2)
=1 —8, si ha t = gsin (m — 1) e poiché u & molto piccolo (per piccoli valori di €)
si pud porre ¢ = §inu per avere
sin i = ¢ (sin 7 cos i — cos M2 sin u)
e quindi, in definitiva, la formula
g sin m

tgln—8 = 1+scosﬁ1_

Anche questa formula ¢ deducibiie dalla soluzione del Cassini.
3 Ng& Fergola né i suoi commentatori si preoccuparonc di trovare l'errore relativo
ali’'uso della (8).
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SillE:SinM—I-ESillMCOSM—i-E?%Ni (1 +3cos2M) + ...

che non differisce, per i primi tre termini, dallo sviluppo in serie di
Lagrange (7) della funzione sin F

2
sinE =sinM + esinMcos M + - . cos MsinM + ...
2 dM
10. — Lo Scorza, invece, per risolvere la (2) pensod di servirsi del

metodo d'iterazione assieme ad una verifica della convergenza delle
iterate e quest'ultima circostanza costituisce un elemento dj note-
vole interesse rispetto alle soluzioni precedenti. Purtroppo tale veri-
fica risulta piuttosto maldestra e confusa: infatti, dopo aver scritto
la (2) nella forma

O =V + nsin ¥

e dopo aver dimostrato che, per piccoli incrementi, le variazioni del-
I'anomalia eccentrica A ¥ sono proporzionali alle corrispondenti va-
riazioni dell’'anomalia media A @, l'autore, col metodo d'iterazione,
ottiene dei valori approssimati ¥, dell'incognita ¥, la cui approssi-
mazione puo valutarsi con la differenza delle rispettive anomalie medie.
Quando infine questa differenza risulta minore di 45 allora col me-
todo di falsa posizione si pud risolvere il problema.

In definitiva lo Scorza non vede nel metodo d'iterazione un algo-
ritmo infinito, capace di risolvere la (2), ma solo un mezzo per im-
postare la soluzione definitiva. Inoltre il linguaggio geometrico e ta-
lune inutili lungaggini rendono la memoria farraginosa e di pesante
lettura, in contrasto con lo stile agevole e piano del Fergola.

Cid non costituisce, tuttavia, un severo giudizio in quanto la fama
dello Scorza poggia su ben altro ed inoltre torna spontaneo pensare
che il manoscritto pubblicato da Flauti fosse solo I'abbozzo di una
memoria che poi non fu pitt completata.

11. — La soluzione dello Scorza ci da lo spunto per una breve
digressione sulla risoluzione per iterazione dell’equazione di Keplero.
Il concetto d'iterazione risale, come & noto, alla fine del '600, ma la
sua applicazione all'equazione di Keplero risale alla meta del 700

" Questo il valore che dové sembrare sufficiente allo Scorza, ma la validita del
metodo rimane se al posto di 45’ si pone una qualsiasi prefissata quantita.
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guando tale metodo apparve nelle pubblicazioni, precedentemente vi-
ste, di Eulero e di Riccati. Nel lavoro del matematico italiano il me-
todo & visto essenzialmente in chiave geometrica, mentre nella me-
moria di Bulero literazione & presentata in maniera analitica e so-
prattutto risulta ben chiaro il fatto che literazione costituisce un al-
goritmo infinito. Questo procedimento, tuttavia, era come nascosto
nella memoria di Eulero, dedicata piti generalmente alla costruzione
delle tavole astronomiche, per cui Nicola Fuss nel 1788 penso di rie-
sumare l'argomento, esponendolo con maggiori dettagli ¢ con appli-
cazioni pratiche.

Mancava, perd, una giustificazione della convergenza delle ite-
rate® ed in tal senso vanno visti i lavori successivi dello Scorza e
del Frisiani®; in particolare il lavoro del Frisiani, sul quale ¢i siamo
gia dilungati, costituisce gia una sistemazione soddisfacente del pro-
blema.

Infine segnaliamo una memoria di Grunert (del 1852), nella quale
la convergenza viene stabilita alla seguente maniera: dal procedimen-
to interativo (con E; = M)

(9) Em+l = M 4 £ Sin Em
si ricava

. . . Ew — Eno E.w + Emoa
Ewmyi — B = e{sin B, — sin Euo) = 2esin w2 cps o "

e quindi le diseguaglianze
| Bt — Ewl < €| Euw — Bu < ¢ |Er — M|
che giustificano la convergenza del procedimento (9).
12. — Con de Gasparis la scuola matematica napoletana trovo il

suo pit celebre esponente, almeno per quanto riguarda la soluzione
della (1), forse anche perché l'astronomo di Bugnara, a differenza dei
suoi predecessori, invece di tener celati i suoi risultati si preoccupo
di diffonderli sia in Italia che all'estero,

I lavori del de Gasparis riguardano soprattutto regole pratiche
¢ tavole numeriche per la soluzione della (1) e procurarono al suo

55 Occorre dire che nel '700 i matematici erang poco sensibili ai problemi di conver-
genza degli algoritmi infiniti.

% Poiché lo Scorza venme a morte nel 1843, il suo lavoro & certamente anteriore a
quelle del Frisiani. E invece possibile che il malematico napoletano fosse a conoscenza
delle zlire memorie sull'argomentao,
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autore lodi da parte di autorevoli astronomi?, ma anche critiche *:
essi sono tutti di agevole lettura e facile reperimento, il che ci esime
dal riassumerli, tuttavia & da tener presente che essi furono concepiti
con lo scopo di risolvere la (1) con « operazioni numeriche dirette,
spedite ed elementarissime » ¢ che quindi rimasero strettamente le-
gati all'utilita che potevano dare nei calcoli. Tale giovamento, note-
vole a quei tempi (onde la notorieta in Italia ed all’estero dell'autore),
¢ poi diminuito fino a svanire completamente col moderno calcolo
elettronico.

Con questo non vogliamo dire che il de Gasparis abbia preso delle
vie errate per risolvere 'equazione di Keplero, ma solo che la fatality
spesso gioca ruoli determinanti nella storia della scienza. Al contra-
rio le ricerche del de Gasparis sulla meccanica celeste ed i suoi studi
matematici rimangono tuttora di grande interesse.

13. — Certamente quest'argomento & troppo particolare per po-
terne trarre delle deduzioni sulla scuola matematica napoletana, ma
esso, pur nella sua frammentarietd, ci consente qualche considera-
zione nel senso che, se da un lato vengono confermate talune note
caratteristiche di questa scuola quali la superiorita del Maestro (Fer-
gola} sui suoi allievi e la passione di costoro verso una matematica
che vorremmo definire neoclassica, dall’altro emergono taluni aspetti
che sara bene puntualizzare.

E noto che la scuola matematica napoletana, pur non essendo
tra le pitt prestigiose d’ltalia, ebbe la sorte di suscitare in modo par-
ticolare l'interesse degli storici con un certo numero di studi, effet-
tuati, perd, in un momento in cui era ancora vivo il ricordo del pro-
fondo legame che univa i principali esponenti della scuola al passato
regime borbonico ed in un’atmosfera ancora permeata del risenti-
mento, acre ma anche ingeneroso, dei matematici liberali che, dopo
l'unitad d'Ttalia, li avevano in gran parte sostituiti nelle cariche pub-
bliche.

Inoltre gli storici della scuola matematica napoletana (Loria ed
Amodeo) erano essenzialmente dei geometri e pertanto portati natu-
ralmente ad esaminare la produzione geometrica pitt che non quella
relativa all'analisi o all’algebra e su questa produzione geometrica
principalmente diedero i loro giudizi. Viceversa noi, pur esprimendo

¥ Tra questi ricorderemo il Lehmann ed il Klinkerfues, Ricordando la lode dcl
Kiinkerfues, ii de Gasparis cbbe a dire che per questa lode avrebbe volentieri donato
cinque asteroidi.

* Uno dei suoi lavori (Regola per la soluzione del problema di Keplero) praovocd
una vivace polemica col Bellavitis.
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delle riserve sui loro canoni di valutazione, riteniamo che la storia
della scuola matematica napoletana, come attestano la formula del
Fergola e la capacita numerica del de Gasparis, possa ancora arric-
chirsi di importanti contributi.

& 3. - T MATEMATICI ITALIANI E LA STORTA DELL’'EQUAZIONE DI KEPLERO

14, — Aggiungiamo ancora, a guisa d'appendice, che fra gli studi
compiuti in Italia sulla (1) compaiono anche delle note storiche, sulle
quali vogliamo dare un breve cenno. In realta, come del resto suc-
cede anche oggi, quasi tutti gli studiosi visti in precedenza erano
soliti premettere alle loro ricerche delle note informative sui lavori
precedenti che riguardavano l'argomento della loro pubblicazione ed
in quest'ordine di idee occorre considerare alcune di queste note
che, per estensione, spiccano maggiormente delle altre.

Fergola fu il primo a scrivere sulla storia dell’equazione di Ke-
plero, in quanto in un suo volume del 1791 ¥ traccio lo sviluppo storico
delle soluzioni della (1) a partire dagli scritti di Keplero fino alla
serie di Lagrange, non trascurando l'ipotesi ellittica semplice e le
soluzioni meno note . La sua esposizione, elegante ed accurata, ¢ tra
i primi esempi di storia delle risoluzioni dell’equazione di Keplero.
In seguito il Carlini, nella memoria gia citata « Descrizione di una
macchinetta... », ebbe a soffermarsi sull’origine della (1), sulle diffi-
colta incontrate da Keplero per la sua soluzione e sui problemi posti
dalla (1) per le orbite di elevata eccentricita.

E interessante notare il risalto dato dal Carlini alle risoluzioni
per serie della (1), in quanto, riferendosi alla (1), egli ebbe a dire che:
« .1 geometri posteriori non fecero altro passo fuori di quello del-
l'applicazione ad essa della teoria delle serie... » e del resto non ci si
poteva attendere altro giudizio da un cosi celebre studioso di serie
astronomiche.

E chiudiamo col de Gasparis il quale, nella memoria « Altra solu-
zione numerica del problema detto di Keplero » (del 1877), volle pro-
porre una classificazione delle soluzioni della (1), che qui riportiamo:

1) Metodi basati sull'uso delle serie.
2) Metodi grafici.

’

® o Prelezioni a' Principi matematici della TFilosofia Naturale del cav. Isacco
Newton... » (val. I).
# Quando il Flauti riesumd la soluzione del Fergola, volle aggiornare la nota sto-

rica del suo Maestro, aggiungendo i nomi degli altri solutori della (1).
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3) Metodi meccanici.
4) Metodi numerici.
5) Metodi fondati sull'uso di una tavola.

Naturalmente il celebre astronomo era portato ad esaltare i me-

todi numerici, anche se sorprende una certa durezza di giudizio verso
gli altri metodi ed in particolare contro l'uso delle serie. Nondimeno
il senso critico e I'iniziativa stessa di classificare le soluzioni della (1)
rendono di grande interesse la lettura della nota storica del de Ga-
sparis.

In definitiva queste note storiche si rivelano degne d’attenzione e

contribuiscono ad accrescere 1'importanza degli studi compiuti in
Italia sull'equazione di Keplero,

b

YT oo
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composta dai soci T, Nicolini, C. Miranda ¢ C. Tolotti.







Teorema dell’energia nell’urto elastico di una corda
in un caso non lineare

Nota di Berarping D'AcUnTo *
presentata dal socio emerito CARLO MIRANDA

{Adunanza del 20 gennaio 1979)

RIASSUNTO. — Si calcola l'energia di una corda, nel caso non lineare, lungo una
linea, con orientamento di spazio, del piano (x, 1), quando il processo d'urto ¢ in corsc e
nel fenomeno fisico interviene la reazione vincolare incognita.

ABSTRACT. — One calculates the string energy, in a nonlinear case, along a spacelike

line of the (x, N-plane, when the impacl process takes place and the unknown
constraint reaction intervenes in the physical phenomenon.

1. — Si consideri il moto di una corda in presenza di un ostacolo.
Le vibrazioni siano rette dall’equazione (nel senso delle distribuzioni)

(1.1} Vi — Vee = 2q(x, t,v)+ 2],

dove v (x, t) indica, nel piano (x, v), lo spostamento del punto della
corda di ascissa x al tempo ¢, 2 ¢(P,v) indica la forza esterna per
unita di lunghezza e 2/ la reazione incognita dell’'ostacolo. Si osservi
che, in coordinale caratteristiche

E=2"(x41), n=2"%(—x+1),
la (1.1) & equivalente alla seguente:

(1.2) Ve =g (Emv) + L.

L'urto elastico di una corda, le cui vibrazioni siano rette dalla (1.2},
contre un ostacolo rettilineo, coincidente con il segmento [o, 1], &
stato da me considerato in [9]. Un teorema di esistenza e uniciti e

* Istituto di Meccanica Razionale della Facoltd dj Ingegneria di Napoli, L'autore
aderisce al G.N.F.M. del C.N.R.
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stato stabilito nella striscia A = {0 =x <1, 0<? < + =}, sotto le
ipotesi seguenti:

(1.3) { q(P’O)ELE(AT)VT>0,CODAT:{OEIET,OSXEI},
' g (P, v) misurabile V v,

(14) | q(P,v) — q(P, )| = L{v — v,

(1.5) qg(P,v)=0, se v =0,

e con le condizioni iniziali e al contorno seguenti:

(1.6) v{x,0)=f(x) >0, w(xo0) = glx), [} g(x) e L' ([0, 1]),

{1.7) v(l,t) = b{1) >0, wv(ot)=a(t)>0
a(t),b(t) e C ([o, +-D).

La funzione u (P), soluzione del problema con ostacolo, risulta eCo(A).
La dimostrazione del teorema di esistenza e unicita si poggia sul con-
cetto introdotto da AMERTO-PrROUSE [1] (e ripreso da AMERIO [8] con
condizioni, per 1 dati, in cui rientrano le ipotesi qui fatte) di linea di
influenza dell'ostacolo, che, nel piano (x, t}, & una linea A, di equazione
¢ = t(x), continua, lipschitziana con costante = 1. Tale linea & sostan-
zialmenie caratterizzata dal fatto che per t < t(x) la soluzione del
problema con calcolo 1 (P) non & influenzata dalla presenza dell’osta-
colo e, pertanto coincide con la soluzione libera v (P), con le stesse
condizioni iniziali e al contorne.

Scopo di questa Nota & di calcolare l'energia della corda lungo
una linea qualsiasi % < A (con orientamento di spazio), quando il pro-
cesso d'urto & in corso e nel fenomeno fisico interviene la reazione
vincolare (incognita). Ricordiamo che, per ¢ = 0 e supponendo che *
non intersechi linee di influenza, la stessa questione & stata oggetto
di una precedente Nota di CITrInt [4].

Ci varremo del seguente noto lemma, relativo al problema libero,
riportandone per comodita la dimostrazione.

Lemma 1. — Se la (1.4) é verificata e se inoltre
(1.8)  v(x,0) = f(x)ve(x0) = g(x), ) gk el ([ol),
(1.9) v{o, 1) = a(i), vl t)=0b(1), a (D), b (H)el’([o,T]) VI >0,
(1.10) g(P,0)e L’ (A7) VT >0, g (P,v) misurabile V v,

la soluzione libera v{P) (cioé la soluzione di (1.2) per J = 0), che esi-
ste continua ed unica in A, & dotata di derivate vy, v, € L (Ar). Inoltre
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ve (€, ) esiste ¥ (§, 1), escluso gli & appartenenti ad un insieme di mi-
sura lineare nulla, e, similmente v, (§, ) esisie V (&, m) escluso gli m
appartenenti ad un insieme di misura lineare nulla.

Dim. — Nel triangolo T={0=<x=L0<t=x0 =<t <[ — x}
(fig. 1o}, si consideri la soluzione libera v (P) del problema di Cauchy

e PiE7)
R R, ’
. < )
. P - o
. R‘E.Aﬂ

S 0 T I
TJ' ,- T 2 -G T 3
o F P L 0 L o ) L

o) #)
Fic. 1

(per l'equazione (1.2) con J == 0) con i dati iniziali (1.8), e si osservi
che v (P) € C°(T) ed inolire

n

w@ﬂ=vﬂ?@+]ﬁ[amAwamndm,

e
(1.11)
£

ummzm@3+fﬂamwamw&,

| -0

dove P, P" € {t =0, 0 < x <1} sono ordinatamente, la E-proiezione
¢ la n-proiezione di P sulla retta 1 = 0. Nel sistema (1.11), v (P”) e
v, {P") sono a quadrato sommabile per ipotesi, Per guanto riguarda
gli integrali, prendiamo in considerazione, per esempio il primo. Es-
sendo g € L*(Ar) si ha VP(E, ) e T

vz 1
fdg[¢mmm@dem<+m

—1] -gE
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donde
o P 1
fdn[dgffmmm@dem<+w.
—i/v2 LTI —E

Da questa, essendo
Ui T

(fqdm ]2 ﬁ(n+£)fq2dm£l/2”fqzdm.
T

-§

si trae
a vz 7 ,
fdnfdi(fqﬁmhﬂﬁmﬂde<:+m;
vz Bkl —£

I'integrale considerato risulta, pertanto, a quadrato sommabile. Ana-
Jogamente si procede per l'altro integrale. Poiché la somma di due
funzioni a quadrato sommabile & ancora a quadrato sommabile, si ha

ve (P), v, (P) € L*(T).

Con riferimento alla (1.11):, si osservi che, per lipotesi (1.8),
v, (P”) esiste q.o. in [0, []; pertanto v; (E, ) esiste V(§,m) € T, escluso
gli £ appartenenti ad un insieme di misura lineare nulla. Analogamente
v, (E,m) esiste V (§,1) € T escluso gli v appartenenti ad un insieme di
misura lineare nulla.

Nel triangolo T: = {O<x<%l, x=<i=<l1-— x}(ﬁg, 18) si

consideri la soluzione libera del problema di Goursat con i dati asse-
gnati su {x =0, 0=<t<}U {t =x 0=<x= ; Z}; st indichi con P’

la E-proiezione di P su {x = 0} e con P” e Q le n-proiezioni su {t = x}
rispettivamente di P e P’ e si osservi che v(P) e C° {T)) ed inoltre

P

vam:wwﬁ+fq&my@dem,

P

(1.12) iw@%:—w@)+ﬂw@3+fq%mw@mmd&“

“f g [n, i, v(n, )l dmn:.

Q
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Da (1.12), tenendo conto di (1.4), (1.9), (1.10) e di quanto dimostrato
precedentemente, si trae ancora

(1.13) ve (P), v5 (P} € L*(T)).

Da (1.12), si vede che v:(P) ¢ definita V (£, 1) ¢ Ti, escluso gli & ap-
partenenti ad un insieme di misura lineare nulla; da (1.12); segue,
poi, che v,{P) non esiste sia se non esiste @’ (P’) e sia se non esiste
v:(Q), ciog v, (P) esiste V(E, n) escluso gli 7, appartenenti ad un insie-

me di misura lineare nulla. Analogamente, posto T, = {;—l = x =</
x=t=1 - x} , 51 dimostra che

{1.14) ve (P), v, (P) € L*(T,).

Nel rettangolo caratteristico R={0<sx <[ | —x<t <]+ x,
x=t=2]-x} (fig. 1v), si consideri la soluzione libera del pro-
blema di Darboux con i dati assegnati su {t =71 — x}U{t = x}; sia
P’ (risp. P”) la E-proiezione (risp. m-proiezione) di P su [t =1 x}
(risp. {7 = x}) e si osservi che v(P) e C°(R) e

vg (P)

w@ﬂ+]qmmw@dem

(1.15)

P

UNW=%@?+IQmmN@de&

P

Da (1.15), se si tiene conto di (1.13), (1.14) e di (1.4), (1.10) segue
che v¢(P),v,(P) € L’(R). E chiaro, inoltre, che in R, v (P} (risp.
v, (P)) esiste V(& 1) escluso gli & (risp. m) appartenenti ad un in-
sieme di misura lineare nulla.

Possiamo, ora provare il seguente lemma.

LEMMA 2. —— Si supponga che le ipotesi del lemma 1 siano veri-
ficate e si consideri una curva continua \* < A, di equazione t = {*(x),
lipchitziana con costante < 1, con il primo estremo A* e {x =0, >0}

e il secondo estremo B* e {x =1t > 0}. Risulta allora v; dg =0
vi dn=0e

(1.16) f(vg dE - v dm) < + .
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Dim. — L’integrale (1.16) ha senso in quanto dal lemma prece-
dente segue che v:(P) e v,(P), con P e A", esistono rispettivamente

A
A*

{5}?&) B*
\/\/ /E\‘;:

Ty » .
Fic 2

per quasi ogni & e per quasi ogni 1. Indichiamo con 1 = 87 (§) l'equa-
zione di " privata dei segmenti caratteristici n (fig. 2) ed osserviamo
che la funzione v: (P), P € A*, pud scriversi,

BHE)

(1.17)  ve (&, 1) sy = ve (€, mp) + fq [E,m,v{En)]ldn.

N

per quasi ogni § € [&a, Ep-].
Essendo ¢ € L7 (A1), si ha,

Bge B}
(1.18) [ae [gravemidn< -
By ".B*
ed anche, per il teorema di Fubini, per quasi ogni §,
6]
(1.19) f FIE v (B dn < + .
Mg

Da (1.19), per la diseguaglianza di Schwarz, segue
BHCE) BACE) BH(E)

(1.20) [fq me < [B*(&) —Tia*lfqzd'mﬁ (m*——ng-*)fqzdm.
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Da (1.18), tenendo conto di (1.20), si trae

51 pA(E) ,
f d& (fq d T]lJ < oo,
£ T

cioe lintegrale a secondo membro dj (1.17) € 12 ([Ea-, E<]); poiché,
d’altra parte dal lemma 1 segue che v (&, np-) € L2 ([Enr, Ex<]), si con-
clude che

(1.21) j.v: dE < + o,

W

Analogamente si prova che

(1.22) —fvidn<+eo.

»®

Da (1.21), (1.22) segue (1.16).
Sussiste il seguente teorema.

TEOREMA, — Se le (1.4), (1.5), (1.8), (1.9), (1.10) sono soddisfaite,
e se inoltre

(1.23) f(x) >0, a(t)>0 b() > 0,

allora la soluzione del problema con ostacolo u(P) (Cir. [9]) esiste
continua ed unica in A. Inoltre.

a) u (P), wy (P) € L2 (A1),

b) le derivate u:, u, esistono rispettivamente V€ e ¥y escluso
al pity insiemi di misura lineare nulla,

Dim. — La esistenza e unicita di w(P) in A & stata dimostrata
in [9] nelle ipotesi (1.3), (1.4), (1.5), (1.6), (1.7); poiché, nell’ipotesi (1.23)

(1.8),(1.9), (L.10) = (1.3),(1.6), (1.7),

necessariamente sussiste anche nel nostro caso,

Per quanto riguarda la a), indicato con ¢ — t; (x) 'equazione della
prima linea di influenza A, si osservi che per I < 4 (x) la soluzione
del problema con ostacolo u (P) coincide con la soluzione libera v (P)

3
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(Cfr. [1], 8], [9]) e, pertanto, tenendo conto del lemma 1, si pud
affermare che la proposizione a) &€ certamente vera per [ < t{x). Al di
sopra della prima linea di influenza M = Ai By e all'interno di @, =
= A B, C, la soluzione u(P) del problema con ostacolo si definisce
con la seguente equazione integrale di Volterra (Cfr. [9])

mn

u(P) = v (P)+v(P") +v(P)+ 2);; v (Ni} -+

1.24
(124 JFJ.Q(Q,H(Q))GTA—J.q(Q,v(Q))dA‘

R, Rp
In questa (hg. 3)

1) P’ (risp. P”) & la &proiezione (risp. n-proiezione) di P su Ar;

ﬁl

v

Fic. 3

2) il punto P, si ottiene come intersezione della caratteristica &
per P” e della caratteristica m per P’;

3) me & il numero (anche = 4 <o) delle coppie di segmenti
(£, ) di \, sirettamente comprese tra P e PY;

4) Rp = R, U R, & il rettangolo caratteristico di vertic PP'P.P”
e R, (risp. R.) ¢ il sottoinsieme di R superiormente (risp. inferior-

mente) limitato da A .
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Poiché v: € L?(Ar), equazione integrale (1.24), in maniera equi-
valente (Cfr. [9]) si scrive

3

%
u(P) — v(P) =f+vs_(g)d51 +

(1.25)

S

Jrfdﬁlfq(f‘;l,ﬂl.u(inm))dm,

P 5

o

dove S & un punto variabile sul segmento [P'P], § ¢ la n-proiezione
di S su ), ed inolire, nel primo integrale a secondo membro di (1.25),
si usa il segno — se § & un punto d'urto (Cfr. [87) e il segno + se §
non ¢ un punto d'urto, Da (1.25) segue

P

(1.26) u: (P) = 4 we(P") +fq(i, n,uw{E, ) dwm qo. in Q.

P

Dalla (1.26), con ragionamento analogo a quello gia fatto a proposito
del Lemma 1, si prova che ur € L7 (£4).

Essendo v, € L7 (Ay), l'equazione integrale (1.24) si pud anche
scrivere

w(P) — v(P") :f v (8)dm -

T]P

o

(1.27) ; s
+j dmfg(al,n.,ma;,m))dal,

dove, ora, S & il generico punto € [P”,P] e § & la sua E-proiezione
su A. Da (1.27) si ha

P

(1.28) . (P) = £ v, (P") +fq(ﬁl,m,u (&,m)d& qo. in O,

pr

e, pertanto, anche u, ¢ L2 ({).
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Nel caso generale, poi, (quando, ciog, al variare di P in i, it
punto P, non necessariamente € Ar), I'equazione integrale (1.24) de-
finisce la soluzione u (P) solo in un sottoinsieme di £ (cfr. [8] e
[91); 1a u(P) viene prolungata in £ risolvendo un numero finito di
problemi di Darboux. Si realizza, cosl, che il teorema continua a
sussistere anche in questo caso in guanto, come si vede con riferi-
mento al lemma 1, la soluzione del problema di Darboux & dotata
di derivate parziali prime € L? se le funzioni costituenti i dati hanno
derivate parziali prime e L%

La b), poi, segue dalle espressioni stesse (1.26) e (1.28) di wz & iy .

Osservazione. — Per P € Ay, risulta, in armonia con la defini-
zione d'urto elastico (Cfr. [8] e [9])

w (P) = £ ue (P7), ty (PH) = £ un (P7),

ciog
(1.29) ul (PH) = u? (P), u) (PH) =u, (P7),

rispettivamente per quasi ogni & e per quasi ogni 1.

2 _ S§i consideri la soluzione libera v(P). Da (1.2), per J =0,
si trae
27 (ve 4+ vy 2g = 2V (Vs + Vi) 277,
cioe

d J 2
2.1 27V (v + v )2 g = 2—‘/’(--- v, + — v'] .
(2.1 (ve +v2)2 ¢ an ag

Essendo v, = 2~ (vg -+ 1), il primo membro di (2.1) esprime la po-
tenza delle forze esterne per unitd di lunghezza.

Sia ¢ = t* (x) l'equazione di una linea continua A < A, lipschit-
ziana con costante < 1, con gli estremi A* e B” rispettivamente sugli
assix=0ex=1lesiponga A"={0=x=/0=<1t= t* (x)}. Deh-
piamo {Cfr. [4]) energia della corda sulla linea t = " (x) il funzionale

(2.2) EY — E(O) = f 24 dE v d e,

A%

che esiste per quanto provato nel lemma 2.
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Tenendo presente che g e L?(A7) e che per il lemma 1, v,
ve € L*(Ar), da (2.1) si ha

{2'/5 (vi + vy)2gdA :[2% [_BV: +
&

afvs J d A,
dn

M -ag
cioe
jz‘”(wg + va)2qdA :fzyz(_ V: dg + vi dn)

A=

Di qui, essendo d A" = 0LUL B*UB* A*UA* 0, si trae

{ B~
‘ fz—% (vs dg — vi d M=) =
A*®

L
(23) { = f 27% (v 4+ )29 d A +j 2% (v, d€ — v d ) +
o 0
B+ 0
+f2*%(v§ dg — v} dn) +] 27% (v dE — v, d)e.
L i

Da (2.3) si nota che l'energia della corda sulla linea ¢ — #* (x) &
data dalla somma di:

1) il lavoro compiuto (in A*) dalle forze esterne;
2) l'energia della corda al tempo ¢ = 0:

L ]

E. ku"/f (v: dE — vf] dn)i—g = f%(vi (x, 0) + vf (x,0)d x;

(t] o

3) il lavoro compiuto dalla tensione agente agli estremi:

B* 1]
fZ‘”(vé dg — vi dn)=1 + f 24 (Vé dg — Vi d M=o =
J L A¢
i B 0

= f vw(,byvw(l,Hdt + f velo,t) v (o, 8)dt.

L A¥
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Si noti che se A* ¢ B" non sono i punti estremi della corda, il
funzionale (2.2) fornisce l'energia sulla linea del tratto di corda
Xar = X = Xp*.

3. — Si osservi che la (2.3) vale per la soluzione libera v (P).

Si consideri ora la soluzione del problema con ostacolo u(P) e
proponiamoci di far vedere che il funzionale (2.2) rappresenta ancora
I'energia che compete alla corda sulla linea. Si dimostrera, inoltre,
che tale integrale permette di determinare l'enercia anche mentre il
processo d'urto € in corso.

LEMMA. — Siano X; e Y due punti appartenenti alla prima linea
di influenza . Risulta allora

Yl Yl

3.1) fz—%(vg dE—vidn), ., :fz'ﬁ(u; dE —wldn, ., .
Xl Xi

Dim. — Entrambi i membri di (3.1) hanno senso per quanto

provato nei Jemmi e nel teorema del n. 1. L'uguaglianza, poi, & ovvia
conseguenza della (1.29).
Dimostriamo ora il teorema dell’energia.

TEOREMA. — Sia & wna linea continua, di equazione t = 1 (x), lip-
schitziana con costante < 1, di estremi Ae {x = 0,i1>0}eBec{x =1
t > 0}. Supposio che intersechi solamente la prima linea di influenza
W (in un numero finito o infinito di punti), si prova che il funzionale
(2.2) porge ancora la emergia totale della corda sulla linea t = I{x).

Dim. — Siano (fig. 3) o, (i =1...u), le parti (anche infinite)
di & per cui risulta i(x} = () e, J=1...v}, le parti (anche infi-
nite) di % per cui & {(x) > #,(x); siano, poi, cu € 1o le f-proiezioni di
oi e 7; sulla retta ¢ = 0; infine sia "C; la proiezione di 7; su A Indichia-
M0 ¢on ﬂ;, (i =1...1) i domini delimitati da ¢, ¢ e dalle paral-
lele condotte per gli estremi (di o), ¢ con m; U w;’, (j=1...v})1do
mini analogamente determinati con riferimento a <; essendo m; la
parte limitata superiormente da M e mJ la parte compresa tra i
e . Si osservi che, per il teorema ed i lemmi limostrati nel n. 1,
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I'integrale
B
fz_yz (Mj dE — u;' d'l’]);:E(,r)
A

esiste e si ha

B
I
[2mwd az —utaw, ., = g e
i=1
(32)
- Vsd'ﬂ);:?(.n + ;jzy% (u; dE - Ltid"l’j),:;'(r‘,)-

Si osservi che con riferimento a Q" si pud utilizzare la (2.3) per calco-
lare ciascuno integrale esteso a o,

fZ"A (VEZ dt — 17;: d“ﬂ)r:r’(.\-) = f 278 (ve v)2qdA +
(33){ & u

+ Efoo) 4+ e, i=1...p,

dove ¢; indica il lavoro compiuto dalla tensione agli estremi,
E ancora possibile utilizzare la (2.3) per calcolare sia l'energia

g fzﬁl/ﬁ (vi d& — v,id'r]),:fl(_t) :] 27% (v v 2gdA +
(3.4) { + o

+ Bt} e, j=1...v,

sia il funzionale

T
!

(3.5)
Jrfz’/ﬁ {t: + w)2qdA, j= ...y,

P
7
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dove g;, analogamente a e;, tiene conto del lavoro delle tensioni agli
estremi. D’altra parte il lemma precedente implica

(3.6) J 2-" (vi2 dt — vf] d‘”)z:rlm = fz—% (”é dE — us d"ﬁ)z=zl(.\-) .

Sommiamo le (3.3), (3.5) tenendo conto di (3.6) e del fatto che risulta

0 B
43 »
X:,;Ei + 3 g = IZVZ(VS de — vi dn)e=s +f2'/1(v§ dB — vf] d M=t -
i =1
i {
Si ha
B ]
fz'/z (Wl dE — uldn) s = f 2 (v dE— vP d e +
A A

B

I L f2veormzaday
i=1
ax

L

i
|

| +_E]f2%(vg+vn)2qcm+2 27% (s + u) 2q d A
i= =1
IL w[‘r

he
ciot il funzionale a primo membro & uguale alla somma dell’'energia
che la corda possiede nell'istante ¢ = 0 e del lavoro eseguito dalle
forze esterne e dalle tensioni agli estremi npel tempo 0 <t =< t(x).
Q.E.D.

Nel teorema si & fatto riferimento a i, € si & supposto che &
intersechi solamente i, ma & chiaro che continua a sussistere in rife-
rimento ad una qualsiasi h: ed anche se & incontra pilt linee di in-
fluenza.

Dal teorema segue, come caso particolare per p =0, il seguente
corollario.

COROLLARIO, — Se la linea %, definita nell'enunciato del teorema
precedente, non interseca linee di influenza ed inoltre 1(x) > t:{x),
il teovema continua a sussistere.

Si pud concludere che il funzionale (2.2) rappresentia Uenergia
della corda anche in presenza di ostacolo ed & pienamente giustificato
il nome di funzionale dell’energia che ad esso ¢ stato dato.
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Su un problema di minimalita
riguardante le torri di Sylow nei gruppi finiti

Nota di CLoriNDA DE Vivo {Napoli)
presentata dal socic ordinarioc Marro CUrzio

(Adunanza del 20 gennaio 1979)

SunMmary — In [3] we defined the T(z-groups, if { denotes a wecll order of the
primes, and we characterized the simple 1(2-groups. In this paper we construct

the non solvable f(z—groups and we invesligate the Sylow’s structure of solvabie

T2 Iroups.

SOMMARIC. — In [3] sono stati definiti i 1(2~gruppi, dove { denota un buen or-
dinamento dei primi, e sono stati caratterizzati i T<2-gruppi semplici, Nella presente
nota si caratterizzano 1 -c(z-gruppi nen risolubili ¢ si indaga sulla struttura di Sylow

di quelli risolubili.

In una precedente nota [3] sono stati definiti i < {z-gruppi finiti,

dove { denota un buon ordinamento dei primi, alla maniera seguente.

Sia G un gruppo finito e si denoti con = (G) V'insieme dei divisori
primi di | G|. Fissato nell'insieme dei numeri primi un buon ordina-
mento (che sara denotato con il simbolo (), si dira che G possiede torre
di Sylow di tipo { (o che G ¢ un < ([gruppo oppure che GE(T( ), se,

posto pi{ p2{...{ p:(pi € ={G)), esisite un sottogruppo normale di
G di ordine p' py...pJ, per ogni i=12,...,¢ dove ¢ |G| =
=P\ P Dr

Un gruppo G ¢ (T() e tale che e (1"{), per ogni sottogruppo
proprio H di G, sara detto T ,"gruppo {(ovvero si dird che Ge('t“)).
Un Ty Eruppo sari definito dall’asse G ¢(1( yu ("c(l) e He (= <) U <I),
per ogni sottogruppo proprio H di G.
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In [3] sono stati caratterizzati i T(z-gruppi semplici. Nella pre-
sente nota si da un procedimento atto a costruire i < (2-gruppi non
risolubili e si indaga sulla struttura di Sylow dei = (2-gruppi risolubili.

Le notazioni e la terminologia sono « standard ».

1. 8i richiamano, per comodita di lettura, alcuni risultati conte-
nuti in [37.

1.1. (REDEI [6]) — Per un gruppo minimale non nilpotente G
si ha:

(a) |G| = p"q"(p+# q primi distinti), con G, <] G e G, ciclico
(b) ®(GHU@(G,) = Z(G)

(c) exp. G, = p?, exp. G, = p quando p > 2

(d) G,/® (G,) normale minimale in G/® (G,).

1.2. (MILLER-MORENO-REDET) [6] — Sia G minimale non abeliano
e G abbia ordine non potenza di numero primo. Allora:

(a) |G| = p"q"(p+#q primi distinti), con G, <{ G e Gy ciclico
(b) exp. G, =p
(c) G, normale minimale in G

(d) Z(G) = @(G,).

1.3, (Itd [5]) — Sia p un numero primo. Se G & un gruppo mini-
male non pnilpotente, allora G & minimale non nilpotente.

14. — Se G ¢ un gruppo minimale non nilpotente con un sotto-
gruppo di Sylow normale e ciclico, si ha:

(a) G & minimale non abeliano
)Y |Gl=pq"(p>q)e GG

Dim, — Cir., ad esempio, [1].

1.5. — Un gruppo diedrale minimale non nilpotente ha ordine 2 p
(p primo > 2).

Dim, — Caso particolare di 1.4.

1.6, — Un gruppo G @ T "§TUPPO S, € solo se, & minimale non
nilpotente (d'ordine p" g", g{ p e G, <] G).

Dim. — Cfr. 1.6 di [3].
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1.7. — Un Ty ETUppo ha tutti i sottogruppi propri risolubili,
Dim. — Cfr. 1.7. di [3].

1.8. — Sia GE(T(z) ed H un sottogruppo normale di G. Si ha
G/H e (T() U ('c(l) U (1(2).

Dim, — Ovvia.

Si richiama infine il teorema conclusivo di [3].

TECOREMA 1.9, — [ T(Z—gmppi semplici sono tutti e soli i gruppi

seguenti

(I} PSL (2, p), p primo > 3; p* % 1 (mod. 5); PP £ 1 (mod. 16), con
(1) ¢ ordinamento qualsiasi dei primi se p = 5;

(L.} { ordinamento dei primi per cui 2 = max(n(PSL (2, )%

p{q perogni g\p—1/2, se p#5ep—1/2, p+ 1/2 non primi;
(I} ( ordinamento dei primi di uno dei tipi seguenti:
{(I:1) 2 = max (PSL (2, p)),
(Ii) p= max(ﬂ:(PSL (2,p}); q {2 per ogni g\p+1/2((g=£2),
(L) p — 1/2 = max, n{PSL (2, p)); g {2 per ogni g em (PSL
(2; p)) - {21 »p— 1/2}1
se p=5 e p— 172 primo;
(L) { ordinamento dei primi di uno dei tipi seguenti:
(Los) = (I2)
(Liz) p+ 1/2 = max, 7w (PSL(2,p)); p = min( n (PSL (2, p));
q {2 per ogni g € = (PSL(2,p)) — {2,p + 1/2},

se p#5 e p+ 1/2 primo;
(IT) PSL(2,2%), p primo; 2* — 1 primo, con
(IL) { ordinamento qualsiasi dei primi se p = 2
(L) { ordinamento dei primi di uno dei tipi seguenti:
(I:) 2 = max, = (PSL (2, 27)),
(T2) 22 — 1 = max, w(PSL(227); {2 per ogni g\2* + 1,
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se p#2;

(II1) PSL (2,3"), p primo > 2, con
(I11L,) ( ordinamento dei primi per cui 2 = max, (PSL (2, 3"));

3(q per ogni g\3" — 1/2, se 3" — 1/2 non primo;

(11L) ( ordinamento dei primi di uno dei tipi seguenti:
(I1121) 2 = max('n:(PSL (2, 37)),
(I1L;2) 3 = max, n(PSL(2,3%)); g{2 per ogni g\3"+1/2 (g#2)
(I11L:5) 37 — 1/2 = max, n (PSL (2,3%); g (2 per ogni g\3° +
+ 1/2(g #2),

se 3? — 1/2 primo;

(IV) S.(27), p primo > 2; 2° — 1 primo, con
(IVy) ( ordinamento dei primi per cui 2° — 1 = max, (8. (22));
g {2 per ogni g € n(S:(27)) — {2,2" — 1}.

Dim. — Cfr. [3].

2.-% 2 -GRUPPI NON RISOLUBILI

Un Ty Bruppo risolubile pud non essere semplice, come prova
la considerazione del gruppo speciale lineare SL (2, 5), che ¢ © (27ELUPpO
rispetto all'ordinamento inverso dell'ordinamento naturale tra i primi
(cfr. [2]).

Determinati i T(Z—gruppi semplici (TEOR. 1.9), si perverra ad una
costruzione dei = (2-gruppi non risolubili attraverso le considerazioni

seguenti.

2.1. — Sia Ge(z,) e non risolubile. Allora @ (G) é il massimo

sottogruppo normale di G e G/® (G) ¢ isomorfo ad uno dei gruppi di
cui al TEoR 1.9. Si ha inoltre @ (G) = Z (G).

Dim. — Sia H un sottogruppo normale proprio di G e, negando
la tesi, si abbia H € @ (G). Risulta G = HM, per un conveniente sot-
togruppo massimale M e si ha G/H = M/MNH, da cui la risolubilita
di G, come conseguenza di quella di He (-c( U (1“) edi Me('c( yu (T<1).
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Si € cosl provato che ® (G) ¢ il massimo sottogruppo normale proprio
di G e che G/®(G) & un = (2" gruppo semplice e quindi isomorfo ad
uno dei gruppi di cui al Teor, 1.9.

Sia ora M massimale in G ed M € (1“); si ha (cfr. 1.6.) M mi-
nimale non nilpotente e quindi, avendosi M/®(G) massimale in
G/® (G} = ad uno dei gruppi di cui al Teor. 1.9, sara ®(G) < Z (M)
{efr. 1.1.); ne segue M = Co(®(G)) <{ G e quindi, essendo G/® (G)
semplice, G = Cg (@ (G)), ossia ® (G) = Z(G).

La dimostrazione si completa facilmente, ove si ricordi che @ (G)
¢ il massimo sottogruppo normale proprio di G.

22 - Sia Ge (1(2) e G/O(G) = As. Allora ®(G) = Z{(G) e exp.
®(G) < 2. In particolare, se 2 = max<7c(G), e | (G)| < 2.

Dim. — Siano M, N ed L sottogruppi massimali di G tali che sia:
M/® (G) = Ay, N/® (G) ed L/® (G) diedrale di ordini rispettivamente
10 e 6. Con g divisore primo di | ®(G) |, se fosse g =5, M ed L sa-
rebbero -c(-gruppi, in quanto |t(M}/ =|=(L)| = 3, quindi tali sa-
rebbero anche M/® (G) ed L/®(G), da cui 'assurdo 2(3 e 3(2 si-
multaneamente; cosi ¢ ®(G) = ®(G), X @ (G.

Si supponga, in primo luogo, 2 == min< ®(G): si ha N/®(G) ¢
€ (1“) e quindi N € (1(1), da cui N minimale non 5-milpotente (cfr.

(1.6.), ne segue (Gl =1 e ®(G) = ®(G), ciclico, al pari di N, (cfr.
1.1.). D'altro canto, essendo M; = Gz, si ha ® (G) = ® (G, ove si tenga
conto che My/® (G) & abeliano elementare e che @ (G) < N; ciclico.

Sia ora K massimale in M e K non nilpotente; poiché K e (¢ <), si
ha K: @ (G) = K: @ (G2) <{ M, da cui, tenuto conto che My/® (G) & nor-
male minimale in M/®(G), K;®{(G;) = M; = G, e quindi l'assurado
G2 = KZ.

Quanto visto assicura che M ¢ minimale non nilpotente, ne segue
exp. ®(G) = 2 e quindi [ ®(G) | = 2, ove si ricordi che ® (G) & ciclico.

Sia ora Z?imin(ﬂ(G) e si distinguano i casi seguenti:

1) 2(3

Si ha Le (’c“) ossia (cfr. 1.6.) L minimale non 3-nilpotente, ne
segue exp. Ly = 3 e @ (G), ciclico al pari di L,. D’altra parte, avendosi
D (G) = Z(G) (cfr. 2.1.) ed | Ls/®(G)| = 3, sara Ly abeliano e quindi
(cfr. 1.2.) @ (G); = 1. Ragionando poi su M come si & fatto nel caso
precedente, si trova | ®(G)| < 2.
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2y 3(2

Si ha Me(x <1), ossia M minimale non 2-nilpotente, ne segue
G = M; ciclico ed exp. @ (G), = 2. D'altro canto & G; == Ls ciclico, ne
segue ®(G), = 1, in quanto @ (G) = Z(G) ed L/®(G) diedrale di or-
dine 6. Infine, se & anche 2 (5, si ha N e (1<1} e quindi, come in pre-
cedenza, |® (G)| < 2.

23, — Sia G/®(G) = As, ®{G) = Z(G) e exp. ®(G) = 2. Allora
Gel(x (2) per qualche ordinamento { dei primi. In particolare si ha

(1) { é un ordinamento qualsiasi dei primi, se | @ (G)] = 2;
(IT) ( é un ordinamento dei primi per cui 2 = max, = (G), se
| (G)| > 2.

Dim. — Nelle ipotesi di cui all'enunciato si ha ([2])} G e (8:2)', ne
segue G € (v ( 2), con { ordinamento deil primi per cui 2 = max ( w(G),
ove si osservi che G non possiede sottogruppi di ordine divisibile

per 15,

Sia ora, in particolare, | ®{G)| = 2 ¢ siano M, N e L come nella
dim. 2.2

Se |®(G)| = 1, l'asserto G € (’:(2), qualunque sia l'ordinamento

{, segue dal TEOR. 1.9. Sia allora [ ® (G)| = 2.

Si ha M minimale non nilpotente: infatti, se cio non fosse, esiste-
rebbe in M un sottogruppo massimale K non nilpotente e quindi
K } @ (G), ne seguirebbe M = K x ®(G), quindi G; = M, = K; X @ (G)
e, per un noto teorema di Gashiitz, si avrebbe lo spezzamento di G su
@ (G). Dopo di cido e M € T Ju ('r(l), qualunque sia l'ordinamento (.

D'altro canto non pud essere M, abeliano, {altrimenti (cfr. 1.2.)
sarebbe M, normale minimale in M), ne segue M:= Qs da cui N; ed L.
ciclici e quindi N ed L. minimali non nipotenti, ossia N e ('c< yu (fc<1) ed
Le (‘c( yu (1(1), per ogni ordinamento { dei primi.

Dopo quanto sopra & G € (1(2), qualunque sia 'ordinamento (.

24, — Sia Ge (1(2) e G/ ®{(G) = PSL(2,p), con p primo >35 e
p* =1 (mod. 5 ¢ 16). Allora ®(G) = 2(G) = A X B, dove exp. A <2
¢ B & un 3-gruppo ciclico. In particolare si ha:

(1) se 2 = max, r(G), & |[®(G)| = 2;
(I1) se 2 = max, n(G) e ®(G)=£1, & p{ q per ogni g\p — 1/2.

' Con S si & denotata la proprietd gruppale della supersolubilila.
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Dim. — Siano M, L, N ed R sottogruppi massimali di G tali che
sia: M/®(G) = Ay, L/®(G) ed N/®(G) diedrali di ordini rispettiva-
mente p + 1 e p — 1, R/® (G) prodotto semidiretto (non diretto) di un
gruppo di ordine p per un gruppo (ciclico) di ordine p — 1/2.

Il Tror. 1.9. assicura che { & un ordinamento per cui 3 { 2, ne se-
gue M e (= (1), ossia {cfr. 1.6.) M minimale non 2-nilpotente e quindi
D(G) =D (G x ®(G), dove exp. @ (Gl =2 ¢ @ (G) ciclico al pari
di Ms. Sia ora 2 = max, n{(G) e @ (G) = 1.

Se p — 1/2 non ¢ primo, 'asserto p { g, per ogni gi\p — 1/2, di-
scende dal Teor, 1.9. Sia allora p — 1/2 primo. Se fosse p — 1/2{ p,
R sarebbe T, 8ruppo, in quanto non p-nilpotente, contro il fatto che

¢ |m(R)| > 2, e quindi si ha ancora p ( ¢, per ogni g\p — 1/2.
Si supponga infine 2 == max, n{G) e ®(G)== 1. Per il TEOR. 1.9,

sono possibili solo le due eventualita seguenti:

1} p— 1/2 primo

Posto r = max, m (G), il TEor. 1.9. assicura che r = p oppure
r=p -~ 1/2. 1l primo caso non pud presentarsi, in quanto si avrebbe,
come vVisto in precedenza, R ¢ (1(1), contro l'essere |n(R)| > 2. E
quindi p — 1/2 = nmx(Tc(G), da cui Ne (1(1), in quando non p-
1/2-nilpotente, ne segue @ (G) = 1 e ®{(G), ciclico al pari di N;, quindi
|®(G)| = 2, ove si ricordi che exp. @ (G);, < 2.

2) p+ 1/2 primo

Dal TEor. 1.9. discende p | 1/2 = max, m (G), ne segue L e (FC(I)

in quanto non p 4 1/2nilpotente e quindi, come nel caso precedente,
P(Ghr=1¢|0(G)] =2

2.5. — Sia G/®(G) = PSL(2, p), con p primo > 5 =% 1 {mod. 5
e 16),2(G) = Z(G) = A x B, dove exp. A <2 e B 3-gruppo ciclico.
Allora G e (-:<2) per qualche ordinamento { dei primi. In particolare
si ha:
(1) { & un ordinamenio dei primi per cui 2 = max, w{G) e p{gq
per ogni g\p — 1/2, se [0(G)| > 2;
(1) { & un ordinamento di uno dei tipi seguenii
(IT) = (1)
(IL) p — 1/2 = max, 7 (G) e g{2 per ogni g\p+1/2, se p—1/2
& primo,

4
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(I15) p + 1/2 = max( w(G), p= ;111';1( n(G) e g{2 per ogni
g\p — 1/2, se p + 1/2 é primo,

se |®(G)| = 2.

Dim. — Nelle ipotesi di cui all’enunciato si ha G € (S;) ([2]) e
quindi G € (1(2), con { ordinamento del tipo (I), ove si tenga pre-
sente che ®(G) = Z(G) e che G/®(G) non possiede sottogruppi di
ordine divisibile né per pr, con ¥ primo =2 e r\p + 1/2, né per nrz,
con r; primo Z2 (i =1,2) ed n\p — 1/2 e n\p + 1/2.

Dopo quanto sopra, per completare la dimostrazione, bastera pro-
vare che, se ¢ |®@(G)| =2,sihaGe (T(z), con ( ordinamento del tipo
(IL;) o (IL;), a seconda che sia rispettivamente p — 1 /2 primo oppure
p + 1/2 primo, in quanto nella dim. di 2.4. si & provato che, se ® (G)
#=1 e 2 max, n{G), & max, n(G) = p+ 1/2, a seconda che sia
p + 1/2 primo oppure p — 1/2 primo.

Con M, N, L ed R con il significato come nella dim. di 2.4., si sup-
ponga, in primo luogo, p — 1/2 primo. Dal TEor. 1.9. discende G/®{G) e
(1(2), con { ordinamento del tipo (II). Si ha allora M/® (G) € (T(l),
da cui M minimale non 2-nilpotente: infatti, se cosl non fosse, si
avrebbe, come visto in casi precedenti, che G si spezza su @(G); &
allora M e (= (1}. D’altro canto, poiché ® (G) < M, 'essere M minimale
non 2-nilpotente comporta M; non abeliano e quindi Mz = Qs: da cid
e dall’essere M, = G, si deduce che 1, ed R; sono ciclict e quindi che
L ed R sono minimali non nilpotenti; dopo di cid & G € (1:( ,), con (
ordinamento del tipo (IL.), ove si osservi che N € (-c( ).

Sia ora p + 1/2 primo. Il TEor. 1.9. fornisce G/® (G) € (1(2), con
( ordinamento del tipo (Il3) e l'asserto G € (1(2) segue con conside-
razioni strettamente analoghe a quelle fatte nel caso precedente.

26. — Sia G e (1(2) e G/®(G) = PSL(2,2%), con p primo > 2 €
2 — 1 primo. Allora @ (G) = Z(G) ed exp. @ (G) =< 2. In particolare,
se 2 7 max, n(G), ¢ ®(G)=1.

Dim. — Siano M, N ed L sottogruppi massimali di G tali che sia:
M/@ (G) prodotto semidiretto (non diretto) di un gruppo di ordine 27
(normale minimale in M/®(G)) per un gruppo di ordine 27 — 1,
N/®(G) ed L/®(G) diedrali di ordini rispettivamente (22 —1)2 e
(25 1 1)2.
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Il TEOR, 1.9. assicura che per { sono possibili le due eventualita
seguenti:

1) 2 = max, T (G)

Si ha Me (1“), ossia M minimale non (2* — 1)milpotente, ne
segue exp. My <4 e My, ciclico @(G) = ®(G), X ®(Gle;, con
exp®(G) <2 ¢ O{(Gr., ciclico.

Dialtro canto & Ny_; = My = Ge_; e quindi Ny, ciclico: n¢
segue @ (G)» = 1, ove si tenga presente che & D (G) =Z(G) ed
N/® (G) diedrale di ordine (27 — 1) 2.

2)2» — 1 = max, n(G), g {2 per ogni g\2” + 1.

Si ha Ne ('r( ), ossia N minimale non (2” — 1)-nilpotente, ne se-
gue ®(G)=D(G)r 1 X D(G), exp. Ny, =2"—1 e @ (G). ciclico,
al pari di N:. Con considerazioni gia fatte in casi precedenti, si otticne
Nw»-i normale minimale in N, quindi ®(G)»_; =1 ¢ M minimale
non 2-nilpotente, quindi | @ (G)| = 2.

Sia, per assurdo | ® (G)| =2. Poiché M & minimale non ntilpotente,
con Mz = Gz > N, ciclico, sara Ny (N») = G,, ne segue che i sottogrup-
pi minimali di Go/® (G), essendo in numero di 2 — 1 — | M/Nu (N3)
sono tutti e soli i coniugati di No/®{G) in M/® (G): da cid e dall’es-
sere Ga/® (G) normale minimale in M/® (G) si deduce che 2 G, ha tutt
i sottogruppi normali, ossia G, abeliano oppure G, = Qs: nel primo
caso si ha l'assurdo G: non normale minimale in M, nel secondo caso
si avrebbe p = 2, contro l'ipotesi.

»

2.7. — Sia G/®(G) = PSL(2,27), con p primo > 2, 2* — 1 primo,
O (G) = Z(G) di esponente < 2. Allora G e (T(z) per qualche ordina-
mento ( dei primi. In particolare, se ® (G)~ 1, { & un ordinamento

per cui 2 = max, w (G).

Dim. — Nelle ipotesi di cui all’'emunciato si ha G € (S,) ([2]) e
quindi G e (1(2), con { ordinamento per cui 2 = max ( 7 (G), ove si
tenga presente che ®(G) = Z(G) e che G/®(G) non possiede sotto-
gruppi di ordine divisibile per (2° — 1)}r, con r divisore primo di
27 + 1. La dimostrazione si completa tenendo presente 2.6.

! Con K4]G, si ha & (K)=1 e quindi, con x e K & { x, ® (G) }/® (C) non coni-
gato a N,/d (G).
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28 — Sia Ge (1(2) e G/@(G) = PSL(2,3"), con p primo > 2.
Allora ®(G) = Z(G) ed exp. ®(G) < 2 oppure exp. & (G) < 3. In par
ticolare si ha:

(1) Se 2 = mazx, n(G) e @(G)= 1, ¢ 3= 1nax<—rc(G), 3 - 1/2
primo {2 e exp. ®(G) =3

(I1) se 2 = max(n(G) e ®(G)= 1, & exp. @(G) =2 e 3{ q per
ogni g\3* — 1/2.

Dim. — Siano M, N, L ed R sottogruppi massimali di G tali che
sia M/®(G) = As, N/®(G) e L/®(G) diedrali di ordini rispettiva-
mente 3" — 1 e 37 + 1, R/® (G) prodotto semidiretto (non diretto) di
un gruppo di ordine 3 (normale minimale in R/® (G)) per un gruppo
(ciclico) di ordine 37 — 1/2.

Supposto @ (G) 1, sia, in primo luogo, 2¢max< 7 (G).

Dal Teor. 1.9. discende 3 — 1/2 primo e le due eventualitad se-
guenti per l'ordinamento {:

N3 —1/2 = max, 7 (G), g { 2 per ogni g\3" + 1/2 (g £ 2)

Si ha Ne (T(l), ossia (cfr. 1.6.) N minimale non<(3” — 1/2)-nilpo-
tente, ne segue ®(G) = ®(G) X ®{Glr_rz, exp. Nwp_ip = 3" — 1/2
e @(G); ciclico al pari di N;; poiché ®(G)=Z(G) (cfr. 2.1) e
37— 1/2 = |N3L]/2/‘I’ (G)_?,v,,”z !, sara Ng:u[/z abeliano c quind i (Cfr.
12) ) (G)yug/z =1

D’altro canto sara M minimale non nilpotente * e quindi | ®(G)| =
= 2, ove si ricordi che 1= ®(G) = ®{G); ciclico; ma I'essere M mi-
nimale non nilpotente comporta G, = M; abeliano oppure M; == Qs:
il primo caso non pud presentarsi in quanto ® (G) <{ M (cfr. 1.2.); i
secondo caso conduce all’assurdo L; ciclico, contro l'essere L/® (G)
diedrale.

2) 3 = max, ©(G), g { 2 per ogni g\3” + 1/2 (g # 2)

Si ha Re(x (i)' ossia R minimale non 3-nilpotente, ne segue
Y (G) =0 (G)3 ® @ (G')_!P—J/Z, cxXp. R;:=3 ¢ @{G)_x;r,l/z CiCliCO, al pari
di Ry = G2,

3 Se esistesse un K massimale in M, con K non nilpotente, st avrebbe M=K & {3), ne
seguirebbe, come visto in casi precedenti, G/K,N @ (G) =NL/E,ND (G) = K/K.NP(G) X
X @ (G) /K. N® (G), da cui lo spezzamento di G/I,N @ (G) su @ (G)/K; NP (G}
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D'altro canto & Ny, ciclico, perché isomorfo a Gu_ i, ne se-
gue* A minimale non nilpotente, dove si & denotato con A il {3” —
— 1/2}, sottogruppo di Hall normale di N, e quindi |[Awp_i;| =
= IN3F—I,IZI = 37— 1/2, ossia @ (G)jp,m = 1.

Infine non puo aversi 2 ( 3* — 1/2, in quanto, se cosi fosse, si
avrebbe N e ('r(l), contro l'essere |n(N)| > 3, per I'ipotesi @ (@) =
=0 (G); ~1.

Da quanto sopra si deduce immediatamente exp. @ (G) = exp.
@ (G =exp.Rsi =3 e 3 — 1/2( 2, ossia la (I).

Sia ora ®(G)£1e 2 = max, m (G).

Poiché ¢ 3( 2, si ha M e (1:(1), ossia M minimale non 2-nilpo-
tente, ne segue @ (G) = @ (G): X ®(G)s, exp. ®(G), < 2 e @ (G); cicli-
co, al pari di Ms.

Si ha poi @(G;) = ®(Rs) = @ (G);, ove si tenga presente che
G:/® (G)s ¢ normale minimale in R/® (G)s e che M; & ciclico.

Cid premesso, sia ¢ un divisore primo di 3 — 1/2 e sia S/®(G)
un sottogruppo di R/®(G) di ordine 37 ¢; I'essere p primo e ¢ =2
comporta p = gss(3,q) e quindi S;/® (G;) = R3/® (G;) normale mini-
male in S/® (G;); denotato con H il {3, g }-sottogruppo di Hall nor-
male di S, sara H minimale non nilpotente ®, quindi H; = S; = R, di
esponente 3, da cui ® (G); = 1.

Si ha poi 3( ¢, per ogni ¢\3” — 1/2, perché l'essere @ (G)+£1 e
@ (G) =1 comporta |z (R) | > 2, ossia R e (‘::< i

Dopo quanto sopra si deduce immediatamente la (I1).

2.9. — Sia G/® (G) = PSL (2,3), con p primo > 2, ®(G) = Z(G)
e exp.®(G) <2 oppure 3* — 1/2 primo ed exp. ®©(G) < 3. Allora
Ge (-:(2), per qualche ordinamento ( dei primi. In particolare si ha:

(I) { & un ordinamento per cui 2 = max, (G) e 3( g, per ogni
g\3" — 1/2, se exp. ® (G) = 2:

(IT) ( é un ordinamento per cui 3 = max n(G), 3" —1/2(2 e
q {2 per ogni g\3" + 1/2, se exp. ®(G) =3 e 3* — 1/2 & primo.

Dim. — Se @ (G) = 1, I'asserto segue dal Tror. 1.9. Sia quindi
@ (G) # 1 e si supponga, in primo luogo, exp. ® (G) = 2.

“Con K non nilpotente e massimale in A sarebbe A3?71/2:N3P—1/2:K3"—l/2'
) (G)3L”2 =Ky - @ {GSP—I,‘Z)' contro I'essere N}i’fuz ciclico.

* L'esistenza in H di un sottogruppo massimale K non nilpotente comportercbbe
l'assurdo che G/K:N® (G), si spezza su @ (G)y/KiNd (G),.
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Nel seguito M, N, L ed R avranno il significato come nella dim.
di 2.8. Dall’essere G/® (G) = PSL (2, 3" si deduce subito che N, L ed R
5010 1(~gruppi e che M/®(G) e (1(1), con { ordinamento dei primi
del tipo (I).

Con considerazioni analoghe ad altre gia fatte in casi precedenti
si trova M minimale non nilpotente e quindi M€ (= (1), ossia Ge(x {2),
con { ordinamento del tipo (I).

Sia ora exp. ®{(G) = 3 e 3" — 1/2 primo

Poiché G/® (G) = PSL(2,3%), si ha che M, L ed N sono T(-gruppi
e che R/®(G) e (1(] ), con ( ordinamento del tipo (IT).

Ragionando su R come su M nel caso precedente, si ottiene R
minimale non nilpotente, quindi R € (fc(l) e Ge (1<2), con { ordi-
namento del tipo (IT).

2,10, — Sia G e (1(2) e G/®(G) =8, (27) con p primo > 2 e
27 — 1 primo. Allora ®(G) = 1.

Dim. — Dal Treor, 1.9. discende 27 - 1 = max, w={G) e g{2, per
ogni g\2% + 1.

Siano M ed R sottogruppi massimali di G tali che sia: M/® (G)
diedrale di ordine (27 — 1)2 ed R/@(G) = Now (G/@ (G)), di ordine
27 (27 —1). Poiché 27 —-1= max, (G), si ha Me (-c(l) e quindi ® (G)=
= O (Glr X D(G), exp. My =27 — 1 e @(G), ciclico al pari di
M:, ne segue ®(G)»_, = 1, ove si tenga presente che @ (G) = Z(G)
(CEI'. 21) e che I M}:u;/q) (G)zp_I t =2 — 1.

Sia ora R; = G: > M. Poiché |My/® (G)| = 2, si ha® My/®(G) =
= Z(R:/®(G)) ¢ Ne (M) = Rz, ne segue che i sottogruppi minimali
di 7Z(R;/® (G)) sono tutti e soli i coniugati di Mx/®(G) in R/®(G);
posto allora S;/® (G) = Z{R/® (G)) e ragionando su S; come si ¢ fatto
su M, nella dim. di 2.6., si ottiene, nell'ipotesi ® (G) # 1, S; = Qs 0p-
pure S; abeliano: il primo caso non pud presentarsi perché ¢ p > 2;
il secondo caso nega l'essere S;/@ (G) normale minimale in R/®(G).

Da quanto sopra segue facilmente lasserto ®(G) = L.

TEOREMA 2.11. — Sia G un gruppo non risolubile. Si ha G € (-r<2),

per qualche buon ordinamento { dei primi, se, e solo se, G & un
gruppo di uno dei tipi seguenti:

6 §i ricordi che un 2-sottogruppo di Sylow P di 8. {29 {p > 2) ha il centro abeliano
elementare di ordine 2%, conlencente tutte le involuzioni e con normalizzante coincidente
con P.
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(I) G/®(G) == PSL(2,p); p primo >3, p>& 1 (mod. 5 e 16),
Z(G)=d(G)=A X B, dove exp. A < 2, B 3-gruppo ciclico e { ordi-
namento di uno dei tipi seguenti:

(1) 2 = max, m(G) e p( g, per ogni g\p — 1/2, se [® (G)| > 2;
{I.) { ordinamento di uno dei tipi
(To1) gualsiasi se p =15
(Tzz) = (1)
(I:z) p — 1/2 = max, n{G) e g{2, per ogni g\p-+1/2, se
p—1/2 é primo
(Low) p + 1/2 = max<7t(G),p = min< n(G) e g {2 per ogni
g\p — 1/2, se p + 1/2 & primo

se |@(GY| =2

(T:) ( ordinamento di uno dei tipi di cui alla (1) del Teor. 1.9.,
se (G) = 1;
(ID G/®(G) = PSL(2,27); p primo > 2, 2" — 1 primo, Z(G) =
= @ (G), exp. ®(G) = 2 ¢ { ordinamento di uno dei tipi seguenti:
(IL) qualsiasi se p =2 ¢ |D(G)]| <2
(II.) 2 = max(n(G), se pE2 e ®(GY=1 oppure se p=2 e

| @(G)|>2
(II:) ( ordinamento di uno dei tipi di cui alla (11) del Teor. 1.9.,

se @(G)=1;

(I1I) G/@ (G) = PSL(2,3"); p primo > 2, Z(G) = ®(G), exp.
@ {G) = 2 oppure 37 — 1/2 primo ed exp. ® (G) < 3 e { ordinamento di
une dei Hipi seguenti:
(I11,) 2 = max, w (G) e 3(q, per ogni g\3" —1/2 se exp. ©(G)=2
(I1T,) 3 = max, n(G), 37 — 1/2( 2 e g{ 2, per ogni g\3* + 1/2,
se exp. ®(G) =3 e 3" — 1/2 ¢ primo
(11L:) { ordinamento di uno dei tipi di cui alla (111) del TEoR.
1.9, se @ (G) = 1;
(IV) G = S;(27); p primo > 2, 2" — 1 primo e { ordinamento dei
primi per cui 2° — 1 = max, w(G) e g {2, per ogni g\2% + 1.
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Dim. -— Qvvia a partire dal TEor. 1.9. e dalle proposizioni 2.1 + 2.10.

Il Teor. 2.11. fornisce una caratterizzazione dei (T<2)-gruppi non
risolubili.

3.-% (2 GRUPPL RISOLUBILI
Si indaghera sulla struttura di Sylow dei T(Z-gruppi risolubili,
pervenendo ai TEorr. 3.3. =+ 3.8

31. — Sia Ge (1:(2). Se ogni sottogruppo massimale di G & r-nil-
potente, dove v = max, « (G), G & rnilpotente ed ammette un sotto-
gruppo di Sylow normale.,

Dim. — G non pud essere minimale non r-nilpotente, altrimenti
sarebbe minimale non nilpotente (cfr. 1.3.) e si avrebbe l'assurdo
Ge (1(1 ): cosi G ¢ r-nilpotente e possiede quindi un sottogruppo H
normale, tale che G/H == G,. Il gruppo H € ('c( yu (1(1) & dotato diun
sottogruppo di Sylow H, <] H ed ovviamente H, = G, { G.

32. — Sia G un T 5 8T UPPO risolubile. Se |n (G)] = 3, G ammette
un sottogruppo di Sylow narmale.

Dim. — Si ponga G=p*¢* ¥ (p{g{r) A causa di 3.1. ci si ri-
conduce a supporre G dotato di un sottogruppo massimale K non
r-nilpotente. Dopo di cid, denotato con M un sottogruppo normale
massimale di G, si distinguano i casi seguenti:

1) i{G/ M| =g oppure |G/M| =r

Sia, tanto per fissare le idee, | G/M | = ¢. Se § = 1, un sottogruppo
di Sylow normale di M € (< <) U (1(1) & pure sottogruppo di Sylow

normale di G.
Sef>1 Me (1{), in quanto |t(M)]| > 2, € quindi G, <] M, da
cui G, < G.

(2) [G/M[=pea=1

Un sottogruppo di Sylow normale di M & pure sottogruppo di
Sylow normale di G.




Su wn problema di minimalita riguardante le torri di Sylow, ece. 57

3|G/M|=pea>1

K ha indice in G potenza di primo e d'altra parte |n(K)| =2
ed r divide | K; ne segue | K| = 7' ¢* oppure | K| = " p* Il primo caso
non pud presentarsi, perché sarebbe K < M < G, contro la massima-
lita di K, cosi | K |= #7 p* e i p-sottogruppi di Sylow di K (di G) sono
ciclici, perché K & minimale non nilpotente.

Si ha |=#(M)| =3 ¢ quindi M ¢ (1‘ ), sicché M, M e quindi
M, <] Ge|M,| = p*’ E inoltre M, < K,, e, tenuto conto che K & mi-
nimale non nleotentc e che K, & ciclico, si ha che il centralizzante
Zy(M,) include K. Se Zc (M,) £ G, & Zc (M,) = K <1 G e quindi G, <{ G.
Se Za(M,) = G, si ottiene M = M, X H, con [H| = r"¢* ¢ un sotto-
gruppo di Sylow normale di H ¢ anche sottogruppo di Sylow nor-
male di G.

TeorREMA 3.3. — Sia G un T,y ETUPPO risolubile, Allora:

D =G| =3,
IT) G possiede al piis due sottogruppi di Sylow normal,
III) Se G possiede due sottogruppi di Sylow normali, allora
|7 (G)}| = 3 ed esiste un soitogruppo di Sylow normale minimale,

IV) se {n(G)=23, G & con torre di Sylow, per qualche ordina-
mento dei primi.

Dim. di 1) — Sia H massimale in G, tale che H e (-c ) Si ha

|m(H}| = 2 e I'asserto segue in maniera ovvia, ove si tenga conto che,
per l'essere G risolubile, H ha in G indice potenza di primo.

Dim. di IT) — Ovvia dopo I).

Dim. di 111} — Si ponga G = p*¢* ¥ (p{qg{r). Si ha G. <G,
perché G ¢ (T . Sia, tanto per fissare le idee, G, <} G. Denotato con
K un sottogruppo massimale di G che appartenga a (¢ 1) sard K mi-
nimale con J~n11p01ente oppure | K| = p* g

Se & |[K| = p*g® e se esistesse un H<Gel<H <G, siotter-
rebbe K < HK, contro la massimalita di K, ne segue G, normale mi-
nimale in G.

Se K ¢ minimale non rnilpotente, sara |K|=1r"¢% e, con H <] G
¢ I =H =G, si ha H=1 oppure H = G,, sicché G, normale mini-
male in G,
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Dim. di 1V) — Denotato con G; un s-sottogruppo di Sylow nor-
male di G, si ha G/G, = G+ € (’c( yu (1(1), ne segue che G/G. possiede
Torre di Sylow e quindi la possiede G.

TEOREMA 34. — Sia Ge (1(2) risolubile e | = (G)}| = 3. Se G possiede
due sottogruppi di Sylow normali, si ha G.<|G, dove r max, (G) e

1) G,/® (G,) normale minimale in G/®(G,)),
I exp. G- <+t e se r> 2, exp. G, =1,
III) exp. G| =< 7,
IV) @ (G,) < Z(G),

V) un sottogruppo di Sylow non normale & ciclico.

Dinm. — B immediato constatare che G, & normale in G.

Denotato con K un sottogruppo massimale di G tale che Ke(x (1),
sara [K| = p" ¢* oppure K minimale non rnilpotente e quindi K| =
=rts?, dove G, 4G.

Se ¢ |K| = p ¢* G & normale minimale in G e 1) + IV) seguono
banalmente.

Sia allora |K|="s* (con G.41G). I), IL), 111} e V) seguono dal-
I'essere K minimale non nilpotente. Con G, <{ G (¢ primo r) st ha
G, ®(G) =G x ®(G) e la 1V) segue immediatamente, ove si tenga
presente che ¢ @ (G,) < Z(K).

TrOREMA 3.5. — Sia G € (1(2) risolubile e | = (G){=3. Se & G, 4G,
dove p min< n(G), si ha, posto r = max, m{G),

1) G, normale minimale in G,

11) G, ciclico (g # p ed r),
III) exp.G. =1 e, se ¥ > 2, exp. G, =1,
V) exp. G, =r.

Dimt. — Sia G, un p-complemento di Sylow di G. Non pud aversi
G, € (=, ), altrimenti sarebbe G € (x ( ); ne segue G, massimale e

quindi I'asserto, ove si tenga conto che G, & minimale non r-nilpotente.
Un gruppo G € (1(2) e tale che | © (G) = 2 pud essere privo di sot-

togruppi di Sylow normali, ad esempio: l'olomortfo completo del
gruppo di Klein.
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TEOREMA 3.6. — Sia G ¢ (q:(z) e d'ordine p* q* (p 54 g primi distin-
ti), dove p = min( n(G). Se G, <] G e G, non & ciclico, si ha:

I} Go/® (G,) normale minimale in G/©(G,),
IT) exp. G, < g* e, se g > 2, exp. G, = g,
IIT} exp. G; = q,
IV) un soitogruppo massimale U = G, é prodotio direfifo U =
= Gy X @ (Gy),

V) ©(G) = Z(G),

V1} G, & abeliano di tipo (p, p*~') oppure ¢ a fattoriali abeliani
e minimale non abeliano,

Dim. di I) — Siano M, ed M; due sottogruppi massimali di un G,.
Non pud essere allo stesso tempo G, M) = G, X My e G, M, = G, X M;,
altrimenti si otterrebbe I'assurdo G, = M; M, <] G. Ne segue l'esistenza
di un sottogruppo massimale M > G, non nilpotente e quindi M mi-
nimale non g-nilpotente. G,/® (G,) & normale minimale in M/® (G,) e,
tenuto conto che G, <] G, resta provata la I).

Dim. di I1) e 11T} — Seguono dall’essere M minimale noa nilpo-
tente,

Dim. di IV) — Sia U massimale e U = G,. Posto T = UNG,, riesce
U=G,TeTU.

Si ha ®(G;) = ©(G) < U e quindi ® (G,) < T, dopodiché, tenuto
conto che G,/® (G,) & normale minimale in G/® (G,), si ha T = ® (G,).

Se non fose G, <] U, U sarebbe minimale non g-nilpotente e quin-
di G, ciclico, contro Vipotesi,

Dopo quanto sopra si ha U= G, x ® (G,).

Dim, di V) — @ (G,) = Z(M) e @ (G,) < Z(U) implicano @ (G,) <
= Z(G).

Dim, di VI) — Si provera in primo luogo che G, possiede al piit
un sottogruppo massimale non ciclico. Negando la tesi, siano M, ed M:
due sottogruppi massimali non ciclici di G,. G, M:(i = 1,2) non sara
minimale non g-nilpotente (in quanto gli M; non sono ciclici), ne se-
gue, essendo G € (¢ (2), G, M; nilpotente e quindi G, <] G, contro 'es-
sere Ge (T<2).

Da quanto sopra si deduce |®(G,)| = p* 2 Se abeliano, G, &
chiaramente di tipo (p, p*~'). Sia allora G, non abeliano. Con M, ed M,




60 C. De Vivo

sottogruppi massimali ciclici di G,, si ha che @ (G,) centralizza ogm
elemente di M, M, = G,, ne segue subito Z (G} = ®{G,) e allora, ri-
cordato che @ {G,) & ciclico di ordine p* %, G, risulta a fattoriali abe-
liani e minimale non abeliano,

COROLLARIO 3.7, — Sia G € (1<2) e d'ordine p* ¢*(p + q primi di-
stinti), dove p = min< n(G). Se G, <G, ogni G, & di uno dei tipi
Seguenti:

1) eiclico
II) abeliano di tipo (p, p*~')

111} a fattori abeliani e minimale non abeliano.

Dimn. — Ovvia a partire dal TEOR. 3.6.

N.B. — Nel Tror. 3.6. l'ipotesi G, non ciclico non pud essere sop-
pressa (cfr. [2] pag. 323).

TeorREMA 3.8. — Sia G € (’6(2), d'ordine p* ¢*(p 7 g primi distin-
ii), con p = min( n{G) e privo di sottogruppi di Sylow normali. Se
esiste un sottogruppo normale M di indice g, si ha:

M= [M,]1G,,

1I) G, & ciclico,

HI) exp. G, < g* ¢, se g > 2, exp. G, = ¢,

IV) M,/® (M} normale minimale in G/® (M,),

V) G/® (M,} si spezza su M,/ ® (M,),

V1) esiste un'immersione supersolubile di © (M,) in G.

Dim. di I) — M non & g-nilpotente, altrimenti si avrebbe 'assurdo
M, = G, <¢ G, ne segue M minimale non g-nilpotente ¢ quindi M =
= [M,] G,.

Dim. di 1I) e III) — Seguono dall'essere M minimale non nil-
potenie,

Dim. di TV) — M, /¢ (M,) & normale minimale in M/® (M) e quin-
di anche in G/® (M,).

Dim. di V) — A causa di 1I), non pud essere Ng{(G,) — G,, altri-
menti, per il teorema di Burnside, G sarebbe pmilpotente. Si ha al-
lora G = M, Ng (G,).
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Posto @ = @ (M,), il sottogruppo M,/® N Ng (G,)®/® & normale in
G/®, in quanto tale in N¢(G,) ®/® ¢ nel gruppo abeliano elementare
M,/®; ma M,/® ¢ normale minimale in G/® ¢ pertanto M,/® N N; (G,)
O/® = &/®, come era sufficiente provare.

Dim. di VI} — Avendosi ® (M,) <} G,, esiste un'immersione super-
solubile

(OL) 1:H1<H2.--<H1::®(Mq)

di ® (M,) in G,. Il gruppo M = [M,] G, ¢ minimale non g-nilpotente
e quindi ® (M,) centralizza G,; dopo di cid (&) & anche immersione
supersolubile di @ (M,) in G.

BIBLIOGRAFIA

[11 M. Curzio, Su un problema di minimalita per gruppi finiti, Rend. Ist. ¢i Matem.
Univ. di Trieste, 4, fasc. 1, (1972), pp. 78-83.

[21 C. De Vivo, Sugli Sygruppi finiti, Ann. di Matem., IV, (i975), Vol. CIV, pp. 113-325.

[3} C. Dr Vivo, Gruppi semplici finiti minimali non torre di Syvlow, Le Matematiche,
fasc. T (1976), pp. 176-192.

[4] B. HurperT, Endliche Gruppen, I, Springer, Berlin (1967).

[5]1 N. T1o, Note on (LM)-groups of finite order, Kodai Math. Sem. Rep. (1951), pp. 1-6.

[61 L. REvEl, Die endlichen einstufig nichitnilpotenten Gruppen, Publ. Math, Debrecen,
4, {18568), pp. 303-324.

[71 M. SUzUKI, On a class of doubly transitive groups, Ann, of Math., 75, (1962), pp.
105-145,

La presente nota & stata gindicata degna di pubblicazione da una commissione
composta dai soci M. Curgio, A. Franchetta ¢ (. Panella.







Sulle pseudoconnessioni di prima specie
su uno spazio fibrato principale differenziabile

Nota di ANGELA FARINOLA e MARGHERITA LEUCT
presentata dal socio corrispondente ANTONIO AVANTAGGIATI

(Adunanza del 20 gennaic 1979)

Sunto, — In guesto lavoro si consideranoc particolari pscudoconnessioni di prima
specie su uno spazio {ibrato principale differenziabile P e si studiane, relativamente
ad esse, il sollevamento orizzontale di una curva, il trasporte parallelo in P e nei
fibrati associali e la nozione di pseudoderivazione covariante.

INTRODUZIONE

In [1] ¢ stata introdotta la nozione di pseudoconnessione su
uno spazio fibrato principale differenziabile P (M, G). Successivamente,
essendo stato introdotto in [2] un nuovo tipo di pseudoconnessione
su P (M, G) sono state chiamate pseudoconnessioni di prima specie
quelle definite in 1] e pseudoconnessioni di seconda specie quelle de-
finite in [2]. In questo lavoro si prendono in considerazione le pseudo-
connessioni di prima specie su P e tra queste si studiano in partico-
lare quelle per le quali non esiste un vettore non nullo tangente a P
che sia contemporaneamente verticale e orizzontale.

Pin precisamente si introducono e si studiano, relativamente alle
pseudoconnessioni suddette, le nozioni di sollevamento orizzontale di
una curva e trasporto parallelo in P e nei fibrati vettoriali associati
e la nozione di pseudoderivazione covariante.

1. - PSEUDOCONNESSIONT DI PRIMA SPECIE SU UNO SPAZIO FIBRATO PRIN-
CIPALE DIFFERENZIABILE

Sia (P, G, =) uno spazio fibrato principale differenziabile di base
M, gruppo strutturale G e proiezione canonica T.

Si indichino con & (P} I'anello delle funzioni differenziabili su P,
con % (P} I'§ (P)modulo (algebra di Lie su IR) dei campi vettoriali
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differenziabili su P, con & (P) il sottomodulo di % (P) dei campi vet-
toriali verticali, con @f (P) IS (P)-modulo dei campi tensoriali differen-
ziabili su P di specie (1,1}, con R,, per ogni a € G, la trasformazione
differenziabile di P definita da R.{u) = ua, per ogni u € P.

N i .
DEFINIZIONE 1. — Un campo tensoriale I' € G, (P} definisce una
pseudoconnessione di prima specie' su P se e solamente se soddisfa
e seguenti proprieta:

a) T{X)e B(P), VXe&K(P)
b)) T, (R, = (R}, ° T, VaeG

DEFINIZIONE 2. — Per ogni u € P, si chiama sottospazio orizzon-
tale di T.(P) rispetto a I, il nucleo H, dell’endomorfismo Ty GH ele-
menti di H, si chiamano vetfori orizzontali.

Indicato con V., per ogni u € P, il sottospazio di T.(P), dei vet-
tori verticali (tangenti in u alla fibra passante per u) sia assegnala
su P una pseudoconnessione T soddisfacente l'ulteriore seguente pro-
prieta:

(1.1) H,NV.,= {0}, YVueP.

Si prova, allora, la proposizione seguente:

PrROPOSIZIONE 1. — La ridotta della restrizione ad H,. del differen-
zinle di © in un qualunque punto u € P & un isomorfismo di H, su
. (L)

Osservato che, se u ed u' sono due clementi di P tali che = (u) =
= 7w (¢t'), si ha che w, (H.) = =, (H.), si indichi con K, il sottospazio
w, (Ho) di T,(M), dove u & un qualunque elemento di P tale che

m{u) = p.

DEFINTZIONE 3. — Sia X, € K,; per ogni u € P tale che = (u) = p,
si chiama sollevamento orizzontale di X, in u il vettore orizzontale
X tale che =, (X,)=X,.

i

! Nef seguito ometteremo Ia precisazione che le pseudoconnessioni considerate
sono di prima specie.
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DEFINIZIONE 4. — Sia X € & (M) tale che X, € K;, per ogni p € M;
inoltre, per ogni u € P, sia X, il sollevamento orizzontale in u di
Xy, Il campo vettoriale X* = (Xl Juer, S1 chiama sollevamento oriz-
zontale di X,

Si provano facilmente le seguenti proposizioni:

PROPOSIZIONE 2. — Il sollevamento orizzontale X* di ogni campo
vettoriale X differenziabile su M, & un campo vertoriale differenzia-
bile su P,

PROPOSIZIONE 3. — [ sollevamento orizzontale X* di ogni cantpo
vettoriale X ¢ invariante per R., per ogni a € G,

PROPOSIZIONE 4. — Siano X € 9 (M), Y € € (M), tali che X e Y,
appartengono a K,, per ogni pe M ed fe §(M). Si ponga {* ==
e siano X¥, Y* i sollevamenti orizzontali di X e Y. Si ha che X* + Y*
e il sollevamento orizzontale di X + Y ed {*X* ¢ il sollevamenio oriz-
zontale di fX.

Indicate con n ed m e dimensioni rispettivamente di M e di G,
si provera che:

PROPOSTZIONE 5. — Sia T una pseudoconnessione su P di rango
costante r in ogni punto u € P, soddisfacente alla (1.1). Posto K, =
= 7, {H.) con u € P tale che = (u) = p, la famiglia K = (Kp)oem € una
distribuzione differenziabile di M di dimensione m 4+ 1 -7

Sia p, un qualunque punto di M e siano U un intorno aperto
P-semplice (pag. 85 cfr. [4]) di p, ¢ o: U—n""(U) una sezione dif-
ferenziabile. Posto u, = o (p,), poiché la famiglia H = (H.)up & una
distribuzione differenziabile di P di dimensione m + 11 — r (prop. 1
par. 3 cfr. [1]) esiste V aperto di =~'{U) tale che u, € V ed esistono
m + n — r carnpi vettoriali differenziabili su V(X;r Jrttgucntn tali che,

per ogni ueV, (X;“ Yiicacnem € una base di H,.

Posto U" = ¢~'(V), U’ & un aperto di U tale che p, € U’, Si consi-
deri allora per w = v + 1,... 7 + m il campo vettoriale differenziabile
X, su U’ definito da:

X, ==X, ) VpeU

“p 3

E immediato verificare infine che, per ogni pel’, (X=)rj1gacirn & una
base di K,.

5
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3 _ SOLLEVAMENTO DI UNA CURVA E TRASPORTO PARALLELO IN P

Siano I' una pseudoconnessione su P verificante la (1.1) e
v:[a b}->M una curva differenziabile di classe C! su M. Per ogni

t € {a, b] si indichi con v (2} il vettore tangente in y (¢) alla curva v
e si supponga sia soddisfatta la seguente propieta:

2.1) v(f)e Ky Vitelab]

DEFINIZIONE }. — Una curva yv*: [a,b]->P diflerenziabile di classe

C', si dice orizzontale se, per ogni t € [a, b], il vettore y* (1) & oriz-
zontale.

DEFINIZIONE 2. — Sia v : [a, b1 — M una curva differenziabile di
classe C' soddisfacente la (2.1). Si chiama sollevamento orizzontale di
v in P ogni curva orizzontale v* : [4, b]— P differenziable di classe C!
tale che

Si provera ora la seguente proposizione:

PROPOSIZIONE 1. — Sia v : [a, b] — M una curva differenziabile di

classe C' tale che v (1) € Ky, per ogni ¢ [a, b]. Allora, per ogni
punto u, della fibra di P su vy (a), esiste un unico sollevamento OFiZZoN-
tale v* di v tale che v* (a) = u,.

Poiché P & localmente banale, esiste una curva ¥ : [a, b] — P dif-
ferenziabile di classe C! tale che n =¥ = v e ¥ (a) = to.
Sia, per ogni ¢ € [a, b], X;m il sollevamento orizzontale in 7 (f)

di v (). Se ¥* & un sollevamento orizzontale di v tale che v* (a) = u.,
poiché, per ogni f € [a,b], m(y* (1)) = v (1) = = (¥ (1)), deve esistere
un ¢ € G tale che v* (1) = ¥ (t) .. L'ulteriore ipotesi v*(a) = t, im-
plica che ¥(a)c. = 1o = ¥ (a), da cui necessariamente ¢, = € {unita
di G).

Un tale sollevamento orizzontale y* di v, se esiste, deve essere
quindi del tipo:

(2.2) Y () =5 (1)

dove f— ¢ & una curva differenziabile di classe C' in G tale che
Ca == &.
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Dalla (2.2) e dal fatto che X;;” ¢ il sollevamento orizzontale di

v({) in $(¢) e ¥ (¢) & il sollevamento orizzontale di v (t) in v*(¢),
segue:

(2.3) T = (R, (X5,)  Vielab]

Si osservi che, considerata l'applicazione (v,c)di[a b] in P x G de-
finita, per ogni ¢ € [a, b], da (3, ¢) (1) = (¥ (2), &), risulta v* = § = (5, ¢)
dove ¢ & I'applicazione di P x G in P secondo cui G opera differen-
zialmente a destra. Ne consegue, allora, che per ogni te[aq b},

¥ (1) = b, (% (D), &), Applicando la formula di Leibniz relativamente
all’applicazione ¢ si ottiene:

(2.4) Y (1) = (R, e (Y (D) + (s, )0 (€0

dove -, € P'applicazione di G in P che ad 4, € G associa ¥ () a.
Dalle (2.3) e (2.4) discende che

2

(R, s (X5 — $(0) = (Wz,), (¢)

¢ considerando l'immagine di ambo i membri mediante (Re ), e te
nendo conto che (Rc- ), » (R, ), =i, siavra equivalentemente che

(25) X'.;,) - "\?(I) = (Rﬂ':l ):.'- (‘:!}\7(;) )a'- (Cf)

Usando il simbolo di Rer' per indicare, oltre che la trasforma-

zione di P definita da R.,' (u) = u ¢, per ogni # € P, anche la tra-
slazione destra di G definita da ¢ si ha:

Re;r e q"«?m = "}){m ° R

i

In conseguenza la (2.5) diventa del tipo
(26) X.::({) - ‘?(f) = (‘l’{(,‘} ):.- ((R£:1 )#- (Cf))

Poiché Xf:m — %(f) & un vettore verticale, indicato con q;-;('j) Fin-

versa della ridotta di {.,, prendendo I'immagine di ambo i membri

della (2.6} mediante ($2, ). si ottiene:

(2.7) (e ) (X3, — ¥(0) = (R ), (&)
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Per il lemma di pag. 69 [2], esiste in G un'unica curva () erab)
differenziabile di classe C' tale che sia soddisfatta la (2.7} € tale che
Cq = €.

Restano cosi provate 'esistenza e l'unicita del sollevamento oriz-
zontale v* di v tale che v*(a)} = t.

Per la proposizione precedentc si pud dare la seguente defini-
zione:

DEFRINIZIONE 3. —~ Sia v : [q b] — M una curva differenziabile di
classe C' tale che, per ogni t € [a, b], si abbia v (1) € Kyyy. Posto
y(ay=p e yv(b) = g, si indichino con P, e P, le rispettive fibre.
L'applicazione

T, Pp— Py

che ad u e P, associa y*(b), essendo y* il sollevamento orizzontale
di v tale che y*(a) = u, si chiama frasporto parallelo di P, in P, as-
sociato alla curva vy,

PROPOSIZIONE 2. — Con le notazioni precedenti si provano le se-
guenli proprietd:
a) ty(ue)=(t(u))e, YueP, Vceb

b) =, & un diffeomorfismo di P, su Py.

Osservato che se, v : [a, b]—M & una curva differenziabile di
classe C' tale che v (1) € Ky, per ogni t € [a, b], anche la curva
+~1: [a, b] — M definita, per ogni ¢ € [a, b], da v ) =yla+b—1)
& una curva di Ferenziabile di classe C' tale che

(2.8) v (1) e Kyny, Vi€ la bl

Si ha

Tyt = (TT)A]

3. - SOTTOSPAZI ORIZZONTALTI NEI FIBRATI ASSOCIATIL

Siano P{(M, G, ®) uno spazio fibrato principale differenziabile, V
uno spazio vettoriale reale di dimensione finita e p una rappresenta-
zione lineare di G in V. Si indichi con E lo spazio fibrato vettoriale
associato a P con fibra tipo V sulla quale G opera differenziabilmente
a sinistra mediante p. Siano 1 la surgezione canonica di P x V su E
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¢ mg la proiezione canonica di E su M. Per ogni 2 € E si indichi con
V. lo spazio vettoriale tangente in z alla fibra di E passante per z
V. si chiama sottospazio verticale di T.(E). Inoltre, per ogni £ ¢ V
sita 7 I'applicazione di P in E che ad u ¢ P associa < (4, £); © & ovvia-
mente differenziabile.

Si consideri su P una pseudoconnessione T ¢ sia, per ogni u ¢ P,
H. il sottospazio orizzontale di T. (P).

Poiché se (i, £} = (&', &), risulta {we). (Hi) = (52),(H.), ha sen-
$o dare la seguente definizione:

DEFINIZIONE 1. -— Per ogni z € E, si chiama Sottospazio orizzon-
tale di T.(E) il sottospazio H, — (7e). (H.) di T.(E) dove (4, £) & una
qualunque coppia di P x V tale che (1, &) = z. Gli elementi di H,
si dicono vettori orizzontali, Un campo vettoriale X su E si dice oriz-
zontale se X,, per ogni z € E, ¢ un vettore orizzontale. Una curvd su B
differenziabile di classe C' & orizzontale se i vettori ad essa tangenti
in ogni suo punto sono orizzontali.

Sotto l'ipotesi che la pseudoconnessione T soddisfa la proprieta
(1.1) si ha che;

(3.1) H.NV.={0}, VzeE
¢ quindi si pud provare la:

Prorosizions 2. — La ridotta della resirizione ad H. del differen-
ziale di we in un qualungue punto z di B & un isomorfismo di H, su

(TEE)-‘;- (HZ)-

Osservato che, se z e 7" sono due elementi di E tali che =z (2) =
= me(2'), risulta (), (H,) = (ne), (H.), per ogni pe M, il sotlospa-
zio K, = w, (I.) con u € P tale che = (1} = p, coincide con il sotto-
spazio (me), (H.) dove z & un qualunque elemento di E tale che

TE (Z) = p

DEFINIZIONE 2. — Sia X, € K,,; per ogni z € E tale che 7z (2) = p,
si chiama sollevamento orizzontale dj X, in z, il vettore orizzontale X,
tale che (ng), (X} = X,.

4. -~ SOLLEVAMENTO BT UNA CURVA E TRASPORTO PARALLELO NEI FIBRATI
ASSOCIATT

Sia T una pseudoconnessione sullo spazio fibrato principale P
soddisfacente la (1.1), e sia EM,V,GP) lo spazio fibrato vettoriale
associato a P. Per ogni p € M si indichino con P, ed E, le fibre di P
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e di E su p e, per ogni u € P, si indichi con i 'applicazione di V su
E..y definita da:
i (B) = <(n,8), VEEV.

Si consideri una curva v : {a, b]—M differenziabile di classe C!

tale che per ogni t € [a, b], v (#) € Ky e siano v e yz due solleva-
menti orizzontali di v in P. Si osservi che, essendo -m(yT (a))= ?\:(Y:(a)),

esiste un elemento ¢ € G tale che y: {a) = 'y:"(a) ¢ e siano & e & che
elementi di V tali che

(4.1) 2 (vl (a),B) = t(y, (@), &)

Posto ¥ = R.° yf, i ha che la curva differenziabile di classe
C!'%* & un sollevamento orizzontale di v in P tale che ¥ (a) = 'r:' (a).

Poiché YT {(a)c ¢ un elemento defla fibra di P su v(a) e 'r: , ¥° sono
due sollevamenti orizzontali di v in P che assumono in a lo stesso
valore v, (a)e, segue, per Vunicita di un tale sollevamento, che

*

(4.2) v, = Rev Tr

Dalle (4.2) e (4.1) segue che

(43) ‘CE O’Yl = TEEG‘Y:

1

In virtin della (4.3} si puod dare la seguente definizione:

DEEINIZIONE 1. — Sia v : [¢, ] — M una curva differenziabile di
classe C' tale che v (t) € Ky, per ogni t € [a, b]. Per ogni z € Eqw
si chiama sollevamento orizzontale di v in E, di origine z, la curva ¥
su E definita da

¥=m°7
dove y* & un qualungue sollevamento orizzontale di ¥ in P e § un
punto di V tale che < (vy"(a), &) = 2.

La definizione precedente ¢ giustificata dalla seguente proposi-

zlone:

PROPOSIZIONE 1. — 11 sollevamento orizzontale ¥ di y in E di ori-
gine z, & una curva orizzontale tale che

a) ¥(a) =z

b) e ¥ = v
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DEFINIZIONE 2, — Sia v : [a, b] — M una curva differenziabile di

classe C' tale che v (1) € Ky, per ogni t € [a, b]. Posto y{a) = p e
y (b) = ¢, si indichi con -cf Papplicazione di E, in E, definita, per
ogni z € E,, da

T, (2) = 7(b)

essendo ¥ il sollevamento orizzontale di v in E, di origine z L’ap-
plicazione Tf si chiama trasporto parallelo di E, in E, associato alla
curvd y.

Usando le notazioni introdotte si prova facilmente che:

PROPOSIZIONE 2. — Sia v* un qualungue sollevamento orizzoniale
di v in P. Posto v*(a) = u e v*(b) = v risulta

E . . ' .
T, ¢ quindi un isomorfismo di B, su E,.

5. - PSEUDODERIVAZIONE COVARIANTE

Siano P (M, G, w) uno spazio fibrato principale ed E il fibrato
vettoriale associato a P con fibra tipo V sulla quale G opera mediante
la rappresentazione lineare g di G in V.

E noto che per ogni insieme aperto U di M esiste una corrispon-
denza biunivoca tra le sezioni differenziabili di E definite su U e le
funzioni di tipo (g, V) (0-forme tensoriali di tipo {p, V)) su w1 (U,
Se @ : U= E ¢, infatti, una sezione differenziabile, la funzione ® di
tipo (p, V) su =~ (U) ad essa associata & definita da

O (u) =i (D (x (), Yuen (U
dove ii & l'isomorfismo di V sulla fibra E., definito nel par. 4.

OSSERVAZIONE 1. — Siano ® una sezione differenziabile di E defi-
nita in un intorno aperto U di un punto p di M, & la funzione di tipo
(p, V) su n~' (U) associata a ® ¢ X, € K,. Se # ed ' sono due elementi
di P tali che m(u) =n(u) = p ed X:, X; , 1 sollevamenti orizzontali
di X, rispettivamente in u ed in u, allora si ha:

(5.1) W (X, (8)) = @ (X2 (D).
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L'osservazione 1 giustifica la seguente definizione:

DEFINIZIONE 1. — Sia @ una sezione differenziabile di E definita
in un intorno aperto U di un punto p di M e sia X, € K,. Si chiama
pseudoderivata covariante di ® in direzione di X, il punto V @ di E,

definito da

(5.2) V. ® = a(X, (®)

dove ® & la funzione di tipo (p, V) associata a @, & un qualunque
punto di P tale che = (u) = p ed X, il sollevamento orizzontale di X,
in u.

PROPOSIZIONE 1. — Siano X,, Y, € K,, a€ IR, ® e { due sezioni
differenziabili di B definite in un intorno aperto U di p, { una fun-
zione reale differenziabile su U. Si ha:

(5.3) Veir, @ = Ve ® + Vy @
(54) Vx (@+d) = Vy @+ Vy b
(5.5) Y @ =a VXF @
(5.6) Vy(a®) = aVy®
(5:7) Vs (@) = {(p) Ty @ + X (DO (D).
DEFINIZIONE 2. — Sia @ una sezione differenziabile di E definita

su un aperto U di M e sia X un campo vettoriale differenziabile su U
tale che X, € K,, per ogni p € U. Si chiama pseudoderivata covariante
di @ in direzione di X la sezione differenziabile Vx@® : U— E defi-
nita da

(Vx@)(p) = Yy @,  Vpel.
P
Sono di immediata dimostrazione le seguenti due proposizioni:

PROPOSIZIONE 2. — Siano X un campo vettoriale differenziabile su
un aperto U di M, tale che X, € K,, per ogni pe U e ®:U— E una
sezione differenziabile. Indicati con X* il sollevamento orizzontale di
X in P e con ® la funzione del tipo (p, V) associata a @, allora la fun-
zione X*(®) & la funzione di tipo (p, V) associata alla sezione Vx®.
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PROPOSIZIONE 3. — Siano X,Y e & (U) con U aperto di M, tali
che X,, Y, appartengano a K,, per ognipeU, feF(U),aclRed,y
due sezioni differenziabili di E su U. Si ha:

(5.10) Vay® = Vx® + Vyo
{5.11) V(@ +§) =Txd + Ty
(5.12) Vix® = f Vx @

(5.13) Vxa® =a Vyd

(5.14) Vx(f®) = fVx® + X(H d

Si supponga ora assegnata sullo spazio fibrato P(M, G, ) una
pseudoconnessione I' soddisfacente alla (1.1) di rango costante r in
ogni punto u di P. Allora, comunque si considerine un punio p, di M,
U intorno aperto P-semplice di p, ed un vettore X, € K,, esiste una
curva v : [a, b1 - U differenziabile di classe C!, tale che v (@) = po,
v{a) = X e vi{f)e Kyiry, per ogni t € [a, b].

Imfatti, siano ¢: U—» ' (U) una sezione differenziabile, 1, = o(p.)
ed X, il sollevamento orizzontale di X, in u,.

Costruito su 7' (U) un campo vettoriale differenziabile Y* tale
che Y: € H., per ogni u e n ' (U) ed Y¢ = X:, fa curva v richie-
sta & allora una curva integrale del campo vettoriale differenziabile X
su U definito da:

Xp = 7 (Y,,,), Vpel.
Cio premesso si pud dimostrare la seguente proposizione:

PROPOSIZIONE 4. — Siano p, € M, ® una sezione differenziabile di B
definita in un aperto U P-semplice contenente p,, X, €K, ey:[abl—U
la curva differenziabile di classe C' tale che v(a) = p,, v(a) = X,

ev(t)e Ky, per ogni t € [a, b]. Allora, indicato con -, il trasporto
parallelo della fibra E, nella fibra Ey, associato alla curva v si ha:

(5.15) Vi @ =1lim T (@G@) - ey @)
Fa sa t—a
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6. - SEZIONI PARALLELE

DEFINTZIONE 1. — Siano U un aperto di M e @ una sezione diffe-
renziabile di E definita su U. Si dice che ® & una sezione parallela
rispetto a T se per ogni curva v : [, b]—U differenziabile di classe

C' e tale che v (¢) € Ky, per ogni ¢ € [a, b], risulta
2 (@ (v (@) = @ (v (B

dove -rf ¢ il trasporto parallelo della fibra By sulla fibra Eye) asso-
ciato alla curva v.

Con le notazioni della definizione 1 si prova facilmente la se-
guente

PROPOSIZIONE 1. — @ & parallela se e solamente se per ogni curva
v, @ oy & un sollevamento orizzontale di v in E.

Se T' & una pseudoconnessione su P di rango costante r in ogni
punto u € P, dalla proposizione 4 del par. 5 segue immediatamente
la seguente

PROPOSIZIONE 2. — Condizione necessaria e sufficiente affinché @

sia parallela & che
VX O — 0

per ogni X € € (U) tale che X, € K,, per ogni p e U.
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Alcuni monomorfismi tra reticoli di sottogruppi
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(Adunanza del 20 gennaic 1979)

SoMmarto. — Siano G ¢ H due gruppi e ¢ 1(G) — 1 () un monomorfismo tale
che @ (1 (G)) = sn (H); sotto cerle condizioni aggiuntive la struttura di G determina
quella di H. Si noti che se sn (H) = n (H) il problema & stato gia studiato in [1].

Sunmaary, — Ect G, H be groups and ¢: 1(G) — 1 (H) a monomorphism such that
¢ {1(G)) = sn(H); under some conditions on ¢ the structurc of G determines that of
H. Notice that il sn {(H) = n (H), the problem has been already studied in [1].

I sottogruppi subnormali di un gruppo G riempiono una parte
s n{G) dell'insieme [(G) dei sottogruppi di G', mentre i sottogruppi
normali di G costituiscono un sottoreticolo #(G) di 1(G). E ben
noto {cfr. ad es. [4]) che non sempre s# (G) & sottoreticolo di 1(G).

In una nota del 1974, C. DE Vivo [1] ha studiato alcuni mono-
morfismi ~ -completi? o : [(G)— n(H) tali che ¢(G) =H, o (1) =1
e Y € ¢ (/(G)) ogni qualvolta Y & caratteristico in qualche X € o (1 (G)).
Nel presente lavoro si otterranno alcuni risultati che generalizzano
parzialmente 1 TEorREMI 1 e 5 di [1].

Saranno considerati gruppi G e H e monomorfismi ¢ : 1{G)— [ (H)
tali che ¢ (I(G)) < s (H) verificanti le condizioni

a) p(G)=Heo(l) =1
b} ¢ &~ -completo
c) se Y & caratteristico in X e X € ¢ ({(G)), si ha Y € ¢ (I(G)).

!Con A ¢ B sottogruppi di G, A~ B & il sottogruppo gencrato da AUB e
A~ B=ANB, Per le operazioni .~ e >, I{G} & un reticolo compicto.
* Nel senso che ~ o A, = ¢ (™ A) per ogni famiglia (A),,, di sottogruppi di G.
el iel
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Si perverra ai seguenti:

TEOREMA 1. — Siano G un p-gruppo abeliano non localmente ci-
clico, H un gruppo risolubile di torsione e ¢ : [ (G) — [(H) un mono-
morfismo tale che ¢ (1(G)) < sn(H) e verificante a), b), ¢); allora H
¢ un g-gruppo (localmente nilpolente)’.

TEOREMA 2. — Siano G un gruppo abeliano senza torsione, H un
gruppo risolubile e o :1{(G)—= (") un monomorfismo tale che
o (1(G)) < sn(H) e verificanie a), b), c); allora H & abeliano senza
torsione o & abeliano di esponente primo.

OsSERVAZIONE. — Nel teorema 1 G non pud essere supposto lo-
calmente ciclico, come mostra l'esempio: se G & ciclico di ordine 4
e se H & il gruppo totale di grado 3, esiste un monomorfismo
@ : 1(G)—=1(H) tale che 9 (/(G)) < sn(H)} e verificante a), b), c).

Si fara spesso uso delle seguenti ovvie proposizioni:

PrOPOSIZIONE 1. — Siano G, H gruppi e ¢ : [(G)— I (H) un mo-
nomorfismo tale che ¢ (1(G)) < sn(H) e verificante una delle con-
dizioni a), b), c); allora se K <G, ¢ induce un monowmorfismo
HK) = 1{g (K) verificante le medesime condizioni.

PROPOSIZIONE 2. — Siano G, H gruppi ¢ ¢ : [{G)— [ {(H) un mo-
nomorfismo tale che ¢ (I(G)) < sn(H) e verificante una delle condi-
zioni a), b); allora se K <j G e ¢ (K} <| H, ¢ induce un monomorfismo
HG/x)— 1 {(H/yx)) verificante le medesime condizioni,

PROPOSIZIONE 3. — Siano G, H gruppi e ¢ : [ (G)— I (H) un mo-
nomorfismo tale che o (1(G)) < su(H) e verificante la condizione c);
allora se K <] G e ¢(K) & caratteristico in ogni sottogruppo di H, ¢
induce un monomorfismo 1(G/x) — [ (H/ux, verificante le medesimi
condizioni.

PROPOSIZIONE 4. — Siano G, H gruppi e ¢ : [ (G)— [ (H) un mo-
nomorfismo tale che ¢ (1(G)) = sn{H) e verificante le condizioni a)
e b); allora se K < G ¢ prodotto diretto K = X K;, si ha ¢ (K) =

iel
m @ (Ki).

iel

PROPOSIZIONE 5. — Siano G, H gruppi e o : [ (G)— 1 (H) un mo-
nomorfismo tale che o (1(G)) < sn(H) e verificante la condizione b);

¥ Naturalmente p e g denotano numeri primi.
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se Ki =K, < ... ¢ una catena di sottogruppi di G, si ha ¢(K,) <
<o(Kd)=... e LJcp(Kn) :q)(UNK,,).

Allo scopo di provare i teoremi 1 e 2 si premettono alcuni lemmi.

Lemma 1. — Siano G un p-gruppo abeliano elementare, H un
gruppo risolubile di torsione, ¢ : I(G)— 1 (H) un monomorfismo ve-
rificante a), b), ¢) e con o (I(G)) < sn(H); allora H ¢ un g-gruppo
(localmente nilpotente),

Dimostrazione. — Se IG|=p, H=09(G) e privo di sottogruppi
caratteristici non banali e quindi & un g-gruppo abeliano elementare.
Sia ora G =><P; con [I]>1 e con ogni P; di ordine p. Si ha

fel

H = ~ ¢ (P:;) con ¢(P;) abeliano di espenente ¢;; si riconoscera in
iel

primo luogo che ¢ = g; per ogni coppia (i, j) € I x I. Negando la
tesi esisiono degli indici i, j tali che ¢; q;.

Per ogni x € ¢ (P;) e per ogni ve o(P;), <x> e <y> sono
subnormali in H in quanto rispettivamente normali nei gruppi abeliani
?(P:) e @(P); inoltre < x> ~v « ¥y > ha ordine finito essendo H
‘localmente finito, sicché, tenuto conto che <x> e <y> sono co-
primi, si ottiene (WIELANDT [3]) < x> ~ « ¥>=<x> X <y >
e percio anche @ (P) ~ o (P) = o (P:) X @ (P;). Esiste un P < G tale
che PxPi=PxP =P x P; onde ¢ (P) x ¢ (P) = o (P) x o (P;) =
=@ (P) X ¢ (P;)ecosi|q(P) | = |9 (P) | contro Vaver supposto ¢; = g;.

Le considerazioni precedenti assicurano che H & un g-gruppo,
invero ogni x € H appartiene a qualche ¢ (P'}) ... 9 (P, ) e que

st'ultimo & un g-gruppo perché da x, ¢ ¢ (P, ) discende <x, »<I<}{H

con < X, ,...,%; > g-gruppo, per un teorema di WIELANDT [3L

LEMMA 2. — Siano G un p-gruppo abeliano finito non ciclico, H
un gruppo risolubile di torsione, ¢ : HG)— I (H) un monomorfismo
verificante a), b), ¢) e tale che o(l(G) < sn(H); allora H ¢ un
g-gruppo (localmente nilpotente).

Dimostrazione. — Sia |G| =p" Se m =2 l'asserto segue dal
LEmuma 1. Supposto m > 3 si procedera per induzione su 1.

Detto K il penultimo sottogruppo della serie derivata di H, si
pud assumere K £ H, in quanto se E & abeliano I'asserto segue da
un risultato di C. DE Vivo (cfr. [1] TEor, 1). Cin premesso, denotato
con M un sottogruppo di G massimale e non ciclico, conviene distin-
guere 1 casi seguenti:
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D K £ o (M)

_ oMy
K~ (M)
& un g-gruppo al pari di o {(M). Per assurdo K non sia un g-gruppo.
Esiste allora una componente grprimaria T di K con T=1eqg #Zqg,
onde G=Mx o' (T) e |[o"(T)| =p.

Detto P un sottogruppo di ordine p di M, P X ¢~ (T) & abeliano
clementare e cosi (LEMMa 1) @ (P) >~ T & un g-gruppo contro Tesse-
re g+ q.

Si ha H =K - ¢ (M) ¢ per l'ipotesi induttiva H/x =

2) K < (M) e H £ (M)

o (M) ~ 1T & un g-gruppo, inol
tre tale & pure K < o(M). Il sottogruppo M/ = Gfeuxy € 1on
identico, invero da M = ¢~ ' (K) seguirebbe l'assurdo H = ¢ (M) - H =
=K . H = H’; in pit M/, «x), non & confrontabile con ¢! (H')/sc0;
in tal modo G/, € un p-gruppo abeliano non ciclico di ordine
< p™ L'ipotesi di induzione assicura che H/x & un g-gruppo e percid

un g-gruppo, essendo :/K ~ H/y. Allora I, al pari di K e di H/x

Riesce H=H". ¢ (M) e H/w =

’

K
& un g-gruppo.

3) H < o (M).

H < ¢ (M) & un g-gruppo e quindi tale & pure ¢ (M)/uw 7 1. Per
assurdo esista un grsottogruppo di Sylow S/nw =+ 1 di H/w con g: = 4.
Ovviamente S & caratteristico in H e la ¢} comporta V'esisteza di
o~ (8); il reticolo { (H/a) = sn(H/u) & riducibile contro l'essere ir-
riducibile 1 (G/q-ca).

4) I’ = ¢ (M).

H = ¢ (M) & un g-gruppo. G/u ha ordine p e quindi (LEMMA 1)
H/w & un grgruppo abeliano elementare. Detti M; ed M; altri due
sottogruppi massimali di G tali che M~ M; = M o~ M, = M, ~ M, ri-
sulta G/MAM] = M/MAMI h 4 1\!11/1\5;\;\4l = M/MI\Ml x Mﬁ/}\'{I\Ml = Ml/MAMI X
X Ma/wam, € @ (MAM)=0(M)~q(M)= H ~o(M)<]o(M) e
o(MAM) = ¢(MAM) = ¢(M ~pM) = H ~oM) < @ (M2)
sicché o {M .~ M) <] o (M)~ o (M) = H. Si ha allora H/pmamp =

oM M) e eM)

T e (M M) o (M~ M) o (M ~ M) o (M ~ M)
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o OMY o o (M) . Riesce —*M)___ LA <

o (M .~ M) o (M .~ M) o (M.~ M) cp(M/\Mz)
H M H A

<q— = — ¢ quindi —- it (M) — - ——Mi) = Wy ==
o (M .~ M) (P{M/\Ml) @ (M)/g0mn

. oML} de —2 (M,) e @ (My) sono gr-gruppi abe-
o (M~ M) o (M ~ M} @ (M .~ M))

liani elementari. Con ragionamento analogo a quello usato nella dimo-

AL (Ml)

strazione del IEMMA 1 si riconosce che H/qmn My = - —
o (M .~ M )
o (M)

o ¢ un gr-gruppo e, poiché M/, v, contiene il g-grup-
Q (M AN M])

po H'/omn myy = 1, resta provato che H/uun m) €& un g-gruppo. Ricor-
dato che ¢ (M A~ M) < ¢ (M) & un g-gruppo, anche H lo &.

LeMma 3. — Siano G un p-gruppo abeliano limitato e non ciclico,
H un gruppo risolubile di torsione, ¢ : 1 (G} — 1 (H) un monomorfismo
verificante a), b), c) e tale che ¢{1(G)) < sn(H); allora H ¢ un
g-gruppo (localmenie nilpotente).

Dimostrazione. — Si ha ([2], p. 44) G = ><P con ogni P, ciclico
elI|l> 1 Risulta H = \/cp(P } e per ogni coppla (L7)eIx T con ij,

dal LEMMA 2 segue che ¢ (P) ~ @(P;} ¢ un g-gruppo; ovviamente g
non dipende da (i, ).

Con ragionamento analogo a quello usato nella dimostrazione del
ILEMMA 1, resta provato che H & un g-gruppo.

LEMMA 4. — Siano G un gruppo abeliano libero, H un gruppo
risolubile, ¢ : [(G)— I(H) un monomorfismo verificante a), b}, c) e
con ¢ ({(G)) < sn(H); allora o H ¢é abeliano senza torsione o abeliano
di esponente primo.

Dimostrazione. ~— Sia K il penultimo derivato di H e per assurdo

sia. K= H. Per la ¢) ha senso considerare ¢ '(K) < G e poiché
e ' (K)£1, esiste ge o ' (K) — {1}

Si ha G = > G; con ogni G; ciclico infinito e quindi g si esprime

iel
in unico modo sotto la forma g=g, & - &; conogni g € G, {1}
Detto j un elemento di {1,...,¢}, esiste un sottogruppo mass1male
M, di G, tale che g, ¢ M Posto M= M X (><Gy), M & massi-

i,
i izi,
i

male in G ¢ g ¢ M al pari dl g,; allora M & un sottogruppo massi-
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male di G non includente ¢! (K), sicché G =M - 7' (K) e quindi H =
= K - o (M). 1l sottogruppo subnormale ¢ (M) < H ¢& incluso in gqual-
che sottogruppo normale N < H; si ottiene cost H= N K e quindi

N .
H = K

~ K/wx e pertanto H/x & abeliano al pari di K.

L'abelianita di H/y comporta N = H' = K, sicché H=N-K =N
il che & manifestamente assurdo.

Dopo quanto sopra H & abeliano e I'asserto segue da un risultato
di C. D Vivo (cfr. 3.2 di [1]).

Si & finalmente in grado di provare i TEOREMI 1 e 2.

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 1

Se G & limitato il teorema si riconduce al LEMMA 3.

Sia quindi G non limitato e per ogni # € N si indichi con M, il
massimo sottogruppo di esponente p”; G non & localmente ciclico e
quindi ogni M, non & ciclico, pertanto (LEMMA 3} ¢ (M,) & un g.-gruppo
e manifestamente g, non dipende da n in quanto si ha M, = M, <
< ...=<M,=<... Avendosi G = UM, e quindi H = U ¢ (M,), resta pro-

inaN nelN
vato che H & un g-gruppo.

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 2

G & unione di una successione crescente (G )uen di gruppi abeliani
liberi (KuLikov cfr. [2], p. 47). Per il LEMMa 4 ogni ¢ (G.) o & abelia-
no senza torsione o abeliano di esponente primo p., inoltre si ha
H= & (G,). Supposto H non senza torsione, ne segue che per la

e

monotonia della successione (Guuen, tutti i @ (G} hanno il medesimo
esponente primo p, onde H ha esponente p.
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Dualita e semicontinuita per integrali
del tipo dell’area *

Nota di NicoLa Fusco **
presentata dal socio emerito CARLO MIRANDA

(Adunanza del 20 gennaio 1979)

RrassunNtTo. — Viene data una rappresentazione della regolarizzata s.ci. in L' di un
funzionale integrale del tipo dell'area, fornendone anche, in un caso particolare, un
calcolo esplicito.

SUMMARY. — A representation of L-l.s.c. regularization of integral functionals area-
like is given with an explicit calculation in some examples.

In [2], [1] si ¢ provato che la regolarizzata s.c.i. in L' di un
funzionale del tipo

ue C'—>ff(x,Du)
0

¢ un integrale dello stesso tipo, risultato che ivi discende da piu ge-
nerali teoremi di T-convergenza e di dimostrazione alquanto labo-
riosa.

In questa nota proviamo direttamente il teorema 2.4 conside-
rando, come si faceva in [2], [1], la variabilitd di Q, ma utilizzando
procedimenti di dualita.

Sono poi considerati due esempi « classici » di integrali unidi-
mensionali del tipo dell’area di cui si calcola esplicitamente la rego-
larizzata s.c..

1. — Siano Ve V¥, Y e Y* due coppie di spazi vettoriali topolo-
gici in dualita. Indicheremo nel seguito con < -, -> la dualith [ra

* Lavoro eseguito nell'ambito di una borsa di studio del C.N.R, per laureandi per

l'anno accademico 1977-78.
#* Istituto Matematico « R. Caccioppoli », via Mezzocannone 8, Napoli,
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Ve V', Y e Y* indifferentemente. Sia inoltre @ (&, p) una funzione de-
finita in V X Y a valori in R.
Consideriamo il problema di minimo:

(3) Inf @ (u, 0).
eV

Per ogni p € Y possiamo considerare, come in [3], accanto al
precedente, il problema

(8,) Inf ® (u, p)
eV
che chiameremo problema periurbato del problema 8.
Si dira allora problema duale di & relativamente a © (o, meglio,
relativamente alle perturbazioni considerate) il problema

(8%) Sup { — @ (0, p")},

dove con @ {u”, p*} indichiamo la funzione coniugata di @ (u, p) se-
condo Fenchel nella dualith fra VX Y e V* X ¥*. Una prima rela-
zione fra 1 problemi & e 8% & data da

(1.1) — o0 = Sup 8 = Inff <= + o,
Definiamo poi VpeY

(1.2) {p) = Inf &, = Inf ® (u, p).

weV

Si ha allora ([3])

ProprosiZzioNe 1.1 — Se la funzione @ (u, p) & convessa nel con-
plesso delle variabili, allora la funzione h(p) definita dalla (1.2) 2
convessa. Inoltre le due condizioni seguent! sono equivalenti:

(i) & e « stabile », cioé h(0) & finito e h & sottodifferenziabile
in o;
(ii) Inf 8 = Sup 8" < + « e 8" possiede soluzione.

Un criterio di stabilita di facile dimostrazione e che sara utile in
seguito & dato dalla seguente

PROPOSTZIONE 1.2 — Se @ (&, p) ¢ convessa, Inf § ¢ finito ed inoltre
esiste u, € V tale che la funzione p— & (u,, p) ¢ finita ¢ continua in
o, allora il problema 8 & stabile.
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2. -— Nel seguito indicheremo con f(x,z) un integrando normale
(v. [3] cap. VII, def. 1.1) definito in R" % R" convesso in z e tale che

(2.1) o=flxz)<s(l+]|z].

VieC(RY) e VQe Ap, (famiglia degli aperti limitati di R") po-
niamo

(2.2) F (0, u) :ff(x,Du)
0
e inolire indichiamo con

(2.3) F(Q,u) = se- (o‘n)ff(x,Du)

la regolarizzata semicontinua inferiormente del funzionale F (), u)
in C!'(R") rispetto alla topologia oq generata dalla distanza 5, (2, v) =
= [|u — v|, mentre con

o

(2.4) P (O, u) = se (c;)ff(x, Du)

indicheremo la regolarizzata s.ci. del funzionale F (&, u) in C'(R®)
rispetto alla topologia a; generata dalla distanza estesa

/ fu — v se supp(u —v)cQ

8; (u, v) = < o

AN

+ oo altrimenti.

LEMMA 2.1 — Se f(x,2) ¢ un integrando normale non negativo,
ue C(R") e Qe Ap., allora, posto

(25)  F (4= Sup {ﬁff*(x,p*nfp*l)u},

prafL 7 (e
divprel ™ () ¢
(2.6) F(: 0, u) = Sup {—ff (x, p*) + fp* Du} ,
prelL ™ (A E
{1

divprel. T (), fﬁvlaﬂzﬂ 1

Lpty laﬂ (v = normale esterna a 3 va inteso nel senso di 4n.
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si ha

(2.7) F(O,u)= F; (2, 1),
Dim. — Essendo ovviamente

(2.8) F/(Q,0) = F(Qu),

per avere la (2.7) bastera dimostrare la disuguaglianza opposta.
Sia quindi p* € [L”(2)]" con div p* e L (Q). Fissato ¢ > 0, indi-
chiamo con K. un compatto contenuto in Q e tale che mis (Q — K) <«

Sia inoltre ¢. € C, (Q) tale che
0=<g(xy=1 Yxel
(2.9) {

o (x) =1 VaxeK..

Ovviamente p* ¢. € [L=(Q)71?, div (p* o) e L7 () e (p" @)V = 0.
Inoltre, utilizzando la convessitad di f*(x, )Y e la (29)

[_j.)‘* (x, p*) +fp*]3u) — (—Jf* (x, p* ) +fp-:- mEDu):

£ 0

fWum%J—F@fﬂ+fﬁU—%m”5

n-K K
T e

‘ﬁ%—ﬂﬁwmﬂ+fﬂ—%ﬂﬂxm+fﬁ0—mmm;

n-K

da guesta relazione, essendo f(x, Z2) =0 e quindi {*(x,0) € L;DC {(R"),
per la (2.6), facendo tendere ¢ a zero, si ha:

#fﬁwmﬂ+fﬁDuSFK@m

0
da cui, per l'arbitrarieta di p* e per le (2.5) ¢ {2.8), Ia tesi.
LEMMA 2.2 — Sia f(x, z) un integrando normale convesso in 2
verificante la (2.1). Allora il funzionale ¥ (Q, u) definito dalla (2.3) e,

¥ u e C'(R") fissato, un funzionale additivo rispetio a € Ap. € inol-
tre si ha

(2.10) F(Q, u) = Fo (£, u).
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Dim, — Fissato u € C'(R") si verifica facilmente che (cfr. anche
[2]) YQe Ap,

bt e veCi{RA)

(2.11) F(Q,u)= lim Inf {ff(x,Dv) + Kf | — v |}

¢ analogamente:

—» + =

(2.12) Fo(Q, u) = lim Inf {ff(x,Dv) + lf [ — v I} .
x v—uECi {0y & &

Poniamo dunque, con le stesse notazioni del par. 1,
V =C'(R") V" = duale di V rispetto alla topologia di H"'(Q)
Y=L1"(Q)x [LY{Y]" Y =L"(2) x [L- ()]

e denotiamo con A : V—Y loperatore A v = (v, Dv), che & ceria-
mente continuo fra gli spazi V e Y muniti delle rispettive topologie.
Fissato inoltre » > 0, sia

Gy (pa, p1) :ff(x, P o+ Kfi U — pol V(p., ;) €Y,

PW)=0VveV e ®{v,p) =P + G(AvV — (p., p1)).
Consideriamo il problema

(8)) Il}f D, (1), O)

veV

e il suo duale che nel nostro caso possiamo scrivere come:

(8.) Sup {—~P*(A*(p,, p)) - G (— (p], P}

(p: ,v: JeY*
Osserviamo che

(2.13) F(Q,u) = lim Inf 3, .

A g oo

Inoltre, grazie alle ipotesi fatte su f(x, z), possiamo dire che
(v. I31) pr— S {(x, p) & un funzionale continuo in [L'{(Q1)]" e gquindi
0

che G; & continuo in Y; si ha allora, per le proposizioni 1.1 ¢ 1.2;

(2.14) Inf8 = Sup§, .
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Scriviamo dunque esplicitamente il problema 8’: A p:, pf e Y™

veCI{R»

P At Lo = Sup f [ 200+ [0 DY)
n £
da cui:
O se p. = divp, e p;vim = 0

(2.15) P*(A*(p.. p/ ) = <
\-|- s altrimenti.

Si verifica poi facilmente che:

G, (p), p) = [1‘ (x, p.) +
B

+ Sup {fpf(po — u) +fEu»pu} +fp: u.
poEL'(ﬂ]

i1 2 &

Da questa relazione si ha quindi

&) Sup {#Jf* (x, —p, ) + fpo" u}
(1?: ,p'{ leY*
£t o
el f,=»
p: :diva ¢ p:‘ v‘an:(}

vale a dire

35 Sup {—ff* G o))+ [l Du} .

by Il (e
1

Hdivp; < p; v‘ﬂ.(k:ﬂ

Passando al limite per A — + o e utilizzando la (2.14) e la {2.13)

F(Q,u)= Sup {—jf"" (x, pl*) + fpf Du} .

p, €lL” (@

divp';' eL T (), pr “{BQ:G

Analogamente si dimostra che

p, L7 ime

(216) Fo(@,u) = Sup {uff*(x,pfnfpfnu},

. . i)
cli\'pl eL ™ (N}
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tenendo presente, perd, che la funzione P(v) prima considerata va
sostituita con

/O se  supp(u —v) < {3

P, (v) = <

AN + o altrimenti
e che

il se  p. = div A
PIA* (), pl)) = <
N + = altrimenti,

Per quanto dimostrato si ha dunque, dal lemma 2.1
F(O,u) = F; (,u) =T (Q,u) = F.(Q, u)

Osservando poi che il funzionale F, (Q, u) &, per la (2.12), subad-
ditivo rispetto a Q € Ap,, mentre F(Q, u) & superadditivo, dalla re-
lazione appena dimostrata segue la tesi.

LEMMA 2.3 — Nelle ipotesi del levmma precedente, fissato ue C'(R"),
Fo (Q, u) coincide con la restrizione a A De di una misura.

Dim. — Fissati u ¢ C'(R") e e Ap,, sia Q' cc Q aperto e

Uy —> u tale che F,(Q,u) = Bm f f(x, Dun). Si ha allora:
o

Iim’infff(x,Duh) < Fo (¥, u) + Sf(l + [Dul).

-0

da cui:

Fo(Q, ) = Fo(Q0) = Fo(Q,u) + Sf(l + | Dul),

o

Da questa relazione, utilizzando 1a finita additivita dj Fo. (0, 1), segue

subito la tesi,
Grazie ai due lemmi precedenti, utilizzando un ragionamento del

tipo di quello fatto in [1] nel teorema 3.2, si ha
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TEOREMA 2.4 — Se f(x, z) & un integrando normale convesso veri-
ficante la (2.1), allora esiste un integrando normale convesso g(x, 2),
anch'esso verificante la stessa relazione, tale che YueC(R") e
VQeAp,

F(Q,u) = F(Q,u) = f g (x, Du).

o

3. — In [5] & stata esplicitamente calcolata la regolarizzata s.c.i.
in L! su H'" di un funzionale del tipo [ a(x){ul, con © intervallo
0

aperto della retta reale e 0 < a(x) = A funzione misurabile. Un cal-

colo analogo mostra che la regolarizzata s.c.i. L' su H*(p > 1) di

un funzionale del tipo fa (x) |#[7 & data dal funzionale f b(x)|ulrdx
4] )

con

=0

1 e —(r=D)
bix) = lim {-2— f [a(D]" " d r] q.0.
£

Da questa formula si deduce che condizione sufficiente affin-
ché il funzionale Ja(x)|aPdx(p>1) sia L's.c.i su HY & che
n

-1
[a(x)] 7T e L, (Q).
Allo scopo di estendere tale risultanto al caso p = 1 dimostriamo
la seguente

PROPOSIZIONE 3.1 — Se 0 < a(x) = A & una funzione reale misu-
rabile, posto Y e Ap(R)y e Yue H' ()

F(Q,u):fa(x}{z’t}dx,

8]

si ha che Y ue H'1(Q)

F(O,u) = sc (L' () F (0, ) :fb(x)ﬂidx,

dove b (x) ¢ la massima funzione semicontinua inferiormente mino-
rante a{x) q.o.
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Dim. — Per la lipschitzianita del funzionale F (Q, u), dal teorema
2.4 segue che esiste un integrando normale convesso g (x, z) tale che
VQeAp, e VueH'I{Q)

(3.1) fg (x, Du) = F, (Q, u) = F(Q, u).

[+

Da questa relazione e dalla (2.16), osservando che, posto f (x, z) =
=a(x)|zl,

0 se |z¥| = a(x)

fix,2") = <

N 4 o altrimenti,

si hache VzeReche VQ e Ap

Jewa= s, ([ = frols

o divprel =) it
|| <alxyq.o.

con b{x) = Sup{p*(x)e L~ (£}): divp* e L"(Q), |p*| = a(x) qo.}.
Ma, poiché la regolarizzata s.ci. di a(x) in R non & altro che
I'estremo superiore delle funzioni continue minoranti a(x), si ha

b(x)=sc (Rya(x) g.o.

e quindi, per Parbitraricta di 2 e di z, la tesi.

Da quanto appena dimostrato si deduce che condizione necessa-

ria e sufficiente affinché [a(x)|u|dx sia s.ci. in L' é che a(x) coin-
£
cida g.o. con una funzione semicontinua inferiormente.

Questa condizione, come si vede facilmente con un ragionamento
analogo a quello fatto precedentemente, & ancora sufficiente, nel caso
pluridimensionale, ad assicurare la semicontinuitd inferiore in L' del
funzionale nf a(x)|Dul.

Osservazione. — La proposizione 3.1 e quanto prima osservato
sussiste anche per il funzionale [ V1 + a(x) |z la cui regolarizzata
n

sci in L2 data da fV 1+ b(x)|af con b(x)=sc™ (R)a(x)q.o.
1]
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Analisi di mezzi di contrasto radiologici
mediante cromatografia liquida ad alta pressione
in coppie ioniche a fasi invertite

Nota di MariA IMMACOLATA La Roronpa, SiLvana SALvaTr
e ORESTE SCHETTINO
presentata dal socio ordinario Marto COVELLO

(Adunanza del 3 febbraio 1979)

RTASSUNTO, — La tecnica cosiddetta « soap chromatography » ha dato risultati lusin-
ghieri nella separazione di composti radiopachi utilizzati come mezzi di contrasto nella
diagnostica radiologica. Come contro ione si & utilizzato un detergente quaternario, il
bromuro di cetiltrimetilammonio che forma coppie ioniche con i gruppi carbossilici. Le
separazioni sono state condotte su colonna p-Bondapak-Cj; utilizzando un eluente co-
stituito da una miscela tamponata di acqua e propanolo addizionata del controione.

Tale tecnica & risolutiva per il frazionamento di mezzi di contrasto radiologici
e non richiede alcun trattamento preliminare del campione.

SUMMARY. — The technique of « soap chromatography » has proved to be remar-
kably effective for the resolution of radioopague contrast media.

The technique employs a long-chain cationic detergent, « cetrimide » (cetyltrime-
thylammnoium bromide), wich form ion pairs with carboxyl groups.

The counter jon, cetrimide, is dissolved in a buffered water/n-propanol mobile
phase,

The separation is performed on a reserve phase y-Bondapak Cy column.

This technique is applicable for the resolution of radiopaque contrast media
without prior cleanup.

L'attuale diagnostica radiologica dispone di un elevato numero
di mezzi di contrasto artificiali che trovano indicazione per i diversi
organi e sistemi dell’organismo umano. Tra tali mezzi una importanza
particolare riveste il gruppo di sostanze iodorganiche costituite da un
anione, acido organico iodurato, che rappresenta il vettore dell’ele-
mento radiopaco, salificato da un catione che & quasi sempre sodio
¢/o meglumina. Gli acidi organici sono generalmente o derivati del-
I'acido 2, 4, 6 triiodobenzoico o acidi arilalifatici iodosostituiti.

Il contenuto di iodio presente nella molecola & direttamente
proporzionale al grado di opacita acquisito, ma ¢, contemporanea-
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mente, responsabile della eventuale tossicita dell'intera molecola. Ma-
nifestazioni di idiosincrasia ed allergia sono, infatti, frequenti so-
prattutto in corso di colangiografie, angiografie ed urografie.

L'analisi quali-quantitativa di tali molecole, oltre ad esscre fon-
damentale per il controllo delle forme farmaceutiche, risulta quindi
di particolare interesse per tutta una serie di accertamenti di carattere
fisiopatologico e farmacocinetico in relazione ai fenomeni tossici su
indicati.

Dalla bibliografia in materia [1-9] risulta che i metodi analitici
qualitativi proposti si avvalgono generalmente della cromatografia
o elettroforesi su carta e della cromatografia su strato sottile, mentre
la valutazione quantitativa si basa sulla determinazione dello iodio
totale risultando, quindi, sostanzialmente aspecifica.

In considerazione dell'aspecificita dei procedimenti analitici fino
ad oggi applicati, ci & sembrato utile mettere a punto una metodica
quali-quantitativa suscettibile di condurre a valutazioni specifiche
delle diverse molecole, sia nelle specialita farmaceutiche che nei li-
quidi biologici.

La cromatografia ad alta pressione, che permette di stabilire con
rapidita ed in condizioni operative blande e quindi non distruttive,
I'identita, la purezza ed il titolo di un principio attivo e di isolarlo
dai componenti di una forma farmaceutica, ci & sembrata la meto-
dologia piu valida per la risoluzione di tale problema analitico.

Nella tabella n. 1 si riportano le formule di struttura ed i valori
delle costanti di acidita determinate da FELDER e coll. [11] mediante
la costante di acidita apparente in metilcellosolve-acqua (80:20 v/v),
relative ai composti iodorganici esaminati.

Il frazionamento di sostanze ionizzabili, quali i prodotti oggetto
del presente lavoro, mediante cromatografia liquida ad alta pressione,
richiede in via preliminare 'esame di una serie di problemi connessi
all'efficienza della colonna, in termini di piatti teorici, ai fenomeni
di ritenzione, alla conseguente maggiore o minore simmetria dei
picchi. L'applicazione della cromatografia di adsorbimento, utilizzata
peraltro da A. J. Falk nella determinazione del sodioo-iodoippu-
rato [10], porta a codature piuitosto pronunciate dei picchi, conse-
guenti alla scarsa omogeneita superficiale dell’adsorbente che viene
esaltata dall'uso, inevitabile, di eluenti polari.

La presenza di picchi asimmetrici rappresenta un elemento limi-
tante soprattutto nella valutazione quantitativa dei risultati ottenuti.

Questo inconveniente, come & noto, pud essere evitato mediante
I'impicgo di cromatografia a scambio ionico e con l'uso di opportuni
tamponi i quali stano in grado di assicurare la costanza del grado di
ionizzazione lungo la colonna. Tale tecnica, impiegata nella HPLC
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per la separazione di composti fortemente polari & caratterizzata,
perd, da una scarsa efficienza, in particolare nella separazione di serie
analoghe di composti.

Quale alternativa atta a risolvere molteplici problemi del tipo
sopra delineato & stata proposta da alcuni autori in epoca recente
[12-15] l'applicazione della tecnica denominata «ion pair », OVvero a
coppie di ioni, alla cromatografia liquida ad alta pressione per la
separazione di composti ionici o ionizzabili.

Composti solubili in acqua sono resi pit solubili nei solventi
organici mediante la formazione di coppie ioniche utilizzando un
« contro-ione » di carica opposta. Le coppie ioniche si presentano
come molecole neutre capaci di ripartirsi tra fase acquosa e fase
organica secondo 1'equilibrio:

A7 + B = AB.:

ag aq

dove ag e org rappresentano rispettivamente la fase acquosa e la
fase organica. 1l coefficiente di ripartizione & dato da:

Kig = [Aﬂa‘l[iB_]ﬂ
AR = -

[A B Joxy

Nella cromatografia in coppie ioniche a «fasi invertite » gene-
ralmente viene utilizzato come fase stazionaria « octadecilsilano » ed
il « controdone » & addizionato alla fase mobile polare costituita da
una soluzione tampone addizionata a sua volta di un « modificatore »
organico.

Tutti i parametri che influenzano un processo di ripartizione
nella cromatografia liquido-liquido a fasi invertite possono essere di-
rettamente estrapolati alla cromatografia di « coppie ioniche » in fasi
invertite.

B stato futtavia osservato che nel frazionamento di molecole
supportanti raggruppamenti fortemente polari, ad es. -S0;H, l'ade-
zione della tecnica sopra delineata non sempre consentiva di evi-
tare la formazione di picchi codati.

Per ovviare a questo inconveniente KNox e LAIRD [16] idearono
nel 1976 una particolare versione della tecnica a coppia di ioni, in
cui, partendo dall'idea di impiegare come contro ione sostanze ca-
paci di dare coppie ioniche di elevata stabilita, quali ad esempio
alcuni detergenti ammonici quaternari, sperimentarono 'aggiunta della
« cetrimide » {(bromuro di cetiltrimetilammonio) ad un eluente idroal-
colico nella cromatografia di acidi solfonici.
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Essi ottennero risultati insperati con questa tecnica che defini-
rono «soap chromatography », Notarono, infatti, che Vaggiunta di
cetrimide ai sistemi eluenti consentiva di migliorare nettamente il fra-
zionamento di una serie di acidi solfonici, e preconizzarono l'esten-
sione di questa tecnica a molte altre sostanze di elevata polarita,

Le difficolta da noi incontrate nel frazionamento dei radiopachi
iodurati, che conseguono alle considerazioni sopra riportate, ¢i hanno
indotto a sperimentare tale tecnica in questo caso particolare.

PARTE SPERIMENTALE.

L’apparecchiatura cromatografica ¢ costituita da un cromatografo
in fase liquida Perkin Elmer mod. 601 equipaggiato con spettrofo-
tometro LC-55, valvola di introduzione Rheodyne mod. 7105, registra-
tore « Recorder 56 ».

La colonna utilizzata & una p-Bondapak Ci della Waters Asso-
ciates (3,9 mm LD. X 25 cm.). Gli acidi iodurati, delle ditte Bracco e
Schering, vengono iniettati in colonna mediante microsiringa Ha-
milton da 1 mcl a concentrazione di 0,5-0,7 mcg/mcl.

Le fasi mobili utilizzate nella separazione dei composti in esame
sona:

— acqua bidistillata - n.propanolo 5:2 v/v; tampone fosfato a
ph 7,4 - n.propanolo (nei rapporti 6:1; 5:2 5: 3,5 v/v); tampone borato
a pH 8,4 - n.propanolo (nei rapporti 5:2; 5:3,5 v/v). A ciascuno di que-
sti eluenti ¢ stato addizionato, per trasformare gli acidi in esame in
coppie ioniche neutre, come « contro-ione» la cetrimide a concen-
trazione dell'l % p/v.

La preparazione dei tamponi fosfato e borato (0,1 M) & stata ese-
guita rispettivamente secondo Sorénsen e Clark e Lubs.

I prodotti impiegati per la preparazione delle fasi eluenti e cioé:
acido borico, potassio cloruro, sodio idrossido, potassio fosfato bi-
basico, sodio fosfato monobasico e alcool n-propilico sono della Ditta
Carlo Erba. Le cetrimide & un prodotto « purum » Fluka.

Gli eluenti, prima di essere utilizzati vengono filtrati attraverso
filtri Millipore tipo H A 0,45 pum e successivamente degasati. E sempre
necessario, nel cambiamento di eluente, equilibrare la colonna fino
all'ottenimento di una linea di base stabile. Per raggiungere tale con-
dizione ¢, generalmente, necessario lasciare eluire circa 100 ml di
fase mobile.

L'analisi dei composti & stata condotta ad una velocity di flusso
di 1 ml/min. (2.000 psi), Gli eluati vengono rilevati a lunghezza d'onda
di 240 nm.
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RISULTATI E DISCUSSIONI.

11 vantaggio della « soap chromatography » nell’analisi di com-
posti supportanti gruppi polari ionizzabili ¢, come gia si ¢ accennato
nella parte introduttiva, quello di mascherare Uinfluenza dei gruppi
polari mediante la formazione di coppie ioniche particolarmente sta-
bili e di realizzare, quindi, una normale cromatografia di ripartizione
a fasi invertite.

I parametri che possono essere variati al fine di ottimizzare le
condizioni di separazione dei composti in esame sono fondamental-
mente la concentrazione del « contro-ione » e la concentrazione del
prapanolo.

KNox e LAiRD [16] infatti hanno ipotizzato che il propanolo, com-
ponente meno polare della fase eluente, venga adsorbito parallela-
mente alla cetrimide sulla superficie del supporto lipofilo agevolando
il formarsi di una interfaccia « fase stazionaria-eluente » attiva ai fini
del frazionamento.

Tra tale interfaccia e l'eluente si stabiliscono una serie di com-
plessi equilibri rappresentabili con lo schema seguente:

ag

[ Tl

nCu + Ay = (C A

— Koa

nCl + AL = (nC A
- K

aq

dove C_, & Al rappresentano rispettivamente le concentrazioni del-
la cetrimide e dellacido iodurato in forma ionizzata nella fase efuen-
te; C1. e Al. rappresentano le concentrazioni dei medesimi ioni
adsorbiti nell'interfaccia. (nC, A € (nC, A), sono le coppie ioniche
rispettivamente nella fase eluente e in quella stazionaria. Nello schema
riportato le specie sottolineate sono quelle presentanti in maggiore
concentrazione,

La concentrazione ottimale di cetrimide & risultata essere dell'l %.
Tale valore rappresenta la media delle concentrazioni (0,8-1,2) alle
quali, sperimentalmente non si sa alcuna rilevante variazione di ki,
(,Vf“V °

Vo
la concentrazione critica necessaria per assicurare un'efficiente pre-
senza di cationi alchilammonici sulla superficie del supporto lipofilo.

Qualora agli eluenti precedentemente indicati non si aggiunga

cetrimide, cioé quando il frazionamento avviene mediante semplice

), per ciascun prodotto esaminato e rappresenta, quindi,
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cromatografia a fasi invertite, i composti non vengono traitenuti ad
eccezione dell'acido iopanoico, e cid in funzione della diversa strut-
tura chimica di tale prodotto.

L'utilizzazione delle soluzioni tampone & giustificata dalla neces-
sita di ottenere i composti in forma ionizzata, in modo da assicurare
la loro quantitativa trasformazione in coppie toniche con i cationi
ammonici quaternari.

Dall'esame della fig. n. 1 si nota come un aumento del pH faccia
decrescere, a parita di concentrazione di propanolo, i valori di k.

(8
0,02 A

3]

UL

I 1 I I i 1 H T I § I

20 16 12 8 4 0 min.
Fie. 1. - Separazione di mezzi d&i contrasto radiologici mediante soap chromatography -
Colonna gy Bondapak C,, (Waters); eluente n. 4 - Picchi in ordine di eluizione;
0 = metanolo; 1 = iodamide; 2 = acido iotalamico; 3 = acide iodossamico;
4 = acido ioglicamico; 5 = iodipamide; 6 = acido iopanoico.

E da osservare anche (tabella n. 2) che a parita di concentrazione di
propanolo (70 %) un aumento del pH (tampone pH 8,4) non da se-
parazione soddisfacenti forse per il sovrapporsi di fenomeni di tra-
scinamento a quelli di ripartizione,

Il rapporto propanolo-tampone (16,6-70 %) non ha effetto signi-
ficativo sull’ordine di eluizione dei vari prodotti, ma i valori di k;
(tabella n. 2) diminuiscono con Vaumentare del contenuto in propa-
nolo (fig. n. 2) e cid ¢ naturale che accada in un sistema a fasi in-
vertite. Infatti dall’esame comparativo delle tabelle n. 1 e 2, nelle
quali rispettivamente vengono riportati le strutture chimiche dei pro-
dotti esaminati ed i valori dei tempi di ripartizione (k; e relativo

7
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logaritmo) si nota che i tempi di eluizione, nella quasi totalita,

SORo
funzione della lipofilicita della molecola,
X
1,0 WS, -
A RN
(N ~
~ N
- A .
NN N
~ ‘\ - T N
.\. -___" __‘..':\
) ~ S~ -
0,5 ~ -
N
~
log K, 0,0
-0,5
=10 T T T
7 7,4 8,4
Fic. 2, - Variazione del log di k, in funzione del pH.
—acido fotalamico — — acido diatrizaico -—iedamide — —acido ioglicamico
..—acido iodossamico ...,— iodipamide

..... acido iopancico,

E anomalo I'andamento della iodamide, Tale composto eluisce

prima dell’ecido diatrizoico pur supportando a parita della restante
struttura molecolare un gruppo CH, in pit.
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In figura 3 si porta a titolo di esempio un cromatogramma re-
Iativo alla miscela di sei dei sette composti esaminati. La separazione

1,0
0,5
log K‘i 0,0
-0,5
\
-1,0 ] 1 i 1
15 40 70 100% propanclo
Fic. 3. - Variazione del log. I in funzione della concentrazione di propanolo.
—_ acido jotalamico ——— acido diatrizoico . _iodamide - — acido ioglicamioc
.—acido iodessamico . ..-— iodipamide ..... acido iopancico.

& decisamente buona, i tempi di ritenzione sono, infatti, sufhciente-
mente differenziati anche per quei composti che hanno una struttura
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chimica molto vicina. E da notare, comunque, che in commercio non
esistono formulazioni in cui siano associati pit prodotti. Una tale
tecnica di frazionamento potra risultare particolarmente utile nel-
l'individuare tali molecole, o loro eventuali metaboliti, nei fluidi bio-

Togici.

CONCLUSIONT,

La tecnica messa a punto ha consentito di frazionare in maniera
soddisfacente il gruppo di farmaci radiopachi presi in considerazione,
anche in quei casi in cui le minime differenze strutturali rendevano
tale frazionamento difficile con le usuali metodologie cromatografiche.

La presenza del propanolo, buon solvente per le coppie ioniche
a base di cetrimide [17], e nella fase eluente e nell'interfaccia, costi-
tuisce un elemento di equilibrio nella ripartizione delle coppie ioniche
tra eluente idrofilo e supporto di natura lipofila, il che si traduce
in picchi ottimamente definiti.

I risultati conseguiti c¢i inducono ad estendere i nostri studi nel
settore, specialmente in vista di una utilizzazione quantitativa della
metodica,

Gli AA. ringraziano il perito chimico Sig. Vincenzo Rullo per la
collaborazione prestata nell’elaborazione e allestimento dei grafici.
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Su alcuni sistemi di assiomi gruppali definiti rispetto
al Booleano del sostegno di una relazione ternaria

Nota di DomEenIco LEnzZT *
presentata dal socio ordinario Mario CURzIO

(Adunanza dei 3 (ebbraio 1979)

SUMMARY. -— In the present work, alter a first introductory part, we consider
the system of axioms given in reference [E] and we adapt them to a non-empty set
G endowed with a termary relation ¢ that has a property of associativity. Moreover
{see N. 2} we study which ones among the systems of axioms mentioned above provide
G (in a sense to be clarified later) with a group structure (see also [B.L.D.

The above systems of axioms are then further weakened (see N. 3), by adapting
the to them power set & (G) of G so as to oblain again a group structure.

S6MMARID. ~— In questo lavoro, dopo una prima parte introduttiva, si prendono
i sistemi di assiomi riportati in [L1, adattandoli ad un insieme non vuoto G dotato di
una relazione ternaria ¢ che gode di una certa proprietd di associativita. Tra I'altro
(vedi N. 2} si esamina quali dei citali sistemi di assiomi conferiscono a G (in un senso
che verrd chiarito in seguito) una strutiura di gruppo (vedere anche {B.L.]).

Successivamente (vedi N, 1) detti sistemi di assiomi vengono ulteriormente at-
tenuati, adattandeli al Booleano di G (&% (G)}, al fine di ottenere ancora una struttura
di gruppo.

N. 1. - GENERALITA.

Ricordiamo che per operazione binaria (non necessariamente ovun-
que defmita) su di un insieme G pud intendersi una qualsiasi rela-
zione ternaria ¢ © G® che goda della proprieta per cui, dati comunque
a,b,c,c’ € G, se (g,h,¢)ev e (a bcYeos allora c =¢'. In partico-
lare l'operazione risulta ovunque definita se dati comunque a, b € G
esiste un (unico) ¢ € G tale che (a, b, ¢) € o.

Orbene, data un'operazione su G, pud essere definita in maniera
naturale (vedi [Z.P.], pag. 25) un’operazione binaria sullinsieme B(G)
{Booleano di G) costituito da tutti i sottoinsiemi di G; operazione che

* Istituto di Matematica dell’University di Lecce,
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pud essere generalizzata anche al caso di una relazione ternaria qual-
siasi ¢ © G* ponendo, dati comunque A, B € & (G),

A - B={ceG|JacA, AbeB:{abc) e}t

Dati ora A,B,Ce B(G),se A-B=Ced A=1{a},conae G, alla
scrittura {a} - B = C conveniamo di sostituire la scrittura a - B =C,
usando la stessa convenzione nel caso in cui B = {4} oppure C = {ch
Ne consegue che, nel caso in cui ¢ & un'operazione € si adopera la no-
tazione moltiplicativa, la scrittura a - b = ¢ viene ad avere un duplice
significato, il che non crea inconvenienti dal momento che l'applica-
zione che ad un generico x € G associa {x} € # (G) & chiaramente un
monomorfismo di G in & (G) (strutturati rispettivamente con ¢ e con
I'operazione che o associa naturalmente a & (G)). Di conseguenza di-
verse delle tradizionali definizioni di gruppo riferite ad un insieme
G strutturato con un certa operazione possono essere riferite indif-
ferentemente all’operazione relativa a G o all’'operazione naturalmente
associata a & (G) indotta sull’insieme (algebricamente chiuso) delle
parti di G costituite da un solo elemento.

Per l'operazione poc’anzi definita sussistono, con ovvio significato
per i simboli usati, le seguenti proprieta di immediata dimostrazione:

a) A.p=0 -B=0¢
b) se ACA e BC B alloran A-BSA-B.

Tnoltre se I & un insieme non vaoto, (A1 & una famiglia di parti
di G e B & un sottoinsieme di G, risulta:

c} (U Af)-B=_UL(A*'-B);

iel

infatti dalla b) si ha {U A) . B 2 U (A - B), d'altro canto detto ¢
iel iel
un elemento di (U A;) - B allora debbono esistere a € U AebeB
iel iel
tali che (a, b, ¢) € o, ne consegue che a € A; per qualche 7 € I, donde
la tesi.
In maniera analoga si ha:

! Per cui l'operazione in questione, infesa come relazione ternaria su & (G), viene
ad essere linsieme delle ternc ordinate di elementi di & (G) del tipe {A, B, A. B).
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Dalla ¢) e dalla d) discendono rispettivamente:

c’) A-B:UA(a-B) (per A +# @);

d) A-B:{%(A-b) (per B == @),
be

Osservazione 1. — Si pud vedere agevolmente che una delle tra-

dizionali definizioni di gruppo si puo attenuare con 'affermazione che
un gruppo ¢ un insieme G con una relazione ternaria ¢ © G tale che
siano soddisfatti i seguenti assiomi:

1) Dati comunque a, b, ¢c € G risulta ¢ - (b-cy={(a-b)-c (dove
ora ¢ nel seguito, salvo diverso avviso, si fa riferimento all’opera-
zione tra parti di G naturalmente associata a ¢);

2) esiste un elemento e € G per cui si abbia:
2"} per ogni a € G risulta e - g — a,
2”) per ogni a € G esiste un elemento @’ € G tale che a -a=e.

Affinché le propriety citate permettano a ¢ di conferire a G una
struttura di gruppo basta ovviamente provare che dati comunque
a, b € G l'insieme « - » ha uno ed un solo elemento. All'uopo osser-
viamo intanto che a - b + @, infatti se a - b — o allora si ha b =
=(@ a) - b=a-(a - D)=d -0=0 {dove @’ & uno degli elementi
associati ad a grazie a 2”), il che & assurdo. D'altro canto a - b non
pud avere pit di un elemento, infatti se x ed ¥ sono elementi di a - b,
allora p7a’ - xCa  (a - b)=1b epra -yCa - (ab)=h onde
a - x=a -y per cui a’ - (a - x)=a” - (a -y (dove a” & uno degli
elementi associati ad o’ da 2”) e guindi x = y.

Ora ci proponiamo di mettere in luce che se ¢ & una relazione ter-
naria su G tale che dati comunque a, b, c € G risulti{a - b) - c = a -
(b - ¢) allora dati comunque A, B,Ce B(G) risulta (A B) . C =
=A . (B C). All'uopo proviamo che (A-B)-C<A.(B-QC). Sia
dunque ¥ un elemento di (A - B) - C (supposto non vuoto). Allora esi-
stono x € A- B e ceC tali che (x,¢,9) € o; orbene, poiché xe A . B
equivale a dire che esistono a € A e b € B tali che (a, b, x) € o, si puo
concludere che ve(a -b)-c=a. (b -c)S A . (B.C). In maniera
analoga si prova che A - (B - COC(A-B)-C.

N. 2. - GL1 Ass1OMTI DI [L] RIFERITI AD UNA RELAZTIONE TERNARIA.

Ora ¢i proponiamo di studiare se i sistemi di assiomi esaminati
in [L], opportunamente interpretati in un insieme G dotato di una
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relazione ternaria, conferiscono a G una struttura di gruppo. Co-
munque preannunciamo che solo per il sistema di assiomi di cui al
teorema 1 di [L] la risposta & affermativa. Diamo intanto il seguente

TEOREMA 1. — Condizione sufficiente (ed ovviamente necessaria)
affinché un insieme G munito di una relazione ternaria assoctativa’
sia un gruppo & che esista in G un elemento u tale che siano soddi-
sfatti in seguenti assiomi (cfr. teor. 1 di [L]):

1) Per ogni a € G esiste x € G tale che a = u - x;

2} Per ogni a € G esiste a’ ¢ G tale che a’ - a = u.

Dimostrazione. — Osserviamo in via preliminare che da 1) e da
2) si ricava subito che per ogni a € G esiste y e Gtaleche y - u=a;
infatti (con ovvio significato per i simboli usati) a =« - x = (x" x')-
cx=x"-(x - x)=x" u In particolare u = e - &, con e elemento
opportuno di G,

Orbene, dato un qualsiasi a € G e posto (in virti dith)a=u-uzx
sihachee-a=¢ (a-x)=(e u)-x=u-x=a Daliro canto per
l'osservazione iniziale, esiste z € G tale che ¢ = z - w, onde (z - &) - @ =
—=z-(a - a)=z-u=-e, il che assicura che esiste d€ z ¢ tale che
d-a— e Tenendo conto dell’osservazione 1, si ha immediatamente
la tesi. cwv.d.

1l teorema precedente ci da risposta affermativa nei riguardi del
sistema di assiomi del teorema 1 di [L]. Se ora consideriamo un in-
sieme G munito di una relazione ternaria associativa o ¢ ad esso adat-
tiamo, sulla falsa riga di quanto fatto nel teorema precedente, i si-
stemi di assiomi che in [L] sono presentati nei teoremi successivi al
primo, possiamo vedere con due contro esempi che G non assume
necessariamente una struttura di gruppo. Infatti se G & costituito
da due soli elementi, che per semplicita indichiamo con 1 ed u, e con-
sideriamo la relazione ternaria ¢ che si ottiene ponendo 1-1=1,
I ou=u-1=u u-u=p (onde o = {(1, 1, 1), (1, u, u), (&, 1, ) })
nonché la relazione ternaria ¢’ che si ottiene dalla ¢ ponendo u - 1 =
{1, ©} invece che u - u = o (onde o' = {(1, 1, 1), {1, u, ud, (u, 1, w),
(w, u, 1), (1, u, 1}) si verifica facilmente che ¢ e ¢’ sono associative
e che per esse vengono soddisfatte le condizioni relative ai sistemi di
assiomi di cui ai teoremi di [L] successivi al primo. Pur tuttavia si
pud provare che se nei vari sistemi di assiomi ora citati aggiungiamo
la condizione per cui esiste un intero naturale m = 2 tale che u™ ha
uno ed un solo elemento allora i sistemi di assiomi cosi completati

 Cioé tale che dali comunque a, b, c € G risulti {a - b) . c=a . (b . c).
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fanno si che ¢ conferisca a G una struttura dj gruppo. Quanto detto
¢ conseguenza immediata dei teoremi di [L] successivi al primo
nonché del seguente

TeoreMA 2. — Condizione suffciente affinche un insieme G mu-
nito di una relazione ternaria associativa o sia um semigruppo é che
esista un elemento u € G tale che, per qualche intero naturale m = 2
u™ abbia un solo elemento e tale che siano soddisfatti i seguenti as-
siomi:

1) Dati comunque %, y € G se u - x = 4 - v allora x = y;

2) Per ogni a € G esiste @’ € G tale che @’ - @ = .

Dimostrazione®. — Naturalmente per provare il teorema & suffi-
ciente dimostrare che, dati comunque x, ¥€ G, x - v ha uno ed un
solo elemento.

Osserviamo preliminarmente che per ogni intero naturale non
nullo #n che sia strettamente minore di m risulta u" = @, infatti se
fosse u” = @ allora risulterebbe ™ — g . T =gy = g, il che
¢ assurdo. Quanto visto assicura che per ogni x € G x - u # p, infatti
se fosse x - u =0 si avrebbe BFu-u=( %) - u=x (x u)=—
= 2" 9 = p (dove 1" & uno degli elementi associati dall’assioma 2) ad
x). Possiamo allora affermare che per ogni x € G u - x 7 @, dal mo-
mento che u - x =(x". %) - x =" (x - x)=x"-u#p (essendo x”
uno degli elementi associati dall’assioma 2) ad x7).

Siamo ora in grado di affermare che dati comunque x, y € G
% -y ha almeno un elemento, in quanto se fosse ¥ - ¥y = @ avremmo
67U - y=(x-x)-y=x-(x-y)=x-0p=0

Prima di dimostrare che x -y non ha pit di un elemento fac
ciamo vedere che dati comunque a, x, ye G, se a-x =a -y allora
x =y infatti da @ -x=a-9 si ha che a’-{a-x)=(a-y), onde
u-x:(a’-a)‘x:a’-(a-x):a’-(a-y) =(ad-a)-y =u-ve
quindi x = y.

Quanto visto or ora consente di provare che, dati comunque
a€Ge Be B(G), se B ha pit di un elemento anche g - B ha piir di
un elemento. Infatti se x ed ¥ sono elementi distinti di B allora a x =*
Zzay, 875da xCa-B e 8 a-yZSa-B, onde a-B ha almeno
due elementi distinti in quanto ¢ - B2 a-xUa-yeda-xUa-y
¢ I'unione dei due sottinsiemi di G non vuoti e distinti. Come con-
seguenza immediata di cid si ha che per ogni intero naturale non

*La presente dimostrazione & stata svolta rielaborando due dimostrazioni date
indipendentemente dall’autore e dal co-autore di [L] A. Linzr
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nullo n strettamente minore di m il sottoinsieme non vuoto u* ha un
solo elemento, dal momento che se " avesse pit di un elemento al-
lora anche u" = u (... (u - u")) dovrebbe avere piu di un elemento, il
che contraddice le nostre ipotesi.

Siamo ora in grado di provare che, dati comunque x, y € G, x-y
ha un solo elemento. Infatti & stato gia visto che x - y 7 @; se dunque
x -y avesse piu di un elemento risulterebbe che x* - (x - ¥) = (& - x) -

.y =u -y ha pitt di un elemento, onde u - u = (" 9" - (¥ - y) =
=y ((y"-y)-y) =y (u-y) (con ovvio significato per i sim-
boli usati) dovrebbe avere pit di un elemento, il che & assurdo dal
momento che si & gia provato che u« - u ha un solo elemento. c.v.d.

N. 3. - UN'ULTERIORE ATTENUAZIONE DEGLI ASSIOMI DI [L].

Formuliamo ora il seguente teorema, la cui dimostrazione discen-
dera immediatamente dalla successiva osservazione 17, dal successivo
Lemma 5 e dal teorema 1 di N. 2.

TEOREMA 1°. — Condizione suffciente (ed ovviamente necessaria)
affinché un insieme G munito di una relazione ternaria associativa
sia un gruppo é che esista in & (G) un elemento U (ovviamente non
vuoto) tale che siano soddisfatti i seguenti assiomi (cfr. teor. 1 di [L]):

1) per ogni a € G esiste X € & (G) tale che a = U - X
2) per ogni a € G esiste A" € & (G) tale che A’ - a="U.

Osservazione 1. — Notiamo che l'elemento X € & (G) di cui al-
l'assioma 1) (come anche l'elemento A’ di cui all’assioma 2)) deve es-
sere non vuoto in forza della proprieta a) di N. 1, alloradaa=U-X
si ha (vedi proprieta d’) di N. 1) che a = U (U - x), per cui 1'assioma

xeX

1) pud essere espresso equivalentemente nella seguente forma:

1") Per ogni a € G esiste x € G tale che a =U - x.

Notiamo inoltre che se U . x = a allora per ogni u € U risulta

u - x = a; infatti per la proprieta ¢’) di N. 1 risultaU-x= U (u-x) =
ael

= a, onde per ogni u € U deve essere u - X = a oppure u - * = @. Or-
bene da u - x = @, poiché per l'assioma 2) deve esistere U € B (G)
tale che U’ -u=U, si ricava che p=U"-(u-x) = (U"- W) - x =
= U . x =a, il che ¢ assurdo.
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Sia ora ¢ una relazione ternaria associativa definita sull'insieme
non vuoto G, sia inoltre U un sottoinsieme di G per cui valgono I'as-
sioma 1) dell’'osservazione 1’ e I'assioma 2) del teorema 1’. Sussistono
allora i seguenti 5 lemmi

LEMMA 1. — Per ogni a € G esisie ve U ed esiste z€ G tale che
v =a,
Dimostrazione, — Sia a un qualsiasi elemento di G. Allora per

lassioma 1) esiste x € G tale che U - x = 4, D’altro canto per 1'as-
sioma 2) esiste Y € B(G) tale che Y - x = U, Orbene, poiché Y = g,

Y -x = U (y-x), onde per un certo y€Y deve aversi UD y . x:# .
ye¥

Sia ora Ze B (G) tale che Z - y = U, risulta percid a=U - x=(Z . y) -
+x =12 -(y-x), onde per un Opportuno z € Z e per un opportuno
vey -x<C Udeve aversi z - v = a. c.v.d.

LEMMaA 2. -— In G esiste un elemento e tale che per ogni a € G
risulta e - a = g,

Dimostrazione. — Sia u un elemento di U. Allora per il lemma
1 esiste v € U ed esiste ¢ € G tale che ¢ - v = 4. Orbene perogniae G
esiste x€ G tale che U.x=¢, onde v - x =y . x = g (vedi seconda
parte dell’osservazione 17); di conseguenzae-a=-e¢-{v.x)=(e-v).
“x=t-x=a cwvd.

LEMMA 3. — Dati comungue due elementi a, beGrisultaa - b+
0,

Dimostrazione. — Supponiamo che per qualche a, b € G risulti
@ - b = @. Poiché per l'assioma 2} esiste A’ ¢ B (G) tale che A’ - a — U,
ne consegue che 9 =A" . (a-b)=(A" . a) - b=V b. Consideriamo
ora ['elemento e di cui al lemma 2, allora per il lemma 1 esiste ve U
ed esiste z € G tale che z . v = e Poiché¢ U.b =@, anche v . b =g ¢
quindip=z - (v-b)=(z-v)-b=e¢-b=b,il che & assurdo. c.v.d.

LEMMA 4. — Per ogni a€ G e per ogni ve U esiste z ¢ G tale
che 7 -v = a.

Dimostrazione. — Siano xe¢ G ed Y € B(G) gli elementi consi-
derati nella dimostrazione del lemma LondeU=Y . .x= (J(y-2), e
ye¥

quindi per ogni v ¢ U esiste y € Y tale che U D y-x3v. SiaoraZe
€ & (G) tale che Z -y = U, risulta percid a = U x=(Z-y) x=
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=7 - (y - x). Tenendo allora conto del lemma precedente si ha che
per ogni z € Z e per ogni # €y - X risulta z-u=@ onde 2+ u =a.
Essendo v un elemento di y - x si ha immediatamente la tesi. cv.d.

LEMMA 5. — Il sottoinsieme U ha un solo elemento.

Dimostrazione. — Siano u, ed u; due elementi di U, allora per
I'assioma 1°) e per la seconda parte dell’osservazione 1" esistono 1,
v, € G tali che y=U- -y =wm » ed > = Uy = w2~ y:. Daliro
canto per il lemma 4 esistono x, x2 € G tali che e = x, - t; ed ¢ =
— %, - 2. Di conseguenza ¢ = X - tii= X1 - (U1 - y) = (xw) -0 =
= y,, ed analogamente e = yz, onde yi = 2. Da cio segue subito la
tesi, infatti s = U - »=U - m =u. cvd

In N. 2 & stato gia messo in luce con due contro esempi che se si
adattano, sulla falsa riga di quanto fatto nel teorema 1 di N. 2,1
sistemi di assiomi riportati in [L] successivamente al teorema 1 ad
un insieme G mumito di una relazione ternaria non si ottiene neces-
sariamente una struttura di gruppo. Cid vale a maggior ragione se
quei sistemi di assiomi vengono generalizzati sulla falsariga di quanto
fatto nel teorema 1’ del presente numero. Pur tuttavia basta aggiun-
gere anche ora la condizione per cui esiste un intero naturale »m = 2
tale che U™ abbia un solo elemento per poter avere una struttura di
gruppo. Sussiste infatti il seguente teorema, analogo al teorema 2 di
N. 2.

TeoREMA 2. — Condizione sufficiente affinché un insieme G mu-
nito di una relazione ternaria associativa o sia un semigruppo & che
esista un elemento U e B(G) tale che, per qualche intero naturale
m = 1, U™ abbia un solo elemento, e tale che siano soddisfatti i se-
guenti assiomi:

1) Dati comunque x, y € G se U-x = U -y allora x =y;

2) Per ogni a € G esiste A" € G tale che A" a = U.

Dimostrazione. — Naturalmente per provare il teorema & suffi-
ciente dimostrare che U ha un solo elemento u; infatti da A" -a=u
si ha (non potendo essere A’ = @) che deve esistere un elemento a” € A’
tale che @ - a = u, il che permette di ricondursi al teorema 2 di N. 2.
Supponiamo percio, per assurdo che m > 1e che U abbia almeno due
elementi distinti. Allora per Passioma 1”) non puo essere U . u =0
per ogni « € U, sia dunque v € U tale che U - v~ 0.

Se ora si riesce a provare che dati comunque &, b ¢ G risulta
a - b+ o si pud concludere facilmente (procedendo per induzione, te-
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nendo conto dell’assioma 1”), nonché del fatto che per B +# o risulta
U.B = U(U- b)) che U” ha pitt di un elemento, il che & assurdo.

beB

Proviamo dunque chea - b # o per ogni a4, b € G. Orbene, con ovvio si-
gnificato per i simboli usati, se per qualche @, b € G risulta a - b — ¢
allorag=A" . (a- - b) = (A" . a)-b=U-b:madaB . b= U s1 ha che
per qualche b’ ¢ B deve essere b . b 3 v,quindig =U . b=(B".p").
b =B".(b.b)b". v, con b” elemento qualsiasi di B”. Ora da
p=>5b" v segue che o = B . B” - v)=(B" . p").v=0U. v, il che
contraddice il fatto che U . v = ¢, cv.d.
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Una generalizzazione di certi sistem] di assiomi gruppali
relativamente alla amiglia dei Booleani successivi
del sostegno di una relazione ternaria

Nota di DomeNICo LEnzI*
presentata dal socio ordinario Mario Curzio

{Adunanza del 3 febbraio 1979)

SuMMARY. — In this paper, concluding the work wich was made in reference L3
and [L,], we consider the system of group axioms considered in N. 3 of [L,], making
them weaker and using them for the successive power sets on a non empty set G
{the power set of G, the power sel of the power set of G, and so on,..)) endowed
with a ternary relation ¢ € G4 s0 as to obtain for G a group structure again,

SoMMaRIO. — In questo lavoro, concludendo una ricerca iniziaia in [L,] e prose-
guita in [L,], si considerano i sistemi di assiomi gruppali riportati in {L,] e li si at
tenua adatiandoli alla famiglia dei Booleani successivi (B (G),... R { .. B(G))..) di
un insieme non vuoto G dotato di una relazione ternaria associativa (vedi parte ini-
ziale di [L,]) ¢ < G al fine di ottenere per G ancora uvna struttura di gruppo.

Dato un insieme G, indichiamo con B, (G) lo stesso G, indichiamo
poi con B, (G) I'insieme & (G) costituito da tuitl i soltoinsiemi di G
(Booleano di G): & possibile allora dar significato in maniera uni-
voca alla scrittura &.(G) (per ogni intero naturale n > 2) pourendo
B, (G) = & (B._; (G)).

Dato poi un elemento x € G indichiamo con {x}* lo stesso ele-
mento x e con {x} l'insieme {x}; & possibile allora dar significato
univocamente alla scrittura {x} {per ogni intero naturale n > 2) po-
nendo {x}™ = {{x}-1}.

Supponiamo ora G dotato di una relazione ternaria ¢  G*. Al-
lora ¢ permette di definire un'operazione binaria in & (G) ponendo,
dati comunque A, B e &(G), A-B={ceG|3ge4 3 beB:(a
b,c) € o} ' F possibile, di conseguenza, definire un’operazione binaria

* Istituto di Matematica dell’Universitd di Lecce.
' Per alcune proprieta significative di tale operazione sj veda la prima parte di [L,].
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in %,(G) ponendo, dati comunque ABe $:(G), A - B={ced (G)|
JaeA IbeB:a-b=ch

Procedendo in maniera analoga & possibile allora definire in
maniera univoca (per ogni intero naturale n = 3) un’operazione bi-
naria? in &, (G) ponendo, dati comunque ABe®.(G), A -B={ce
€ B (G)|JaeA JbeB:a- b =c}

N.B.1. — E quasi superfluo notare che, potendosi riguardare
un’operazione binaria su di un insieme come una particolare rela-
sione ternaria sullo stesso insieme, 'operazione poc’anzi definita in
®,(G) & dello stesso tipo di quella definita in $ (G). Ne consegue
che se ¢ & associativa, cio¢ dati comunque d, b,c € G risulta ({a} -
by - {c} = {a}- ({B}- {¢}), anche loperazione binaria su $.(G)
di cui sopra & associativa (cfr. parte iniziale di [La] dove per sempli-
cita si & preferito scrivere (a - By -c=a-(b-0)

S fa inoltre notare che se n = 2, A ={a}, B = {b} (con a, b e
€ R..(G)) allora A - B ={a}- {b} ={a - b}, onde in tal caso A-B
ha un solo elemento.

Diamo ora il seguente

TeoreMa 1. — Condizione sufficiente (ed ovviamente necessaria)
affinché una relazione ternaria associativa ¢ su di un insieme m1on
vioto G conferisca ad esso una strutiurd di gruppo é che esista un
intero naturale g = 1 tale che per un opporiuno U € $,(G) risultino
soddisfatti i due seguenti assiomi:

1) per ogni a € G esistono un intero naturale p ed un intero
naturale 1 (con g < n e p < n) tali che per qualche X € R, (G) risulti
in &.(G):

{'[_]}‘:J'!*(I) . {X}(u—p} — {a}(n) :
2) per ogni a € G esistono un intero naturale s ed un intero

naturale r (con g < r ed s < r) tali che per qualche A" € &,(G) ri-
sulti in &, (G)

{A_’}(r—s) . {a}(r‘) — {U}(l‘*f}) .

Per rendere agevole la dimostrazione introduciamo alcune im-
portanti funzioni, nonché alcuni lemmi significativi. Dato percid un

! Per non appesantire le notazioni non useremo simboli diversi per indicare ope-
razioni diverse; comungue in ogni occasione avremo cura di far intendere dal con-
testo a quale specifica operazione vogliamo riferirci.
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qualsiasi intero naturale 1 = 2, indichiamo con &, la funzione da
&, (G) verso &._,(G) ottenuta ponendo, perogni Y € &, (G), &, (Y) =

= U X; inoltre per ogni intero naturale n = 1 indichiamo con €& la
Xe¥

funzione identica su &, (G).

Possiamo allora definire (per ogni intero naturale i compreso tra
1 ed n — 1) una fanzione &' di &,(G) in &,-1(G) ponendo &' =
= oo 0808, se i#£1, e ponendo a, = ..

N.B.2. — Osserviamo che sec Z e @,_, (G), con n = 2, allora
A ({Z}) = Z; pitt in generale sc Ze B, (G), 1<m=<ne 0<ix
=n —m, allora 4, ({Z}=m) = {Z}n—m~b

Osserviamo inoltre che @ = a’ o a% (con h intero naturale
tale che 0 < A < ).

LemMA 1. — Dati comungue A Be®B,(G)connz=2 se ACB
allora &, (A) € 4., (B) (e quindi a, (A) < a, (B, qualunque sia
compreso tra 0 ed 7 — 1).

Dimostrazione. — Basta osservare che d.(A)=UXc U X =

XeA XeB
= &, (B). cv.d.
LEMMA 2. -— Data una famiglia (Y (con 1= o) di elementi di

B, (G) (con n = 2) risulta:
&, ( L_% Yy = L‘Ii (&, (Y)).

Dimostrazione, — Ovviamente @, ( Y)2 U (@.(Y) in forza
iel iel

del lemma 1, proviamo che vale anche Valtra inclusione. Sia dunque
x un elemento di &,.({J Y)), allora deve esistere (per definizione di

iel

.} un elemento X € 1 Y: tale che x ¢ X, onde per un certo i€ [

fei

deve aversi x e X € Y;, per cui x ¢ a.(Y; ), donde la tesi. cv.d.

LEMMA 3. — Se n = 2 ed a, b € .., (G) allora o ({a} - {b}) =
- au({a}) ' au({b})

Dimostrazione. — Poiché {a} - {b} = {a - b} (vedi N.B.1), tenendo
conto di N.B.2 si ha che &, ({a} - {b}) = . {a - b)) =a-b =
=&, ({a})  &,({b}). c.v.d.
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LEmMA 4. — Dati comungue A, B e 8,(G), allora a (A-B) =
=a' Ay . & (B)(dove 1 =i=n—1).

Dimostrazione. — Naturalmente basta provare che &. (A - B) =

— @, (A) - 8.(B). Cid ¢ immediato se A = @ oppure B =0, dal mo-

mento che in tal caso A - B = p, inoltre &,(p) = U X = @; ne con-
Xep

segue che &, (A - B) =9 = 8. (A) &.(B). Siano quindi AZoe e B+
— . Allora tenendo conto delle proprieta ¢} e d) riportate nel nu-
mero N. 1 di [L;] e tenendo conto dei lemmi 2 e 3 si ricava:

8,(A-B) = @(U (a} - B) = & (Y (Y (a}- (2D =

— Y (Y @ ({a) - @1 = Y (6 (ad) - (Y @ (2D =

Il

(}E_‘J’\ . ({al) - (IEJB a.,({b1) = arr(tg“ {a}) - G (bLE.é {b}) =

- a«n(A) " au(B)-
Ed ora possiamo dare la

Dimostrazione del teorema 1. — Dall'assioma 1) di cui all’'enun-
ciato del teorema 1 si ha, applicando il lemma 4,

art (uyeey . alt (@xper =y dak),
da cui, tenendo conto del N.B.2, si ricava:

gl g gt (U oy - @l e o dn ™t (X3 ry = {al,

—(r—g)
onde
art(uy - @ (X) = {a) (dove &7 (U), &’ (X) ed {a} sono elementi
di &(G).

Analogamente dall’assioma 2) di cui all’enunciato del teorema 1
si ha di seguito

atqanyey & ({a)) = &t ({uye-o,

r—l—{r—q)

Qv oar () ey = @ o 8T (U,

a' (&) - {a} = &' (U) (dove anche &~ (A7), {a} ed 27" (U) sono
elementi di & (G)).
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Applicando il teorem a 1’ di [L,] (dove a sta per {a})} si ha im-
mediatamente la tesi. c.v.d.

Diamo ora un teorema che permette di ottenere vari sistemi di
assiomi gruppali {ricavandoli dai sistemi di assiomi incontrati in L]
successivamente al teorema 1) sulla falsariga di quanto enunciato
nelle premesse ai teoremi 2 e 2’ di [L,].

TeorREMA 2. — Condizione sufficiente affinché un insieme G wiu-
nito di una relazione ternaria associativa o visulti essere un Semi-
gruppo ¢ che esista un intero naturale g = 1 tale che per un oppor-
tuno U € 8B,(G) risultano soddisfatti l'assioma 2) di cui al teorema
1, nonché i seguenti assiomi:

I} dati comunque %, y € G risulta
U {2} =U. {(y}0=x =y,

3) per qualche intero naturale m = 1 &E_I(U”’) ha un solo ele-
mento.

Dimostrazione. — Per la dimostrazione basta verificare che sono
soddisfatti gli assiomi di cui al teorema 2’ di [L;] relativamente al-
Pelemento ag“ (U) e B(G).

Orbene per il lemma 4 (612"'1 (U = 61271 (U™), onde (61(;_1 {u))y"
ha un solo elemento u in virta dell’assioma 3.

Sia ora, nella notazione di [L.], &' (U) . x = &ZﬁI(U) - y; al-
lora nella nostra notazione Elz_l(U) Az} = &Zﬁl(U) -{y}, da cui si ri-
cava immediatamente (&Z_I(U))'“ Ax} = (az_}(U))’” - {x}, ciog {u} -
{x} = {u} - {y} (dove u & l'unico elemento di (aZ‘I(U))”*. Tenendo
ora conto dell'assioma 2 si ha, con ovvio significato per i simboli
usati, {U}0=2 . {4} = (U} Daltro canto per quanto gia visto
{lad - (30 = {{u} - {91)0Y, onde {u}? « {2} = {u} - {y}.

Ne consegue immediatamente che {U’}-» . {a}? . {x}0 =
= {0 {u} . {p¥? (vedi N.B.1 relativamente a relazione ter-
narie associative), per cui {U}r—9 . {x} = po-o. {»}, quindi
4, " (UY=) - alm ({a) = @ Uy . a,"({y}), onde U -
AxYP = U - {y}? da cui si conclude (per l'assioma 1’) che x = ».

Infine da {A’}"9 . {a}" = {U}“~9 si ha che 5[:4 ({A" =) .
A7 ({a)) = @l ({UY ), onde @71 (A - {a) = a~'(u), ciot
(nella notazione di [1.]) &' (A) - a = a:~' (u. c.v.d.
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Un procedimento di calcolo per il disegno
delle sezioni delle travi in precompresso

Nota di Lucio Toscani *
presentata dal socio corrispondente ELio GIANGRECO

(Adunanza del 3 [ebbraio 1979)

SOoMMARIO. — Si propone un semplice procedimento di calcolo per delerminare rapi-
damente tutte le dimensioni della sezione delle travi precompresse rispettando rigoro-
samente le sollecitazioni prefissate per i bordi deila sezione stessa nelle diverse fasi
della costruzione.

SUMMARY. — In this paper an easy proceeding is developed for the design of
prestressed concreete beams subjected to bending which allows to quicly [lix all sizes
of the section while prefixed stresscs [or the cdges are strictly kept duriag the different
times of his construction.

1, INTRODUZIONE, TEORTA E PRIMA EQUAZIONE

Si considerino le condizioni di sollecitazione e di carico indicate
in appresso che sono un dato del problema e si supponga, ad esempio,
che la trave debba sostenere un solaio di copertura (nel caso di trave

L
FiG. 1.

* Istituto di Tecnica delle Cosiruzioni - Napeli - 10 novembre 1977,
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da ponte si trattera di impalcato, zavorra o altro). 1 carichi e le altre
grandezze saranno denotate come in appresso e come riportato nelle

figure 1 e 2.
") B o
T L]
i 1
: i
l——-—-——..f—-I :ﬁ‘_—__'_———T
JC
2y
G
H
’L__%__L
P | c
Id
#ﬁ-i_——_“'—"miml l ________________ —"
’ 6
F1G. 2.

Nella risoluzione del problema si assume in partenza:

H= -+ 17 d=o008H
20 30

Si denotano con:

H altezza della trave;

{ luce della trave;

peso del solaio grezzo all'atto del tiro, in tonn/mg, o altro
carico presente al tiro;

carico utile costituito da sovraccarichi fissi quali massetti,
intonaci, pavimenti, ecc. pitt i carichi accidentali previsti, in

Ps

Pu

tonn/mq;
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d distanza lembo inferiore-baricentre di precompressione;
area della sezione della trave in mg;

i interasse tra le travi;

Ax 2,5 peso proprio della trave in tonn/m, avendo assunto un peso
specifico per il calcestruzzo armato di 2,5 t/me.

Le espressioni dei momenti sono le seguenti:

2

2
M, (al tiro) — ZsiA-zz 4 poli — 05 H)* ‘; ~gA+

2

M. (utﬂe) = Pu 118

M = 25 PA 4 po(i—05H) - 4 poil
' 8 ' 8 8

avendo denotato ancora con:

» E
L g = p.(i —05H) in t/m

che rappresentano rispettivamente: il momento g di una trave avente
la sezione di 1 mgq; il carico g per metro lineare, eventualmente pre-
sente al tiro, del solaio grezzo gravante sulla trave all’atto del tiro
o di impalcato o di zavorra appositamente disposta per ridurre le
tensioni al tiro. Ed ancora con:

i 2
my = p. (i —05H)— + p.i -
L g Py

>
=

e si ha: .

Mmax - gA + = Mmin + Mn

N sforzo di precompressione in tonn.

Fie. 3.

* In via approssimala, si & preliminarmente assunta la larghezza dell’ala pari
a 0,5 H.
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Le tensioni assunte si indicano con:

al tiro: in esercizio:
o 1 H

g, =0 o, =K,
o 1

ol = K’ o, == 0

L L 1

Passando dalla fase di tiro, nella quale lo sforzo di precompres-
sione, nell'ipotesi di assenza di tutti i carichi, agirebbe nel baricentro
dei cavi, alla fase di esercizio, si ha, come noto, un'escursione della
linea d'azione dello sforze N, che, rispettando le tensioni assunte, si
localizzera al punto limite superiore I,. Il momento massimo sard
cosl equilibrato dalla coppia avente il braccio sotto indicato:

(1) Mman’. =N (IS -+ Vi — d).

Le sollecitazioni seguiranno indicativamente i seguenti diagrammi:

Lira: carico ulile: esercizio:

G/
Fic. 4.
L'espressione di un punto limite sia:
1
o' K,
(2) =Py - T
Vi Op

avendo indicato con p e o, il raggio d'inerzia della sezione e la solle-
citazione baricentrica in esercizio.

Ai fini della presente trattazione si assume inoltre un’altra con-
dizione, ben nota, che risponde a buon criterio di economia dell’area
della sezione e che inoltre deriva dall’esperienza delle sezioni gia
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progettate. Detta condizione consiste nell’assumere 1'espressione

2
yp o (3) che si denota rendimento geometrico della sezione, pari
a 0,5.
Tale dato si introduce nell’espressione del detto punto limite, che

diventa:

K' _
I =05(H — y) (1 — —---G‘} =05H—-05v»(1 —0) = 05(H - ).
]

L’avere assunto K ; =0, costituisce un’approssimazione prossima
al vero, che si introduce necessariamente nella presente trattazione
e che comungue non ne altera i risultati.

Essendo inoltre:

2
LA 059 = 05(H — v)
Vi
ed avendo assunto d = 0,08 H, dato anch’esso rispondente a valori
ben convalidati dall’esperienza, l'espressione (1) del momento mas-
simo diventa:
M, = N(O,S H-05v+4+ v — 008H) =
(4)
- Mmux —_ N (0,42 H "|‘ 0,5 _y(')

Si ha ancora:

K
— _c'b . s

N = O’bA, i == o

da cui:
Kl
N = —H” - Ay

e quindi:
(5) M, = Kf Aw (0,42 + 0.5 y.-] =gA+m
da cui:
(6) A= M,

042 K. v + OHS_ K!y) — g

Questa ¢ la prima equazione risolutiva del problema che contiene
le incognite A ed .
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2. LA SECONDA EQUAZIONE

La seconda equazione risolvente si ottiene considerando 'aliquota
di sollecitazione o, cui viene sottoposta la trave al lembo inferiore,
v, fig. 4, per effetto del solo carico utile, ossia:

(7) Mu = T Gy

Ma ¢, ¢ anche incognita.

Si pud pero dire (si osservino i diagrammi delle sollecitazioni)
che o, ¢ la differenza fra K; =0 e ¢, dove o. rappresenta ideal-
mente il valore che assumerebbe la tensione al tiro se avvenissero
subito tutte le cadute di tensione. Si scrivera quindi, essendo K; = 0,
e introducendo il valore del rendimento geometrico:

M, = PA (o _K!)=05y.A00

(8)
M, = 0,5(H — y)Ao)

FE questa la seconda equazione risolutiva, che contiene per0 ora
I'incognita o, che occorre determinare, per cui occorrera istituire

una terza equazione.

3. L'ESPRESSIONE DELLA TENSIONE AL TIRG o, DEPURATA DELLE CADUTE
DI TENSIONE

Si consideranc le equazioni delle sollecitazioni della trave pre-
compressa al tiro al lembo inferiore, la prima affetta dal coefficiente
8, che tiene conto delle cadute di tensione (e che si pone, ad esempio,
pari a 1,25) e Valtra no e che rappresenterd proprio il valore della

tensione o, depurata delle cadute di tensione. Si ha pertanto:

N o
-+ —~ = K,
: A B W; Wi '
N N& Mmin
e - — = o,
A W, W; '
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dividendo 1 termini della prima per 8 e sottraendo le due equazioni:

Mo _ Maw _ K0
Wi B W, 8
N K’ _
Gi(z == —— + Mm'm [ 1 - 1 J = d _E“ Mminu
B B W; W: B BW,
essendo:
2
Wiz = B 055 A = 05(H - y)A.

_yi ) yi

Introducendo l'espressione di Mmw, vista all’inizio, e cambiando
di segno, si ha:

A P
(9) o K [B 1] gAYy
" B B ) 0s5H- A

Questa & la terza equazione occorrente.

4. IL SISTEMA PER LA RICERCA DELLE PRIME TRE INCOGNITE A, ¥; E o,

Si riportano le tre equazioni derivanti dai precedenti sviluppi e
che formano il sistema che determinera i valori delle incognite A,

]
Yi e 0.1

11y

(6) A= I
1 0,5 12
042K, v + q K, v, — ¢
(8) Mu — 0,5 (H - yE)AG;
2
K; - EA +q o
(9) 0’:: I (B 1) 8
Avendo posto, per agevolare gli sviluppi:
Il
— _ q-g
01:6 1ﬂg, Cz:ﬁ 1 8
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28Mier _ g 2(8-Deg
K° K?

! 3

Cg:H*

28M(1+ ) Lpuit @)B —qll
K° 4K;

i

e risolvendo il sistema delle (6}, (8) e (9), si ottiene:

(6) A=— o
L 0,5
K, 042 + - f-»| v — g
K’
V= C3 — A (13); O':l = N (11)
A B(1+ aA+c)

Ponendo y; della {13) nella (6) e introducendo, per agevolare gli
sviluppi, 1 seguenti altri simboli:

05K,
es = 042K, + e

CﬁZCJCSg:K‘:Cg(O,‘q'z-I'M]

05K, e :
C; = C5 Cy + — -Gy + M — (0,42 + ] Ks ¢y + M
H H

05K,
o5 — e,

H

dal sistema della (8) e della (13) si ottiene:
(14) CE,AZ*C‘;A{—CS:O
da cui si ricava A e, di conseguenza, dalla (13) anche y; ed ¥.. Dalla

(11) si otterrd poi o . In questa prima fase occorre quindi calcolare

i soli coefficienti: ¢3, ¢4, Cs, ¢ € Cu.
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5. I1. MOMENTO D'INERZIA DELLA SEZIONE
Si pud ricavare da:

J=¢A =05y y A ed anche da:

6. LA DETERMINAZIONE DELLE DIMENSIONT DELLA SEZIONE

Determinate le grandezze A, v ed J, il che potrebbe indicarsi
come una « prima fase » della risoluzione, si passa alla « seconda
fase » ossia alla determinazione delle altre dimensioni della sezione
che sono: B, f, b, ¢ ed s, come riportate in fig. 2.

Le equazioni che si hanno a disposizione sono, come si vedra,
soltanto tre e quindi occorre fissare in partenza due delle 5 incognite
ora viste e precisamente f ¢ ¢

Se si tratta di copertura, volendo raccordare I'ala della trave
col solaio, che d'altra parte non puo avere, per regolamento, altezza
inferiore a 1/30 dell'interesse i fra le travi di appoggio, conviene porre

f o= ,,,,l,,fi+2+3cm.
30

Se manca la detta indicazione del solaio, si dard ad f altro oppor-
tuno valore quale 0,15 H.

L’altra incognita ¢, ossia 'altezza del bulbo, si pone in partenza
pari a 0,2 H, Tale valore rappresenta un minimo al disotto del guale
si rischerebbe di assumere un copriferro insufficiente per l'alloggio
det cavi.

Dagli sviluppi che seguono si ottengono i valori di B, b ed s.

I valori di B e b non sono soggelti a particolari limitazioni, men-
tre il valore di s, che si ottiene dal calcolo, non deve differire molto
da 1/10 H per potere 'anima della trave contenere i cavi e non assu-
mere eccessiva sollecitazione da taglio. Se s & eccessivo (o viceversa)
la risoluzione va ripetuta e, lasciando inalterato il valore di A, di w
e di J, basera ovviamente aumentare (o diminuire) lievemente 'al-
tezza del bulbo ripetendo il calcolo col nuovo valore di partenza di ¢
fino ad ottenere un valore accettabile di s. Come detto, le equazioni
disponibili sono tre e scno quelle in appresso indicate.

Una prima equazione definisce ['area della sezione:

fB+chb+s(H—-c—f)=A
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Una seconda equazione esprime l'eguaglianza dei momenti sta-
tici delle varie parti della sezione rispetto all’asse baricentrico:

Bf(y,—05f)=s(H—~c—H{[H—c—-05+]—x}+
(15)
+bc(y—05¢)
Ponendo per comodita:
a=H—c—f
am=H—c
az=(H —¢)05 — ys
as = c{y; — 0,50
... e sviluppando, la (15) diventa:

(y:—05HFB —ab — [y —05f)f + axas}s = 0.

Ed infine, una terza equazione definisce il momento d’inerzia della
sezione (il cui valore, come visto, & stato al n. 5 gid determinato) ed
¢ la seguente:

Bf

-+Bf(ys—0,5f)2+—fz—(H —c—fr+

+sH—c—H[H—-c-05+f—-x3]+

A3
+-% t be(yi—05c)P =T

Introducendo i simboli a prima visti ed i seguenti altri:

as = [(y: = 05f);

_f3 2 2 p.
as—?—ysi‘ + v, f;

c? { 05 )2
ar = —— + (y —05c)c;
HEP)

3
45

2 2 2 .
ds = —3 + ¥, @Gz —a, ¥s — as;

ty = ds + dady,
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... dopo opportuni sviluppi, l'equazione del momento d'inerzia si serive
brevemente cosi:

as B + ar b+ ags = T.
Riepilogando, il sistema risolutivo sara dunque il seguente:
fB+chb+as=A
(15a) asB —abh — a5 =0

H5B+ﬂ7b+agS=J.

Risolvendo si ottiene:

(16). b = asA—(af +asa)s _ asA —(af+asa)s
' af + asc i
(17) B b,;li_,a"’ S ed anche B — A.....:C_;’.."‘ a $

... dalla prima equazione del sistema (13a).
Inoltre si ha:

[(af + asc)as — (asas + asar) ar + (asc — ar fy ] s =
= J{asf -+ asc) — {asay + asa:) A
da cui, con l'introduzione delle altre seguenti abbreviazioni:
n=af+ac
2= de s + ds iy
rn=dsc + arf
st puo esprimere, in forma pitt concisa, il valore di s:

J i — Ar

Frdg — 1261 + ¥ids

(18) § =

Sostituendo s nelle (16) ¢ (17) si ricaveranno tutte le dimensioni
della sezione.
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7. SCELTA E SEMPLIFICAZIONE DEI COEFEICIENTI RISOLUTIVI

Si cerca ora di scegliere e di semplificare i coefficienti che figu-
rano nelle (16, (17) e (18) per rendere pitt spedito il calcolo di questa
« seconda fase » del problema.

Iniziando dall’equazione (18), si semplificano in ordine i coefli-
cienti che vi compaiono e si cerca di eliminare quelli superflui ai
fini della risoluzione. Si ha dunque:

?’1=a4f+a5C:c[y;_£)f-§-[ys—f—)fc
2 2
da cui, dopo alcuni sviluppi:

ne=cf [H - C—;”‘] = ‘32"[21{ — e+ Nl = C;—{H +H—(c+ D]

e quindi:

g1

i

LM 4 a) se c=1f
2

ma

e sviluppando si ha:

po,oa
qQg = ~'— 4+ ——
12 f
ma
c y
y = —— = -
12 ¢
e quindi:

2
3 a 3 23

. [f + __;}m + (C__ n 4__]a5_
12 f 12 c
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introducendo i valori di a5 ed as, sviluppando e sommando i ter-
mini, si ottiene infine:

PyctEnf ot
" o= ot o L2 BT
3 6
fC 5 2 szz
+yivsfea ———— (. c+y, )+ ——H
2 2
se { = ¢ si ottiene:
5 f i 2 2
pe=flH - L yyfa— G ¢y
2 f(é 3]3yf1 z(y yi)
3
a, ,
as~3+y5czz a, s — Qg =
a3 3
2 2 2 2
:”g' +Ys e — a, ¥ - ; +vf -y f=
3
@ —p
— @) 4 (P - a) =
ai - f3 2 2
s = 73 + oy, a4+ v (f—a;)
2 2
3 o 3 a.-
Y (S PR R T
12 f 12 ¢
2
(- a5 af
= T —— P + N——
f 12 c

7 a2
1'3:fc[-f ----- 3(5* + 3’5 —yf "fJ’-<+Cyf]
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se f=c¢
mo= Pyl =y — e — 3]
2 )
Qo = Qs + s = ¥sf — );+az(-£22—y5)
fa a, (f = @)
— . — e - B _l_ J— — S( — a) —_ — e
vsf 5 1y 5 ys (f — a 5
ed infine:
azz —
fy = -~ e — g Vs
2 Y

Si semplifica ora anche l'espressione di b (16) vista prima:

asA —(asf +asa)s _ as(A—as)—afs

¥l ¥

2
2 2 a _fz
v f A - ];.A—ysfals + ];a.s - fs—-z-z—.— + fsalgnu-

da cui infine:

(19) b=

8. RIEPILOGO DELLE ESPRESSIONI E DEI COEFFICIENTI RISOLUTIVI

a) « Prima fase » della risoluzione. (Determinazione di A, »:

ed I),
C6A2¥C7A+ CsIO

Cy
i =6 — — 3 J=05vv.A
yom o= ¥
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dove:

c-n-2E-De _y_ 06256 -DF
Ki K[
Bp.itqgB-—DIF
4K

Cy =

o = K| 03{0,42 AL ] -

2

7 = (0,42 + CS}KJ c + g -+ M,
H ' 8

05K,
Gy = ot Gl

H

b) « Seconda fase » (Determinazione delle seguenti dimensioni
della sezione: B, b, s).

Sl a, —f —fa Jrs

(19) b= 2 2 -

o
(17) B:A—cb—als

f
(18) 5 = J?";—Af'z

1y — Tadly + 3l
i cui:
a=—H—¢—{; @ =H—c¢

ed ancora:

nwzfm+mxsefﬁaﬁ=ﬁw

Pyictcnf  Fétcf
¥y == - s S
3 6
> 42
+%%ﬂm—-f%ﬁc+ﬁﬂ+6;fhsef=c
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r = f“‘(iH - -f--]+ yonPa =L (7 4 yh)
6 3 2 7 ’
3
a, —f°
as = —2—---3 St oyl @+ y(f—ay)

£ e ) 5
ry = fc{s“ oy, =y — [yt cy,-] se [ =c¢

2

ryom Pyl =y — =] = PO ) - Pl — W)
ty = ———— = (M ¥s.

Il procedimento & agevolmente programmabile anche su mini-
calcolatori che daranno subito i dati richiesti. Bastera comporre i
programmi per i vari coeflicienti ora visti e quindi per le espressioni
finali.

9. ESEMPIO NUMERICO

Si debba disegnare la sezione di mezzeria di una trave in pre-
compresso a cavi scorrevoli, con estremi appoggiati, per copertura
di ambiente. La luce sia di m 26 e le travi, che reggono il solaio,
gettato con esse e presente al momento del tiro, siano disposte ad
un interasse di m 5.

Carichi:
peso solato grezzo, p; 150 kg/mq
impermeabilizzazione, intonaci, ecc. 80 »
sovraccarico 250 »
carico utile p, = 330 kg/mg
Tensioni:

con R,, = 350 kg/cmq

al tiro in esercizio

> 0 K =0

& i

[+

1

K, = 1680 t/mq K, = 1330 t/mgq.

I
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Si vedano in fig. 2 i simboli delle varie dimensioni della sezione
e si assuma:

H = TISE = 1,45 m; d =008 H =12 cm B = 1,25

si ha ancora:

2
i=m 5; g:2,5%:211t/m

g = p:(5-05H) = 0,64 t/m

2

M, = pui-zs = 139 t/m P, = pui = 1,65 t/m.

Relativamente a quella che era stata denotata come una prima
fase del calcolo, sono anzitutto da determinare 1'area della sezione A
il suo momento d'inerzia J, y; e v,.

Occorrera anzitutto risolvere la (14):

»

Cetl* — 1A + g = 0,

A tal fine, si determinino i coefficienti indicati al n. 8 e si ha:

06258 — D
K [+]

= H— = 1,3871 m

i

s = [(BP, + (8 — 1)q] IS
4K;

= 0,22357 m*

Ce = K; 03[0,42 -+ 0’;(:3-—) — g = 144624 t/m

2
e =[0,42 + %} K ¢ + q;-f—M,‘: 602,49 tm

05K,
q Sec, = 22,923 tm’.

Cg =
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La (14) si scrive:

144624 A> — 60249 A 4+ 2292 =0
da cui:
A = 0,3742 m?
e dalle (13):

Y=o - S =079m; oy =066m
A .
T =p"A=005yy A=009755m"
Si péssa ora alla « seconda fase » del calcolo, ossia alla ricerca

delle altre grandezze della sezione: B, b, f, ¢ ed s.
Secondo quanto gia detto, si pone:

f;-]fi+2+3cm:19cm che si porta a 25 cm

¢ =02H = 29cm, che si riduce, per comodita di calcolo, a
cm 25, onde avere [ = ¢.

Si hanno quindi i seguenti valori in metri:

H=145 f=¢ =025 v, =079
y, = 0,66; a = H — (¢ + ) =095
a; = H —c=120; A=03742 0’
J = 0,09755 m*

da cui i coefficienti risolutivi finali:

ry = ffa, = 0,075 7 = 0,027074
ry = — 0,00975 ag = 0,07546
as = 0,06175.

Dalla (18) si ricava lo spessore dell’anima s:

s =1362cm = ld4cm
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e dalle (19) e (17) la larghezza delle suole:

b =04013m; B = 0,5634 m.

Si puo cosi disegnare la sezione:

«— §6 om _ Y
—
VR

"
Q-
\

-+ - --8

‘2
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Si procede infine al controllo delle tensioni.
Si avra:

e =y —d=0790,12 = 0,67

W= -1 = Q0TS 123481 e

Yi 0,79
12
W, = 0,147803; M.n = gA + q,é, = 133 tm

Mmax = 272 tm

K. =N (I— e ) + M\ﬁl" da cui N = 27424 t

da cui KS1 = 133 kg/cmq

Ne  Mai

= 1699 = 170 kg/cmq.
Wi W, £ 4

o N
K =B —+
B P

Si vede cosi che le tensioni imposte in partenza sono perfetta-
mente rispettate. Le altre tensioni sono:

A W,

K= N[ - c )+ R

W, g

X

K' =N [i— + e—] — MTV_ = 1,8 kg/cmgq.

La presente nota & stata gindicata degna di pubblicazione da ung commissione
composta dai soci E. Giangreco, F. Stoppelli e C. Miranda.




Forma ¢ genesi di alcuni versanti di {aglia
in rocce carbonatiche:
il riscontro naturale di un modello teorico *

e

Nota di Lupovico BRANCACCIO **, ALDo CINQUE e ITALO SGROSSO **
presentata dal socio corrispondente Bruno D'ARGENIO

(Adunanza del 3 marzo 197%)

Riassunto. — T versanti di faglia a profilo trasversale rettilineo, molio frequenti
nei rilievi calcareo-dolomitici dell’Appennino meridionale, vengono analizzati e inter-
pretati sulla base del modello teorico di Lehmann.

La esposizione, per grandi linee, della tcoria della trasformazione indiretta dei
pendii ad opera della recessione & seguita da una analisi degli assunti basilari del
modello atlraverso Ia discussione i siluazioni riscontrabili nella realth geologica ¢
geomorfologica dell’Appennino meridionale.

Oltre ai casi di buona corrispondenza tra stuazioni reali e modello tcorico, ven-
gono illustrate le situazioni in cui la geometria del versante si discosla alquanto da
quella che pud calcolarsi teoricamente, a causa del mancalo o parziale verificarsi
di qualcuno degli assunii,

La congruenza di dette difformitd con i meccanismi fondamentali del modello
di Eehmann costifuisce a sua volta una conferma della sua validitid necll’area sud-
appenninica, purché si ifenga conto che i processi morfogenetici discussi si sono
sviluppati durante gli episodi glaciali del Pleistocene, allorquando la intensa gelifra-
zione coslituiva i fattore erosivo areale sul quale si fonda il modello denudazionale
di Lehmann.

ABSTRACT, — The frequent occurrence of right cross-profile fault scarps in the
calcareous-dolomitic slopes of the Southern Apennines, is an interpretative key in
the Lehmann’s theory of the rectilinear parallel recession slopes.

After briel accounts on the «indirect transformation » processes of a slope through
« parallel recession», a detailed analysis of this erosional pattern in the Southern
Apennines follows,

In the surveyed region several fault scarps arc very well fitting within the
Lehmann's theorctical model because all the expected conditions occur during the
recessional evolution of the slope, Moreover in some insiances differences have been
observed between 1h nataral and expected forms.

* Lavoro escguito nell’ambito del Progetto Finalizzato Geodinamica, Pubbl, n. 204,
¢ presentato al Congresso « Processi paleccarsici e neocarsici e loro importanza eco-
nomica nell'Ttalia meridionale » tenuto a Napoli il 36 e 31 marzo 1978.

#* Istituto di Geologiz e Geofisica dell’Universith di Napoli.
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However it may be shown that these diffcrences are congruent with the mecha-
nism of the parallel recession model, beeing the basic morphoclimatic conditions ot
this erosional pattern verified in the surveyed area, In particular, the most important
of these condilions: the prevalence of arcal degradation, occurred during the Pleisto-
cene glaciations, when the gelifraction represented Lhe prevailing erosional agent,
Therefore we must look upon these [ault scarps with right cross-profile, so fre-
quently shaping the carbonatic slopes of the Southern Apennines, as rclict forms
of a past morphogenetic system,

1. PREMESSA.

Nei rilievi calcarei dell’Appennino meridionale, pur essendo molto
diffuse le forme carsiche superficiali ed ipogee, ben raramente & pos-
sibile osservare versanti di faglia che mostrino una evoluzione inte-
ramente imputabile a fenomeni carsici. Molto pit frequenti, invece,
sono fe forme connesse con fenomeni di erosione areale e, pil speci-
ficamente, con degradazione crioclastica, Si tratta di versanti denu-
dazionali dal profilo pressocché rettilineo, con forti accumuli detri-
tici basali raccordati e con pendenza media compresa tra 35° e 45°

Detti versanti sono impostati su faglie dirette con piani sub-
verticali ¢ con rigetti sovente dell'ordine delle migliaia di metri (faglie
perimeirali del massicci carbonatici e delle piane costiere). Talora
queste faglie dissezionano preesistenti forme carsiche, anche ipogee
(per esempio quella di §, Barbara presso Agerola, Brancaccio, CIN-
QUE, SGROSS0, 1976).

Le [orti pendenze che tuttora conservano detti versanti non hanno
consentito I'impostazione di forme carsiche, anche perché durante le
fasi climatiche fredde del Pleistocene, il modellamento carsico sul
pendio & stato largamente sopravanzato da quello crioclastico, il
quale & caratterizzato da velocitda di smantellamento nettamente su-
periori, Cio & testimoniato dalla entita e dalle caratteristiche degli
accumuli detritici basali, oltreché dalla quasi perfetta planazione del
pendio che pure si apre spesso in rocce fagliate e/o fratturate, nelle
quali sarebbe logico aspetiarsi guelle forme di erosione susseguenti
che caratterizzano il modellamento carsico.

Di notevole importanza, invece, deve essere stato il ruolo svolto
dalla dissoluzione nella genesi delle incisioni torrentizie che spesso
dissecano i versanti denudazionali. L'ampiezza di certe testate tor-
rentizie, infatti, trovercbbe difficilmente una giustificazione nella sola
capacith di erosione meccanica delle acque dilavanti. Analoga con-
statazione vale per l'approfondimento di certe forre in calcari, del
tutto sproporzionate rispetto alla esiguita dei ventagli di testata.

In definitiva perd, come detto in precedenza, il modello erosio-
nale largamente prevalente sui versanti di faglia dell'’Appennino car-




Forma e penesi di alcuni versanti di faglia, ecc. 141

bonatico ¢ quello di denudazione areale, che ricalca con notevole fe-
deltd un modello teorico proposto da LEHMANN (1933) e rivisto da
Bakxer e Le Heux (1952).

2. I MOBELLO TEORICO DI LEHMANN.

Il modello teorico di Lehmann fornisce, a nostro avviso, uno
strumento di interpretazione molto valido della genesi di un pendio
rettilineo, che viene identificato come il risultato della {rasforma-
zione indiretta, ad opera della recessione parallela, di una iniziale
parete pin o menc acclive. Un valido contributo all’esatta interpre-
tazione di queste lorme & venuto inoltre dai successivi lavori di
Bakkrr e LE HEUX (1952}, i quali inquadrano i casi studiati da Lehmann
nella loro pili generale teoria dei « versanti di recessione non neces-
sariamente parallela », Gli siessi autori espressero la «legge dei
pendii di denudazione (denudational slopes) con profilo trasversale
rettilineo » nella quale veniva precisato che «in ogni tipo di reces-
sione approssimativamente continua (ad opera della sola degrada-
zione) di un gradino sovrastante un plateau ed impostato in roccia
omogenea, si formerd un versante con profilo trasversale rettilineo
avente la pendenza dell'angolo di scarpata naturale del detrito gene-
rato. Cio semprecché detto angolo non vari notevolmenie nel corso
del processo e che nessun apprezzabile deposito di detrito si formi
al piede della parele ».

I caso specifico al quale questa legge fa riferimento & quello
noto in letteratura come « versante di Richter », il quale & caratte-
rizzato dall’avere il profilo rettilineo interamente impostato in roccia
(RrcuTER 1901). Le precisazioni di Bakker e Le Heux sono perd ap-
plicabili anche agli altri casi previsti dalla trattazione di Lehmann,
a quelle situazioni ciog, nelle quali al piede della parete in reces-
sione si formano degli accumuli detritici pili ¢ meno cospicui: in
tali casi si avrda ugualmente un profilo rettilinec con angolo pari a
quello di attrito interno del detrito, anche se impostato almeno par-
zialmente nelle falde detritiche. 11 versante assume cioé¢ le caratte-
ristiche in parte di una forma di erosione € in parte di una forma di
accumulo.

11 profilo assunto dal nucieo roccioso sepolto dal detrito avra
invece una forma paraboloidica esprimibile dalla seguente equazione
logaritmica:

x—ffc(l+1n) fkdy—#A
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nella quale

A — costante di integrazione;

a—ac — b

k = - .
c
1 =1 b
a—dac — b
h
m = —
c
a = cot «,
b = cot B;

¢ = volume detrito - volume roccia |
volume detrito

o = angolo di scarpa del detrito;
B = angolo della parete iniziale;

x,y = coordinate della curva in un sistema di assi
aventi origine al piede della parete iniziale

{vedi fig. 1).

Fig. 1. - Diagramma per l'impostazionc del modello matemalico. Vicne considerato
un incremente infinitesimale (dx) della recessione. (Da Lehmann, 1933; ridis.).
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La figura 2 evidenzia il ruolo svolto dalle variabili sopracitate
nella determinazione della forma del profilo roccioso. E particolar-
mente evidente 'influenza del fattore ¢ il guale rappresenta, in defi-
nitiva, il grado di ablazione del detrito prodotto nel corso della re-
cessione.

ﬁ: - 80* S 9"

FiG. 2. - L'influenza della costante ¢ sul profilo del nucleo roccioso. Per ¢ = — = si
ha il «versante di Richter »; per ¢ = 0 si ha la parabola descritta da Fisher.
Tutte le curve illustrate sono state calcolate per o = 30°. (Da Lehmann, 1933;
ridis.).

il caso precedentemente citato del « versante di Richter » si ve-
rifica per valori di ¢ tendenti a — = (in pratica a partire da valori
di —4 o — 5 in poi).

Come chiaramente esposto dagli AA. citati, questo modello ma-
ternatico, che pure prevede atiraverso le variabili «, 8, ¢, una note-
vole gamma di casi, resta valido e applicabile solo nell’'ambito di
una serie di assunzioni le quali ben raramente trovano riscontro nello
stesso tempo in situazioni reali.

Nell’Appennino meridionale carbonatico esistono frequenti forme
naturali che richiamano con notevole fedelta il modello teorico sopra
descritto; per altre invece, che apparentemente se ne discostano in
qualche maniera, un esame accurato delle forme permette il pit
delle volte di riconoscere degli elementi di collegamento con il mo-
delio stesso. A nostro avviso le discrepanze tra le forme calcolate
teoricamente e i casi reali in questione non inficiano necessariamente
la teoria, in quanto esse sono collegabili con il mancato verificarsi
di alcuni degli assunti cui abbiamo fatto riferimento sopra.
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L'esame dettagliato degli assunti consente di chiarire quali di
essi sono generalmente verificati e quali non lo sono nelle condizioni
naturali che si sono succedute durante la storia geologica (in parti-
colare dall’'inizio degli eventi neotettonici ad oggi) dell’Appennino me-
ridionale carbonatico.

2.1. La roccia si comporta conie omiogened.

Le rocce carbonatiche meso-cenozoiche dell’Appennino meridio-
nale sono nella quasi totalith stratificate, con successioni di strati
talora di diverso spessore e con variabili tessiture e grado di ce-
mentazione, Tuttavia questa variabilith non sembra di regola influen-
zare i processi morfogenetici analizzati. Solo nel caso di forti diver-
sita di spessore degli strati e/o di fasce cataclastiche la roccia si
comporta come non omogenea e si possono notare alterazioni nella
geometria del pendio (vedi cap. 4).

5

2.2. Il versante e sottoposto alla sola degradazione diffusa ed alle
relative rimozioni superficiali.

Questa condizione si & verificata nell’Appennino meridionale nel
corso delle glaciazioni, durante le quali alla distruzione della coper-
tura vegetale e dei suoli & succeduta un’intensa degradazione criocla-
stica di tipo areale, accompagnata e/o alternata ad altri processi
geomorfici (ad esempio dissoluzione carsica, erosione lineare, dilava-
mento laminare, ecc.) peraltro del tutto subordinati. T versanti di re-
cessione si vengono cosi ad identificare come relitti climatici piu o
meno ritoccati dai processi morfogenetici intervenuti in successivi e
differenti sistemi morfoclimatici (ad esempio: 1 versanti di reces-
sione dissecati a « faccette triangolari »).

2.3. L'effetto della degradazione impone alla parete in recessione un
angolo costante.

Non abbiamo elementi precisi per poter affermare che queste
condizioni siano rispettate; & nostra opinione perd che nella maggior
parte dei casi esse si siano nell'insieme verificate. Infatti le cornici
sommitali dei versanti, quando sono presenti, sembrano avere una
pendenza assai vicina a quella originaria della faglia che ha prodotto
il versante.
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24. La parete in recessione & limitata in alto e in basso da un pla-
teau; il plateau basale ha una estensione tale da consentire U'ac-
cumulo del detrito.

Questa ¢ una condizione che si verifica con una certa frequenza.
Basta pensare a quale ¢ stata, a grandi linee, la dinamica morfologica
dell’Appennino carbonatico nel corso del Plio-Pleistocene: ad un epi-
sodio di modellamento subaereo che ha in parte spianato i corpi
carbonatici, dopo averli denudati delle coperture terrigene autoctone
e alloctone, & succeduta una importante fase di sollevamento.

Le faglie dirette di questa fase, sulle quali si sono impostati in
larga parte i versanti di recessione, hanno sbloccato la preesistente
superficie spianata: i suoi lembi, allo stato attuale, costituiscono di
regola i plateaux sommitali e basali del modello. Naturalmente essi
non si configurano quasi mai come piani regolarmente orizzontali, e
cio interferisce con l'evoluzione del versante. In particolare se il
plateau basale ¢ notevolmente inclinato, pud variare la forma del
paraboloide in relazione sia alla maggiore o minore ablazione al
piede, sia al diverso spessore assunto dalla falda a parita di volume.

2.5. L'accumulo detritico al piede ha un profilo rettilineo ed un an-
golo costante nel tempo, sempre inferiore o pari a quello della
parete sommitale in recessione.

Anche questo assunto & rispettato nella maggior parte dei casi,
giacché le faglie perimetrali dei massicei carbonatici legate a questo
tipo di versanti hanno un assetto quasi sempre sub-verticale, e per-
tanto una pendenza sempre maggiore dell'angolo di scarpa del
detrito.

Piuttosto limitativa si rivela invece la condizione secondo cui
detto angolo di assetto del detrito non deve variare durante la evo-
luzione del pendio. In effetti esso risulta, di solito, molto sensibile
al cambiamenti climatici, i quali possono influire sia sulla granulo-
metria del detrito che sul grado di imbibizione e di cementazione (e
quindi sull’angolo di scarpata naturale del materiale). Inoltre anche
le variazioni litologiche di cui al punto 2.1. possono far modificare,
attraverso soprattutio la granulometria, I'angolo di scarpa del detrito.

2.6. Il rapporto ¢ rimane costante durante I'evoluzione del pendio.

Anche questo parametro ¢ soggetto all’influenza delle fluttuazioni
climatiche che possono intervenire nel corsoc della evoluzione e inci-

i0
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dere sulla percentuale di materiale evacuato, sia per erosione in
massa che per dissoluzione carsica, e, infine, per ablazione torrentizia.
Per quanto riguarda alcune zone dell’Appennino meridionale c'e
da tener presente un ulteriore fattore, estraneo al modello teorico,
che pud aver indotto variazioni del coefficiente ¢. Si tratta dell’accu-
mulo di materiale piroclastico dovuto agli episodi esplosivi dei centri
vulcanici dell'Ttalia centro-meridionale, attivi a pih riprese nel corso
del Pleistocene, che ha influito aumentando il volume del detrite.

2.7. Durante l'evoluzione del pendio non si verificano rilevanii episodi
erosivi sul plateau basale e non infervengono fatti tetlonici a va-
rigare l'altezza della parete.

Quest’ultimo assunto pud considerarsi senz'altro teorico: in ef-
fetti sono sempre riconoscibili diverse fasi tettoniche di sollevamento
che spesso hanno agito sugli stessi versanti riattivando flaglie gia
esistenti e/o creandone di nuove (vedi cap. 4).

Abbiamo gia accennato alla possibilita, risconirata anche in casi
reali, che al piede del versante agiscano processi erosivi {(legati ad
un corso d'acqua parallelo al pendio, al moto ondoso, ecc.) in grado
di interferire anche sensibilmente sull’evoluzione e sulla forma defi-
nitiva del pendio.

Per concludere & necessario precisare che, anche se il mancato
verificarsi di alcune delle assunzioni conferisce falora ai versanti ret-
tilinei nel sud-Appennino carbonatico alcuni caratteri che 1i differen-
ziano dal modello teorico citato, essi sono ugualmente interpretabili
come versanti di recessione e rappresentano una ulteriore convalida
qualitativa, e, con le limitazioni espresse, anche quantitativa del mo-
dello di Lehmann.

3, ALCUNI ESEMPT TIPICI DI VERSANTI DI RECESSIONE DELL APPENNINGO ME-
RIDIOGNALE CARBONATICO.

Le figure 3a, 3b e 3¢ mostrano i profili schematici di alcuni ver-
santi di faglia che hanno avuto, per cosi dire, una evoluzione « nor-
male »; non si sono verificati, cioe, nel corso della loro evoluzione,
apprezzabili eccezioni agli assunti menzionati.

In essi sono presenti tutti ghi elementi tipici di un versante di
recessione: il nucleo roccioso con profilo paraboloide passante, verso
Valto, a rettilineo; ghi accumuli detritici basali con l'apice tangente
alla parte alta del pendio; la cornice sommitale pitt o meno arretrata
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e ridotta (fino a mancante) a seconda del grado di evoluzione rag-
giunto dal versante, A tale proposito & interessante notare che, nella
stragrande maggioranza dei casi osservati, la eventuale cornice som-
mitale ¢ sempre sub-verticale e l'angolo di pendenza del versante ¢
costaniemente prossimo ai 40°. Cid attesta in modo evidente che
queste forme sono il risultato di una « trasformazione indiretta » del
pendio, avvenuta tramite la recessione parallela dell'originaria parete
di faglia.

FIG. 4. - Versante rettilineo di Nocelle presso Positano. La parie bassa & costituiia
dalle brecce della recessione. Il versante, ripreso dali’erosione in conseguenza
dei sollevamenti neotettonici, presenta il contatto brecce-calcari (= profilo
del nucleo roccioso) a forma paraboloidica.

Per guanto riguarda la forma del nucleo roccioso va osservato
che, ovviamente, Ia sua porzione curva & visibile solo dove successivi
fatii erosivi o tettonici hanno asportato almeno in parte la copertura
detritica che normalmente lo maschera. Tutiavia & gia interessante
notare che spesso l'apice della falda detritica risulta tangente al
nucleo roccioso in punti notevolmente bassi rispetto all'intera lun-
ghezza del versante. In altre parole, il pendio possiede una notevole
porzione rettilinea impostata in roccia e cio lascia presumere che,
secondo quanto previsto dal modello teorico, il rapporto ¢ abbia
avuto un valore negativo, anche se di poche unita, e che il profilo
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in roccia presenti, al di sotto della falda, un raccordo curvo piuttosto
breve (Ag. 3b).

Ricordiamo che i valori negativi di ¢ indicano che il volume del
detrito che si andava accumulando al piede della parete in recessione
era inferiore al volume di roccia contemporaneamente degradata.
Cio puod essere attribuito sia ai gia citati fenomeni erosivi, eventual-
mente intervenuti in seno alla falda, sia al verificarsi di fenomeni di
disscluzicne di tipo carsico.

F1G. 5. - Versante rettifineo interamente in roccia {« versante di Richter »}: presso
Controne ai margini dell’Alburno.

Alcuni casi reali fra i pitt chiari, riconducibili agli esempi fin qui
descritti, sono il versante nord-occidentale dell’Alburno e il versante
sud-ovest del M.le S. Angelo a Tre Pizzi in Penisola Sorrentina (a
monte della frazione Nocelle di Positano), (fig. 4). ,

La figura 3¢ mostra il caso limite in cui il volume degli accumuli
detritici & pressocché nullo ed il versante & impostato interamente
nella roccia calcarea (versante di Richter). Una situazione reale di
questo tipo ¢ quella osservabile sul versante meridionale del M.te
Tobenna, nel gruppo dei Monti Picentini, ed ai margini dell’Alburno

(fig. 5).
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4, ANOMALIE NELLA GEOMETRIA DEI VERSANTT DI RECESSIONE E LORO INTER-
PRETAZIONE.

Mentre in un gran numero di casi sono riconoscibili le linee
evolutive generali del modello teorico di recessione, & anche vero che
la geometria di dettaglio dei medesimi versanti se ne discosta tal-
volta per delle anomalie che sono in relazione con il mancato veri-
ficarsi, nella fattispecie, degli assunti iniziali. Alcuni di questi casi,
riscontrabili con una certa frequenza, vengono qui di seguito de-
scritti ed interpretati.

Nelle figure 6 ¢ 8 vengono illustrate schematicamente le inter-
ferenze che si producono rispetto al profilo tipico, quando il ver-

oabcd

Fic. 6. - Alterazione del profilo dovuta alla presenza di un banco pill resistente.

sante di recessione si sviluppa in una assise rocciosa che presenta
Uintercalazione di livelli piit resistenti (grossi banchi compatti) o
meno resistenti alla gelifrazione (livelli sottilmente straterellati, in-
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terstrati argillosi, livelli pitt fratturati, ecc.) rispetto alle caratteri-
stiche medie della massa rocciosa.

Nel primo caso (fig. 6) la evoluzione del versante pud essere cosi
ricostruita: la parete iniziale comincia a regredire mantenendo il suo
assetto originario e generando un versante rettilineo con curvatura
pill 0 meno accentuata del nucleo roccioso (stadio a). In questo stadio
la presenza di un grosso banco non provoca grandi variazioni sulla
geometria della parcte in recessione, in quanto la sua testata arretra
con la stessa velocita della successione di cui fa parte (gli strati meno
resistenti presenti al letto, infatti, lo scalzano e lo fanno arretrare
per successivi crolli).

Fig. 7. - Profilo rettilinco impostato sopra e sotlo un banco piu resistente. Punta
Campanella (M.te S. Costanzo) in Penisola Sorrentina,

Quando il pendio in formazione raggiunge la base del bancone
(stadio b), la possibilith di scalzamento viene ad essere automatica-
mente esclusa a causa del raggiunto equilibrio degli strati sotto-
stanti.

Proseguendo l'arretramento parallelo della parete, si sviluppa
la rimanente parte di versante rettilineo (stadi ¢ e d) mentre in
corrispondenza del livello pint resistente, si individua nella roccia in
posto una cornice legata a variazioni litologiche, che, in definitiva,
separa due fratti di pendio rettilineo-paralleli e sfalsati tra loro.
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Ovviamente il gradino cosi identificato tende, sia pure con len-
tezza, ad essere regolarizzato attraverso i meccanismi della reces-
sione parallela della parte rettilinea sovrastante che si raccordera
cosi a quella sottostante al gradino. Questo livellamento puo avve-
nire anche nel corso della stessa recessione parallela della restante
parete sommitale, soprattutto ad opera della abrasione esercitata dal
detrito in migrazione sul pendio.

s ——
PERELENUN aeatt S
._‘_—r—- 1

Fic. 8. - Alterazione del profilo dovuta alla presenza di un livello meno resistente
(pilr gelivo),

Un esempio tipico di pendio rettilineo con cornici di origine lito-
logica ancora evidenti & osservabile sul versante sud del M.te 8. Co-
stanzo, in Penisola Sorrentina (fig. 7).

Per quanto riguarda invece l'influenza di Iivelli pit gelivi in
seno alle sequenze carbonatiche, si veda la fig. 8. Nel primo caso
questi livelli hanno provocato una sorta di raddoppio della parete
in recessione facendo arretrare pitt velocemente la porzione piu alia
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(soggetta a scalzamento e crolli) rispetto a quella bassa (soggetta alla
sola degradazione). Si intuisce che 'arretramento relativo fra queste
porzioni di parete non puo procedere indefinitamente, ma si fermera
ad un valore pari ad x = Zcota, vale a dire quando il detrito pro-
dotto dai crolli avra occluso il livello gelivo preservandolo da ulte-
riori sgrottamenti. In definitiva la parete in recessione arretra smem-
brata in due porzioni che mantengono costantemente fra loro la di-
stanza x cosl determinata (stadio a).

Quando la recessione ha regolarizzato completamente la porzione
di parete sottostante il suddetto livello gelivo (stadio b) il fenomeno
dell'arretramento per crolli & disinnescato in quanto il detrito che
occlude il livello gelivo non viene piltt scalzato al piede. In seguito
l'arretramento della parete continua secondo le leggi del modello
generale, dando origine ad un versante rettilineo che nel suo assetto
morfologico finale non risulta per nulla influenzato dalla presenza
del livello gelivo (stadio ¢ e d).

La figura 9 mostra il profilo schematico di un versante di reces-
sione con andamento anomalo del profilo del nucleo roccioso. La sua
evoluzione ¢ stata condizionata dal fatto che il plateau basale non ha
un’estensione sufficiente a consentire il normale accumulo delle falde

F16. 9. - Anomalia del profilo dovuta alla insufficiente estensione del plateau basale.
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detritiche prodottesi nel corso della recessione. Cid ha comportato
che dette falde si sono accumulate regolarmente solo fino ad un certo
punto della evoluzione del versante (stadio a e b).

Dopo questo stadio il detrito prodotto dalla recessione trova
completa evacuazione oltre il bordo del plateau per cui si ha Ueffetto
di una brusca variazione del rapporto ¢ il quale passa da valori po-
sitivi, o comunque prossimi allo zero, a valori tendenti a — = (stadi
¢ e d). La brusca intersezione del paraboloide sul versante, visibile
nella figura in prossimitd del limite superiore della falda detritica,
segna il passaggio dalla fase di recessione con accumulo di detrito
{profilo paraboloidico del nucleo roccioso) alla fase di recessione senza
accumuli al piede del pendio (versante di Richter).

E opportuno notare che analoghi profili anomali possono svi-
lupparsi anche quando, nel corso dell’evoluzione di un versante, fatti
teltonici intervengono a smembrare il plateau basale riducendone la
estensione. Un caso di questo tipo & riscontrabile sul versante del
M.te S. Angelo presso l'abitato di Caggiano (prov. Salerno) {fg. 10).

Fic. 10. - Versante retlilineo presso Caggiano {prov. Salernc). La porzione inferiore
& in brecce; l'apice del nucleo roccioso sommerso dalle brecce iaglia in ma-
niera anomala il profilo del versante (senza disporsi ad esso tangente). La
piccola scarpata al contatto ¢ in parte legata ad una ripresa tettonica, in
parte a riesumazione erosiva del paraboloide.
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Vogliamo infine ricordare un fenomeno notevolmente generaliz-
zato sui versanti carbonatici dell’Appennino meridionale: la presenza
di forme legate all’'erosione lineare sovrapposte alle morfologie di
recessione parallela fin qui descritte. In effetti non mancano casi in
cui si & verificata una successione inversa dei due tipi di modella-
mento, tuttavia quella citata rappresenta senz'altro la piu diffusa ed
evidente,

La figura 11 mostra schematicamente alcuni casi di dissecamento
pit 0 meno accentuato di un versante ad opera di acque incanalate.
Si passa da semplici canaloni, per solito impostati su linee di faglia
o di frattura, che lasciano ancora ampi ed evidenti lembi intatti
di versante rettilineo (stadio «) a pill ampi solchi torrentizi con il
ventaglio di testata che va ad incastrarsi anche nel plateau sommi-
tale determinando localmente Varretramento del suo orlo (stadio b).
Si pud arrivare fino a casi in cui Uinterferenza di pilt valli contigue
produce un generale arreiramento dell’'orlo del plafean ed una forte
alterazione del versante rettilineo del quale restano solo dei relitti
nella parte basale sotto forma di « faccette triangolari » (stadio ¢).

Va inolire notato che, nel caso illustrato nella figura 12, Vam-
pliamento simmetrico delle testate pud dar luoge a spartiacque con-

FIc. 12, - Versante di recessione dissecato a facce triangolari con spartiacque apicali
disposti alla medesima altezza si da simulare un antico livello di base del-
I'erosione.

cavi, tangenti orizzontalmente agli apici delle facce triangolari ed
interpretabili come relitti di un ciclo di erosione antico avente il suo
livello di base sull’allineamento di detti apici. In tal caso le facce
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triangolari potrebbero erroneamente essere interpretate come il re-
litto di una ripresa tettonica.

Nel caso di una effettiva ripresa tettonica che coinvolga un ver-
sante gia evoluto a « faccette tfriangolari », queste ultime potranno
trasformarsi in « faccette pentagonali » {BRANCACCIO, CINQUE, SGROSSO,
1978).

Dato che notoriamente la tettonica di sollevamento dell’Appen-
nine meridionale si ¢ realizzata in pitt fasi, (la maggior parte delle

Frc. 13. - Versante di recessione successivamentc ripreso ad opera di una faglia.

quali collocabili nel Pleistocene) e intervallate da cicli morfogenetici
del tipo qui descritto, & facile comprendere come sia frequente osser-
vare dei versanti di faglia pilt 0 meno evoluti, ripresi dalla tettonica
e ritoccati da nuovi processi erosivi cosi innescati,
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Dalla ricca casistica di questi tipi di eventi citiamo a titolo di
esempio Ia chiara situazione riscontrabile sul versante nord-occciden-
tale dei M.ti Alburni, pressc Postiglione {prov. Salerno), fig. 13.

5. CONCLUSIONI.

Nell’Appennino calcareo meridionale la grande maggioranza dei
versanti di faglia originatisi nel corso della tettonica pleistocenica
presentano caratteri pitt o meno evidenti di una evoluzione morfo-
logica inquadrabile nel modello teorico di Lehmann o dei « versanti
di recessione parallela ».

Le osservazioni di campagna, schematicamente riportate nel pre-
sente lavoro, hanno fornito una sostanziale verifica del suddetto mo-
dello teorico anche se, per alcune situazioni, ¢ stato necessario com-
piere una attenta analisi delle caratteristiche morfologiche, al fine di
distinguere tra esse quelle tipiche di una evoluzione per recessione
da altre imputabili a diversi processi morfogenetici: processi che,
talora, hanno agito sui versanti in concomitanza agli agenti denuda-
zionali e/o in momenti differenti.

In altri casi l'analisi & stata volta a chiarire le modificazioni as-
sunte da alcuni versanti rispetto alle forme tipiche previste dalla
teoria (LEHMANN, 1933), Chiarendo l'origine di tali differenze si & po-
tuto accertare la reale influenza che esercitano sull’evoluzione del
versante le eccezioni agli assunti su cui si basa la teoria di Lehmann.
Questo tipo di analisi pud consentire anche di desumere dalle carat-
teristiche di un versante di recessione, guali siano stati i fattori e gli
eventi (climatici, strutturali, ecc.) che ne hanno condizionato la evo-
luzione e quindi la forma (Brancaccio, CINQUE, SgRosso, 1978).

Per quanto riguarda il tipo di processo erosionale che ha agito
nella genesi di questi versanti, appare scontato che esso sia stato di
tipo denudazionale, e, pilt precisamente, sia consistito in una degra-
dazione crioclastica della roccia, talora associata, ma sempre in modo
subordinato, a processi di dissoluzione efo di erosione laminare ad
opera delle acque dilavanti.

Sono attualmente pressocché assenti, nell'area sudappenninica,
processi morfogenetict paragonabili per modalita evolutiva e per in-
tensita a quelli innanzi analizzati. Qualche esempio « attualistico »
di produzione di detrito che presenta analogie qualitative ¢ forse
anche quantitative ¢ riconoscibile in certi « ghiaioni » del Gran Sasso,
che, per altitudine e per latitudine presentano condizioni climatiche
diverse da quelle che si riscontrano nei rilievi dell’Appennino meri-
dionale. In definitiva bisogna ammettere che queste forme si siano
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modellate in periodi di clima pitt freddo dell’attuale, cioé durante gli
episodi glaciali del Pleistocene. D’altra parte, il fatto che siamo di
fronte a delle morfologie fossili & testimoniato anche dalla presenza
di forme imputabili a sistemi morfoclimatici simili all’attuale, sovrap-
posti alle fisiografie denudazionali,

Datare, quindi, caso per caso la genesi di un versante rettilineo
& un risultato a cui si pud pervenire con l'ausilio di altri dati geo-
logici.

In base a quanto detto ci sembra molto difficile valutare la velo-
cith di arretramento di un versante e, pertanto, risalire all'etd della
faglia che lo ha determinato sulla base di criteri esclusivamente geo-
morfologici. La velocita di arretramento infatti ha subito notevoli
variazioni connesse con le fluttuazioni climatiche del Quaternario an-
che nell’ambito di un medesimo ciclo glaciale e, verosimilmente, ha
anche risentito di situazioni microclimatiche locali (ad esempio espo-
sizione dei versanti).
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Su un operatore lineare e positivo
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(Adunanza del 3 marzo 1979)

Riassunto. — In questo lavoro si introduce e si studia un nuovo operatore lineare
positivo L, e si mostrano notevoli proprieta di convergenza. Si definisce poi mediante
L, un nuovo operatore lineare che converge megiio di L, se applicato a funzioni sul-
ficienlemente regolari.

SuMMARY. — A new linear positive operator L, is introduced and studied. Re-
markable properties of convergence are proved. By mecans of L, a new linear ope-
rator is introduced. This new opecralor has a better convergente than L, if it is
applied to smooth functions.

1. - INTRODUZIONE.

Sia {¢.} una successione di funzioni reali definite su [0, [, ivi
strettamente monotone e tali da soddisfare le seguenti condizioni:

1) 9.(0) =1 (VYneN)
) VEmeN e Va=0 sia (=10 (x) =0

iii) Per ogni coppia di numeri naturali k& ed n, esistano un
n: € N e una funzione reale a,,: definita in [0, [ tali che:

o, () = (= 1) (Daws(x) Vx=z=0e VieN

COI

.on . O (x
lim - = fim %t () 1
i ML n n*

Alla successione {9,} possiamo associare una successione {L.} di
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operatori lineari e positivi su C° [0, [, definiti dalla relazione:

(1.1) (Lef) (x) = Lo (f; ©) = Ly (f (_f];x] ~

n

Numerosi autori, tra cui Mirakvan [1], Baskakov [2], Szasz [3],
MEever-Koning und Zerier [4], Scnursr [5}, A. Lupas [6, 7, 8], A
Jakimovskr and D. LEviaTaN [9] ed altri, hanno introdotto e studiato
operatori del tutto simili ad L., mettendone in luce notevoli caratte-
ristiche.

In questo lavoro mostriamo nuove relazioni e proprieta dell’ope-
ratore suddetto. Studiamo, in particolare, la convergenza di L. f, delle

sue derivate (L. 7)™ (p = 0) e delle sue iterate Li f.

A partire poi da L,, definiamo un nuovo operatore L., che ge-
neralizza il precedente nello stesso senso secondo cui in [10] e [11]
sono stati generalizzati gli operatori di BErNSTEIN ¢ D, D. Stancu [12].

Al fine di stabilire il grado di esattezza di L. e la convergenza
per k — o, assegniamo delle semplici condizioni necessarie e suffi-
cienti. Studiamo la convergenza di (L. /) per n — « ¢ dimostriamo
che: « per ogni funzione f dotata di derivata 2 k-ma limitata, (Ly )" —
— { come n~* »; mettendo quindi in evidenza che (L, )"’ appros-
sima f* meglio di (L. f)”, nel caso di maggiore regolarita della f me-
desima,

Nel fare infine qualche esempio, stabiliamo nuove limitazioni e
miglioriamo qualche maggiorazione gia nota.

2. - SuULLA CONVERGENZA pI {L, f}.

Derivando successivamente la (1.1), per induzione, si ottiene:

(2.1 (Lo )P (x) =
kY - e T i+ i+ k ,
—_ o — ivk TR M7 . . . i
ot ;I( 1y il [n ! n ' on ,f]x

da cui, per Ia iii} del n. 1, st ha:

(2.2) (L. ) (x) =

(i)
Glir, & (x) bl . (Pnk (x) i i + k .
e | ]

n ' 1n
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Sviluppando in serie di Mac-Laurin (1.1), si ottiene la formula:

_ @ (0 1 .
ey W - O o e -
- oy
— LD—:',(__ 1)1‘ _CP!..‘.i..!.( ),, A;/n ]t (O) %
Posto:
er (x) = x* (k e N},

dalla (2.3), per x = 0, seguono le identita:

s

(Lie)(x) =1; (Loe)(x) = — @.,}L@ X
(2.4)
(Lie2) (x) = ____CP,;LE(O)” X — cp_n(_O) x
20 Y -
(2.5) 5 (%) = L. [[x ~ n] ,x}
9, (0) o, (0)) . ¢, (0)
_[1+2 n _HF]X— w7t

Indicato con w(f; 8} (§ > 0}, il modulo di continuita di f e posto
inoltre: ||/ | = max|f(x)}|, dal teorema di Korovkin, per le (2.4), (2.5)
[0, a]

e iii), segue il

TeoREMA, 2.I. — Per ogni { €
norma ad { e si ha:

1f = Lefll = 20 (f; | 81D

IF =LAl <alfiin+

Per ogni ¢ positivo e x € [0, a],

I

{ieN/gx

@, (0)
I

C [0, al{a € R*),L.{ converge in

1
+ 208 fw (] 8D
(f € C°[0,al)

poniamo:

1
=
n‘

d
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poiché lim || &, = 0, tenendo conto della prima delle (2.4), si ha il

H—poa

LemMa 211, — Sussistono le relazioni di limite:
{ir
o, (o}
lim 3= (= 1) @,7'f — (1, )
" iel !
(2.6)
[#3]
. )
lim Y7 (— 1y —+ g
1 a"EN—Inr i [

uniformemente rispetio a x.

Osserviamo che le {2.6) sono equivalenti alle condizioni di Ko-
rovkin. Dal lemma 2.1I segue facilmente il

TrOREMA 2.111. — Per ogni f € C* [0, al, se & verificata la relazione

(2.7) ler — Loerlf = o (/I8 |

si ha

(2.8) f(x) = (Lafy{x) = — & (x) ....f_"__z(x) o0 (x)
ove

0. (x) = o (] 851D .

Si noti che la (2.8) & una generalizzazione di una ben nota for-
mula di Voroxovsgara [13].
Come applicazione del teorema 2.I11 e di un teorema di MUHLBACH

[14] si ottiene il

TrOREMA 2.IV. — Se é verificata la condizione (2.7) sussiste l'equi-
valenza;

feLlipule [f —Lfll = M|& ]+ o([8 ).
Supponiamo ora che sia verificata la condizione:

(2.9) . (0) = —n.
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In tal caso L, ha grado di esattezza uno e si ha:

" T 5.(x)  =xel0al

(2.10) R (en x) = & [1 9. _(0)) x )

ove

R.f=f-L.f.

Tenendo conto, allora, della (2.8) e di un teorema dimostrato in
[15], st ottiene facilmente il

TeEOREMA 2.V. — Se ¢ verificata la (2.9), sussistono le uguaglianze:

#” 0 #r

@11 (R () = [[1 - ‘”f-*-nf )--) @ — ;-C-}f--é@ (£ ¢ 10, al)
o {0 e

e ®p@=[[1-2 ) e S RE LA

per ogni 7 € C° [0, al.

Infine, dal teorema 2.V, tenendo conto che (R, &) (x) & negativo
per x positivo, segue il

TEOREMA 2.VI. — Per ogni f € C*[0, a], sussiste l'equivalenza:

féconvessa & (R.H){(x) <0 V xe]0 a]

3. - SULLA CONVERGENZA DI {(L, )™}, .

Da ora innanzi supporremo sempre verificata la (2.9) ¢ la

(3.1) [—‘E-—*’—-(’C) - 1] =0(n") = (" —~ 1} :

nt My

Inoltre si ponga:

a) t=t+b+...+t,te€[0,1], k=0p;p<n.
b) TP = [OJl] X [O,Il} X e X [0, tp_l]
c) dT, =dt-dt,...dt,
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: 2
d)ﬁ“ﬂ:pMupr—l+tJdLm}
r 1

T
?

e) jli‘?!(x) Co an,P (-x); bn,n (-x) = Tl} 1 - an,p (x)i
1
f) Cp-l,p (x) = ﬂl {1 . 771’1;, ] . _ 71277 i
‘ n 21

Un calcolo diretto da;

2 dz X

8;_1,p(x) - — l?,p(l

i

ove

2ny "o (0)
dip('x) = {{1 — " - _(P ."'72, ) 24+

3 1

Sﬂ+2

p Mp x 2

+|— —=pil ——{| s 1
1 7] n s,

si = Qe s sono i numeri di Stirling di seconda specie (cfr. Occor-
sio 1).

Cid posto, dimostriamo il seguente

TeorEMA 3.1. — Se f e C¥[0,a], la successione {(L, )"}, con-
verge in norma ad {7 e si ha:

< | (4 ey ) 0 (9 173 + 10, L0

(3.2) (R,
Infatti, per ogni & > 0, si ha:

| fP(x) — plEifn, ..., 0 + p)/n; fll =

£ (x) — f@ [ i+t ) AT, < fw [f(ﬂ); r — .i---:—t%)dTps
7 3 |
sww%mmfh+84x_l+ﬁvns
1
. T

cognn|tee [of (s - TE an ]
I
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da cui segue facilmente:
() = (La ) ()| = @ap (x) L, ([f2(x) =

— plli/n, .., G + pYrs f1]; %) + ’”’(x) | fo || <

<y (£) 0 (F7; 5)[1_'_5 L \/ f 1+f]dTp; JC”+

e 1’1{,,&1 1F2 ] = @y () 0 (7 8) [T + 8 8, (x)] +

4 L0l

e quindi, per § = 1/V#n, si ottiene la (3.2).

Con procedimento analogo si provano le limitazioni:

(3 R = [y [ (1 + g ) L2l oy s 17y 4

vV
4 anp [ ews - 170 4 “’"*’” /2], fecw[o,a]
5 o
Gy lRapo = [ A2l oy o el 170l s 1 4+
A
H b,, P !] H ][(p) ” f € Cle+d [0, a]

Consideriamo ora qualche esempio.

1} Se ¢.(x) =(1 ~x)"0=<x=<1, L, si riduce all'operatore di
Bernstein B, e, in tal caso, si ha:

up (X) =129 by, (x) = n (1 — 171m)

essendo y" " la pseudopotenza di base y, pseudoesponente m e
passo h.

Cup (X) = plx—1/2); 3; Cn,p || = (1/2)}?

r+2

2 (]- - x) .S'
8, ,(x) = (1 — plp + 1}/n) + — Ricien
n 1

1
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p+2

Wn- sen < P(P + 1)
1
1, =
H ", B

p+2

1 s
— 0 —p(p+ /) +- ',,':;.327 senz=p(p+1)
4 S 1

1

Quindi, nel caso dell'operatore di Bernstein, le limitazioni (3.1),
(3.3) e (3.4) risultano di semplice espressione. Pili in particolare, per
p =1, si ha:

[RAY[I= (0 + VI/4 = 1/6m)w(f;1/Vn) (n > 2)

I(RafY I = 1/Vu (1 + V1/4 —1/6m) V1/4 — 1/6n w (% 1/Vn) +
+{72m) (]

MR = (1/8n + 1/1260) [ 7l + (1/2m) || 7]

T. Popoviciu in [16] aveva dato la seguente limitazione:

[{Ra < Anr (f7; 1/Vm — ) + [7(r — 1)/2m] [ {9

ove
Ar=3/24+2rVm —rim

D. D, Stancu in [17] aveva dimostrato le diseguaglianze seguenti:

| < [1 + 20 \/2”?/:4’2_ ;-) w (19 1/V'm) +
T
+ [r(r = 1)/2m] | {7

TRa Il <1 4+ 1/Vm + (1/2) V1 +3m)w (f; 1/Vn)

2) Sia ¢, (x) = (1 + x)7", x € [0, a]. In tal caso si ottiene l'ope-
ratore di Baskakov P, e si ha:

aiz,p (.x) — l{p,ui,t’n); bn,p (x) juunt 1’1(1 — 1(}?,-—1/!1)); Cn,p (x) = pl 1/2 = x!

5 (1 4+ x) rh
8o (0) =————( + plp + D/n) + p+n2

1" 5y

(d, 0 = n8,., (@ =a(a+ D +plp+D/n) + s /st n
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Quindi anche in questo caso le (3.1), (3.3) e (3.4) si particolariz-
zano facilmente. Per p = 1 si ottiene:

TR = (1/Vn)[1 + Vala+ 1)1 + 2/n) + 1/371] -
“Va(a+ 11+ 2/n) + 1/3nw (f; 1/Vm) -+

+L7:l(a_ 1/2) {a>1)

JTRAVI = [(1 + 2/myala+ 1)/2n + 1/6n 1 #7 || +

+ A (a — 1/2) {a>1)
I

3} Nel caso in cui ¢, (x) = e ™ x = 0, si ottiene F'operatore di
Mirakyan e si ha:

2 2 2 2 p-+2 2
8,, () =x/n+ 577 [s\V i, d ) =a+ sy

In tal caso, quindi, le limitazioni risultano di estrema semplicity,
¢ per p =1 si ha:

IR«FY = (1 + Va+ 1/30)w(f; 1/Vn)

+ il i1/2n

TR A = (1/2n)(a+ 1/3n|[f7 | + 117 111/2n

4. - L'oPERATORE L, & .

Per ogni intero positivo j, si definisce la potenza o iterata j-ma
di L, mediante le posizioni:

1

le = L”; Liz = L” (Li!_l) (j > 1)

L’ & ancora un operatore positivo ed essendao:

L, =1Ll
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1. f, per n— o, converge in norma ad f ¢ con lo stesso ordine di
convergenza di L. f .

Per quanto poi riguarda la convergenza di L. {, per j — «, (n fis-
salo), posto:

@, (0}
'Y]I,z = 777"7727 bl
i

sussiste il

TeOREMA 4.1, ~ Sia f € C*[0,al. Condizione necessaria e suffi-
ciente perché sussista la relagione:

(4.1)  lim (L)) (x) = f(0) + {1l — vu2) [/ (-7?-(11"“2) — f(o)] x

e
¢ che yuz risulti minore di 1.

Infatti si ha:

(Lied(x) =+, ¥ + (0 + yaz 4 ... + v )x/n
Quindi la relazione di limite

o N
(42) e =

sussiste se e solo se v.2 < 1,

D'altra parte, per un corollario del teorema di Korovkin [18], la
(4.2) & equivalente alla (4.1) e il teorema & provato.

Si osservi che dalla (2.11) segue che L, f interpola la funzione f
nei punti x = 0 e x = 1/ (1 ~ yu.2). Quindi il teorema ora dimostrato
assicura che nell’ipotesi su v.,. (e solo in questo caso), (L. f), (LL 1),

j> o i B . . . .
¢ lim (L" f} interpolano la funzione f negli stessi punti.

Nel caso particolare dell’operatore di Bernstein si ha:
Tn2 = 1-— l/ﬂ- (?’l - 1)

e la (4.1) restituisce una ben nota relazione [19].
Nel caso invece degli operatori di Baskakov e Mirakian la (4.1)
non & vera: infatti v,. & rispettivamente maggiore e uguale a 1.
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Consideriamo ora l'operatore:

(4.3) Ln,k =1-— (I e L,,)k = ii(_ l)f—l {Ff] LL
! )

ove k & un intero positivo e I & 'operatore identico.

L. ¢ un operatore lineare, definito su C°[0, =], ivi in generale
non positivo e rappresenta una generalizzazione di L, .

Inoltre, per ogni f € C° [0, [, si ha l'identita:

f=L.:f + Rt

ove R, ; & definito dalla relazione medesima e si ha:

k

¥

Rn,k = R

Al fine di stabilire il grado di esattezza di L., dimostreremo il
seguente

TeoREMA 4.I1. — I grado di esattezza di 1.« non supera k. Pre-
cisamente, poste v, = (— l)fq)f:) (0)/1, il grado di esattezza & h < k
se e solo se:

Yn,i — 1 (i = "1, ]’L') € Yn el i 1

ed & proprio k se e solo se:

er,izl i:1,5 (S?..k)

Infatti dalla (2.3) segue:

X X i
(4.4) (Rn €Ir) (.X) —- — 'Yiz.l 7', ]' - YH,Z 7!; 2_ Si’t—Z — aas
n"- n'-
fi—1 i
— Yr h-1 — Sl "Jf" (1 — Tu,h) xh
Quindi nel caso in cui v... =1 (i = 1, k) e solo in questo caso, R,

trasforma ogni polinomio di grado » < / in un altro di grado r — 1,
Essendo poi R.ei=0, h — 1 applicazioni di R, alla (4.4) danno
Rn,h ey — O € quindi Rn.k ey = 0-
Inoltre &:
X X i+l

(4.5) Roep) (1) = =7 = il = =

h
X f1

- TSy + (1 - ‘Yﬂ,}’b!'l) le—l
H
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Quindi, se e solo se v.u1 7 1, R, conserva il grado (h + 1) di
ogni polinomio; per cui si ha: R, en1 5% 0.

Un ragionamento perfettamente analogo mostra che il teorema
& vero per s = k. Nel caso in cui s = k + 1, si ha facilmente:

k+1
1

(Rn,k ek) = O H (Rn,k ek+l) = - n

(Ru,k—l ek) y

da cui segue:

(= DLk + DI
(@) (k + 1)

(4.6) (R k ex41) () =

Il teorema risulta percio dimostrato.

Per citare qualche esempio, L., nei casi degli operatori di
Bernstein e Baskakov, ha grado di esattezza 1 e nel caso dell'opera-
tore di Mirakyan ha grado di esattezza k.

Al fine di esaminare la convergenza di L.:f per k— o (fissato
n), seguendo un procedimento usato in [11], si dimostra il

TEOREMA 4.I11. — Sia f € C°[0, = [. Se e solo se é verificata la
limitazione
Yoi < 2 (i=2)
si ha:

+ t::g x(x=1/n)-... - (x — (i — 1)/n) [O,I/n,..., i——;f},

sempre che abbia significato la serie a secondo membro.
Il teorema non si applica al caso dell’'operatore di Baskakov
mentre per 'operatore di Bernstein restituisce un risultato ottenuto

in [11]; di particolare interesse & per l'operatore di Mirakyan. In
tal caso, infatti, posto

Pk—1,n = 1 =+ Rr! 4y s + R:i—l
da R..er =0 segue pi (er; x) = " (i < k). Essendo inoltre:

pk,n(ek-u; x) = Pk-1 (€k+1; x) -+ Ru,k(ek+1; x)
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da cui

(= DIk + DI
(Zu)Y(k + 1)

PRUE D ) Pt (€k+l; x) +

2

si ha la uguaglianza:

(4.8) (Lusf)(x) =

(— D} [(k + DIT? K+ 1
. 0 1 e ) —— C n, k42
20y (k + 1) [ ACREENE ’f}“w"‘

= Lkt (f: x) +

ove £ro (f; 2} ¢ il polinomio interpolante di Lagrange sui nodi

(/)54 € Onkrz = 5 pratn (€ 2) [0, ..., v/n; f]

5. - SULLA CONVERGENZA DELLA SUCCESSIONE {L. . f)"}.
Sia f € C* [0, a]. Poiché si ha:
I Loell = (2= DL},

segue facilmente che (L.« f)? (p = 0) converge in norma ad f* e lo
stesso ordine di convergenza di (L, f)*.

Mostreremo ora che l'operatore L., al contrario di quanto ac-
cade per L., ha la proprieta di migliorare 'approssimazione al cre-
scere della regolarita della funzione approssimanda.

Posto all'uopo:

1) Cop(x) = (1/2) @ p () diy (x) + 12 Cap (X) @p (%) + bip ()
i) [Flle= N Al = max{[f[lucy, Mu} m >0

con M; = Sup |7 (x)};
0,41
se f7+» & limitata, si ha:
(5.1) TR AP = =t Cap |- 14 [
da cui, per una iterata applicazione della medesima, segue:

(52) H (Rn f)(p) H,L =< 1171 Fiz,p+k ” f(.!’) ||k+2 ove I‘”,”; = max H anpq-i H

D=ism
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Possiamo ora dimostrare il seguente

TEOREMA 51 — Se foV0(x) = Mpyw (k=1 ep+2k—2<n),
sussiste la limitazione:

k=1
(5.3) H(Rux Y] < 0% T T pazi || £7 2

Infatti, per la (5.1} il teorema & vero se k = 1. Procedendo per
induzione, si supponga vera la limitazione:

k—z
J\E (Rn,k—l }()(,u} EE = n_k+1 Hi Fn,p+2r’ H f(m HZL?Z
da cui, sostituendo R, f ad f e tenendo conto della {5.2), si ha:
! k—2
H (Rn,k ]C)(p) ii < nF ( IL; Fn,p+2£} Fn,p+2k*2 H f(ﬂ) ”“:
0

e pertanto Passunto.
Dalla (5.3) segue ancora:

k—1
(5-4) H Rn,k+1 f){p) H = n_k Hi F!l,p+2£ H (R-il' f}{p) H2k

Da quest’ultima e in virta delle (3.2) e (3.3), si ottengono facil-
mente i seguenti corollari,

CoroLLarIO 5.I1. — Se fP e C [0,a] con k=1 e p+ 2k < n,
si ha:

{5.5) m #* (Ra e £)¥ = 0

CoroLLARIO 5011, — Se f*+ 0 e C'[Qbal con k=1lep + 2k < n,
st ha:

{5.6) Hm 2 2 (R g £)P = 0

COROLLARIO 5.IV. — Se f#*¥ D e lipylcon k= 1lep+ 2k < n,
si ha:

(5.7) (Rt )P = 0(n*"")
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Osserviamo che le (5.5), (5.6} e 5.3) possono considerarsi una ge-
neralizzazione rispettivamente delle (3.2), (3.3) e (3.4). Quindi, come
¢ stato gia detto all'inizio di questo numero, (L.« ) & un’approssi-
mante di £ migliore di (L. )" nel caso di maggiore regolarita della
{ medesima; precisamente mentre 'ordine di (L. f)* ¢ al pitt 0 (")
quando f#*" € Lipu 1, Fordine di (L., f}* & al pitt 0 (n™*) se f*t2* Y ¢
¢ Lipy 1.

Ricordiamo che BuTzer [20] ha dimostrato che « per ogni f avente
f@% limitata, esiste una combinazione lineari di polinomi di Bernstein
Lo, [ il cui ordine di approssimazione & di 0(n~*). Inoltre il grado
di £y, fen2, sen éil grado del polinomio di Bernstein relativo
ad f »,

Successivamente FRENTIU [21] trovd una diversa combinazione li-
neari di polinomi di Bernstein F..f di grado n k e approssimante f
con l'ordine di 0 (17*), se f** & limitata. Lo stesso autore estese poi il
risultato all’'operatore di Mirakyan.

Dunque L.« f (che & naturalmtene diversa da £,.,, f e Fu), uni-
tamente alle sue derivate, ai fini dell’approssimazione, ha lo stesso
comportamento di £,.,, f e F.c; in pilt, nel caso sia un polinomio,
ha gradon < kn=<n2*1(n >1)

Al fine di fare qualche applicazione della formula (5.3), osserviamo
che le I',; sono indipendenti dalla funzione e possono quindi calco-
larsi una volta per tutte. D'altra parte si possono trovare semplici
limitazioni per le || C.:|j. Ad esempio, nel caso dell’'operatore di Ber-
nstein si ha:

1Cuill = 1+ (ld,, /2 + i/2 — 1)1

e nel caso dell’operatore di Baskakov si cttiene:

I3

ICpll =1+ [a(a;l) (1 + EMJ + s sty

+ p (a — %] — 1} =t g = 1)

Per V'operatore di Mirakyan si ha infine:

p+2
; a r 5
il Cn,p” = — [I + N + R p+“2m}
2 a ans,

e poiché, per ogni a e n fissati, &:

i Coell < G |
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la (5.3) diventa:

a b k- 21 si“’z
I [ e - LR N P
2n i=0 a ans,
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Sugli stems sul cui quadrato esiste una involuzione

Nota di CerLesTINA FERrRERC COtTI *
presentala dal socio ordinaric Mare CURZIo

{Adunanza del 7 aprile 1979}

SUMMARY, — Onc study j-stems, namely near-rings N such that there is an involu-
lion on N A special study is devoled to the j-stems that are sum of center and j-center
(the jcenter of N is thet set K, (N) = {xeN|jay=yxand fva) =xv ¥ye N}.

Riassunto. — 8i studiano j-stems, cioé stems N tali che esiste una involuzione su
N?. Approfondiamo in particolare il caso degli j-stems che sono somma di centro e
j-centro (ove lo jcentro di N & I'insieme KiN)={xeNljxy)=yx e (yx) =xv,
v ye N}.

INTRODUZIONE

Gli anelli con involuzione sono stati studiati da vari autori e di
recente i risultati relativi a questa teoria sono stati raccolti da HERS-
TEIN in un trattato (cfr. [5]). Non sembra invece siano stati conside-
rati gli stems con involuzione e neppure pare sia stato fatto nulla né
sughi stems né sugli anelli sul cui quadrato & definita un’involuzione.

D’altronde i lavori sugli anelli con involuzione trovano un’'impor-
tante applicazione nello studio delle algebre con operatori, delle alge-
bre di Lie e delle algebre di Jordan ed anche dunque in varie que-
stioni di analisi funzionali (cfr. ad es. [4] [107).

La teoria degli stems, d'altra parte, trova notevoli applicazioni
in analisi funzionale (cfr. ad es. [6], [7], [11]) e questo ¢ abbastanza
naturale dal momento che le funzioni di un gruppo G in sé, le funzioni
continue da un gruppo topologico in sé e le funzioni differenziabili
da IR in sé costituiscono i piit rilevanti esempi di stems. E dunque
naturale che recentemente gli studi sugli stems si rivolgano in parti-
colare verso gli stems con operatori, per il cui studio appare note-
vole la considerazione degli stems con involuzione.

* Tstituto Matemalico - Universita - 43100, Parma. Lavoro eseguito nell'ambilo del
gruppo G.NSAG.A. del CNR.
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Con questo in mente abbiamo in [1] considerato gli stems in
cui xy =z ¢ implica yx = ¢z ed abbiamo ivi osservato che guesto
conduce in modo naturale allo studio degli stems N (che abbiamo

chiamato J*-stems)} in cui la j* : Zic,- X Vi—> Zl:,- vix; € un omomorh-
smo additivo, verificando che allora j* risulta una involuzione sul qua-
drato di N.

Una prima naturale generalizzazione di [17 & costituita dallo studio
degli stems N sul cui quadrato N & definita una involuzione f; essi
sono oggetto del presente lavoro: li chiameremo j-stems.

Abbiamo chiamato j-centro di uno j-stem N l'insieme K;(N) =
—{xeN|j(xy) =vx e jyx)==xy, VyeN} ed abbiamo osser-
vato {Oss. 7) che, sotto opportune condizioni, lo j-centro di uno j-stem
& uno J*-stem. Questo collega strettamente la presente ricerca con il
lavoro [1].

Ha dunque senso affrontare il problema della decomponibilita di
uno j-siem in somma del suo centro e del suo j-centro.

Dapprima proviamo (Th. 2) che se uno j-stem N possiede un non
divisore dello zero a sinistra, allora esso & abeliano ed & estensione
essenziale dell’anello (con involuzione) N? e che se N®' ={xy|x, ye N}
& privo di nilpotenti ed N ¢ uno j-stem, allora N & un anello con invo-
Juzione (Th. 3). Una costruzione effettiva (Th. 5) fornisce una classe
abbastanza ampia di j-stems che risultano somma di centro e j-centro
e nel Th. 7 e nel Cor. 2 proviamo che sotto opportune condizioni uno
j-stem somma di centro e j-centro possiede immagini omomorife che
sono j-stems somma di centro e j-centro. Sfruttando infine il Teo-
rema 4, nel quale proviamo che sotto opportune condizioni se uno
stem N possiede una immagine omomorfa N/I che sia un anello con
involuzione j allora esiste una involuzione j su N? (cioé N & uno
j-stem), mostriamo (utilizzando anche il Corollario 1) che se N/I ¢
somma di centro e j-centro allora N ¢ uno j-stem distributivo somma
di centro e j-ceniro (Th. 8).

1. - SULLA STRUTTURA DEGLI j-stems
{. — Incominciamo a fissare la nomenclatura con la:

DEFINIZIONE A. — Sia N wuno stem; diciamo antimorfismo involu-
torio o involuzione su N ogni automorfismo j del gruppo additivo N*
di N che soddisfi alle:

L-jlxy)=j( -jx), Yx,yeN;
2. - =1 (i identita di N).
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Inoltre se N ¢ uno stem sinistro ad M un suo sottoinsieme, po-
niamo M® = {x-v|x, y € M} ed indichiamo con M? il sottostem di N
generato da M. Indichiamo poi con C(N)={xeN|xy = vx, YyeN}
il centro moltiplicativo di N e poniamo A¢(N) = {xe N|yx =0,
VyeNL A(N)={xeN|xy=0,Vye N} ed A(N)=A;(N)N A, (N).

Diciamo che un a € N ¢ un divisore dello zero a destra (sinistra)
se 3y € N\{0} tale che ya = 0 (ay = 0). Chiaramente se in N esiste
un non divisore dello zero a destra (sinistra) allora A,(N) = {0}
(A (N) = {0,

In tutto il lavoro chiameremo j-stem uno stem N sul cui qua-
drato N* esista una involuzione j.

Molto utilizzati nel seguito sono gli insiemi che vengono introdotti
nella definizione che segue.

DeriNtZIONE B. — Sia N uno j-stem; chiamiamo j-centro sinistro
di N l'insieme ky(N) = {x e N|j(xy)=vx ¥Vye N} j-centro destro
Pinsieme Ku(N) = {x e N|j(yx) =xy, Vv e N} e jcentro Uinsieme
K;(N) = Ky (N)NKu (N).

Usando, senza esplicito richiamo, la nomenclatura di [9], si ha
subito la:

OSSERVAZIONE 1. — Uno j-stem N é zero-simmelrico ed il suo qua-
drato N* & distribuiivo.

Infatti N* & distributivo perché, per x, v, z € N?, risulta:
e+ =7@) jx+»=7@ j@)+j@: j)=
=jxa+jy=jlxz+y2).

Ne segue subito che N ¢ zero-simmetrico (oss. 1 di [3]).

OSSERVAZIONE 2. — In wuno j-stem N risulia Ky = Ko = K;.

Infatti se x € K;i (N) allora risulta xy = ?(x y) = j (vx), Vv € N,
e dunque x € K (N) onde K;; © K;q.
L'inclusione opposta si mostra in modo analogo,

Le precedenti Osservazioni 1, 2 verranno spesso utilizzate senza
esplicito richiamo.
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OSSERVAZIONE 3. — Sia N uno j-stem; allora:

1. - per x, vy € N, z € K; (N) risulta {x + NZz=x2+ VL
2. - K;S) = C(N) per s pari e Ki.” (N) € K; (N), per r dispari;
3.-perxeN, g, te K (N)epernz?2, risulta (x 2ty =x" 7" 1"

1.- Per x,ye N, z€ K;(N) si ha (x+y)z=jz(x+y)=jlzx+
+zy)=jzx)+ iz =xz2+y2

2. - PerxeNez ieK;(N)si ha j((tx)z)=ztxeji(x2))=x2l
onde (zt)x =x(zt) e 2t € C(N).

Siano z1,...,z. € K; (N) (con r dispari): risulta j{x (2100 Zrm1) T} =
gy X T e T =T X) (T Tet) = (z4+ ... %) x (per-
ché K;m C C(N) e zi-...-z.1 € C(N)). Ne segue l'asserto

3. - Procediamo per induzione sull'intero n: l'affermazione vale
per n = 2; infatti, per xe N e z,1 € K; (N), risulta {(x 2 1) =
=2z x(zt) =2zt (zt) = Kz eyt = F*TF perché
kP < C(N)).

Sia, per ipotesi induttiva, (x2f)' =x"2"t" allora risulta (xzt)
i pxzl=xg i x =2 g ma 2t e C(N): siba
l'asserto.

Per induzione l'affermazione vale per ogni 1 = 2.

41 —

OSSERVAZIONE 4. — It uno j-stem N risulta A(N) € C(N)NK; (N).

I ovvio che A{N) € C(N); d'altra parte se x € A(N), allora, per
yeN, e jlxy) =7{0)=0=yx e dunque x € K; (N).

OSSERVAZIONE 5, — Siag N uno stem e | una involuzione su N, vi-
sulta j (N*) = N¥, guanlungue sia Uintero k.

Infatti & j(NF) © NF perché j (52 &' - %0« oo - a0 ) = Xl (x) )
1 i
i (xf'_l) . ...+ j{x); inoltre risulta N* < j (N*} perché P =i

2. — Possiamo ora dare alcuni teoremi di struttura.

TEOREMA 1. — Uno j-stem N un cui elemenio non divide lo zero a
sinistra é abeliano.

Se a & un non divisore dello zero a sinistra di N, lo & anche a’;
poiché N2 ¢ distributivo, N* & un anello (cfr. {9], prop. 1.107) e dunqgue
risulta @ (x + V) =x+ @dy=ay+ dx=a(y +x) onde x + ¥y =
=y + X
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In analogia con la teoria degli anelli e dei semigruppi (cfr. per
es. [8]), conviene dire che uno stem N & estensione di uno stem N’
se N’ ¢ un ideale di N e dire che N & estensione essenziale di N’ se N’
e un ideale essenziale di N, vale a dire se N'N1I+ {0}, qualunque sia
I'ideale T2 {0} di N.

TEOREMA 2. — Uno j-stem N che possiede un non divisore dello
zero a sinistra é una estensione essenziale dell'anello N2.

E immediato vedere che N? ¢ un ideale di N perché N* & abeliano
(Teorema 1). Sia a un non divisore dello zero a sinistra di N e sia I
un ideale proprio di N tale che INN? = {0}. Risulta N°I = {0} e dun-
que NI € A;(N); visto che As(N) = {0} perché N possiede un non
divisore dello zero a sinistra, risulta NI = {0} onde I € A;(N) = {0}
ed T = {0}. Inoltre N? & un anello per la Oss. 1 e per il Th. 1.

OSSERVAZIONE 6. — Se N & un anello con involuzione lo é anche
N/A(N). Se inoltre N? & privo di nilpotenti non nulli lo é anche N/A(N).

Sia j una involuzione su N; l'ideale A (N) risulta uno j-ideale (nel
senso che j(A(N)) € A(N), cfr. per es. [5]) perché per x € A(N) ed
y€e€N si ha xy=yx=0 e dunque j(»)j(x)=7(x)j(y) =0 onde
j(x) € A(N) perché j(N) = N.

Ne segue che N/A(N) ¢ un anello con involuzione: infatti la
j*: N/A(N)— N/A(N) definita da x + A(N)—j(x) + A(N) &, come
subito si verifica, una involuzione su N/A (N). Inoltre (in virtii della
oss. 3 punto 2 e della oss. 3 di [3]) A (N) contiene i nilpotenti di N e
dunque N/A (N) ¢ privo di nilpotenti non nulli.

TEOREMA 3. — Uno j-stem N tale che N® sia privo di nilpotenti
non nulli ¢ un anello con involuzione che coincide col proprio qua-
drato.

Visto che (Oss. 1) N & zero-simmetrico possiamo applicare il co-
rollario 2 di [3]; risulta pertanto N = N2, Ne segue che N & un anello
con involuzione (cfr. anche [9] prop. 1.107).

3. — Tl teorema 4, che segue (che pud essere inteso come un par-
ziale inverso del precedente Teorema 3), mostra anche l'esistenza di
j-stems non banali.

TrOREMA 4. — Sia N wuno stem e sia 1 un ideale di N con INN? =
= {0}. Se N/I é un anello con una involuzione j allora N ¢é distribu-
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tivo ed N? & un anello con una involuzione j tale che ¥ % € N* si abbia
B +I=jx+D"

Poiché per ipotesi N/T & un anello risulta, V x, y, ze N, (x+y)z—
vz —xze NN ={0}, onde N & distributivo; ne segue che N
¢ un anello (cfr. {9] prop. 1.107).

Sia j una involuzione su N/I ed osserviamo che ovviamente
(N/I¥={x+1]xeN?} e che, per I'Osservazione 5, F ((N/T)H) = (N/I).
Sia & +1e (N/I?, % e N dimostriamo che (¥ + )N = %

Infatti ¥ e (¥ + I)NN? ed inoltre se 7€ (% + I)NN* allora % —
— y e INN* = {0} e dunque & = ¥.

Per questo e perché j & una involuzione su N/I ha senso consi-
derare la funzione j:N'— N? definita dalla j(x)=j(%+ 1) N?,
e N

Intanto j2 = i infatti per x € N* risulta j(x) =j{x+ 1) NN e
posto j(x)=x" =j(x+ NN risulta x"+ I =j(x + I) e dunque
i +1)=x + I (perché j*=i). Abbiamo allora Plx) =7 (x) =
— i) = (¢ + DNNE = (x + NN = x.

Dunque j & una biiezione di N?'in sé; la j conserva la somma per-
ché, posto " = j(x + DNN ed y" = j{y + NN (x, y € N’) possiamo
scrivere J(x) + j(¥) = ¥’ + ¥ mentre risulta j{x + y) = (jlx+ 1)+
+j(y + 1))AN. Ne segue che esistono elementi i, i’ €[ tali che
a4+ =0Ga+D+ip+DNNN = +i+y +i=x+y —
Y i+ V4P =x 4+ +0=j(x)+ j(y), visto che — ¥ + 1+
+ 9y 4+ i e N°NI = {0} (ricordando che I & un sottogruppo normale
del gruppo additivo N* di N e che, per le posiziont fatte, risulta
¥ 4+ 149 + 1 eNedanche — ¥ — x” € N?). Mostriamo che j(xy) =
= 7 (¥) - J(x), (x, v € N*): infatti, con le posizioni precedenti, esistono
clementi 7,7 e T tali che (¢ + 1)-(x’ + 1) = Gy +D-j(x+INNN'=
= j(xy + )NN d'altra parte (¥ + 1) - (¥ + =y x' + ¥y T + ix +
+it =y = (G +DNN) - ((x+ NN = j(») - j(x) ricordan-
do che N & distributivo e che ¥' 7, ix’, 1¥ sono elementi di N°NI =
{0}).

Infine sia j(X)=7(X+ 1NN con e N’ allora j(X+ D=j(x)+1
e dunque la j individua la restrizione di j ad (N/I)?, restrizione che,
in virtis della Osservazione 5, risulta ancora una involuzione su (N JIV.

COROLLARIO 1. — Sia N uno stem e sia 1 un suo ideale tale che
INN = 0. Se N/1 & uno j-anello, allora N* é un anello ed N & uno
7-stem distributivo ove 7 : N°>—>N? & definita dalla j'(x)= e+ NN

t La dimostrazione del tecorema permette di costruire effettivamente una iale J.
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Basta ripetere la dimostrazione del Teorema 4, partendo dalla
restrizione j° ad (N/IY di j; la j risulta infatti una involuzione su
{N/I)Y per la Osservazione 5.

2. - STEMS SOMMA DI CENTRO E j-CENTRO

4. — Passiamo ora allo studio della decomponibilita di uno j-stern
N in somma dal suo centro e del suo j-centro, iniziando con la costru-
zione di una notevole classe di stems soddisfacenti alla condizione
che ci interessa.

LEMmMA 1. - Lo jcentro K; (N) di uno j-stem distributivo N & un
ideale se e solo se :

xyzZ=zxy e xzy=yxz per xveN zeK;(N).

Se K;(N) ¢ un ideale di N, ¢ K;(N)- N <€ K;(N) ed N - K;(N) c
C K;(N) (perché N ¢ distributivo); ne segue che, per =z y € N,
zeK;(N)sthajx(yze) =(v2)x = y{zx) = j((zx)y) onde (x y) 7 =
= z(xy) (perché j ¢ iniettiva), che & una parte delle tesi; 'altra si
dimostra in modo analogo.

Viceversa se, Vx,yeNe VzeK;(N), e (xy)z=z(xy)e{xz)y=
=y(xz) risulta j{(x2}y) =j{yx)=j((ryx))=z(yx)=(yx)z=
= y(xz); dunque N . K;(N) < K;(N). Analogamente si mostra che
K;(N) - NS K;(N). Per la distributivita di N, X; (N) risulta normale in
Nt ? e tutto & dimostrato.

In [1] abbiamo chiamato J*-stem uno stem (sinistro) N in cui
la j*: N*— N* definita dalla j*} i xivi= 3 v & un omomorfi-
1 1

smo additivo. Si osserva che banalmente uno J*-stem & uno j*-stem *.

TEOREMA 5. — Siano N uno j-stem commutativo ed N* uno Y*-stem;
sia N = N @ N*. Allora N? é un anello su cui esiste una involuzione
j* tale che Ky (N7) = K; (N) ® N* ed inoltre K; (N") e C(N’) risultano
ideali di somuma N’

Incominciamo con l'osservare che, poiché N, N* sono distribu-
tivi*, tale risulta anche N’ = N@N*; inoltre ovviamente N7 = N2 N*?,

PInfatti VxeK;,(N}) e VaxyveN risulta j(3 (x+z2—-2))=j(yx+vz—yx) =
=jyO)+ira PO =i@P=gy=(x+2—x) -y

* Abbiamo costruito in [1] classi di J*stems non banali; qui indichiame linvo-
luzione con j* anziché con j (come in [1]) per evitare equivoci

* La distributivitd di N* segue dalla oss. 3 di [1].
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Si ha dunque che N? & un anello (cfr. [9] prop. 1.107).

Considerata ora la j* : N?— N% definita da j'{< x,y >) = < j(x),
i (¥) >, si vede subito che j’ risulta una involuzione su N” e dunque
N’ & uno j'-stemn.

Dimostriamo che K; (N)=K; (N)®N": ovviamente K; (N)HN*C
< K- {N) ed inoltre se < a, b > ¢ K; (N) allora b € N* per ipotesi
ed inoltre, per < z,1 > € N/, risulta j'{<a b > < gt >)= <z, t >
<ab> = <zath> —j(<azbt>) = <jlaz),j(bt)>. Di
qui j(az) =za(VzeN) e percio a e K;(N) e dunque Ky (N') <
C K; (N)® N™.

Ora possiamo. affermare che K;(N’) ¢ un ideale di N’ perché
K;(N) & un ideale di N (per il Lemma 1, qui applicabile perché¢ N &
commiutativo).

Poiché ovviamente C{(NY= N @ C(N") e C(N*) & un ideale di
N* (teorema 11 di [1]), si ha che C(N’) risulta un ideale di N".

Infine, visto che C(N)2 N e K;(N’) =2 N¥, si ha subito N’ =
= C(N") + K;(N').

OSSERVAZIONE 7. — Lo jcentro K;(N) di uno j-stemm N & uno
I"-stem se e solo se

(x —y)z=xz—yz e yzx=zxy, per x,yeK,(N} e zeN,

Se K;(N) & uno J*stem & un sottostem di N e pertanto x —
— ye K;(N)(Vx,ve K (N). Ne segue che risulta j(z(x —»)) =
=(x—¥)-z(VzeN)edanche j{z(x — ¥)) = xz — ¥y z; per confron-
to si ottiene la prima delle relazioni da provare.

Inoltre, con le stesse posizioni, j(z(xy)) = xyz (perché Kf {N) deve
essere contenuto in K; (N)); ma f(z(xy)) = j({zx)y) = y zx. Per con-

fronto si ha x ¥z = yzx e tenendo presente che KJZ. (N) € C(N), si
ha x ¥z — zxy; ancora per confronto si ottiene la seconda relazione.

Sia, viceversa, per x,ye K;(N) e ze N, (x -vy)z=xz~-yz e
yzx=1zxy Allora j(z{x—y))=jlzx—zy)=j(zx)—jlzy)=x2—
—yz={(x —y)z onde K;(N)} & un sottogruppo del gruppo additivo
N+ di N,

Inoltre j{zxy)=j((zx)y) =vzx=zxy ed xy € K;(N). Ne se-
gue che K; (N) & uno stem; inoltre, per x, y € K;(N), si ha j(xy) =y=x
onde la restrizione di 7 a Kf {N) coincide con la j* definita in [1] e
tale restrizione risulta un omomorfismo additivo: dunque K;{N) ri-
sulta uno J*-stem.

5. — Vogliamo ora occuparci pitt in generale di j-stems somma
del proprio centro e del proprio j-centro.
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OSSERVAZIONE 8. — Sia N uno j-stem somma di centro e j-centro;
N2 & un anello se, e solo se, N ¢ distributivo.

Sia N’ un anello e siano x,y,z € N con z =c + k, per ¢ € C(N)
e k € K; (N). Ricordando anche la precedente Oss. 3, risulta (x + ¥)z =
=+ e+D)=GE+yc+x+Vk=xct+vye+xk+yk =
=xcH+xk+yve+ vk =x(c+k)+y(c+k)=x7+ vz onde N
¢ distributivo. L'inverso ¢ conseguenza della proposizione 1.107 di [9].

Grazie a gquesta osservazione nel seguito, considerando j-stems
somma di centro e j-centro, potremo trattare come condizioni equi-
valenti la distributivitd e la richiesta che il quadrato sia un anello.

LEMMO 2. -~ Sia N uno j-stem distributivo somma di centro e
jcentro; C{N) & un ideale di N se e solo se N* € C{N).

Sia infatti C(N) un ideale di N; ricordato che Kf.z) (N) € C(N)
(Oss. 3) e posto x=c+k, y=¢ +k" (con ¢, c’eC(N} e k, ¥ e K, (N))
risultaxy = (e + k)(¢" + kY =cc + ¢k’ + k¢ + kk € C(N) onde
N2 € C(N).

Sia, viceversa, N* € C(N); allora N- C(N) = C(N) - N € N? C
< C(N); inoltre C(N)* & un sottogruppo normale di N+ perché,
essendo N distributivo, N* & un anello e dunque, per ¢ € C(N) ed
x,yeN, sihaylx+c—-—x)=vx+ve—yx=vyc=cy=(x+c—
— x)y.

TEOREMA 6. — Sia N un j-stem e sia N = ¢ (N) una invmagine owmo-
morfa di N. Per x" € N? sia x € N? tale che ¢{(x) = x'; la corrispon-
denza j da N* a N* che associa o (j(x)) ad x' ¢ una involuzione su
N se e solo se j(Ker o N N?)C Ker ¢ N N2

Sia N = ¢ (N) una immagine omomorfa di N tale che j{Keron
MNN?) € Ker 9 NN Visto che N? = (¢{(N))?? = o (N?), V' ¢ N’ esiste
almeno un x € N? tale che ¢ (x) = x". Inoltre se ¢ (x) = e (X} (x, % e N»
ex—XeKerpNN e dunque j(x—X) € Ker T N? onde ¢ (j (x — £)) ==
=o(f(x)—o((X) =0¢e o(j(x)=q(jx).

Possiamo dunque considerare la funzione j: N> — N? definita po-
nendo j(x') = ¢ (j(x)) per x € N* tale che &' = o (x). Risulta =1
infatti, con le posizioni precedenti, si ha J*(x") = 7 (¢ (7 (x))); posto
x" = g (j(x)) esiste almeno un £ ¢ N? tale che x” = o (X"} e dungue
risulta ¢ (f (x)) = 0 (¥”) onde j{x) - %" € KeroNN? ed anche x —
— j{&"”) € Ker ¢ N N2 Ne segue che ¢ (x) = ¢ (j (")) e pertanto P x") =
=7 ) =e(Z") =¢(x) = x.
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Ora, Vx, ve N), Jx, ve N tali che 2" =9 (x), ¥ =09(y), ¢
T+ ) =G x4+ ) =0( &) + o) =7()+ 7). Analo-
gamente si vede che J(x'y) =7(y)j(x); ] & una involuzione su N°.

Sia viceversa, per x' € N’ ed x € N? tale che &' = ¢ (x), j(x') =
— ¢ (j(x)) una involuzione su N&. Se ¢(x) = ¢{&)(x, X € N?) allora
o(j(x)) =0(j(x). Sia yeKerpNN* ;risulta o(y)=0(0) onde o(j(¥)) =
= @(j(0)) =0 e percid j(y) e Kerg ¢ j(y) e N’ in quanto j ¢ una
involuzione su N&. Ne segue che j(Ker o N N?) € Ker ¢ 1 N°.

TEOREMA 7. — Sia N uno j-stem somuna di centro e j-ceniro. Se
N = (N} ¢ una immagine omomorfa di N con j(Kere N CKero N N?
allora esiste una involuzione 7 su N tale che N & uno j-stem somima
di centro e j-centro.

Nel precedente Teorema 6 ¢ stata infatti definita una involuzione
j su N? tale che N & uno j-stem.

Inoltre, per ipotesi, N = C(N) + K; (N) e dunque N = ¢(N) =
= @ (C(N)) + o (K; (N)). D'altra parte, ovviamente, ¢ (C(N)) € C(N)
e o {K; (N) C Kf(N) perché se z € K;(N) ed x € N, risulta Flp(z)-
o (x) =T (e (zx) = 9(j(zx)) = 0(xz) = o(x) - ¢(z); percid ¢{z)¢
€ K_(N) perché, essendo la ¢ suriettiva, o (x) descrive tutto N. Dun-

que N = C(N) + Ki(ﬁ)'

OSSERVAZIONE 8. — Sia N uno j-stem distributivo, sonmuma di cen-
tro e jcentro e sia N = ¢ (N} una sua immagine omomorfa tale che
i (Ker N N?) € Ker g NN%. Se C(N) e K;{N) sono ideali di N allora
C(N) e Kj(ﬁ) sono ideali dello j-stem N individuato come nel Teo-
rewia 6.

Intanto N & uno j-stem somma di centro e j-centro in virtii del
Teorema 7 e risulta distributivo perché lo ¢ N. Sia C(N} un ideale
di N, allora C(N) risulta un ideale di N in virti del Lemma 2 in
quanto N* € C{N) e dunque N’ = o (N*) C o (C{(N)} & C (KD,

Anche K; (N) & un ideale di N perche, essendo N*C C (N), valgono
le relazioni del Lemma 1 ed inoltre N & distributivo.

Un caso particolare notevole pud essere enunciato nascondendo
I'ipotesi aggiuntiva j(Ker ¢ NN?) € Ker g NN’ e meglio segnala la
portata del Teorema 7.

COROLLARIO 2. — Sia N uno j-stem distributivo somma di centro
e j-centro. Esiste una immagine omomorfa N di N ed una involuzione
7 su N? tale che N & uno j-anello somma di centro e j-centro.
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Poiché N & distributivo, A(N?) risulta un ideale di N che con-
tiene il derivato N” di N+, Se A(N? = {0} allora N & un anello =
I'asserto segue dal Teorema 7 per N = N,

Sia A (N*) == {0}; si verifica subito che j (A(N?) NN € A (N?)N N
¢ dunque N = N/A(N?) & una immagine omomorfa di N soddisfa-
cente alle ipotesi del Teorema 7 ed inoltre N & un anello. Di qui e
dal Teorema 7 segue subito ['asserto.

Un parziale inverso del Corollario 2 e in un certo senso anche
del Teorema 3 & fornito dal

TEOREMA 8. — Sia N wno stemt ed 1 un suo ideale con INN? = {03.
Se N = N/1 ¢ un j-anello somma di centro e j-centro, allora esiste
una involuzione j' su N tale che N risulta uno j-stem distributivo
somma di centro e J-centro.

Incominciamo con l'osservare che, in virtth del Corollario 1, N
risulta uno j-stem distributivo, con ' (x) = j {x + I)NN*> per x ¢ N
Dimostriamo che I € C(N) ﬂKj, (N): infatti, per xe N eie€l, si ha
JaD=7xi+DNN =/ (DNN=INN*={0} e pertanto j’ (xi)=0.

Visto che j° & una involuzione, riesce ix=xi=0(V xeN, Viel)
e dunque T C A(N); ma A(N) < C(N)HKT (N) (Oss. 4), da cui si
ha I'asserto.

Risulta C{N) = C(N)/I: infatti ovviamente C(N)/I € C(N) =
C(N) € C(N)/I perché se x + I € C{N) allora (V z € N) si ha (x + I)
(z+D)=(z+1){(x+1) e dunque xz—zxeINN’={0} onde xeC(N)
ex+IeC(N)YI

Inoltre X, (N) = Kj, (N)/I: infatti se x + IEKT (N)/T risulta, per
z+leN/L{(x2) = j(xz+ IDNN? = zx (perché x € Kj,(N)) e dun-
que zxej(xz+ I} onde /(xz4+ D =zx+ L

Ne segue che Kj. (N)/I < K; (N). Sia ora y + I € K; (N); allora
(VzeN) risulta j(yz+I) =zy+ 1. Ne segue che j(vz)=
= (yvz+DNN=(zy +I)NN? =2y onde yer.(N) ed y+Ier, {N)Y/1,
onde K; (N) = K]_, (N)/1.

Visto che per ipotesi risulta N = C(N) + K, (N) si ha N/I =
= C(N)/1 + K], {N)/I e cioé N/I = (C(N) + KF' {(N))/1.

Sia z € N e consideriamo z + I € N/I; esistono allora un ¢ € C (N)
ed un k¢ Kf. (N) tali che z+ I =(c+ k) + 1. Ne segue che z —
—{c-+k)e I € C(N) e dunque esiste un ¢ € C(N) tale che z — (¢ + k)=¢c.
Si ha dunque z=¢+4 ¢+ k e questo basta per concludere che
N =C(N) + K. (N).
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Le derivate di ordine frazionario ¢ gli spazi W, (©)
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Soatmarlo. — In questo lavoro introduciamo le derivate di ordine generalizzalo
per le distribuzioni in R?! e caratterizziamo gli spazi di Sobolev di ordine frazionario
W, () mediante tali derivate.

SUMMARY. — In this paper derivatives of generalized order for distributions on R?
are infroduced; in terms of such derivatives it is checked a characterization of the
Scobolev spaces of fractional order W: L.

INTRODUZIONE

GUELFAND e CHILOV in [2] definiscono la derivata di ordine gene-
ralizzato complesso: D* g, A € C, per una qualsiasi distribuzione g in R
con supporto sul semiasse x = 0.

Nel presente lavoro prendiamo le mosse da questa definizione
per introdurre le derivate parziali di ordine generalizzato per una di-
stribuzione in R? con supporto contenuto in un qualsiasi semipiano
del tipo x + ¥ = a con ae R,

11 risultato piti importante a cui perverremo sara una caratte-
rizzazione dello spazio di Sobolev di ordine frazionario W, (Q),

s € R, con tali derivate di ordine generalizzato:

+ 1 .. . .
seseR, ed s — > non € intero, e se {} € un aperto limitato

e sufficientemente regolare, W, (£2) & costituito da tutte e sole le fun-
zioni di L2 (R?) con supporto contenuto in { e con derivate di ordine
generalizzato D*u, con a € R: X R: e la|=oa + oz <5, sommabili
L7 in R%

Dimostreremo poi che per una u e Wi (), tali derivate di or-
dine generalizzato D*u sono dotate di tracce a quadrato sommabile

* Istituto Matematico « R. Caccioppoli ».
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. . N
sulla frontiera di Q@ per « € RY X R, e |a| = o + a2 <5 — 5e
che tali tracce non sono necessariamente nulle, a differenza di quanto
accade per le derivate di ordine intero.

Infine studieremo un problema associato ad una forma bilineare

in cui compaiono derivate d'ordine generalizzato.
La materia & cosi suddivisa:

nel n. 1 viene richiamata la definizione di derivata d’ordine ge-
neralizzato complesso cost come & esposta nel gia citato testo di Guel-
fand e Chilov e vengono esposte certe nozioni di cui si fara uso;

nel n. 2 si da la definizione di derivata parziale di ordine gene-
ralizzato per le distribuzioni in R? e si dimostrano alcune proprieta
di cui tali derivate godono;

nei numeri 3 e 4 si introducono vari spazi funzionali ¢ si per-
viene alla caratterizzazione di Wz (Q) di cui si & detto;

nel n. 5 si estende la diseguaglianza di Garding ad una forma
bilineare in cui compaiono derivate di ordine frazionario e si studia
un problema associato a tale forma bilineare.

1. - ALCUNI RICHIAMI

GUELFAND e Cuirov in {2] definiscono la derivata di ordine gene-
ralizzato L ¢ C' per una qualunque distribuzione g{x) con supporto
contenuto nel semiasse x = 0 mediante la posizione:

d g
(1.1} T =gxd.,y
dove:
xkﬁl
1.2 D, - —
(1.2) ) -y

Al fine di una pilt agevole lettura del lavoro, conviene richiamare
con qualche dettaglio i fatti principali attinenti alla definizione {1.1).
Nella (1.2) 1’: & la distribuzione corrispondente alla funzione:

x* per x >0
0 per x =< 0,

! Quando )\ ¢ R useremo l'cspressione « ordine frazionario ».
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La (1.3) definisce, per Rek > — 1, un funzionale regolare:

(", o) fxw(x)dx, o€ C(R)

0

che si prolunga, per Re h > — 2, A — 1 mediante la posizione:

1 oo

14y (&9 :fxw(x) ~ o) dx +unp<x)dx ION

A+l

o 1

Infatti il secondo membro della (1.4) ¢ defintto per Reh > — 2,
h = — 1 e fornisce una regolarizzazione dell’integrale [ ;Mp(x) dx in

guanto ad esso si riduce nel caso di una ¢ nulla in un intorno del-
I'origine.

In maniera analoga si prolunga xi nel semipianc Reh > —n—1
per A —1,—2,..., —n, ponendo:

(15) (", o) fx‘h[@(x)—cp(o%x;o'(ou

O

ul (n )(0) ]
(1*1)‘

1 (0)
+fx ‘P(‘)dﬂzﬁtk—l)f(wk)

La (1.5) definisce il {funzionale xi Vaizx —1,—2,...

Nel punti = —1,—2,... (x):r, o) come funzione di A, per ogni
fissata ¢ € C, (R), possiede dei poli del primo ordine ed il residuo
in . = — k & fornito da: M

(k — 1)!

Poiché ¢"-1(0) = (— 1)}~ (8"% 1 {x), ¢ (x)), il funzionale x]{ pos-

siede per A = — k un polo del primo ordine con residuo:

”(7 1)1 561 (%)
(k — 1!

{1.6)

Essendo x. per Rek > — 1 un funzionale regolare corrisponden-
te ad una funzione a crescenza temperata, €sso si pud prolungare in un
funzionale sullo spazio S (IR) delle funzioni a decrescenza rapida. I fun-
zionali x?; ottenuti, per gli altri valori di X, mediante prolungamento
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analitico, si prolungano anche essi sullo spazio S(R) (come risulta

ad es. dalla {1.5)).
Consideriamo ora la distribuzione x)jr /roeny; poiché I'(AL 4+ 1) pre-

senta nei punti — 1, — 2,..., — k,... dei poli del primo ordine, con
L 1%k—1

residuo in A = — k eguale a --g-k—l—)———, tale distribuzione, come fun-

zione di A, & prolungabile anche in \ = — 1, — 2,..., — k, e pertanto

risulta una funzione intera di .
Fissata ¢ € S, si ha, in base alla (1.6):

A
(17 (", ) i (x, ) Tes (x., 9)
' N o > —k

TO+1) T 1) res TOL+1)
= (§&=D (1), ¢) k=12...m...

h—1

Conseguentemente la distribuzione @, = ——E’l)— che compare nella
T
definizione di derivata di ordine generalizzato & una funzione intera
di A; si ha inoltre, per la (1.7):

(1.8) g = 6 (x) per k=012 ...1m...

e quindi:

d'g (%) (%)
d < = g * 89 (x) = g¥(x) per k=01 ...,1m...

cioe per A intero non negativo, la definizione di derivata di ordine
generalizzato restituisce 1'ordinaria delinizione di derivata di ordine
intero di una distribuzione.

Per il seguito & mecessario considerare anche la distribuzione x”
corrispondente alla funzione:

N { (— x) per x < 0
xX_ =
0 per x = 0

Per Re b > — 1 a tale lunzione si pud asscciare il funzionale re-
golare:

(1.9) ", ) :f(—xﬁ o(x)dx g & C(R)
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Tale funzionale si pud prolungare nel semipiano Rel < — 1 esat-
- bs . . .
tamente come si ¢ fatto per x',; anzi conviene scrivere la (1.9) sotto
Ia forma:

+ o

(1.10) (x’“,w-fx’“cp(_ Ndx = (2, 9(— 0,

o

cid che permette di applicare al funzionale x" i risultati ottenuti per ;\L
ponendo nelle formule ¢ (— x) al posto di ¢ (x) e quindi { — 1)* ¢* (0)
al posto di ¢'* (0).

In particolare la distribuzione x* al pari di x); & analitica ri-
spetto a L in tutto il piano eccetto che nei punti b= —1,—2,...,
punti nei quali presenta dei poli del primo ordine con residuo in
= — k dato da:

(111) res x); = Sﬂx)
L~k (k — 1)

. . . * . . . .
La distribuzione x_ /rg41y risulia funzione intera di ) e:

e
1. T = (— 1}-1gE-ny,
12 [ rix+1) ];._ﬁk T

E utile considerare anche e seguenti funzioni:

(x+iyP) =|x+iylerre=ttd con heCe x+iy#£D

xtse x>0
(x + {0 = lm (x+iy)={ _
Y0+ !xEl ell‘.‘. se x <0

Risulta ovviamente (x + i0) = xi +etx" per heC e x3£0
e tale eguaglianza permette di associare a {x + i 0) una distribuzione
analitica rispetto a A nel piano complesso : eccetto che nei punti
Ah=—1,—-2,..., — k...

Indicheremo col simbolo (x + { 0)* tale distribuzione osservando
che si tratta di una distribuzione regolare per Re A > — 1, nel qual
caso corrisponde alla funzione ordinaria (x -+ i 0}

Peraltro nei punti A = — k si verifica immediatamente, serven-
dosi della (1.6) e della (1.11), che xt e ™ x" hanno residui opposti

+

. . . . . . . . kS - I
e quindi, essendo tali punti dei poli del primo ordine per x, e e x’

13
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si ha che (x + {0 & prolungabile anche in tali punti e risulta per-
tanto una funzione intera di A.
Naturalmente la rappresentazione:

(1.13) (x 4+ i0f = &, + ePx"

valida nel senso ordinario ¥ A € C e V x20, & valida nel senso delle
distribuzioni solo per Az2 —1,—-2,...,—k, ...

E da osservare ancora che si pud dimostrare che la relazione di
limite:

{1.14) lim {(x + iy} = {x + {0O) YheC e YVaxz0
y—0+

valida nel senso ordinario per definizione, risulta valida anche nel
senso delle distribuzioni V A € C.

Occupiamoci ora della trasformata di Fourier della distribu-
zione x)_;, osservando che c¢i0 ha senso perché, come si & detto, xt
pud® considerarsi una distribuzione temperata.

All'uopo supponiamo in un primo momento — 1 < Rex < 0. In tale

. PO . . N % ey
ipotesi, introdotto un parametro t > 0, la funzione ordinaria x° e™™
risulta sommabile in R e quindi ha senso considerare la trasformata
di Fourier:

+ o IS
(1.15) F(xl+ e ™) :fx" e e dx = J x* e dx,
essendo s = — £+ i1 e quindi Ims =<1 > 0. E facile vedere ora,

sfruttando il teorema di Lebesgue, che x); e ™ tende a xi nel senso
delle distribuzioni quando t—0; quindi, per la continuiti della tra-
sformata di Fourier in &', la trasformata di Fourier della distribuzione
957:_ risulta il limite nel senso delle distribuzioni di F(JC)L+ e ™) per v
tendente a zero:

(1.16) F(x") = limF(x e™).

D'altro canto vale l'eguaglianza:

+

{1.17) F(x}; e~y = fx’“ edx—ie (=& +im) T+ 1)

]
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Da (1.16), (1.17) e (1.14) segue allora che:

F(x.) = imF(x e ™) = limie (=& +ix)IT(h+ 1) =

=i T(—E4i0) T +1) ~1<Rek<0
che riscriviamo:
F(x')=ie 2 (—E+i0) T+ 1)

L'ipotesi Re ) < 0 assmura che Re(— A — 1} > — 1 e quindi l'ul-
tima eguaglianza fornisce F(x )} come distribuzione regolare.

Poiché (— & + i0)*1g funzmne intera di X, si pu® vedere [nota
(1) pag. 171 di GueLEAND-CHILOV [2]] che F(x } si puo prolungare
in tutto il piano A eccettuati i pumti A= — 1, — 2,, =k, .
cui & singolare T' (L 4 1).

Si ha quindi, in definitiva:

(1.18) F(x") = feil’:'(—&+50)—*—lr(x+1)

per At —1, -2, —k, ... risultando F (x } regolare per Re A< 0.
Per la (1.13) si pud anche scrivere: :

-l

(1.18") F(x') =iT (L + 1) [ei’%%:“ e

per A0, F1,xF2,...,% k...
L

Ovviamente F} - -
rTin+1)

la rappresentazione:

J risulta una funzione intera di » e vale

x" At - e
1.19 F = fe 2 e TR
(1.19) (F()\v—f-l)) ifle & e e, 1

per A=0,1,2,... k...
Ne deriva quindi che anche la distribuzione F (®;) ¢ una fun-
zione intera di A e vale la rappresentazione:

xkk] al s T
{1.20} F(®.,) = F(F(—)\.)}m e 7€ +e 3

per A= — 1, —2,..., =k, ...
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Inolire F (®_:) risulta una distribuzione regolare per Re h > — 1.
In particolare per » = n € N, la (1.20) da:

F(@.)=e 2[(-1"E + §1] = i"E"
Si osservi ancora che dalla 1.20) segue:
(1.21) [F(®,)| = |EP per h reale e A > — 1.

Nel seguito adoperemo il simbolo &_; per indicare la trasformata
di Fourier di ®_;.

Osservazioni sulla definizione delle derivate di ordine genera-
lizzato.

Nella definizione di derivata di ordine generalizzato ora data,
I'ipotesi che [a distribuzione in R, g(x), abbia supporto nel semiasse
x = 0 ha lo scopo di fissare Ie idee, essendo essenziale la sola ipotesi
che il supporto di g(x) sia limitato inferiormente.

In tal caso infatti, poiché anche ®_, ha supporto limitato infe-
riormente, ha senso la convoluzione g * ®_; e quindi la definizione
dh g
d x>

Tale definizione restituira al solito, per » € N,, la definizione di
derivata di ordine intero di una distribuzione, avendosi, per la (1.8):

d'g (k) )
— R =gx =g x 8P (x)=g per k =0,1,...
d x*

Aggiungiamo anche che ulteriori considerazioni sulle derivate di
ordine generalizzato, nel caso particolare che g(x) sia un’ordinaria
funzione di una variabile reale definita per x = 0 e localmente inte-
grabile, si possono trovare nel lavoro di A. ZyamMunp [13].

3. - DERIVATE DI ORDINE GENERALIZZATO PER DISTRIBUZIONI IN R?

Sia » un biindice complesso & = (A, A2} con A e A: appartenenti
a C; introduciamo la funzione ordinaria, definita in R%:

N1 % -1 ah! vl se x>0
xl 1 .
1) @ (ny) = —F - 2t ] T T ey>0

() TOw

0] altrimenti
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Se Reh >0 e Red >0 tale funzione coincide col prodotto
diretto delle due distribuzioni regolari:

- Yl!—l o (s y):r—li
1() T O) € ® W I‘()&z)

Peraltro il prodotto diretto:

(2.2) @, (x) X @, (y)

ha significato per ogni coppia (hi, ) ed ha come supporto Q =
={{x, R*:x =0,y = 0}.

Ebbene continueremo ad indicare tale prodotto diretto con
@, (x, y), precisando, quando se ne presenti la necessita se ci si rife-
risce alla funzione definita dalla (2.1) oppure alla distribuzione defi-
nita dalla (2.2). Si osservi che la (2.2), come funzione della coppia
A = (hs, A2) € analitica rispetto ad entrambe le variabili.

In base alla definizione di prodotto diretto ed alla proprieta com-
mutativa di cui gode quest'ultimo, risulta, per ogni  (x, ¥) apparte-
nente a C, (R):

(23) (@ (5 9), 9 (5 7)) = (@, (0); (@, (3,9 (x, )
= (@, (9, (@, (), ¥ (x, )

Poiché ®, (x) e @, (¥) possono prolungarsi in distribuzioni sullo

spazio S(R), segue daHa (2.3) che @, (x, ¥) si pud prolungare in una
distribuzione sullo spazio S (R?).

Sia ora g{x, ¥) una distribuzione in R? col supporto concentrato
nel primo quadrante Q; possiamo definire la derivata di g (x, v) di or-
dine generalizzato | L[> =\ + %2 € C, A rispetto a x, A, rispetto a ¥,
mediante Ia posizione;

i g

(24) Dig = = g ¥ @ (n )t

La convoluzione a secondo membro ha senso, infatti si ha, per
ogni ¢ appartenente a C (R?):
(25) (g @, §) = (g(x,3) x @, (2, y2), & (2 + Xz, ¥ 4 y2))
(g (xi, y1), {© (%2, 92), Ui + x2, 11 + 32))

* Dato il biindice compiesso h = (v, A € C? diciamo lunghezza di A il numerc
complesso | A | = + ke

* Analogamente al caso di una variabile, quando } & un biindice rcale si parlera
di derivala di « ordine frazionario ».
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Detto K il supporto di ¢, poiché K & compatto si possono deter-
minare un 7 = 0 ed un k > 0 tali che:

(ke + %2, m + ¥) ¢ K Vi(x,y)eQ Vx=h Vy=k
Quindi risulta:
(Do (2, y2), W (1 + 22,90+ 32)) =0 Yoz=he Vy=k

Ne segue che lintersezione del supporto della distribuzione
g (%, ) e del supporto della funzione (@, (x2, 2), ¥ {xi + x2, ¥1 + 3))
& limitata e pertanto la convoluzione (2.4) ha senso.

Inoltre la (2.4) definisce una distribuzione ancora concentrata
in Q. Infatti supponiamo che sia ¥ € C. (R?) e supp N Q = ®; allora
fissati comunque % =0 e v; =0 risulta supp § (xi+ %, M+ ¥y)NQ=&;
quindi la funzione di {x/, y1)

(D (22, v2), $ (1 + 22, 90 + ¥2))

¢ nulla per v, 20 e v = 0 ed ha pertanto supporto contenuto in
R? — Q, disgiunto dal supporto Q di g(x;, y1). Dalla (2.5) segue per-
tanto (g * @, ) = 0, cioé quanto asserito.

In base alla (2.3) risulta:

M [
(2.6) oMg _ aMg
d xM 9y~ g y* d xh

Inolire si verifica facilmente che, se h = (A1, h2), v = (pu, pa):
(2.7) Dk+p.g — Dl D g
dove A+ = (h 4 i, M2 + Pk

OSSERVAZIONE. — Se A = (A, A2) € No X N, allora la derivata di
ordine generalizzato g * ®_, di g coincide con la derivata nel senso
delle distribuzioni D* g, ciog:

(D * g o) = (— DM(g(x,»), Do {x, ¥)) VeoeS(RY
Infatti risulta:

(@5 % g o) = (glx, y) X O (%2, %), 0 (0 + X2, 3 + ¥2))
= (g (x0, y), (@ (2, 1), @ (1 + 32, 31 + ¥2)))
= (g (x1, y1), (<D_;_l (x2) X @ (v2), © (%1 + x2, 91 + y2))
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Di qui, tenendo presente la (1.8), segue:
(@ * g, 0) = (g(x, n), (B™ (x2), (8% (y2), ¢ (%1 + 2, Y-k ¥2))))
= (g (x, 1), (B (x), (= 12 (DY ) (11 + 15, 71)))

= (g (x:, 3), (= D4 (D} D ¢) (x1, 1))
=(— 1M (g(xy), D" ¢ (x,y))

Poiché @, (x, v) € §’ (R2) ha senso considerarne la trasformata di
Fourier, e poiché ©., si presenta come prodotto diretto di ®_, (x) e
1

di D, (¥) si ha:
Pa(En) =0, By x o, (n)

Tenendo presente la (1.20), si ha allora:

i = —in Frl —a =
(28) B Em) = (e TE 4 e TEY) k(e Tyt 4 e 2k
Supponiamo ora M e X; reali e maggiori di — 1: i due funzionali
al secondo membro della (2.8) sono regolari e quindi il loro prodotto

diretto & un prodotto ordinario. Si ha pertanto:

k3

ei()v”-)q) 7 El' 1—]}‘1 per E > 0’ N> 0
ef(}‘1_)"z)g Ekl (_ ,n)]\l ) E‘ > 0 T < O
(29) D€ 1) = |
i,y
e 2 (P E<0,n>0
—E RS
P (B (— E< 0,1 <0
Risulia evidentemente:
(2.10) O (&) =& n

da cui, ponendo ¢ = (&, 7):

(211) (D (B = [Efar = [
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Si osservi che, se A = (A, ) € No X N, allora si ha:
(2.12) Gy (B, m) = iMEN - Pamh= P BN b
da cui, posto { = (&, 1), si trae:

(2.13) b (L) = iMT

Cosi come nella defmizione di derivata d’ordine generalizzato per
una distribuzione in R, g(x), & inessenziale l'ipotesi che g{x) abbia
supporto sul semiasse x > 0, essendo sufficiente Fipotesi che il sup-
porto di g(x) sia limitato inferiormente, allo stesso modo nella defi-
nizione di derivata di ordine generalizzato per una distribuzione
g (x, vy} in R? I'ipotesi che g (x, ¥) abbia supporto nel primo quadrante
serve solo a fissare le idee e pud essere sostituita, ad esempio, dal-
I'ipotesi che g(x, y) abbia supporto contenuto in un dominio trasla-
bile nel primo quadrante, e ciog¢ in un dominio del tipo [a, + e [X
[b, + [ con a e b elementi di R; si verifica facilmente infatti che in
tale ipotesi la convoluzione g * ®_; ha ancora senso e quindi si pud
porre D* g = g % @_,.

Pitt in generale ancora, ricordando che la convoluzione di due
distribuzioni in R" ha certamente senso se esse hanno supporti con-
tenuti in due coni aventi lo stesso asse, uno di ampiezza minore od
uguale a =, I'altro di ampiezza strettamente minore di = (cfr. HORMAN-
pER [3] pag. 17), ed avendo osservato che supp @, = supp D, {(x) X
X supp ©_, (y) = ([0, + o[ si pud concludere che la convoluzione
g * ® ha certamente senso per ogni distribuzione g (x, y) in' R’ con
supporto contenuto in un semipiano del tipo x + y = a conae R e
quindi per una tale distribuzione avra senso porre:

Dlg =g ¥ (43 IR

In particolare potremo considerare derivate di ordine generaliz-
zato di una qualunque distribuzione in R* a supporto compatto.

Si osservi a proposito che se g(x, v) ha supporto compatto K,
si ha, per h = (h, M) € C:

suppD* g = suppg * ;. S suppg + supp ®.» = K + ([0, + [}

avendo indicato con A + B la somma vettoriale dei due insiemi A e B.
Tale inclusione non permette di asserire che le derivate di ordine
generalizzato di g sono a supporto compatto come g. Vedremo in se-
guito che c¢id in generale non & vero.
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- 3. - CARATTERIZZAZIONE DELLO SPAZI0 H; MEDIANTE LE DERIVATE DL OR-
DINE FRAZIONARIO

In S (R") si definisce il prodotto scalare:

(3.1) (1, v), = (zn)—”f(l CEPY ae)d(E)dE
e la norma

(3.2) lulf =@ n)-"f(l +EPY [a®)f dt

dove si & posto #(E) = [ e ™ u (x) dx.

Si denota con H*{R") o anche H® il completamento di S{R") ri-
spetto alla norma (3.2); I (R") risulta uno spazio di Hilbert ¢ pud
essere identificato con lo spazio delle distribuzioni temperate u tali
che @i ¢ una funzione ordinaria per cui

(zfc)—"f(wlalzr A PAE < + o

munito della norma (3.2)%

Per se N, H*(R") coincide algebricamente e topologicamente con
lo spazio di Sobolev W*{R") ed in particolare si puo identificare H° {R")
con L?(R"); invero si verifica facilmente che per s € N, la norma (3.2)
& equivalente alla norma:

%
Wi = ( I\Z:‘ fi D uld x]
R

Evidentemente sussiste 1'implicazione:

2]

s<t=[lufl < ffall

e quindi H* > H per 5 < .
Sussistono le seguenti proposizioni (per le dimostrazioni cfr.
O. A, OLEINIK e E. V. Rapkrvic [8]):

ProOPOSIZIONE 3.1, — Se {u,.} & una successione di elementi di H'
avenlti tutti supporto contenuio in un medesimo insieme compatio e
le cui norme sono limitate, allora {w.} ¢ compatta in H* per s < 1.

* Lo spazio H, per s 20, pud anche definirsi come codomirio, opportunamente
normato, dell'operatore potenziale di Bessel (cfr. Stein [107).
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PROPOSIZIONE 3.2, — Se 1 € H**(R") con 21 >n ¢ se k é un in-
tero non negativo, allora w € C% (R,

PROPOSTZIONE 3.3. — Sig 51 < 52 < s1; allora Ve>0e Vue Hs
vale la diseguaglianza:

lall = elulp +Clul

dove C. & una costante dipendente da =, 51, 52, 53.

Sia O un aperto limitato di R"; conformemente alla notazione
adottata da VoLEVICH e PaNEYAKkH [12], diciamo Hj (R") lo spazio delle
delle distribuzioni di H con supporto compatto contenuto in {. Nel
presente paragrafo ci riferiremo per semplicita a distribuzioni in R,
ma i risultati ottenuti sonc validi anche in R

Sussistono i seguenti teoremi:

TEOREMA 3.1 — Se Q & un aperto limitato di R ed s e R, lo spa-

zio Hj (R) coincide con lo spazio delle distribuzioni a supporto
compatto contenuto in 0 dotate di derivate di ordine frazionario

5

o€ [0, s] sommabili 1? in R; risulta inoltre, Vue H, (R) e V a € [0, 5]:
(3.3) D e flo = [ ut s

Dim. — Cominciamo col dimostrare che se u € Hj (R) allora
Vaef0s5], DPu=u*d®_, e L?(R). Osserviamo intante che l'ipotesi
che Q sia limitato consente di dare significato a D*u Ve e C e, in
particolare, Vo € [0,s]; inoltre, in base ad un noto teorema sulle
convoluzioni (HORMANDER [3] Teorema 1.7.6), l'ipotesi ue §'e @_, € &
comporta che u * ®_, € § e:

VAN R
(3.4) u*x®_,=1a. .0,

Poiché & a = 0, &_, risulta, in base alla (1.20), una distribuzione
regolare al pari di # (che, per il teorema di Paley-Wiener, ¢ una fun-
zione intera) ed inoltre, per la (1.21), risulta:

(3.5) bl =

Ne segue, per a € [0, s]:

(3.6) 12 @ P < (14 [EPF|aP < (14 ]EFy]al
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Dalla (3.6) si deduce, per 'appartenenza di u ad H*:

b, el? Vaells]

Diciamo g (x) Vantitrasformata di 4 - ®_, in L2(R)

g () = lim (2 w)—lfef-v% 4 () b, (E) dE
i.m. 2 fE_'\Sh

Risulta g.(x} e L*(R) e quindi g.(x) € S"; allora, poiché i due
elementi di 8", g, ¢ u* ® ., hanno la stessa trasformata di Fourier
@ & . deve aversi:

R
im.2 |elsh

(3.7) U*®, = g.(x) = lim fef»% A () &, (E) &
e quindi D"y = u * ®_, € L2(R) per o € [0, s].
Dalla (3.6) e dalla eguaglianza di Plancherel segue poi la (3.3).
Viceversa supponiamo che u# sia una distribuzione a supporto
compatto contenuto in 3 dotata di derivate di ordine frazionario
o € [0, 5] sommabili L?(R): dobbiamo dimostrare che 1 ¢ H*. Poiché

VAN
Dru=ux®_,eL*(R) Vae[0,s] si ha che uxd_, € [2(R) Vae[0,s].
Quindi, tenendo presente la (3.4):

N\ .
lur @ P=|d -0 F=|af -|&®el Vael0,s]

i

In particolare risulta [# e L', |4 . |E® ¢ L!; ma si ha anche:

(L IEP [af =20 +[EP)|afel

e quindi, come volevasi, u € H*.

TEOREMA 3.2 -— Sia Q un aperto limitato di R e s€ R, sia {# Juen
una successione di elementi di H; (R) ed u e Hj (R.). Allora condi-
zione necessaria e sufficiente affinché {u,}uex tenda ad u in H; (R) @
che ¥V a € [0,s] la successione delle derivate {D® ity lnen tenda a D* u
in L2(R).

Dim. — Che la condizione sia necessaria & una banale conse-
guenza della (3.3): dimostriamo che & sufliciente. In base alla egua-
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glianza di Plancherel e tenendo presenti fa (3.4) e la (1.21), possiamo

scrivere;
/\\
fD“u,, —Drulldx = (2n)‘1f} D* (., — )P d &
R R
VAN R
=Q2n " [|w—ul- |®PdE
R
VAN
= (Zn)“fiu,l—u [P |EPdE
R
Quindi:
VAN ‘
(3.8) lim | |tn—ul|EP*dE = 0 per a € [0, s]

R

D’aliro canto risulta:

» , VAN
(3.9) by = ul]] = (2 n)'f(l +IERY Jun—uPdE

S(Zﬂ:)‘%*{f}tﬁuéz dt +fu{:\u[2 | &> dE)

Da (3.8) e (3.9) consegue

lim || e, — ulls =0 e ciod w,—>u in H; (R).
il

OSSERVAZIONE 1 — Se u & una distribuzione a supportio compatto
in R, la derivata di ordine generalizzato D"u = u % ®_, con a€C
¢ una distribuzione di S’ intera come funzione di a al pari di ®-,.
Infatti, intanto si ha che per ogni distribuzione f dipendente da un
parametro L ¢ C sussiste I'equivalenza:

(3.10) (f. intera rispetto a &) & (f intera rispetto a )

che si dimosira facilmente tenendo presente che:

(f)w (P) = (f)\‘l(@) VCP €S
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In base alla (3.10) possiamo quindi asserire che ®_, risulta funzione
intera di o in quanto tale ¢ ®_,. D'altro canto, come gia si ¢ dimo-
strato nel corso della dimostrazione del teorema 3.1, dall’essere u ¢ &
e ®_, € S segue che u * ®_, € § e vale la (3.4); pertanto:

AN R .
(3.11) VoeS (¥ Do, 0) = D, 0)= (D, i o0)

dove i - ¢ & ancora elemento di S in quanto 4 & una funzione di C~
a crescenza lenta per il teorema di Paley-Wiener.

Dalla (3.11) segue che u/*\fb,a & intera rispetto ad a al pari di
®_, e quindi l'enunciato, tenendo ancora conto dell’'equivalenza (3.10).

Osserviamo che sostanzialmente si & dimostrata la seguente im-
plicazione relativa alle convoluzioni dipendenti da un parametro:

e, vel e intera u * ¥ & una distribuzione
rispetto a h e C di 8 intera rispetto a h |’

OSSERVAZIONE 2 — Sia u € H, (R) con Q aperto limitato di R:
in base al teorema 3.1 le derivate di ordine frazionario D*u con
o € [0,5] sono delle funzioni di L?(R) che, contrariamente a quanto
succede per le ordinarie derivate distribuzionali, non sono tenute
ad avere il supporto contenuto in {); anzi, in generale, questa circo-
stanza non si verifica.

Per renderci conto di cid basta tenere presente che D*u & [un-
zione intera della variabile complessa «; se D*u fosse a supporto
contenuto in @ Ve € [0, 5], risulterebbe a supporto contenuto in
anche Vo e C, in base al principio di identita delle funzioni olo-
morfe. Infatti, per ¢ € C_ (R — 1) si avrebbe:

(D*u, @) == 0 ¥ oe[0,s] e quindi

{D*u,9) =0 YVaecl.

In particolare sarebbe a supporto contenuto in ), per u e C. (Q) e

. . . . . _ —_ e
positiva, la distribuzione D™’ u. Ma, essendo D' u=ux @ =ux*x’ =
X
= [u(E)dE cid & manifestatamente assurdo.

Beninteso, per gli & € N, {che sono punti isolati di C) D" u, coin-
cidendo con l'ordinaria derivata di ordine intero della distribuzione i,
& a supporto contenuto in ) al pari di w.
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OSSERVAZIONE 3 — Sia © un aperto limitato di R ed s € No; per
il generico elemento u € W, (Q2) indichiamo con U il prolungamento
nullo fuori di

u in 0

0 in R — &

U ovviamente appartiene ad Hj (R) e pertanio per la U ha senso
considerare le derivate di ordine frazionario minore o uguale ad s,
D= U.

Quando a & intero il supporto di D*U & contenuto in ) (vedi
osservazione 2} e si presenta naturale la seguente questione:

che relazione c'¢ tra le restrizioni D*U/q e le derivate deboli
D*u della originaria u e W, (£2)?
Ebbene si vede facilmente che D* U/, = D* u. Infatti si ha:

jDuU.@dx — (— I)“fUD“cpdx VoeCo (R)
R

R

Tale relazione vale in particolare per le 9 € C) (Q) e quindi:

fD“U/n-(pdx = (— 1)‘*fu Do dx

1) 0

e cid dimostra appunto che D*U/n coincide con la derivata debole
D*u i w in Q.

Indichiamo ora con ( un aperto limitato di R’; ragionando come
si & fatto per dimostrare il teorema 3.1 si pu® provare che vale il
seguente teorema:

TEOREMA 3.1’ — Se s € R, ed Q & un aperto limitato di R?, al-

o ?

lora H} (R?) coincide con l'insieme delle distribuzioni u a supporto con-
. =, 3 . . . ] + -+

tenuto in O e con derivate di ordine frazionario D*u con € R, x R,

e fale[0,s], sommabili 12(R?),

Allo stesso modo pud essere riformulato nel presente caso il teo-
rema 3.2, nonché le osservazioni che lo seguono.
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4. - CARATTERIZZAZIONE DELLO SPAZIO DI ORDINE FRAZIONARIO W, () ME-
BIANTE LE DERIVATE D'ORDINE FRAZIONARIO

A questo punto ha interesse chiarire la relazione tra lo spazio
H; (R?) da noi caratterizzato col teorema 3.1 in base al comporta-
mento delle derivate di ordine frazionario, con alcuni spazi di Sobolev
generalizzati.

Ci atterremo prevalentemente alle notazioni a definizioni di E
Magengs [5], Ne¢as [7], di VoLEvicH e PaneEYAKH [12] e di SLoso-
peECKiT [9] e faremo riferimento al caso s € R e 0 € R? perché & ad
esso che siamo interessati.

Se s € N, si indica con W*{(Q), come & noto, lo spazio delle fun-
zioni di L?() dotate di derivate deboli D*u sommabili L2(Q) fino
all'ordine s, normato con la norma:

I o = I, [ 1D ufds

Tale spazio normato, come & noto, & uno spazio di Banach e co-
stituisce uno spazio di Sobolev classico,

Se s e R] — N,, si indica con W’(Q) il sottospazio di W™ (Q)
costituito dalle funzioni u € W (Q) per cui:

f f’Datl(X)f__Duu(y)|2 dx dy<+ e per IQ[Z{S]

fx -y JZ+2($—[3])

avendo indicato con {s] la parte intera di s.
Tale spazio W*({)), normato con la norma:

(4.1) | u Hw ()

|a| <Es]

[D"‘Lf(x) — D u{y)f
s mf j dx dy

JZ +2s—Es3)

fD"‘ude—f—

riesce uno spazio di Banach cui si da il nome di spazio di Sobolev-
Slobodeckii o anche spazio di Sobolev di ordine frazionario.

E noto che W*(Q) coincide con il completamento rispetto alla
norma (4.1) del sottospazio C~" (1} di C~(£) costituito da quelle fun-
zioni per cui tale norma ha senso (cfr. VOLEVICH e PANEYAKH [12]

pag. 25).
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Ricordiamo che per s € RY — N,, W*(Q) puo essere definito an-
che come il sottospazio di W () costituito delle funzioni u con dexi-
vate deboli D* u di ordine [s] appartenenti ad uno spazio di interpo-
lazione tra W'(Q) e W°(1) = L?(Q) ottenuto col cosidetto metodo
« delle tracce » di Lions e denotato con T'=° da Apams ([1] pag. 204)
e T(W (), We(Q), 2,1 — o) ¢ da E. MAGENES [5] ove o =5 — [s].

Noi ci atterremo alla definizione data prima, mediante l'uso della
norma « intrinseca » (4.1} ricordando peraltro che le due definizioni
si equivalgono se & = R?, oppure se Q & un semipiano di R?, oppure
se ) & un aperto di R? di classe C' e con frontiera limitata (cfr. teo-
rema 7.4.8 di Apams [1]).

E noto poi che W (R?) = H*(R?) in senso algebrico e topologico,
avendosi 'equivalenza delle due norme | ¢ s € || 2 [|s (cfr. VOLEVICH
e PaNEvaku [12] pagg. 24 e 25)

E anche noto che se & & un semipiano di R? o ¢ un aperto di R?
di classe CU11 e con frontiera limitata, W° (Q) coincide in senso alge-
brico e topologico con l'insieme delle restrizioni degli elementi di
W (R?) = H* (R?) ad Q, normato ponendo:

el = inf [ U [|wern
UeWs({R2}
U,’u:u

Si indica poi con W, (Q) la chiusura di C. (2} in W*(Q).

Si osservi a questo punto che, se s ¢ intero, detto @ il prolunga-
mento nullo fuori di £ di una u definita q.0. in 2, vale banalmente
una maggiorazione del tipo:

(4.2) | [lwerey = K [l [l o VuecC, ()

Infatti per s intero si ha addirittura l'eguaglianza

| @t fwscrey = || 2t} WS () VueC (f2)

Dalla (4.2) si deduce che, se s & intero,
it € W (R? VueW (@)

e che I'operatore u—ii & continuo da W, {Q2) a W*(R?) qualunque sia
l'aperto Q di R.

Nel caso perd che s non sia intero, una maggiorazione del tipo
(4.2) non & per nulla banale; cid perché nella norma || # ||lwsz com-
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paiono integrali del tipo:

& 5 o 57 2
f f__JD alx) D aymp o,
R? Rz

lx -y J2+2(Sk[.‘f])

che per le u € C (©) non possono identificarsi con gli stessi integrali
estesi ad X0 in quanto per le ue C” (Q) supp. D" (x) - D i (y) | £
Z 0 X Q. Tuttavia, se Q) & un aperto limitato sufficientemente rego-
lare, si dimostra che una maggiorazione del tipo (4.2) e la conseguente
continuita dell’operatore u— i da W, () a W* (R?) continuano a va-
lere anche per s non intero, ad eccezione di una infinita numerabile
di valori di s, e precisamente ad eccezione dei valori:

3
’ 2 r

1 1
> ..,n+72' s ey EN,.

Cio discende dalla seguente:

PROPOSTZIONE 4.1. — Sia s € R} ed Q limitato e di classe CL'*!:
Poperatore u—»ii & lineare e continuo da W, a W (R?) se e solo se

1
S—ff}éNo-

1, . . R .
Se 5 — 5~ ¢ un intero, il prolungamento nullo fuori di O di una

funzione u € W, (Q} in generale non appartiene a W (R% (cfr. ad es.
E. MAGENEs, [5] teor. 6.2, nonché LI0ONS e MAGENES [4,1] teor. 24, e
per i valori eccezionali cfr. il contro esempio di LIoNs e MAGENES
[4,11] pagg. 320-321).

Infine, seguendo una notazione di Volevich e Panevakh, posto
b= (E) = (1 + |EF)Y” con £ € R?, denoteremo con H. (2) il comple-

tamento di C;(f)) rispetto alla norma:

Tul? = W](l +IERY |a(E)P dE

Lo spazio di Banach H) (Q)} & dungue un sottospazio chiuso di
H*(R?) ¢ la norma di un elemento di H! () coincide con la norma di
tale elemento in H* (RY).

E naturale ora domandarsi quale sia la relazione tra lo spazio
H: (R?) = {u € H* (R?) : supp u# € £} da noi caratterizzato con il teo-
rema 3.1" e gli spazi ora richiamati.

IR}
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A tale quesito risponde il seguente teorema che si deduce facil-
mente dal lemma 3.4 di VorLevicH e PanEvakn [12] e dalla proposi-
zione 3.4.

TrorEMA 4.1 — Sia s € R] e Q € RY; allora:
a) H (R?) & un sottospazio completo di H' (R?);

b) se @ ha la proprieta di segmento, si ha:
H; (R?) = H; (2) € W, (O)

in senso algebrica e topologico;

¢) se Q ha la proprieta di segmento, ed inoltre si presenta uio
dei tre cast seguenti:

c) s € No; o) Q =R ) Q limitato e di classe ClH1t1 ¢ 5 —

] o
— ¢ N°;

allora si ha H, (R?) = H () = Wi (Q) in senso algebrico e topolo-
gico. Se, essendo Q1 sempre limitato e di classe C¥Iti, 5 — % & in-

tero, P'ultima eguaglianza non sussiste avendosi l'inclusione propria
H' () c W, (Q)

Dim. — Al fine di dimostrare il punto a), si osservi che se {1t fuex
& una successione di elementi di H}, (R? che converge ad una u € H*(R),
poiché & ||l < [[at|ls, la {2ta}eex converge ad u in media quadratica.
Si puo allora estrarre dalla {:}een una successione {H"k}keN che con-

verge q.0. in R? a 1; ne deriva =0 q.0. in R* — Qe quindi ue I (R?).
Il punto a) & cosl dimostrato.

Dimostriamo adesso il punto b); per quanto riguarda I'egua-
glianza Hj (R?) = H' (Q2) essa discende dal lemma 3.4 pag. 20 di vo-
1EVICH ¢ PaNEYAkH [12]. Ci limitiamo soltanto ad osservare che 1'in-
clusione H. (02) © Hj (H) & banale ¢ vale qualunque sia £ e che la
proprieta di ammissibilita per Q, richiesta nel lemma 3.4 di Volevich
e Paneyakh per dimostrare 'inclusione inversa, equivale alla proprieta
di segmento.

Dimostriamo l'inclusione H' (Q}c W, (@). A tale scopo si osservi
che H!(Q) e W, (@) sono completamenti di €7 (Q) = {ueC] (RY):
supp u © Q) rispettivamente rispetto alle norme |fu s e || 24 Hweas
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Risulta:
Fot ey = 1] e fhweewey = K Jf e |)s VueC ()

avendo tenuto conto dell’equivalenza delle norme | u |}, e Vet |fwecres
La maggiorazione scritta dimostra l'inclusione algebrica e topo-
logica di H () in W, ().
Relativamente al punto ¢) cominciamo con l'osservare che, se
5 € No, si ha:

Fulle = Ko lhewy = Kju]

we(n) Vue C(Q)

e quindi resta dimostrato che W’ (Q) & contenuto in H! (£) in senso
algebrico e topologico; pertanto in tale caso, supposto sempre che )
abbia la proprieta di segmento, vale I'eguaglianza asserita in c) in
senso algebrico e topologico.

Alla stessa conclusione si perviene ovviamente nell'ipotesi c,).

Consideriamo ora il caso che O sia limitato, di classe CH! ¢
n 1 3 1

seR) — L mT e — b

s € R {2 s 37 » 1 5 }

In queste ipotesi, per la proposizione 4.1, 'operatore di prolun-
gamento nullo #—# & continuo da W, (©2) a W*(R?); quindi 3K > 0:

i flwaey = Kl wllw o Vue W (Q)
Varra allora anche una maggiorazione del tipo:
Hafls =< K atflw o VueC, ()
e quindi l'inclusione algebrica e topologica:

W, (Q) € H' ()

nonché l'eguaglianza:
HY (RY) = H (9) = W’ (@)

sempre in senso algebrico e topologico.
Consideriamo infine il caso che, £ essendo sempre limitato e di

. o . . . 1 3
classe C*!*! s coincida con uno dei valori eccezionali EA AR

x

i . . .
n —+ EIERE In questo caso, in base alla proposizione 4.1 esistono
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funzioni di W (Q) che (prolungate a zero fuori di Q) non apparten-
gono a W*(R?) = H*(R?) e quindi non si trovano in H (Q).
1l teorema 4.1 & cosi completamente dimostrato.

()SSERVAZIONI

Nel teorema 4.1 l'ipotesi @ © R* & stata fatta perché ¢ in tale
ipotesi che stiamo studiando H (R%), ma & ovvio che il teorema con-
tinua a sussistere se {3 & un qualsiasi aperto di R"

E da osservare infine che per denotare la chiusura di C; () in
H’ (R non abbiamo ritenuto opportuno sostituire il simbolo H. {)
(adottato da Volevich e Paneyakh) col simbolo H. (Q), perché tale
secondo simbolo ¢ abitualmente usato per indicare la chiusura di
C”(Q) non in H°(R?) ma in H*(Q), essendo H° () lo spazio di Ba-
nach, definito col cosiddetto metodo di interpolazione « complesso »,
che viene detto spazio potenziale di Bessel e, talvolta, spazio di Le-
besgue, e che coincide, quando f2=R? con lo spazio H*(R?) (vedi
E. MaGENES [5] pag. 165).

D'altronde, essendo noto che per Q limitato e sufficientemente
regolare, H* () coincide con W () (cfr. E. Macengs [5] pag. 166}
e quindi H!(Q) = W.(Q), il teorema 3.3 permette di chiarire il
rapporto tra H! (Q) e H, (2): se & limitato e sufficientemente re-
golare, si ha: H*(Q) = H; () in senso algebrico e topologico se

5 — "1—¢Nu; se invece s — ;—GNU risulta: H. (Q) < Hf) (€.

2

Finalmente, tenendo conto del teorema 3.1 di caratterizzazione
H (R) in base alla sommabilita delle derivate di ordine frazionario,
e tenendo presente il teorema 4.1 ora dimostrato, possiamo pervenire
al seguente teorema di caratterizzazione dello spazio di Sobolev di or-
dine frazionario W, ():

TEOREMA 4.2. — Sia s € R], s — —; ¢ No, Q un aperto limitato

di R? di classe CU1*Y Lo spazio W (Q), quando le sue funzioni st
considerino prolungate a zero fuori di Q, & costituito da tutte e sole le
funzioni u di L*(R?) con supporto contenuto in Q e con derivate di
ordine frazionario D* u sonumabili 1 (R?) per a € R x R, elal=<s.

Dal teorema 4.1 e dal teorema 3.2 che caratterizza la conver-
genza in Hs (R?) si deduce il seguente teorema che caratterizza la

convergenza in W, (Q).
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TECcREMA 4.3. -~ Sia se R e s — % ¢ N, e sia Q) un aperto li-

mitato di R? di classe C¥', Una successione {u,tnen di elementi di
W, (Q) & convergente a una funzione u € W' (Q) se e solo se la suc-

cessione {D*u, uen converge a D*u in LH(R?) VaeR, x R con la]<s.

Dal teorema 4.1 e dal teorema 3.1 segue poi il seguente teorema
di caratterizzazione di H' (Q), valido senza eccezioni per s.

’]

TeOREMA 4.4, — Se £ & un aperio limitato godente della proprieté
di segmento e se s € R, allora H" (Q) coincide con Uinsieme di tutte
e sole le funzioni u € L*(R?) col supporto contenuto in O e dotate
di derivate di ordine frazionario D*ue I’'(R) Va e R} x R tale
che jo| =< s Risulta inoltre ||D*ul, < |u|l, Vue H(Q).

Una successione {unaen di elementi di H. (Q) converge ad una
funzione wu e H. (Q) se e solo se D*u, — D*u in L2{R?) Voae R: e R:
tale che |a| < s.

Vogliamo ora precisare alcune questioni sulle tracce delle deri-
vate di ordine frazionario per le funzioni di W, ().

. 1 . .. . .
Sia 5 > — e sia @ un aperto limitato contenuto in R? e di classe

CH*'E noto che in tali ipotesi una funzione u € W*(Q) & dotata di
traccia v u# su 9 0 a quadrato sommabile, insieme alle sue derivate di

ordine intero D*u con |a| < s — —; si ha inoltre:

1
2

s—{a|—% | 1
vyD*ue W @) pergotf<5—--2

(cfr. ad esempio E. MAGENES [5] teorema 2.7 oppure Uspenskif [11.1]).
In particolare, se w e W, (Q) si ha yD*u =0 per a e N, X N,

1
ela|l<s— ER
Ora in base al teorema 4.2, se s — L ¢ No una u e W, (Q) (pro-

2
lungata a zero fuori di Q) & dotata di derivate di ordine frazionario,

D*u, a quadrato sommabile in R? per e e R x R} e la| <s.
Viene naturale domandarsi se anche tali derivate di ordine fra-
zionario, D*u, sono dotate di tracce su dQ a guadrato sommabile

. | 1 .
per « € R) X R, e |a| <5 — 5 e se tali tracce sono ancora nulle.
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Vale in proposito il seguente teorema:

TeorREMA 4.5. — Sia 5 > % e s — i— ¢ N e sia Q un aperto li-

mitato di R* di classe C*1%'. Se u e W. (Q), la u ¢ le sue derivate di
ordine frazionario D* u sono dotate di tracce a quadralo sommabile

su HQVaER:' X R::|a[<s— :12_

Tali tracce non sono necessariamente nulle.

Dim. — Sia u € W, (Q): il prolungamento di « nullo fuori di &
& una funzione di H} (R?) per il teorema 4.1. Si verifica facilmente
che la derivata di ordine frazionario D” u ¢ una funzione di H*~I% (R?)
se w € R, x R, e |a|=<s Infatti risulta, per la (2.11):

(14 [EPyl] D/a\u P (14 [EPY- - b
= (1+ ‘EP)S_I"" e < (1 + ey

0 4P eV (RY

Se {a[<s—%, si ha s—|ai>% e quindi D*u, quale fun-

zione di H* 1 (R?) & dotata di traccia a quadrato sommabile su 3 Q
v D*u (cfr. teorema 2.7 di E. MAGENES [5]).

Si osservi ora che, per I'osservazione 2 relativa ai supporti delle
derivate di ordine generalizzato, si ha che D*u & una funzione di
H:-"l (R?), ma non necessariamente di H;{M (R?) = Hiv-= (). Ne de-
riva che la traccia su 8 © di D*u, ¥ D*u, non & necessraiamente nulla.

Il teorema 4.5 ¢ cosi completamente dimostrato.

5. - TJN PROBLEMA ASSOCIATO AD UNA FORMA BILINEARE IN CUI COMPAIONO
DERIVATE DI ORDINE FRAZIONARIO

Sia ) un aperto limitato di R? siano u e v delle funzioni appar-
tenenti allo spazio Hj; (R?) (s = 0) e sia J una parte finita di R) X R,
costituita da biindici « con |a]<s, tali che, posto Jy={weJ:|a|=s},
risulti I, = @.

Consideriamo delle funzioni a4, con a e § appartenenti a J, veri-
ficanti Ia condizione:

a) . sono misurabili e limitate in R?, e costanti per « € § € J..
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Definiamo in H} (R?) la forma bilineare:

{a,B)e]?

(5.1) B(u,v):f Yo o D*uDPvdx

R?

Relativamente a tale forma bilineare vale il seguente:

LEMMA 3.1. — Nella ipotesi a) la forma bilineare B (u, v) verifica
la condizione;

s ¥ {u, v) e [H; (R)T

(52) Je>0: B v)=cllull- v

Dim. — Infatti, poiché i coefficienti a.; sono limitati, applicando
la diseguaglianza di Schwarz si ha:

— |

[B(u,v)| = JZJ{%D“u D-Bvdxi < MZ,{JDGM [DPv| dx

I E FE]
Rz R?

SM;(ID“u[zdx)%[le-“vzdx]Vz

Rz RZ

=Mz @n [0 !Zdﬁr[(m)“sz/ﬂ\vJngr
Mz em [ont apaz[[en7 [laaropas]

EMg[(ZT‘)”fJEPI“Mzdaﬁ(zn)“zfiﬁl%|f;|2czgr

=M-n vl flufs
(Avendo indicato con # il numero dei termini della sommatoria).

Supponiamo inoltre soddisfatta la condizione:

b)EICU>0:Rezlfaagfi)_m(ﬁ)(rb_g(g) = o lEF VEeR
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Si osservi che se s ¢ intero e se si consideranc solo biindici
o, B e N, x N, la condizione b) equivale, in base alla (2.13)° a:

Re)  apt*® = c,|E[* VEeR
JZ

cio¢ alla ipotesi che la forma bilineare B (u, v)= [} | dup D u Divda
R la|ss
i <s

sta uniformemente fortemente ellittica.
Vale il seguente teorema che generalizza la diseguaglianza di
Garding:

TEOREMA 5.1, — Se si fanno le ipotesi a) e b) e si suppone inoltre
che (0,0) € 1, allora esiste una cosiante h, > 0 tale che se Rea(x) =
= Reapaen (X} = h Vxe R, risulta:

(5.3) Je; > 0:ReB(u,u) = o ||u!ij YV u e HS (RY).
Dim. — Si ha:
(5.4) ReB(u, 1) = Ref):: dos D2t DPae d
12
R?

ZREJ(ZaaBD“uD“u-i—auﬂ)dx—
IZ
R2 .

- f . o D1 DF 1 d x
i 1273

a 2 (10,00, (0,0))
R2

Allo scopo di ottenere Ia (5.3) minoreremo in modo opportuno il
primo termine che compare all’'ultimo membro della (5.4) e maggio-
reremo il secondo. Tenendo conto della formula di Parseval, possiamo
intanto scrivere:

(5.5) Ref (C auD uD - aui)dx
J2
R2 <

=Re(2w)?y. Clqgj DPuDudi + Ref ax)|uldx
”

Rz R?

R2

= (Zw)‘zf ReY ap® 0 |afdE + Ref a(x)|uldx.
]Z
R2 :

* 8i osservi che nella (2.13) in luogo di & = (§,,&,} figura { = (&, 1.
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In virti dell'ipotesi b) si ha facilmente da (5.5):

(5.6) Ref (F ap D" u Dt + aud)dx
-
R? ’

IV

co(2n)‘2f(1 FlEP) | aPdE — c,,<zn)—2fm|2dg
+ inf Re a(x)f!uFdx

= —-fol lui? + [inf Re a(x) — ¢

a1}

D’altro canto risulta, per la limitatezza degli as ¢ per la disegua-
glianza di Schwarz:

(5.7) f i as D*u DPu dxi < jEN Mg || 2t o |} 22 1]z

JZ—J_f — (0,0, (6,00)} szj; —{{0.0), (0,0))}

R2

=K|u

e < K[ G+ )

avendo posto " = max |« | (s’ < s), ed avendo utilizzato la disegua-

oel—T

glianza:

2tab| =cjalf + | b} (e > 0).

Ricaviamo allora da (5.4), (5:6) e (5.7):

(5.8) Re B (1, u) z[ - %E—]f; ul? +
+ inf Re(a(x) — c)||u|] — 7K;:;‘ o |2
Fissiamo ¢ in modo che si abbia —szl— — K; > 0 e poniamo:
K, = -2 ISLJKZ: Ke™!
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Possiamo allora riscrivere la (5.8) nella forma:
(59) ReB(wu) = Ki|lul’+ (inf Rea(x) — ) Jull — Keflu i

Ora, in base alla proposizione (3.3}, poiché 0 < s <5, ¥Vn >0
Je, > 0 per cui vale la diseguaglianza:

lufl =allull + elial]
Di qui e dalla (5.9), segue:

(5.10) ReB(u, 1) = (Ki—nKy) ||« Hf + (infRea(x)—co—Kacy} i u Hi
Fissiamo ora 1 in modo che K, — n K> > 0: posto ¢: = Ki = nKa
€ ho = Co + Ksc, si ricava dalla (5.10) che, se inf Rea(x) = A, allora

risulta:
|2

ReB(um,u) = ol u

e con cid il teorema & dimostrato.

OssErvAZIONE — Alla condizione b) si soddisfa ad esempio se:

A = 0 per a,B €T e aZB;
dp =1 per a, el e a=0;

(s,0),(0,5) € J. (= asoen = duoses = 1}

In tal caso si ha infatti, per la (2.12):

2 au D (E) by (E) = L. (8) 0. (8)

L MO i N

(1‘,12 € ¥

_IER

S N e L

25-1

Consideriamo ora il seguente problema:

(1) Assegnata fel?(R’) determinare ve€ H; {R?) in modo che risulti
B(u,v) = (i, f)o VueHg (RY.
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E possibile dimostrare il seguente teorema di esistenza e unicita
per il problema (I).

TEOREMA 5.2. — Supponiamo verificare le ipotesi a) e b) e suppo-
niamo ancora che Rea(x) > h, Vx e R? ove b > 0 & la costante che
compare nel teorema 5.1. Allora il problema (1) ammette una ed una
sola soluzione.

Dim. — Fissata f € L*(R?), (u, f), definisce un funzionale lineare
e continuo su H; (R?) in quanto si ha:

iu

[ Dol = Nallo - [[fllo = Nlull-IIf

Dopo cid l'asserto segue immediatamente dal teorema 5.1, dal
lemma 5.1 e dal teorema di Lax-Milgram.

OsservAZIONE — Se in luogo della forma bilineare (5.1) si con-
sidera la forma bilineare:

B’(u,v):fi asp D*u DEv dx
b
0

dove compaiono le restrizioni ad @ delle derivate di ordine genera-
lizzato D*u« e D*v, non si riesce a dimostrare il teorema 5.1 infatti,
come € gia stato messo in rilievo in una osservazione precedente, pure
avendo u e v i supporti contenuti in 2, in generale non altrettanto
accade per le derivate di ordine generalizzato di u ¢ v e quindi (non
potendosi porre

f Y awp D*u Dby odx :f 2. 4 DPu DPy dx
J2 J2
n R?

risulta in tale caso impossibile applicare I'eguaglianza di Parseval
come viene fatto nella (5.5).
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Nota di ELvirRa NATALE ¥

presentata dal socio corrispondente Virrorio Datia VoLra

(Adunarnza del 7 aprile 1979)

SoMMaRIO, — Si studiano gli f-quasigruppi cul si perviene assiomatizzando 1'ope-
razione m-aria  definita sopra ogni gruppe abeliano univocamente -divisibile da
Ny Az X, = (0 X L.+ X))

SUMMARY., — In the present paper I study the r-quasigroups obtained by axioma-
tizing the composition law (x; + 1, + ... x,}/n defined in a uniquely n-divisible abelian
group G {+).

1. INTROBUZIONE

Sia G = E(+) un gruppo abelianc univocamente n-divisibile, n
intero > 1 cioé Va € E Vequazione nx = g, x variabile in E, & uni-
vocamente risolubile. In tale ipotesi, come & subito visto, 'operazione
n-aria, (,) definita su E da:

10) () (22, ... x) e B a0 0= +x+...4+ x)/n

soddisfa ai seguenti assiomi:

1.1) »-Q, di n-quasigruppo:

. , . .
peri—=1,...,n l'equazione a,...d&_x &, ...a, = b, x variabile
in E, & univocamente risolubile;

1.2y M, medialita;
(an iz ., . ﬂlu) (aZI dx ., .., ﬂzu) v (anl [£27 JRUREN a:m) =

= (an [T a,,l) (Cl}z . .. a.,z) - (fll,, [£F TR Clm,) !

* Assistcate ordinario presso l'Accademia Aeronautica di Pozzuoli.
' Gli n-quasigruppi mediali sono siati introdotti da K. Tovoepa in {7]. Essi gene-
ralizzano i corrispondenti quasigruppi, D. C. Muroocs, [3], [4], K. Tovops, [6], [7],
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1.3) 1, idempotenza:
aa...a=a

14) C, commutativita:
il prodotto a;a,...a, non dipende dall'ordine dei fattori;
tutto cid Va;, b, ax, a€e E, j,i,k=1,...,n.

Scopo della presente Nota & lo studio dei sistemi #n-ari S = E ()
soddisfacenti agli assiomi 1.1-14 e cioé¢ degli n-quasigruppi mediali
idempotenti commutativi, pitt brevemente 17-Q.M.I.C.

Per dare concretezza alla presente ricerca, prima di esporre il
contenuto, ricordiamo che il gruppo abeliano V (+) di uno spazio
vettoriale sopra un campo T la cui caratteristica p non divide n &
univocamente n-divisibile; in particolare ¢ tale il gruppo additivo di
T'; inoltre, come si riconosce facilmente:

un gruppo abeliano finito, di ordine m, ¢ univocamente n-divi-
sibile se, e soltanto se, m ed n sono primi tra loro.

Dopo brevi richiami (n. 2) si prova che se S = E (,) € un qualsi-
voglia n-Q.M.I.C., esiste un gruppo abeliano su E, univocamente -
divisibile, G = E (+), che genera, mediante la (1.0), l'operazione di S;
i gruppi abeliani generatori di S sono tra loro isomorfi e sono tutti

h
e soli 1 quasigruppi S, = E(+) definiti da:

h
(x+Wh..h=xyh...h
n—1 n—2

Si caratterizza, poi (n. 3) l'insieme degli omomorfismi tra n-
QM.I.C, S e §, in termini di gruppi generatori G e G'. Si (rova, in
particolare, il gruppo degli automorfismi di un 7-Q.M.L.C.

2. NOTAZIONI E RICHIAMI

Se E, E’ sono insiemi non vuoti, il corrispondente di x € E in una
applicazione 0 : E — E’ sara indicato con x 0.

Se Q = E (%) & un quasigruppo, in particolare un gruppo, con
§7 si indichera la traslazione destra, rispetto a Q, determinata da

a

ackE:
5! :xeE - x*ackE

R. H. Bruck, [2], e rientrano, come caso particolare, nella classe di strutture alge-
briche a piti operazioni n, m-arie, recentemente introdotta da V. D. BELousov in [1].
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Se S =E(.), 8 = E'(x) sono n-quasigruppi, una applicazione 8
tra i loro sostegni E, E’ potra anche essere indicata con §: S — S’
se 0 & un omomorfismo di S in 8’ in ogni caso x € S sta per x € E.
Ricordiamo che:

2.1) se Q= E (-} & un quasigruppo mediale e s € Q & idempo-
tente, i1 - b = h, allora la traslazione

8, :xeE > x - hekE

& un automorfismo di Q;

Jid
se, inoltre, Q ¢ commutativo, il quasigruppo QO = E (+) defi-
nito da:
h

X+y = (x-y)(EN)

¢ un gruppo abeliano (cfr. ad es. [2], pag. 46, teorema 12) di cui &
& l'elemento nullo,

3. n-Q.MIC,

Sia S = E{») un n-Q.M.I.C., vale a dire un sistema n-ario soddi-
sfacente gli assiomi 1.1, 1.2, 1.3, 1.4. 8i osservi anzitutto, che in virti
di 1.1., agli assiomi 1.2 e 1.4 puo sostituirsi il seguente:

3.1) il prodotto (an...aw)(dn ... Gu) ... (2u...aw) non dipende
dall’ordine degli ax € B, i,k = 1,...n.

3.2) LemMa. — Sia S = E(,) un n-QMI.C. Fissato comungue

it
h e E, il quasigruppo S, =E( ), con

f

32.1) x-y=xyh.. .h (xv)eE
S—— ——

n-=2

¢ mediale conunutativo, e, rispetto ad esso, h & idempotente. Pertanto,
. .o . . I3 .
a norma di 2.1, posto per semplicita di notazione & = 8§, e cioé:

3.2.2) Sw:2€BE—z - h=zh... heE,
—
Hn—1
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; fr
il quasigruppo S, = E (+) definito da

i
323) x+y=(-8 ", (xy) el
& un gruppo abeliano di cui h ¢ Uelemento nullo.

Risulta identicamente:

fr il i
3.24) (X 4+ 2+ o0 F X8 = XX . Xy
e quindi
3 h h _1
32.5) nx=x+x+...+x=x8 -

e ————
"

It
Dimostrazione. — S, = E( . } & chiaramente un quasigruppo com-

mutativo in quanto S = E(,) & un n-quasigruppo commutativo; Sy €
mediale giacché, tenuto conto di I e di 3.1, per (x, % 2, t) € EY,

h

i) (2

L

jt)z(xyh...h)(zth...h)h...h:
R — L N4

nw—2 n—2 n—2

It I ft
=(xzh..Wth.. Wh.. . h=(x -2y (y 1)

Inoltre h - h=hhh...h = h, per I, e quindi in S & ¢ idempotente.
A
n—2

Per stabilire la 3.2.4 proviamo che per s intero, 2 < s <n — 1,
risulta identicamente in xi,x2,...,%, X0 € B

52 s—1 | s—1
326) (m .. xh. B8 - xn 8, =K. xxaho )8,
S Ry —
n-s n—-s—1

A tale scopo, tenuto conto che 8, & un automorfismo di Ss, cfr.
2.1, basta mostrare che

(i 2. x: k. ) - xpdh=( . . Xxah.. )6,
R St e

s n-s—1

Ora, per 3.1, 1,
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(X1."C2..,xsh‘...h)'xs+18fz'—_
N

nH—_s

= (x1 Xz, Xs h h) (xs+1 h h) h

n—z nul in—1

=(x%.. Xxgh.. hh.. . hh.. . h=
R el i e

n—s—1% it =2

=X b Yh o h={(xx. . x X B ) 8
\_.-\,_/ \-..—\,—_/ S

n—s—1 a—1 n—s5-—1

Ancora per il fatto che 8, ¢ un automorfismo di S, e con succes-
sive applicazioni della 3.2.6. si trova:

h h

XX+ .. +x,, = (ol - )8, x) 8, w8, )BT =
= (o ((uah.  h)  x 8 xa 82) - 8 Ys, T =
‘-o—-—v—-—/

=((x X2 %) 88, " = (.. x) 5, "

Di qui la 324, cv.d

La 3.2.5 si interpreta nel modo seguente:

+ .
detto v l'endomorfismo 8, -» S definito da xv = nx =
h h h
=2+ x+ ...+ x la composizione v &, & l'identita di S;. Dunque v
¢ un automorfismo cioé S; & univocamente n-divisibile; e poiché 8,
& l'automorfismo inverso di v, la 3.2.4 assume la forma:

h i

It
x1+x2+-..+xn
+

3.27) Xy Xz, .0 Xy =

Il LEMMA e le utime osservazioni conducono alia

3.3) PROPOSIZIONE, — Se S = E(,) ¢ un qualsivoglia n-Q.M.I.C.,
esiste win gruppo abeliano su B, univocamente w-divisibile, G = E (+)
tale che, identicamente in x,, %3, ... x, € E,

i5
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u+xn+..0 4 x

3.3.1) XiXz.. . Xe = —

3.4) DEFINIZIONE. — Ogni gruppo G come in 3.3 dicesi generatore
di S.

La 3.2.7 esprime allora che:

3.5) PROPOSIZIONE. — Dato un n-OQOMI.C. S=E(,), VheE il
h
gruppo S} = E{(+) definito mediante la 3.2.3, genera S.

La 3.5 si inverte a norma della seguente

3.6) ProposizioNe, — Se il gruppo G = E(+) genera 'n-Q.M.1.C.
S = E (W) allora G = S}, ove e & lo zero di G.

Si trova di pi:

3.6.1) Due qualsivoglia generatori di S sono tra loro isomorfi.

i

Dimostrazione. — Sia h ¢ E e si consideri il gruppo S} = E(+)
i h

di cui alla 3.2.3. Per lipotesi, essendo (x + y)8si=x-y=xyh... h
S —

n—2

I
ezby=2-h=zh...h si ha:

n—1
i
+y)+m—-Lh _ 4yt n-2h

n "
cid che fornisce

h
3.6.2) x+yv=x+y—h

Da questa si trae, per b = e, lo zero di G,
X+y=x+y
e cioe G = S; .

Si trova inoltre che la bigezione
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5, :2cE—>z+hek

& un isomorfismo di G su S, : infatti, per la 3.6.1

h
(x+98, =x+y+h=x5 + y5 cvd

Consideriamo ora due #»QMIC. S=E(.), S =E(,) e siano

4. CONDIZIONI DI OMOMORFISMO TRA 17-Q.M.I.C,
G =E(+), G'= E’'(+) gruppi generatori rispettivamente di §, e §".
Se v: E— E’ ¢ un omomorfismo di S§ in 8, cioé se
(KX, X)) T =X T KT e KT
deve essere per definizione di gruppo generatore,

LA S I LU S o Xt 4ottt .0+ e

4.1) : " T = .

Da questa per xy, =nx, m=ny, & =x=.,.=x,=e¢, lo zero
di G, si ha:

(nx)r+ny)t+(n—2ex
n

4.2) (x+y)7 =

Dalla 4.2, per vy — e, si ricava

(nx)c+(n— e

43) XT =
n
e quindi
4.4) o= o (n-Dex
n 7

In virtd di questa, sostituendo nel secondo membro di 4.2 si trova
infine

r

4.5) (x+y)r=xt+yr—er=uxxtyr—a, ad =en

Si consideri ora I'applicazione ¥ : E — E’ data da
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4.6) ¥ = 8? .

¥ & un omomorfismo di G in G’ giacché, per 4.5,

(x+ ¥ =(x+ N8 =xt+y7~2d =

=xt8", +y15:, =x¥ +yV¥

Poiché, per la 46, 1 = ¥ Sg si trova allora che © & prodotto di

. G,
un omomorfismo ¥ : G— G’ per una fraslazione §_ in G’
43

Viceversa, se 8 : E— E’ & prodotto di un omomorfismo ¢ : G— G’

. G . s - - .
per una traslazione §,. in G’, b” € E arbitrariamente fissato, si ha:

xl+x2+---+x|1 SG-:

X)) B = .
(x1 %2 ) " @ 9,

_ et met e g e+ X+ ...+ e Fnd

- " "

x19+x29+...+xu9
— ¢x§9-x29-...-xn@

1

cioné 0 & un omomorfismo di S in S'.

Vale pertanto la

4.7) PROPOSIZIONE. — Se S, S’ sono n-Q.M.1.C. generati nell’ordine
dai gruppi G, G', allora ©:S— 8" & un omomorfismo se e soltanto

o
se T =W¥&,, con¥:G—=>G omomorfismo ¢ a’ e G

a?

COROLLARI. — Con S, S’ ¢ G, G’ come in 47,
4.8) Ogni omomorfismo di G in G’ & un omomorfismo di S in S,
4.9) S ed S’ sono isomorfi se e soltanto se lo sono G e G'.

Applicando 4.9 al caso S = §' resta confermato che i gruppi ge-

neratori di un #-Q.M.I.C, sono isomorfl (cfr. 3.6.1).

Osserviamo che la decomposizione di un omomorhsmo ©: S — 8

fornita dalla 4.7 & unica. Infatti se ¥ 85‘ = g 81?,' con ¥, 9: G—=>G
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omomorfismi, si ha, indicati con e, ¢’ gli elementi nulli di G, rispetti-
vamente G”

e‘Ifo = e<p8§.’, e ta=e+b,ad=>b ¥v=9

Tenuto conto di cio e dellisomorfismo naturale 8. — ' del
gruppo delle traslazioni di G’ su G’ dalla 4.7 segue, per S=§ ¢
G=Gla

4.10) PROPOSIZIONE. — Siano S un n-QM.IC., G un gruppo gene-
ratore di S, &{(8) e & (G) i gruppi degli automorfismi di S e di G,
e si denoti con &(G) X G il prodotio combinatorio dei sostegni di
a(G) e G.

G

L'applicazione che a v = V8, € &(S) associa (¥, a) € &(G) x G
& biunivoca. € (8) ¢ isomorfo al gruppo su &(G) x G definito dalla
legge di composizione

(¥, a) (g, 0) =(Yo,ap + b)
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Problema di Dirichlet per operatori ellittici
in dominii limitati di R" con punti conici

Nota di Diana NUNZIANTE *
presentata dal socio emerito CarLo MIRANDA

(Adunanza del 7 aprile 1979)

RIASSUNTO, —— Queste lavoro consiste nello studio del problema di Dirichlet rela-
tivo ad operatori differenziali alle derivaie parziali di tipo ellittico, in un dominio
limitato di R* con punti conici. Tale ricerca viene effettuata nell’ambito di spazi di
Sobolev con peso. Vengono provati teoremi dimostranti che il suddetto problema,
sotto opportune ipetesi, & ad indice.

SuMMARY. — This work is concerned with Dirichlet problem for linear partial
differential equations of elliptic type in a bounded domain with conical points. It has
been investigated within Sobolev weight spaces. Index theorems have been proved.

INTRODUZIONE

In una memoria di alcuni anni or sono Avantaggiati e Troisi
hanno studiato dei problemi ellittici per operatori a coefficienti co-
stanti in un angolo, dimostrando dei teoremi di esistenza e unicita,
in spazi di Sobolev con doppio peso; in una successiva memoria, par-
tendo da tali risultati, hanno studiato problemi ellittici per operatori
e coeflicienti variabili, in un angolo, dimostrando che, salvo valori
eccezionali dei parametri rappresentanti i pesi dello spazio, tali pro-
blemi sono ad indice; hanno poi esteso tali risuliati al caso di do-
minii limitati con punti angolosi.

Successivamente Alvino e Trombetti hanno dato un teorema di
esistenza e unicitad per il problema di Dirichlet in un cono G di R",

* Borsista del CNR presso ['Istituto Matemalico dell’Universitd di Napoli « R. Cac-
cioppoli ».
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relativo al caso di un operatore della forma

A(x,d) = ) aud + - T

[ |=2m |x

le soluzioni vengono trovate in spazi di Sobolev con doppio peso, di
tipo L7

In questa nota mi propongo di determinare, partendo dal risul-
tato di Alvino e Trombetti, risultati analoghi e quelli ottenuti da
AVANTAGGIATT e TroIsI in [6] € [7], nel caso di operatori a coefficienti
variabili, sia in un cono G di R", che in dominii limitati di R" con
punti conici, nell'ambito di spazi di Sobolev con peso, di tipo L”.

Nel n. 1 vengono date le definizioni degli spazi W"pz (G),
Wi;]j” (f), con T =3G — {0}

Nel n. 2 viene dimostrato che il problema di Dirichlet

‘.f 2m

Alx,d)u 4 =/ in G
‘erli
i
(1) . dﬁ:LIJ,, sul, j:O’_,.,I’?’l—'l
dw

() e W (G X W T (D),

con A(x,9) = Y. a.(x)d" operatore ellittico, & un problema ad In-
infslm
dice sotto opportune ipotesi per gli a., qualora il parametro » venga

scelto abbastanza grande.
Nel n. 3 vengono date le definizioni degli spazi W, (©) e

W Y (3 Q) con Q aperto limitato di R" dotato di un punto conico,

e alcuni lemmi preliminari,
Nel n. 4 viene dimostrato che il problema (1) ¢ ad indice in £,
qualora vengano soddisfatte ipotesi analoghe e quelle date nel n. 2.

1. - DEFINIZIONI PRELIMINARI

Indichiamo con x = {x;, ..., x.) il punto generico di R" e sia

H

‘ :\/xl + ...+ x .Sea={u,..., o) e N, si pone |a|=a +

X

+ oot e d =300,

X
n

Siano G un cono aperto di R con vertice nell'origine, w =
= (wr,..., W) un sistema di coordinate sulla sfera unitaria.
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Formuliamo la seguente ipotesi, manienendo le notazioni intro-
dotte in [17]:

I) Esiste una trasformazione in G—{o} di classe C” di equazioni

(L.1) SRARTE

wr = wilx,. . .,x), i=1,...,n -1,

che muta G in un semicilindro aperto Q; = R, X 8 dello spazio (p, w)
e I'in X, = R, X dS. Tale trasformazione & biunivoca ed a jacobiano
diverso da zero. 3 § & una varieta di classe C~ che lascia S localmente
da una stessa parte. Le equazioni della trasformazione inversa della
(1.1) sono

x=polwy, i=1,..., n

DeFINIZIONE {1.1). — Siano re N,, pell, + [, s € R. Indiche-
remo con W." (G) il completamento di ® (G — {o}) rispetto alla
norma

{1.2) ” u“w;‘p(b‘) = l: an):s:rfix

i
el | 3y p dl ] .

Detta «# una funzione definita su G — {0}, poniamo

ux (p, w) = u(pos(w),. .., 00 (w)),

ThU = O Uy = Uz (€%, ) e,

DerINIZIONE (1.2). — Siano r € N, pe ]1, + =, s € R. Indiche-
rermo con W::*”’”’ () il completamento di D(T) rispetto alla norma

(1.3) ” i E%w‘:—i/‘p,p([‘) = “ Us—i'+{r1—l)/P (2 H\\H_l!ﬂaﬁ{z) ,
dove £ =RXdS.

DepINIZIONE (1.3). — Siano r e N, pe 11, + [, 5,5 € R, con
$1 = 82 Indicheremo con W,” (G)lo spazio W!" (G) N W"" (G), mu-
2 Tt 2
nito della norma

1
r -

(14) o = [1lgr oy + Il o |
Spady “E 51




234  D. Nunziante

DerINizIONE (1.4). — Siano re N, pe ]J1, + <[, 51, 2 € R, con
si < 5:. Indicheremo con W.""™" (I} lo spazio WP nwr (D,
'z 1 vz
munito della norma

1
(I‘S) EE 124 Hw '*;r"f:"p(r) = |:ii 123 \‘;:71{!7:P(I~) + H 24 ”:J';_l'fp"ulr) } L
it z

¥
5,5
17z

Se K & un sottoinsieme di G, indicheremo con W;’ ps {G; K} il sot-
172

. . Il
tospazio di WSJ,SI(G) costituito dalle funzioni aventi supporto conte-

nuto in K,
Sia A un sottoinsieme di R".

DerFINIZIONE (1.5), — Siano s € R, pe Jo, + 1. Indicheremo
con LI(A) lo spazio delle funzioni u tali che | x| u € L?(A), munito
della norma

(1.6) ||u’!!Lf(A) = fE |x|SuHLP(A) .
Per ogni k € N, porremo
ii " u HLi’ Ay — ;?[1:% “ *u HL‘; (A) *

DEeFINIZIONE {(1.6). — Siarno s, t € R, p € Jo, + = ]. Indicheremo
4
con LY, (A} lo spazio delle funzioni u, tali che |x|* [M] uelr(A),
' +|x

munito della norma

LP(A)

, (I | %] !
L r == ‘Jxa B e
W) il w = |12k

DEFINIZIONE (1.7). — Siano r € No, s, t€ R, pe ]1, + e [. Indi-
cheremo con V’f (G) lo spazio delle disiribuzioni u su G, tali che
d*u € Lfﬂmg_m (G), per |a| < r, munito della norma

\
(1.8) | I|v;:j’ @ = g 19w HLf.;k.,,,; -

2. - PROBLEMA pI DIRICHLET IN UN CONO

Sia G un cono verificante l'ipotesi I) del n. 1) e sia » la normale
al=dG— {g} orientata verso l'interno di G.
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Sara utile, per il seguito, richiamare il seguente risultato di Atr-
VINO e TROMBETTE (V. cap. 2 di [1]):

TEOREMA (2.1). — Siano r € N, seR, pe ]l, + o, A(d) =
= Y. a, 0" un operatore lineare ellittico a coeflicienti costanti, Esiste
| =2m

o € Ry tale che, per ogni A = L., il problema

2m

A(dDu +

w=7, in G;

[ x |2m

du
dn

=, per f —o,...,m—1, su I';

(f, 4) € W' (GY X w2 ey

ammette una ed una sola soluzione u' e vale la seguente maggiora-
zione

n—1
(2.1) |’ ”w;“”’"’(c) = k [“ f Hw;-*’ @ T Jz:;] Kz Hw:“"“"‘”"*” (r J '

con k costante dipendente da ).

Assegnamo ora i seguenti operatori a coefficienti variabili

. )\'2111 _ )\‘21‘”
A(x,d) = 3. a,(x)d* + = A(x,d) +

Tu| <2m ! x Izm ’ x |2m

B (5,3 = -% = Y b (), oo ... m—1
dn =/
Poniamo
A {x, 0 = H{: a, {x) 9", A (x,8) = HZ: a, (x) 0.
w|=2mn 1) < 2m

Consideriamo un ricoprimento di G costituito da un numero [i-
nito di aperti Oy, ..., 0, di R", tale che Oy, Os, ..., O, siano limitati e
che l'origine appartenga solo ad O, . Inoltre, consideriamo una parti-
zione dell’'unita in C-{(G), subordinata al dato ricoprimento e costi-
tuita dalle funzioni &, ..., &,, tali che

£ e C(R"), EL=0, supp&c O, {=1...,v

E;Ei(x)zl, VxeG.
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Sianc x', &%, ..., puntidiG,conx’ =oex e ONG, i =3,...,v.
Poniamo

AL(@) =A(x,3), i=12,...,v,

dove si intenda

a,(x)) = lim [a.{(x)].
Jxf—e
Siano pe]l, + o[, r,eN, con ro>m 1~ 1/p e v, =2m, ¢
[ P
Formuliamo le seguenti ipotesi

L)) I coefficienti a, (x), per | n| = 2 m, sono continui in G ¢ con-
vergenti all’'infinito.

I,) Per ogni compatto K ¢ G — {0}, si ha, nel senso delle di-
stribuzioni,

9a, € L7 (K), per |pl=2m e |a|=<r—2m,

inoltre, riesce
1

5] 8 a, () =

;
lim

fx|-20  |u[=2mn a<\a[~<_r'—2m‘

= lim ) PEN gix||“'8“ap(x)}=o.

[¥l2e=  fuf=2m  o<|u|<r—2m
I,) Risulta

an e Ly s (G) per |pi=2m—1 |a|=r—-2m+1,

inoltre, se £ > o,
a4, € L;n—\ug,—a {(G), per |p|=2m-—1.

1) A & ellittico.

Is} Il parametro A & non minore del max .., dove A,; & il

ie{l,...,v}
numero trovato dal teorema (2.1) in corrispondenza degli operatori
A: F {BG: LR Bm—l}v

I.) Risulta

da, e L, L (G), per fpl=2m-—1]al=r+1-2m.

i —lpf 4 af, —
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Sotto le ipotesi poste, I'operatore
ue W' (G - Aue W " (G)
- 72 R ]

¢ lineare e continuo, quindi, ha senso andare a considerare la tra-
sformazione lineare e continua

é ngz (G)ou — (Au,Bou,...,Bu) e E (G,

dove si & posto

11—

(G) = W ™ (G) X n W - """(r)

}\s

TeoreMa (2.2). — Comunque si fissino re€ N, s, :€R, pe
€11, 4+ e[, con rzr, e s = s, se sono verificate le ipotesi 1,), I.),
L), 1) e Ls), allora esiste una costante ¢ (\) dipendente da \, tale che

(22) lahuzr o = e [ 8ulls,, o +

rpP
Py e 0| Ve W (O,

Dimostrazione. — Posto
@) =@ = AD v lyrzor g, i= 1.y,

tacciamo vedere in primo luogo che, per ogni 1 > o, & possibile sce-
gliere v e gli aperti Oi,..., O, in modo che si abbia

(2.3) b (v) =< "(}HV”W, XCE Y veW:'l,’:Z (G;Ky), i=1...,v
dove si & posto Ki = GNsupp & .

Sia v e W:l” (G; K.). Posto a{j’ (x) = a.(x} — a, (x7), dall'ipotesi
I,) e dal teorema (2.2) cap. 1 di [1], si deduce che

l])i(‘l)) < ¢ Z: || e i\gwl‘—z”hp © [ Sup |QL"’ (x) E +-
S8, GﬂOi

juj=2m

+ 1. sup

o<fa|sr—2m f‘nO

| x| 3 a) (x)] }
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Trovato cid, la (2.3), nel caso i = 1,2, consegue dalle ipotesi I,)
e 1,), mentre nel caso di i = 3,...,v consegue ancora dalle ipotesi
1)), I;) e dal fatto che Viniezione di W"#(R"; K) in W '"*{(R"; K) ha
norma che tende a zero con il diametro di K {v. lemma (3.1}, cap. 2
di [4]). La23 equindiveraperi=1,...,v

Nel seguito supporremo di aver fissato il ricoprimento Oy,..., 0,
di G in modo che valga la {2.3).

Poniamo w, =& 1u, Vue W’s‘pz (G). Dalle (2.1) e (2.3) segue che

)\'ZMI i
@) Nuwlrr o = cZ(x)H A2

piH I -}
. | x] WSt @

m—1

+ Yo Byt [l imvmeg, <
j=o IR
= 3 (7&) [’n H U; szxi (G + H A7 w; Hw;’_sz”"f’ (G) + H & u HE, . Sz(c)] .
15 177 T

Dal teorema (3.4), cap. 1 di [1], segue

(2.5) || A" u: ”WZ,,_SZ;H'H @ < ml[A”w iEW.+1 e -+
+ c(n) [|A” i Hw 2 vazms,—ream ©
Grazie all'ipotesi 1), si ha che
(2.6) | A w; H ’5,+11,52;" Py = Cs 2 B S b

[| x prsElel ez | geot g ()} P P dx = e it g, -
31'7‘2

Dal teorema (3.7), cap. 1 di [1] e dall'ipotesi L), si ottiene

2.7 A u e < o A" wi ||] =
( ) EE ! E| (:p|42m s,—r+2m (G ! H ! H ;)Serb W2—rd2m, —(5,—5)12 @
‘ x —pls,~5 )2
< Cy | ‘; 1 f!x |ptts, +spr2=r-+2m) [ s ] @ wifPdx =
K| <2 — X
G
=< Co || i EI 2m—1,p

(s, +8,)/2—r+2m-—1,— (5,5 e @ -
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Dalle (6.11) di [5] e (2.7) st ha che, per ogni e esiste ¢y (s) tale
che

(2.8) A" i [lyyor

< gil thiffyyrr
=T, s, —rt2m =) ” ! ”wsl"‘z %) +

+ cuw (E) EI U; “LP S+ - — (8,5 W2+ Gy -

In definitiva, dalle (2.4), (2.5), (2.6) e (2.8) consegue l'esistenza di
una costante ¢n {A), dipendente da X, tale che

(2-9) H s Hw:”? 1G) =

< Cy ()\,) [H & 1y HE (G) + EE Li HL 4

1S, 45,02 =1 = 5,5, /2 4e (G)] ’

Risulta
(210) ” A u; Hw;'—;!m,p ©) =< ii E,‘ Au Hw:—‘gm,p (G -+
B S %
-+ C']ZJ ‘s E:!Ea ar- mg a* i E|Wl Zmp(c) s
<l gy

Dal teorema (3.4), cap. I di [1] segue che
A E L e ) K A e

+ ¢ {6) ” a, "= E; 0% u Hw” »

(= rH2en, 5, —r+2m G -

Poiché ogni & ha derivate nulle al di fuori di un compatto conte-
nuto in G — {0} & possibile modificare opportunamente i pesi dello
spazio e maggiorare 9" *&; in modo che riesca, grazie alle ipotesi I)
e I;), che

(2.12) oo et gt Hw'“ 2mP(G) < cullu ”wl{ Gy -

jn/<im a<p ¥

Ancora dalle ipotesi I} e I3) e dal teorema (3.7), cap. 1 di [1] si
deduce che

{2.13) Y. a0t g ot ull, o =
fr|€2m a<p |+2m s;—r+2m (@
= €5 ‘ 12 HV’ —1,r Gy

f‘ +3, 2-1, »(5 -5 };’2+E
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Dalle (2.10), (2.11), (2.12) e (2.13) si oftiene che V & >0, J s (8'):

(2.14) H A Hw;'_sz'""’ @ = ” & Au st"_f”""’ (%) +
172 172
’ - ’ o
+ 8 |lu ijl’; w F o8 |lu H";\'141,'52)/2—1.—(.v2—s[),f2+s Gy

Applicando il teorema di tracce (3.2), cap. 1 di [1], riesce facil-
mente che

| B; u; Hw'_'*_f*m"”(r) = [[&B;u ”W""’l”""””’(r) +
E 5.5,

+ Ci7 JZ ):: || g Ei d" u er’f""’{c) .
5.8

lwi=j w<p

Usando lo stesso procedimento seguito per stabilire la (2.14), si
ottiene che V v > o0, Jcely)

(2.15) | Bj i |l yr—i—tiom sy =< || & Bite|lyyr—i-1mwwpy +
¥ S]'sz

'

y -

+ v [fu 1Ew§": @ T oew(y)liu H"{fi’fw—l s yaae (G
172 1tz o

Dalle (2.14) e {2.15) si ricava che ¥V v > o, ey’

rs

(216) ”aui ||E (G = H Efa’u’HE

T.S‘,.‘.‘

Lo T
172

+ v ” u E|W;'1", wy T Ci {v") H i ‘!vffl’ ) -
72 .51

2]
a.-.\'z)f?,a-lj — (.‘:z—s')/‘;‘-——r 4

In base alla (6.11) di [5] ed al teorema (3.7), cap. 1 di [1], dalle
(2.16) e (2.9), osservando che ;u; = u, si ricava la (2.2), ciot la tesi,

Indichiamo con €* l'operatore aggiunto di &, definito dalla po-
sizione

LA*V,u> =<V, 8u>,

per ogni # € W." (G) e per ogni VeE. . (G), dove, con E:_'Sl_&.z (G),
denotiamo il duale di E {G). Nel seguito con (Wl]pZ (G)Y indiche-

N
1 52

cheremo il duale di W," (G).
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TeOREMA (2.3). — Se sono verificate le ipotesi del teorema (2.2) e
Pipotesi 1.), allora esiste una sostante ¢ (), dipendente da %, tale
che

(2.17) IVl o = c(x)[gaw(wg,i o +
FUV I o |

VY VeE, . (G), dove e & il numero definito dall'ipotesi I),

Dimostrazione. — Continuiamo a mantenere le notazioni intro-
dotte nella dimostrazione del teorema (2.2). Osserviamo che, sotto le
ipotesi del teorema (2.2), dal teorema (2.1} consegue che l'operatore

2m2
&Hu——)([A: + _*

o i, BU u, ..., Bmfl 23
Fx ‘ I

definisce un isomorfismo algebrico e topologico da W!” (G) su
ri5,8, (G)‘
Indichiamo con F =(f, f,, ..., fu 1) I'elemento generico di E,, . (G)
A R
e con V = (v, V,..., vu) il generico funzionale lineare e continuo
su E,, . (G). Poniamo Vi= (viv,,...,v, _ ), dove
R 3

.S

vi=Ev e v, =&w, k=o ..., m—1

Assegnamo, per ogni i € {1,...,v} una funzione ¢; € C~ (R"), non
negativa e tale che

suppo;i < O, gi(x)=1, V xesuppk,
e, per ogni F=(f,fo,...,fu1) € Em.ys2 (G), poniamo o:F = (¢, ¢
fo, .o, ®:fma). Si ha che
; VL &>
(2.18) ||V‘HE;” @ < ¢ osup _IsVi dius ] <

uew;;'iz((}) “ U H w_:_';f:_z(s)

U0

[V G0 |+ < (A = A) u> ]+ [< A% )|

< & su
w""I’)(G) H”H ne
He SI’SZ WSI,SZ(G)
HAGQ

1o
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Per la relazione di reciprocita

(2.19) ICVE u>| < ||ar v er oy - leiu HW?},Z © -
Dalla (2.3) segue che

(220) <4, (A: —A)u>| s gV E'(w;;fz’"'f’ wy | oiu ||w;;f’sz(<;) ,

KV, A" u>| = [<v, 5 A" (qiu) > | =

@y | & A (giu) ”w’” 2y @ -

= H Vv ”(wr+1 2m P T e

15, +14¢
D'altra parte
” E A” (CP; Li) er’JrE Zmp {G) =< “ A” ((p, H) “Whtl ZmS_qulJrs (G

quindi,

(221) i < VI,A” > ‘ = (2 H ‘VH(WrJA 2m p , @Y ”A"((p,b{,)“wwrl 20

s+1+s( )

Dal teorema (3.7), cap. 1 di [1] e dall'ipotesi 1) segue che

(222) H A" (q; H) EIWH—I 2:1:1;}{4 G =
(G) = ol A" (@ru}ly (f!is e C(symspms (O < ol giut Hw;:."szm) :

Dalle (2.21) e (2.22) si ricava che
(2.23) |[<VvLA"u>| = C5|IVH(W1‘+1 e Gy Il @ Li”wrp ©
Tenendo conto che

| o u Hw;;"';,Z(G) < cllu “W:;E(G’ ’

dalle (2.18), (2.19), 2.20) e (2.23) si ottiene per mn abbastanza piccolo,
I'esistenza di una costante ¢, dipendente da X, tale che

(224) 1Viller o =

r+l—2m,s +1-— ss+l+s(G)J ’

=0 [“ a* vt H(ws"‘ﬂ_ wy T HV s
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Si ha
(2.25) | a*vi ”(Wﬁ‘,’l @y = s [] aFV H{WZ’,’Z @y
nm—1
v, B Au—AEw)>] + X [<v, & B u — By (B u)>|
+  sup =0
“EW.:;,IZZ(G) ||z “w;f; (@)

Col procedimento seguito per stabilire le (2.14) e (2.15), analoga-
mente si ottiene che

(226) H E_,,' Au—A (E,l Ll) “w;]-l;ll—}:rs,:“_‘—s 6} = ¢ H 12 ”W;;,psz(a) f
(227)1 JE E:,f Bf U — Bf (E, M) ifw;lﬁ-zl_—js—slfflis ) = 1o H 24 HWE'{_Z(G} .
) T

Dalle (2.25), (2.26) e (2.27) si ricava che

(2.28) | ax v H(wgﬁ @ =

= Cn l:h arv H(W?"’S @y + “ Vv ”E’

r+1-21rf,sl+l—s,sz+2+s(c) :l '

Tenuto conto che Z§V = LV =V, dalle (2.24) e (2.28) segue
la tesi. ! '

TeoremA (24). — Se sono verificate le ipotesi del teorema (2.3),
con € > o, loperaiore &, definito in W (G) avalori in E,, . (G), ¢
1 R L
ad indice.

Dimostrazione. — Se & > o0, dal teorema (3.7), cap. ! di [1] con-
segue che l'iniezione

np P .
Wsl'sz (G) = L(’ﬂ'@"-"z}fz*r,*(Sz—si),’z-i—s G

¢ compatta. Inoltre, dal teorema (3.8), cap. 1 di [1], segue che, se
g > o, l'iniezione

Er+1,sl+1—s.52+1‘-+s (G) g E‘r,xl,s2 (G)
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¢ compatta, e quindi & compatta anche I'iniezione

E _(G) > E

18,5, ;+l,sl-{-1—s,sz-|-1+g (G)
Dai teoremi (2.2), (2.3) e dai noti risultati dovuti a J. PEETRE
(V. n. 8 di [8]), consegue la tesi,

3. - DEFINIZIONI E LEMMI

Sia Q un aperto limitato di R" e sia G un cono aperto di R* con
vertice nell’origine, verificante l'ipotesi 1) del n. 1.

Poniamo I' =0G — {o} e Gi={x:|x| < 1} NG

Supponiamo che l'origine appartenga a 0§ e che esista un in-
torno U dell’origine tale che £ N U= G,. Sia inoltre 4 — {0} di
classe C',

Consideriamo un ricoprimento di i mediante gli insiemi aperti
limitati O, O, ..., O, , tali che

aq

=

O0cU O cq; {olgO e O,NdQZ9 i=1,..,4,

?

ed una partizione dell'unita su £, subordinata al dato ricoprimento,
costituita dalle funzioni &, , ..., E; , di classe @ (R"), tali che

supp & « O; supp'c',; CO;, i=0,...,4.
DEFINIZIONE (3.1). — Siano r € N,, s ¢ R, p € 11, + o [. Indiche-

remo con W' () lo spazio delle funzioni u, definite in Q, tali che
Eue W' (G) et ue W (Q),i=o,...q, munito della norma

Wropf0)

q r
(31) H u“w;"' ) H §u|w:'p (G} + E ” Ei Li!

DEFINIZIONE (3.2). — Siano r€ N, s € R, pe 11, + «[. Indiche-
remo con W. """ (3 Q) lo spazio delle funzioni g, definite su 3, tali
che Ege W, ™" (T)ek, g e W 2 (dQ), i = 1,...,q, munito della
norma

q
Wi aay = lEg E|w§’”‘”"(r) + : ] E: & lhwrviemcany -
=

(32) gl
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OsSERVAZIONE (3.1). — Se u & una funzione definita in 0, tale che
supp # < U N 0, allora u e W’ () se e solo se ue W.” (G), inol-
tre le norme di u rispettivamente in W.'* (Q2) e W’ (G) sono tra loro
equivalenti. Analogamente, se g & una funzione definita su 98, tale
che supp g = U N 94, allora ge W™ (30) se e solo se g€
e W " (T), inoltre le norme di g prese in W "7(30) ed in

W! ™" (I) sono tra loro equivalenti.

£

LemMa (3.1). — Comungque si fissino r € No, se R, pe |1, + o [,
Dt —{o0}) ¢ denso in W™ () e DB —{0}) & denso in W, """ (300).

LeMma (3.2). — Comungue si fissing v, v € N,, 5,5 € R, p e

€11, + [, con v <r e s"=5s+ 1+ —r, sussise la seguente inclu-
sione algebrica e topologica

W7 () 2 WU (),
inoltre, se v' = 1, si ha, algebricamente e topologicamente,
W B 0) © WL (9 0).

LEMMA (3.3). — Siano t, ©, re N, se€ R, pe]l, + [, con { <
< 1 < r. Per ogni e > o, esiste una costante ¢ (&) tale che

| u ﬁw;"‘_, w =eliu ”w:"’ w T |u ﬁw:‘r"H w o Y ue W (Q)

LEMMA (3.4). — Comungue si fissinos € R, pe 11, + [, 7, t € N,
tali che v = 1,0 = t < r, le iniezioni

W7 () & WL (), W @0) o> W1 (90)

S+f—r-e

sono compdatte.

Se A ¢ un sottoinsieme di Q [risp. d Q], denotiamo con W'¥ (Q;A)
e W (Q; A) [risp. W, """ (80; A) e W (30 A)] i sottospazi ri-
spettivamente di W, () e Wr2(Q) [risp. W "7 (302) e W22 (302)]
costituiti dalle funzioni che hanno supporto contenuto in A.

LEmMMA (3.5). — Siano re N, s, t € R, pe 11, + = [. Allora

WP (0 - {o)) = W (20 - {o}) = W (0 — {o}),

t




246 D. Nunziante
e sevr=1.

W:—II‘P;P (a Q; aﬂ _ {O}) — W:—[/P,P (a ﬂ, aﬂ - {O}) s
= W (9 0; 38 — {o}).

LEmMa (3.6), — Siano reN,, seR, pell,+ o[ ¢ a =(a,..., &) €
e N, Per ogni u e W7 (Q), si ha 9* ue W’ () e

5

E'au“!w:"’ @ = cilul

wi gy

con ¢ costante indipendente da u.

Indichiamo con »n la normale a 90 — {0} orientata verso l'in-
terno di ; poniamo

” diu
Til =
dnl |aa-t0
e, per ogni v € N,
T,et = {vatd, ..., Y1 tih

LemMma (3.7). — Siano re N, s e R, pe 11, + = [. L'applicazione
= T, u, definita in ® (O — {o0}), si prolunga per continuita in un'ap-
plicazione che ancora denotiamo con u—T,u = (yotd, ..., vr11d), li-

X r—1 i . .
neare e continua da W," () su I W, B (36 e dotata di un ri-

2
levamento lineare e continuo.

4, - PROBLEMA DI DIRICHLET IN UN APERTQ LIMITATO CON UN PUNTO
CONICO

Assegnamo in £ un operatore differenziale lineare della forma

)\‘Zm _ XZH!
Alx, 9 = 7. au(x)d + = A(x,d) +

haf<2n I X |2”t l x EZm !

e sudfl — {o} gli m operatori di frontiera

d |
d?’l; an—{o}

Bj(x,d) = =§£f bu(x)o*, j=o0,...,m — L
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Sia roe N, con v, =2m e v, > m — 1/p — 1. Formuliamo le se-
guenti ipotesi:
L) I coeflicienti a, (x), per || = 2 m, sono continui in (.

I} Per ogni chiuso K < ) — {0}, si ha

d“a. € L=(K), per |[u/=2m, |a|=<r—2m,

€ riesce

= .

lim = T |[x)4 8 e ()

|xt—so  |xi=2m o<in{<r—Im

T:) Risulta
0 de € Ly e (), per [pl=2m—1, |ajsr+1-2m,
inoltre, esiste £ = o tale che
ay € Ly (2), per [u|=2m— 1.

1) A ¢ ellittico,
Is) = Is) del n. 2.
Ts) Esiste € = o tale che

" aye Ll i (), per |pl=2m—1, |la|<r+1-2m,

Per ogni r € N, con r = r,, e 5 € R, poniamo

n—

=20 ! y—j—
E (@) =W, "™ (@xn W' (aq)
i=

o

Sotto le ipotesi poste, I'operatore
d:u - (Aw, {Bju})

¢ lineare e continuo da W.” () in E,, (Q).

TeoreEMA (4.1). — Siano reé N, seR, pe]l, 4+ =[, con r=r, ¢
siano verificate le ipotesi 1)), T,), I}, L) e Is). Allora esiste una co-
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stante ¢ (N}, dipendente da A, tale che

T.p

WS

(4.1) fu

() =

| Vaewr @,

rte

< cm[ @ ully o + llu

dove e & il numero definito dall'ipotesi 15).

Dimaostrazione. — Fissiamo un ricoprimento di { mediante gli
aperti O, O;, ..., O ed una partizione dell'unitad di Q mediante le

5
funzioni &, &;, e E; , soddisfacenti le condizioni specificate al . 3.
Assegnamo una funzione ¢ € C~ (G), tale che
dix) =1, Vxe supp &; supp ¢ < Gy.
Consideriamo gli operatori

P=JA in G C=¢/m.aB;, su d&.

Si prova, procedendo come nella dimostrazione del teorema (2.2),
che esiste una costante ¢ (), dipendente da ), tale che

(4.2) Il Eu HW;" @ =G ()»)[” P (% u) ”W;’z'"’”(cy +

s—rte

e —1
+ 200 ) ey + ez, o |-

D'altra parte, poiché P = A e C; = B, in supp&, si ha

. = G H A (E Li) |

(4.3} | P (Eu) iw; (@ w @)

r=In,p
s

(4.4) Il C (& u) ”wf’""“"’(r) < el By (Eu) |

—i—1/p.
W: i f.!?i'(aﬂ) .

Osservando che le derivate di & sono nulle al di fuori di un com-
patto contenuto in £ — {0}, grazie ai lemmi (3.2), (3.5) e {3.6), co-
munque si assegni ¢ € R, si ha

(4.5) “ A(Eu) Iw;’z’"'” =
= H EAu 1 wi ) + ):: E: “ a, d*¢ E " u ‘ wrz’"'"(m =

[ui £2m  oep
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c{uAut

1A

w gyt | X 1 0% ul

o| € 2n —

v |2

1A

Cﬁ[” Au iEw;'z""”(n} + llu ‘Ew;""’(n) ] .
Analogamente, sfruttando il teorema di tracce (3.7), si ha

(46) By (Ew) [yrrvmngg < a[n B ul

W gy | 2 Hw;""'(m :| .

Dalle (4.2), (4.3), (4.4), (4.5) e (4.6} si trova che, comunque si as-
segni f € R,
w, " () J :

@D Ntulyre <ol 18ulle o+ Fullo +lul

Per noti risultati, inoltre, si ha, per i = o,.

(4.8) 33

., q, che

Wrer{) =

w—1
= Cg|: ” A(Ez I/i) ”wrrrlﬂnp(;)) + g H Bf (E, M) i Wwr—fi-tr.e(an) + H g[ 4 HLP(Q) :| .

Con un procedimento analogo a quello usato per stabilire la (4.7),
si trova che, ¥V f € R,

(4.9) 1€ ttllgorey =

< cm[g[au;rﬁwm) +ulhy e + ||u”wjn’+im)} L i=o...

Per il lemma (3.3)si hache V71> 0, 3 cn(n):

(4.10)  [ju|

w ey < 0 flu wa;”l @ T cu(n)llul

Wi,

Grazie alle {4.7), (4.8), (4,9), (4.10) scritte per t =s — 1 + ¢ e al
lemma (3.2}, si deduce che per m abbastanza piccolo esiste una co-
stante ¢ dipendente da & per Ia quale vale la (4.1), cioé la tesi,

Consideriamo ora 'operatore &* aggiunto di &, lineare e continuo,
per le ipotesi, da E:_,s (Q) in (W7 ()Y, definito dalla relazione

CEH*V,u> = <V, 8u>,
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per ogni ue W7 (2) e per ogni V = (v,{v;}) € E,S (€, dove con
E., (Q)e (W' (Q)) si indichino rispettivamente gli spazi duali di
E..(Q) e di W7 (Q).

TeorEMA (4.2). — Siano verificate le ipotesi del teorema (4.1) e
U'ipotesi 1s). Allora esiste una costante c()), dipendente da \, tale
che

(4'11) HVHE;A (n =

= e [18 Vi + Ve, 0] Y Ve, @,

dove ¢ & il numero definito dall'ipotesi Is).

Dimostrazione. — Manteniamo le notazioni introdotte nella di-
mostrazione del teorema {4.1). Consideriamo 'operatore

:iu— (Pu,{Cu)),

che, per le ipotesi, & lineare e continuo da W’ (G) in E,,(G) =
nm—1

= W™ (G) X IT W/'7"" (1), Sia 8" l'operatore aggiunto di 8.
i=o

Per V=, {v;}} € E:}S (£2) poniamo £V = (§v,{£v;}). Evidente-
mente £V € E:q (G) e la norma di £V in E,, (G) & equivalente alla

norma di £V in E_ ().
In base al teorema (2.3), si ottiene l'esistenza di una costante
¢ (1), dipendente da ), tale che

(412) 18Vl o < a M| 18" EV lagrar + 18V, 0 |

dove ¢ ¢ il numero definito dall'ipotesi Is). Inoltre, si ha
{4.13) I| 8% (EV) ”(w:”(c))- =< o ||d*(EV) H(W:.p(m), =<
= alla" Vlyrg, + T85EV) — E8* Vg,

dove

<V, 8Eu) ~E8u>| ‘

weW " (q) Il u Hw:"’(g)
H#=0

(4.14) 1a4*(EV) — Eg*V H(w:"'(m)'
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Seguendo lo stesso procedimento usato per stabilire le (2.26) e
(2.27), si trova che

(4.15) TAEwW — EAu[yrrmmey < o ullyrr,
(4.16) 1B (€w) — EBjuflyimingg = o ffullyrr g, -
Poiché
KV, aEu) —Edu>| < |[V]y o [8Ew —Edully | w .

allora, dalle (4.12), (4.13), (4.14), (4.15) e (4.16) segue che

(4-17) H EV HE” () = G ()\')|: H arv EF(W:'F(D))‘ + H v ”E,’H,”,,E (ﬁ)jI '

Poniamo ora

nm—1

E, (Q,) — Wr—mp (Q)X ‘H Wi'ﬂ'*lfp.p(a Q);
J=0

siano E: () il duale di E. () e (W (1)) il duale di W»?(Q).
Da ben noti risultati segue che

(418)  [[E Ve g < & [M*(EZVI(WW + & Ve, w ]
Dalla (4.18) e dal lemma (3.5), si ha
(4.19) I E: \4 ”Lr(m = Gy [!5 ar (E: V) H(w;"’m)y + | E: v EE:“_H“{Q)] :

Procedendo con gli stessi ragionamenti usati per dedurre la (4.17),
dalla (4.19) si deduce che

(4.20) || E,’ v ”E wm = 6 [” arv H(w;”’m))' + v ”E:H‘:.H () ] :

Dalle (4.17) e (4.20) si irac la tesi osservando che V=EV +
+ ZE V.

TeoREMA (4.3). — Se sono verificate le ipotesi del teorema (4.2)
con € > o, allora l'operatore 8, definito in W.” (Q) a valori in E, . (),
é ad indice.
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La tesi consegue dai teoremi (4.1), (4.2) e dai risultati del n. 8
di [8], dopo aver osservato che ,in conseguenza del lemma (34), le
iniezioni

W (Q) = W (),

E:,v () = E:+l,s+i—a ()

sono compatte.

OssERVAZIONE (4.1). — Si possono facilmente generalizzare i ri-
sultati ottenuti al caso in cui i punti conici di Q siano k > 1; si pos-
sono anzi fare sui punti singolari di d © ipotesi analoghe a quelle fatte
da AVANTAGGIATI e TROISI in [7}, ma ce ne siano astenuli per sem-
plicita.
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Assetto ecologico delle comunitd animali
del fiume Sarno (Campania)

Nota di PIETRO BATTAGLINI *
presentata dal socio ordinaric BALDASSARRE DE LERMA

{Adunanza del 2 giugno 1979)

RiassunNto. — L’Autore ha studiato la consistenza e la distribuzione della fauna
nel fiume Sarmo in Campania, correlandola con luile le componenti ecologiche.

Il fiume Sarmo & un piceolo fiume di circa 30 Km di lunghezza che scorre nella
pianura omonima e sfocia nel golfo di Castellammare di Stabia. Lungo quesio fiume
sono state ideniificate 20 stazioni di campionamento; la loro localizzazione & stata cof-
fettuata in funzionc degli affluenti e di tutti i canali che si versano nel Sarno. Cid
in relazione alla loro azionc ccologica, sia biotica che abiotica, sulia componente
faunistica del fiume stesso.

I dati chimico-fisici csaminati sulla sponda destra, sinistra ¢ centire fiume fanno
notare un accrescimento dei vaiori alterativi man manc che ci si avvicina alla foce.
Inoltre ogni parametro chimico-fisico presenta un valore peggiorativo verso l'inqui-
namento in quelle stazioni poste subito a valle dclla confluenza dell’affluente Ca-
vaiola, che & queilo portante il maggior carico inguinante, Una convalida di cid &
data dalle prove di ittiotossicith effettuate con le sue acque su esemplari di Carassius
aurafus. Da tali analisi si & potute notare che gli effetti suil’epitelic branchiale di
guesti teleostomi & tale da determinare, dopo una permanenza di 96h in tale acqua,
una compicta spoliazione cdell’epitelio respiratorio.

L’analisi della fauna, costituita da 2272 esemplari appartenenti a 6 phyla per com-
plessive 68 specie, ha messo in luce una ditferenza di zoocenosi lunge il corso del
corpo idrico in esame. In particolare lintero Sarno presenta tre zoocenosi different,
rifercntesi a tre zone: la zona A, dalla sorgente fino a 10 Km., la zona B dal 10° Km.
al 18 Km., e la zona C la restante parte fino alla foce.

La struttura ¢ composizione delle tre comunitd animali & abbastanza diversificata
e solo 3 specie su 68 sono comuni a tutte ire le zone.

Dai dati faunistici integrati con quelli abiotici si & potulo percid avanzare ['ipotesi
di una reale zonazione del fiume Sarno. Tale zonazione, perd, non & del tutto natu-
rale, ma & in diretta dipendenza con lalterazionc ambientale che questo fiume pre-
senla in rapporto agli stress alterativi che deve subire lungo il suo corso.

Tali tre zone, in funzione ad una classificazione saprobia degli ecosistemi acqua-
tici interni, possono essere classificate come: oligosaprobia, 1a zona A; alfa-beta-meso-
saprobia, la zona B; e beta-mesosaprobia la zona C.

* Istituto ¢ Musco di Zoologia - Universitdh di Napoli.
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SUMMAaRY, — Mutual relations between ecological distinctive features and inverte-
brates fauna structure and distribution in Sarno river {Campania, Italy) have been
studied.

Sarno river is a little river which flows for approximately 30 Km through its
homonymous plain towards the gull of Castellammare di Stabia — part of the gulf
of Neaples.

Along the river 20 sample stations have been characterized, To the purpose, station
locations have been established at confluence poinis of main tributaries and cflluents
of Sarno river.

The biotic and abiotic ecological action on river invertebrate fauna from Lributary
and effiuent discharges have been considered. Chemical and physical analyses, relative
ito the right and left sides and to the centre of the river, indicate that the ecological
deterioration increases as the river goes down and approaches o the mouth.

Besides any chemico-physical parameter shows an increasing pollution particularly
at the stations situated after the confluence of Cavaiola tributary. This affluent
contributes the greatest amount of waler pollution.

The ichthyo-toxicity tests, effected with the polluted waters of Caviola on Carassius
auratus, have also demostrated that samples from Cavaiola are harmful to fishes.
Indeed after 96 h of immersion we have obscerved a complete exploliation of meonostra-
tified branchial respiratory epithelium of the Carassius tested.

During our studies 2272 specimens of Sarno river invertebrates have been collected;
these animals belong to 6 phyia including 68 species. The survey of Sarno invertebrates
allowed us to recognize different zoocoenosis along this river. Particularly there are
in Sarno river three quite different zoocoenosis referring to three zomes: the first
{zone A) from the source to the 10" Km; the second {zone B) [rom the 10® Km to
the 18™ Km; the third (zone C) io the remaing portion as far as the mouth.

The struclure and composition of the three animal communitics arc quite different
and three species only are common to all the three zones.

It seems, therefore, from faunistical and abiotic ecological data that a real zonation
in Sarno river is present. This zonalion is not a natural one, but is a consequence
of the pollution of the river.

The three ecologically identified zones of Sarno river can be classified, according
to saprabic system of aquatic ecosystems, as:

1) zone A: oligosaprobic zone;

2y zone B: g-f-mesosaprobic zone;

3) zone C: B-mesosaprobic zonc.

1. - INTRODUZIONE.

Il fiume Sarno ¢ un fiume permanente che scorre principalmente
nella pianura omonima. Ha origine presso la citta di Sarno con tre
sorgenti principali e, dopo che le acque delle tre sorgenti si sono riu
nite, scorre per circa 30 Km. per gettarsi nel golfo di Castellammare
di Stabia. I terreni attraversati, per la maggior parte di origine vul-
canica, sono utilizzati a culture intensive di ortaggi e frutteti; la zona
¢ fittamente popolata e caratterizzata da numerose industrie che get-
tano i prodotti di rifiuto direttamente nel fiume.
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Il Sarno, anche se ha un corso breve, attraversa aree con aspetti
molto dissimili che vanno da zone a carattere essenzialmente agri-
colo ad altre densamente urbanizzate ed ad altre ancora con forte
concentrazione industriale.

Da quanto detto si pud facilmente dedurre che il fiume, man
mano che passa lungo le varie zone, acquista proprietd sempre pilt
eterogenee. Infatti lungo il corso, fino a prima della immissione della
Cavaiola (affluente principale e causa della pitt massiva azione inqui-
nante), non vi sono scarichi tali da alterare sensibilmente le carat-
teristiche fluviali, ma da questo punto in poi, attraversando zone
fortemente urbanizzate ed industrializzate, le proprieta delle acque
vengono notevolmente alterate.

La scelta del fiume Sarno & stata determinata da due ragioni:
in primo luogo la breve lunghezza che ha permesso visioni contem-
poranee dell'intero bacino, che anche per la scarsa pendenza (1,5
m./Km.) poteva essere considerato un ecosistema pifi 0 meno omo-
geneo; in secondo luogo il notevole addensamento urbano ed indu-
striale del suo comprensorio che ha influenzato ed ifluenza la di-
stribuzione e selezione faunistica.

2. - DISLOCAZIONE DELLE STAZIONI DI CAMPIONAMENTO,

Il primo problema che abbiamo dovuto risolvere & stato quello
della localizzazione delle stazioni di prelievo.

Per il fine che ci siamo proposti la scelta delle stazioni era di
importanza fondamentale dato il peculiare aspetto fisiografico del
fiume e le zone da esso attraversate, Da una estesa ricerca bibliogra-
fica ¢ apparso chiaro che le idee dei vari studiosi su tale argomento
sono diverse e non concordanti, per cui ci & sembrato opportuno
utilizzare, nella presente ricerca, un sistema personale nel localizzare
le varie stazioni di campionamento.

Nell'insieme si sono determinate 13 stazioni lungo il corso prin-
cipale, dislocate nei punti pin significativi e a valle e a monte dell'im-
missione dei pilt importanti affluenti, canali e scarichi di varia ori-
gine, inoltre altre 7 negli affluenti e canali principali a circa 100-200 m.
dalla loro confluenza con il Sarno; quindi complessivamente sono
state localizzate 20 stazioni.

Come si vede dalla Fig. 1 le varie stazioni sono state indicate
con lettere iniziando dalla foce per finire alla sorgente: con il cri-
terio che le stazioni sugli affluenti e canali hanno la stessa lettera
della stazione a valle, con un indice che le identifica. Per una mi-
gliore conoscenza del luogo del prelievo & stata compilata la Tabella I
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Sargenta di
5. M, detin Foce

N
sty M

SOARLENTING TURID .

F15. 1. - Percorse del fiume Sarno
¢ localizzazione delle stazioni.

SOAFATE

SARNO

Fiume
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TABGLLA [

Descrizione delle localita sedi delle stazioni di campionanento,

K. dalla

Stazioni Km. dalla Foce stazione Luogo dei prelievi Os.er-.
successiva vazioni
Foce 0,00 0,200 s
A 0,200 0,725 Ponte Ferrovia statale
B 0,925 0,925 Ponte a valle della confluen-
za con il canale Bottaro
B/1 0,975 0875daC Canale Bottaro 100 m. prima
della confluenza con il Sarno
C 1,850 1,850 Ponte su circonvallazione
autostradale per Sorrento
D 2,700 1,125 Ii ponte a valle dell’immis-
sione del canale di S. An-
Lonic Abate
E/1 3,625 0,200 da E Canale 8. Antonio Abale a f.c.
100 m. prima della confluen-
za con il Sarno
E 3,825 0,800 Ponte della Marna
F 4,625 5,400 Ponte all'allezza della Mani-
fatlura Tabacchi (Scafati)
F/1 4,625 — Canale Botiaro (altezza Sta- T.c.
zione F)
G 10,025 0,325 A wvalle della confluenza del-
la Cavaiola nel Sarno
G/1 10,350 —_ Cavaiola 100 m. prima della f.c.
confluenza con il Sarno
H 10,350 1,275 A monte dalla confiuenza
della Cavaiola con il Sarno
I 11,625 0,650 Ponte S. Marzano
L 12,275 3,025 A monte della immissione
del Fosso Imperatore nel
Sarno (allezza Masseria Tor-
tora}
M 15,300 0,450 Ponte della ferrovia Vesu-
viana sul tratto S. Valenti-
no Torio - Strianoc
N 15,150 2,675 Madonna delle Fontanelle
M/1 a 0,125 Km. allezza Staz. N Acqua di Palazzo + Acgua f.c.
dall'immissione di §. Marino
nel Sarno
M/1-1 a 1,295 Km. 1,175 da M/1 Acqua di Palazzo (Masseria f.c.
dall'immissione Torelli)
nel Sarno
M/1-2 a 1,175 Km. 1,050 da M/1 Acgua di S, Marino (Mas- f.c.
dail'inmissione seria Robustelli)
nel Sarno
0] 18,425 0,500 S Maria della Foce
daila Sorgenic
N.B. - [.c. = stazioni sugli alfluenti e canali,
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ove sono riportati, oltre che le varie stazioni, i Km. dalla foce, i Km.
dalla stazione successiva — dati importanti per caratterizzare le even-
tuali interrelazioni ecologiche tra stazioni contigue — ed il preciso
luogo del prelievo.

La distanza media tra le due stazioni & di 1577 m.; quella mi-
nima, tra le stazioni G ¢ H, di 325 m. e quella massima, tra le sta-
zioni F e G, di 5400 m.

3. - PROCEDIMENTI E TECNICHE.

3.1. - Procedimentie metodi faunistici.

I risultati di cui alla presente ricerca sono relativi a prelievi del
quadriennio 197275 e sempre effcttuati in concomitanza a peculiari
aspetti meteorologici, stagionali nonché ai periodi lavorativi di quelle
industric del comprensorio che potevano influenzare la portata flu-
viale e la natura dell’acqua.

Il prelievo dei campioni della fauna fluviale ¢ stato effettuato
per mezzo di un retino circolare con diametro di cm. 18, di ml. 1850
di capienza e con apertura di ciascuna maglia di 0,1 mm. Ogni campio-
namento & stato effettuato in un tempo costante, 10 minuti circa, re-
tinando contro corrente per sei volte consecutive e facendo filtrare
per ogni singola retinata quasi tutta I'acqua. In tal modo si sono fil-
trati circa 11 Hliri d’acqua concentrando sul fondo gli animali. Ogni
campione veniva conservato in sigoli boccacci rettangolari di eltex-
polietilene da 500 ml. riempiti fino a 250 ml. ed etichettati.

La cernita ed il riconoscimento della fauna furono eseguiti in
laboratorio, dopo aver raggiunto piccole quantith (circa 1 % -2 %) di
formalina allinsieme prelevato.

Per Videntificazione ed il conteggio degli animali si fece uso di
microscopi stereoscopici da dissezione con ingrandimenti variabili
da 5x a 50x.

Per lidentificazione e lo studio degli esemplari pit piccoli (Tur-
bellari, Rotiferi, etc...) fTurono approntati vetrini, previa fissazione in
appropriati liquidi ed eventuali colorazioni.

I prelievi faunistici sono stati eseguiti per ogni stazione nelle
zone prospicienti le sponde destra ¢ sinistra.

Per i tests di ittiotossicith ci si & attenuti alla metodica descritta
su « Standard methods for the examination of water, sewage and
industrial waters. 13® ed. American Public Health Association, New
York, 1971 » utilizzando come specie di esperimento il Carassius
auratus L. (Pesci rossi).
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3.2, - Procedimenti e metodi chimico-fisici.

I campionamenti sono stati effettuati nelle 20 stazioni suddette,
solo nel 1972, i dati riportati sono le medie dei prelievi effettuati.

I prelievi sono stati compiuti a 10-15 cm. di profondita nelle
zone prospicienti la sponda destra, sinistra ed al centro del corso
d’acqua tramite due serie di bottiglie scure di polietilene rispettiva-
mente di 250 e 1000 ml. di capacita. L'acqua delle prime, tamponata
immediatamente con MnCl; e KJ in soluzione alcalina, si analizzava
in laboratorio per la determinazione dell’OD; quella delle bottiglie da
1000 ml. veniva raccolta per tutte le altre determinazioni.

I campionamenti sono stati effettuati contemporaneamente du-
rante ogni prelevamento nelle 20 stazioni.

In particolare per ogni campione d’acqua sono state eseguite le
seguenti analisi:

a} la temperatura esterna e la temperatura dell’acqua con ter-
mometro a pozzetto;

b) la Concentrazione idrogenionica con piaccometro con elet-
trodo a calomelano;

¢) la Durezza totale con il metodo complessimetrico EDTA ed
espressa in p.p.am. di CaCQy;

d) YAlcalinita totale titolandola con HCI 0,1 N, indicatore me-
tilarancio, ed espressa in p.p.m. di CaCOs;

e) P'Ossigeno disciolio (OD) secondo il metodo Winkler ed
espresso in p.p.m. ed in % di O; saturato;

f) il BOD (richiesta biochimica di ossigeno) secondo il metodo
Winkler dopo 5 gg. a 20°C ed espresso in p.p.m.;

g) le Sostanze organiche in toto con il metodo Kiibel ed
espresse in p.pan. di O: consumnato;

h) il Residuo secco a 110°C e 180°C con il metodo ponderale
ed espresso in p.p.m.;

i) I'NH, per via colorimetrica usando il reattivo di Nessler
ed alcalinizzando con sale di Segnette quando occorreva;

[} 'NO, sempre per via colorimetrica usando il reattivo di
Griess-Jlosvay;

Per le peculiarita della presente ricerca sono risultate necessarie
le seguenti determinazioni supplementari:

A) il Saggio con permanganato a 3’ per misurare la richiesta
di ossigeno delle sostanze riducenti inorganiche e di quelle organiche
facilmente ossidabili;

B) il Saggio con permanganato a 4h per calcolare P'ossigeno
totale richiesto da tutte le sostanze inorganiche ed organiche.
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In entrambi i saggi si & utilizzata una soluzione acidificata con
H.SO: di KMnO, aggiungendo KIJ e titolando con tiosolfato sodico
secondo il metodo suggerito da KLEIN (1961).

Questi due ultimi saggi sono stati utilizzati per calcolare il rap-
porto permanganato 4 h/3" individuante il tipo di inquinamento’® ed
il rapporto BOD/KMnO, che stabilisce, secondo Hewrrr (1940}, il
sistema di depurazione delle acque in esame.

Inocltre per l'acqua della stazione posta presso Ia foce si e effet-
tuato un saggio qualitativo al blu di metilene ed estrazione con clo-
roformio per identificare un'eventuale presenza di detersivi sintetici.

4, - RISULTATI E OSSERVAZIONI,

4.1. - Risultati e osservazioni sulle caratteristiche ambientali.

L'insieme delle determinazioni chimico-fisiche effettuate nelle 20
stazioni studiate, con i risultati relativi alle sponde destra (D), sini-
stra (8) e centro (C) fiume (Tab. 1I), necessita una disamina per
poter analizzare le variazioni che le proprieta chimico-fisiche subi-
scono andando dalla foce alla sorgente? Tale necessita ¢i ha indotto
a dividere i risultati, con le relative osservazioni, in analisi dei dati
chimico-fisici e studio dei grafici relativi all’andamento dell’OD,BOD:s,
Sostanze organiche in toto, NH,, NO, , che sono le proprieta pii
significative dell’acqua ai fini della indagine da noi intrapresa.

4.1.1. - pH.

Il pH lungo tutte le stazioni non subisce notevoli variazioni, ca-
ratierizzando l'ambiente tra neutro e lievemente alcalino, ad ecce-
zione delle stazioni A e Gy; in A la concentrazione idrogenionica tende
verso l'alcalino (7,60), un po’ meno in G, (7,30). Questo fenomeno &
facilmente spiegabile in quanto A & la parte terminale del Sarno ove
si immettono oltre che scarichi fognarii anche effluenti industriali e
G, ¢ ubicata proprio sulla Cavaiola che, come si vedrd in seguito, &
la sede di acque maleodoranti.

4.1.2, - Durezza e alcalinitd.

Le durezze e le alcalinitd seguono lo stesso andamento lungo
tutto il corso del fiume e nei suoi affluenti e canali, ossia all’aumen-

! Osservazioni effcttuate entro l'area del « Trent river Board » nel 1953 fanno no-
tare che esiste una stretta relazione ira questo rapporto e la fauna predominantc
presente nell’acqua {Prevention ol river pollution (1953)).

* In appendice sono riportati i valori limiti di tolleranza della fauna dulcacqui-
cola nei riguardi delle varie proprietd chimico-fisiche deil’acqua.
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tare delle prime si registra un aumento anche delle seconde. In com-
plesso si pud dire che l'acqua dell'intero fiume, affluenti e canali &
un'acqua compresa ira leggermente dura e moderatamente dura.

L'alterazione della corrispondenza biunivoca tra durezza e alca-
linita nella stazione G, ove si osserva che ad una bassa durezza
(147,5 p.p.m.) fa riscontro una alta alcalinita (490 p.p.m.); & probabil-
mente da mettere in relazione alla presenza dei residui schiumosi di
detergenti sintetici galleggianti sull’acqua, i quali, al contrario del
sapone, non induriscono l'acqua in quanto non si solubilizzano, ren-
dendola invece pil alcalina.

Per I'OD,BOD, Sostanze organiche in foto, NO, e NH, si riman-
da per la discussione dei risultati, alla analisi dei grafici che meglio
evidenziano i valori analitici. In particolare i grafici dello OD e del
BOD fanno notare variazioni dei loro valori anche tra le due sponde
di una stessa stazione.

4.1.3. - Residuo secco.

Il residuo secco, a 110°C e 180°C, non presenta valori anormali,
nel senso che riflette sempre la quantita complessiva dei sali di-
sciolti. L'elevata quantita nelle stazioni F, F, e G, rispetto alla con-
centrazione media delle altre stazioni & appunto legata all’aumento
di elettroliti in queste,

4.14. - NO;

L'NO;” ha valori quasi uniformi in ogni campione ad eccezione
di quelli delle stazioni G, F, ed F,. Cio di per se stesso non ha alcun
significato in quanto, come si sa, tale ione rappresenta il prodotto
tinale della nitrificazione. La eventuale significativith, legata ai va-
lori dell’NH:, NO, e BOD, ci riserviamo di esaminarla in seguito,
analizzando appunto le interrelazioni del processo di nitrificazione e
di richiesta biologica di ossigeno.

4.15. - ClI~.

L'osservazione dell'andamento del cloroione dalla foce alla sor-
gente fa vedere una discreta uniformitd di concentrazioni, comprese
tra 63 ¢ 50 p.p.m.; l'unico valore che si discosta da queste & quello
della stazione G, (Cavaiola) ove si ha il dato piu alto (70 p.p.ao.).
E interessante notare che i campioni delle stazioni poste a valle e a
monte dell'immissione della Cavaiola nel Sarno presentano in un
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certo modo, valori antitetici di concentrazioni di Cl-, nel senso che
i dati pma alti sono a valle dell'immissione suddetta. Cio fa pensare
ad un eventuale effetto polluente nei riguardi del cloroione del sud-
detto affluente.

4.16. - SO;

Lo ione SO, ~ & presente in quantita pressocché uniformi in tutte
le stazioni. L'unico valore discordante & quello dei campioni della
stazione C ove, con 149 p.p.m., si ha il valore piua alto; cid lo pos-
siamo spiegare dalla ubicazione della suddetta stazione posta a valle
degli scarichi di cartiere, le quali utihizzano solfato di Al nei loro
processi di lavorazione. Che gquesto repentino innalzamento sia
dovuto ad uno scarico inquinante & comprovato dai valori SO, -
dei campioni delle stazioni B e A simili, per effetto della diluzione,

a quelli dei campioni delle stazioni poeste a monte di C.

417. - PO,

I fosfatoioni hanno concentrazioni quasi uniformi lungo tutto il
fiume ed affluenti; Funico valore anomale (6,00 p.p.an.) & presente
nei campioni della stazione B.

4.1.8. - Al*++,

Lo ione Al**+ presenta concentrazioni piuttosto elevate fino ad
un massimo nei campioni della stazione C dopo la quale si ha un
repentino e forte abbassamento dei valori che in seguito si manten-
gono costanti. Cid potrebbe spiegarsi, confrontando l'andamento si-
mile dello SO, 7, all'effetto degli scarichi di cartiere che, appunto,
utilizzano solfato di Alluminio.

4.19. - H:S.

Va notata la presenza di tracce di H:S nelle stazioni A, G ¢ G,
evidenziata analiticamente e organolefticamente. Le maggiori trac-
ce (+4) si hanno nei campioni della Cavaiola (G}, mentre nel cam-
pioni presi nella zona prospiciente la sponda sinistra di G le tracce
sono minime (+) e sono del tutto assenti nella sponda destra. Cio
& dovuto alla diluizione e turbolenza dell'acqua e al fatto che la Ca-
vaiola confluisce sul lato sinistro del Sarno. La uguale quantita di
H.S in A (tracce + +) e G. (tracce + +4) & la prova della presenza di
uguale quantitd di materiale putrescibile in entrambe le stazioni.
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4.1.10. - KHnOy 4 1/3".

Infine, come & stato gia detto, & stato effettuato il rapporto
KMnO; 4 h/3" per ogni stazione nell'intento di individuare il tipo di
inquinamento presente lungo il fiume e suoi affluenti. Da tale rap-
porto abbiamo potuto osservare che per la maggior parte delle sta-
zioni si ha in media un rapporto uguale a 3,34, mentre per le sta-
zioni A e B esso ¢ rispettivamente 2,61 e 2,80 ¢ infine per le stazioni
Ced E ¢ pari a 3.11 e 3,08 rispettivamente. Da questi valori possiamo
dedurre, confrontandoli a quelli riportati in appendice, che per la
maggior parte del fiume l'inquinamento ¢ di tipo domestico e vege-
tale, per le stazioni A e B ¢ tra domestico ed industriale e infine per
C ed E & praticamente domestico,

4.1.11. - Analisi dei grafici.

Come si & gia accennato le variazioni analitiche dell’OD BOD,
NH, , NO e sostanze organiche in foro sono state riportate in gra-
fici in quanto meglio esse evidenziano le modifiche riscontrate lungo
il fiume. In particolare per alcune di esse (OD,BOD e Sostanze orga-
niche in tofo) nei grafici sono stati riportati i valori riferentesi alle
sponde destra, sinistra e centro fiume, poiché i tre campioni presen-
tavano dati differenti.

Anche per lesame dei grafici premettiamo quelle osservazioni
rignardanti i valori della stazione O,

4.1.11.1. - OD (Fig. 2).

L'OD in p.p.m. presenta, a partire dalla foce, un andamento piut-
tosto costante, con valori in media bassi, fino alla stazione F ove si
ha la quantita pit bassa di OD. Da questa stazione in poi la con-
centrazione dell'ossigeno disciolto (in p.p.an.) si innalza con valori
compresi in media tra 3,80 e 4,35 con un minimo (2,83) neclla sta-
zione H.

Interessante nel complesso delle tre funzioni del grafico dell’OD
lungo l'intero corso sono le minime concentrazioni presenti: nella
sponda destra della stazione F, nella sponda sinistra della stazione H
e il complessivo depauperamento nella stazione A.

I valori dell'OD degli affluenti sono di solito sempre pitt bassi di
quelli delle stazioni vicine dipendendo essenzialmente dalla minore
portata di essi e dall’essere facilmente inquinabile dai vari scarichi.
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Risultati degli esami chimico-fisicl, ogni de

TABE

B B, c

[ 5 C D [ ’ S5
25,1 25,1 25,1 255 25,5 255

2 20 21 20 20 20
7,20 7,20 7,10 7,20 7,20 7:
2175 2175 200,0 2320 2320 2324

412 412 390 425 425 425
2,94 1,85 1,68 1,39 1,65 16
32,07 19,18 18,32 15,08 1803 180
6,00 6,00 6,90 8,20 7,00 7,0
2,32 2,30 2,48 2,40 2,30 2,1

780 780 600 740 740 740
700 700 520 700 700 0
32,40 32,40 33,20 40,00 40,00 40,
0,10 0,10 0,1 0,15 0,15 0,1:
1,70 170 1,70 1,50 1,50 1
63,00 63,00 59,20 63,00 63,00 63
92,24 92,24 92,40 149,1 1491 149
6,00 600 3,38 3,70 3,70 3
0,125 0,125 0,50 0,50 ¢,50 0
11,20 11,20 11,24 1348 1341 13/

0 0 0 0 0 0

0 0 0 D 0

0 0 0 0 0 0

0 0 o v 0 0

0 g 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
acr. aer. Qacr. aer. Aaer, ac?
3,00 3,00 3,40 3,00 3,00 3,
8,40 8,40 14,40 9,40 9,40 9,




in media

dei campionamenti del 1972

D J G E
D i C ‘ 8 J C | D C :
_ i 1 ) ! i
1270 270 27,0 28,3 28,3 28,3 2%
20 20 20 28 20 20 2
718 7,12 712 7,12 7,15 7,15
1275 2275 275 2355 225 2225 22
125 425 425 400 420 420 ax
192 1,74 232 1,69 243 2,04 :
20,07 19,12 25,58 18,64 26,80 22,50 2
7,00 6,50 541 6,19 6,20 6,00 (
1,90 1,50 1,92 2,40 1,86 1,84
00 700 700 780 790 790 7%
180 680 680 720 740 740 74(
37,20 37,20 37,20 41,20 40,00 40,00 4
0,08 0,08 0,08 0,00 0,08 0,08 (
1,10 1,10 1,10 1,00 1,00 1,00
60,30 60,30 60,30 60,43 60,20 60,20 6
90,64 90,64 90,64 90,60 90,64 90,64 o
3,80 3,80 3,80 4,50 4,50 4,50 ¢
0,30 0,30 0,30 3,20 0,80 0,80 (
1,58 1,53 1,58 1,60 1,60 1,60
0 0 0 0 0 0 {
0 0 0 0 0 (
0 0 0 0 0 0 (
0 0 0 0 0 0 (
0 0 0 0 0 0 (
0 0 0 0 0 0 {
aer. aer. acr. acr. aer. aer. H
3,40 3,40 3,40 3,00 5,00 5,00
14,40 14,40 14,40 10,80 15,40 15,40 I










Segui

Risuitati degli esami chimico-fisici, og

| |
I I | L
]
- S B -
‘ i
3 ‘ b 1 C ‘ S ‘ M C 5 5
i
"4 2712 27.2 21,2 26,8 26,8 26,81
'8 16 16 16 19 19 19 ;
08 6,50 6,90 6,90 7.00 7,00 7,00
5 2025 2025 2025 196,5 194,5 196,5
; 380 380 350 350 350 350
Fan) 401 4,02 4,98 4,00 4,51 4,2.}
23 43,06 43,07 54,72 43,92 48,44 46,4@'
00 1,80 1,80 1,12 1,26 1,26 1,4‘1
A48 1,43 1,40 1,46 1,48 1,48 14
580 580 580 692 692 692
540 540 5440 680 e80 680
50 53,20 53,20 53,20 40,60 40,60 40,6
05 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 0,0
A0 2,00 2,00 2,00 2,00 2,00 24

00 48,50 48,50 48,50 50,75 50,75 50,7
10 90,20 90,20 90,20 86,10 86,10 861

50 3,51 3,51 3,51 3,52 3,52 35
02 0 0 0 0 0 o
57 1,88 1,88 1,88 1,53 1,53 15
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 o 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
21, acr. acr. aer. aer. aer. aec
40 3,00 3,00 3,00 300 3,00 34

80 10,80 10,80 10,80 10,50 10,50 10,




wBELLA FI

ito & la wmedia dei campionamenti del 1972,

" ;
|
| B DL
D | c S | D i C | 5 l
o I | | |
26,8 2,8 26,8 2,8 2.8 268 2
17,2 17,2 17,2 18 18 18 t
7,10 7,10 7,10 7,10 7,10 7,10
220,0 2200 220,0 185,0 185,0 185,0 20
110 410 410 327 327 327 39
3,00 428 3,38 4,00 4,70 3,70
32,93 46,96 35,50 43,92 51,72 43,26 2
1,60 1,50 1,5 3,70 31 3,71
1,49 1,40 1,40 1,20 1,20 1,20
50 750 750 480 480 480 49
00 700 700 460 460 460 46
50,40 50,40 50,40 32,10 32,10 32,10 5
0,02 0,02 0,02 0,01 0,01 0,01
2,00 200 2,00 1,50 1,50 1,50
50,20 50,20 50,20 52,00 52,00 52,00 5
93,10 93,10 93,10 90.46 90,46 94,60 9
3,53 3,53 353 3,50 3,50 3,50
0 0 0 0 0 0
1,87 1,87 1,87 1,56 1,56 1,56
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
acr. aer, aer. acr. aer, aer.
3,00 3,00 3,00 2,20 2,20 2,20
0,80 10,30 10,80 6,80 6,80 6,80
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Da rilevarsi tra questi valori il pitt basso della stazione G, (Cavaiola)
che, come si & gia accennato, & I'affluente pia inquinato ed inquinante
del Sarno.

4.1.11.2. - BOD (Fig. 3).

Iniziando, come al solito, dalla foce si pud notare che subito
dopo T'alto valore della stazione A, legato a tutti quei fenomeni gia
accennati per le altre sostanze, fino alla stazione H si hanno dati ab-
stanza alti con un massimo alla stazione G ed una diminuzione alla
stazione F, Dalla stazione I fino alla sorgente i valori sono molto bassi
con l'eccezione della stazione N.

Questo peculiare andamento del BOD & facilmente spiegabile
poiché lalto valore fino alla stazione H rispecchia Iinguinamento
di quella porzione del fiume posta a valle della confluenza della Ca-
vaiola, mentre, i bassi valori a monte di detta confluenza confermano
il minimo afflusso di polluenti nella porzione superiore del corso.
L'alto valore della stazione N in una parte del fiume con basso BOD
¢ da mettere in relazione alla bassa portata del fiume alla sorgente
e alla conseguente presenza di zatteroni di materiale vegetale in pu-
trefazione.

4.1.11.3. - Sostanze organiche in toto (Fig. 4).

Dall’esame del grafico delle sostanze organiche in foto si nota
che, dopo l'alto valore della stazione A, le concentrazioni scendono
repentinamente a valori pressocché uniformi fino alla stazione M per
poi scendere ancora nelle stazioni N e O. L'unica eccezione a tale
costante andamento la si osserva nell'alto valore della stazione G.
I due alti picchi di A e di G sono da attribuire ai caratteri ambien-
tali di queste stazioni (la prima posta alla foce, Ia seconda localiz-
zata a valle della immissione della Cavaiola).

Poiché per lo ione ammonio e per lo ione nitroso i valori delle
due sponde e del centro fiume di ogni stazione coincidono, i grafici
hanno wuna sola curva.

41114, - NH; (Fig. 5).

L'esame delle variazioni dell'NH, lungo il corso del Sarno
mette in evidenza che, dopo i valori, contenuti nei limiti di tolle-
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ranza, delle stazioni A e B, si raggiunge il limite di 0,50 p.p.m. nella
stazione C, con una leggera flessione in D. Successivamente, dopo il
picco relativo alla stazione E, si ha un abbassamento quasi a zero
nella stazione F, indi si raggiunge la magpiore concentrazione di
tutto il corso nella stazione G. Da questa in poi fino alla sorgente &
del tutto assente lo ione ammonio. Da cid si pud dedurre che solo
successivamente alla immissione della Cavaiola ¢ possibile trovare

'NH,” nel Sarno.

4.1.115. - NO,; (Fig. 6).

Lo studio del grafico, riportante I'andamento dell’'NO, lungo il
Sarno, mostra che dopo i due massimi valori delle stazioni A e C,
intervallate dal minor dato in B, le quantita diminuiscono gradata-
mente fino alla stazione G, con un Heve aumento in T. Dopo il re-
pentino innalzamento in H le quantitd di ione nitroso decrescono
ulteriormente fino ad essere uguali a zero nella stazione O.

4.2. - RISULTATI E OSSERVAZIONI FAUNISTICHE.
4.2.1. - Composizione faunistica.

Dai prelievi effettuati risulta che le varie stazioni e anche le
sponde di ogni stazione presentano valori diversi quantitativamente
e qualitativamente imputabili alle caratteristiche delle stazioni ed ov-
viamente alla loro lacalizzazione.

Per dare un quadro di insieme di tali proprieta abbiamo com-
pilato la Tabella III ove sono riportati i valori medi della abbon-
danza® per 0,15 m® Da questa tabella risulta subito che esiste una
maggiore densita faunistica nella porzione di fiume a valle della sta-
zione G rispetto alla porzione a monte di deita stazione. Questi dati
ovviamente sono la media delle varie pescate effeituate e quindi
gia ci indicano la non omogeneita della distribuzione di invertebrati
lungo il corso del fiume. Naturalmente per individuare gli aspetii
ecologici-faunistici ¢ le eventuali interrelazioni con le caratteristiche
e possibili alterazioni del corso del Sarno & stata fatta percid un'ana-
lisi pitt profonda della fauna raccolta.

In tutte le stazioni e durante tutti i prelievi sono stati raccolti
2272 invertebrati appartenenti a 6 Phyla (Platelminti, Rotiferi, Ne-

' Si intende qui per abbondanza il numero di individui per unitd campione.
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matodi, Molluschi, Anellidi e Artropodi) per complessive 68 specie
raggruppabili in 17 taxa importanti* (Tab. IV).

L'insieme delle specie e la loro distribuzione Iungo tutto il corso
del fiume Sarno sono riportate nella Tabella V., Come si pud notare
26 specie sono rintracciabili nell’alto corso fino a 10 Km. dalla sor-

TaABELLA IIT

Abbondanza, in tutti 1 prelievi effettuati, degli invertebrati, per 0,15 wmq., catturati
in tutte le stazioni poste lungo il fiume Sarno.

Stazioni Sponda sinistra Sponda destra Totale
A 203 163 366
B 55 328 383
C 208 22 230
D 86 A0 126
E 121 104 225
F 635 96 731
G 143 84 227
H 58 51 109
I 85 202 287
L 113 68 181
M 326 23 349
N 72 65 137
O 76 at 136

gente, 4 da 11,5 Km. a 18,5 Km. e infine 16 da 21,5 Km. fino alla
foce. Inoltre 1 sola specie ¢ presente fino a 18,5 Km., 15 da 11,5 fino
alla foce, 3 nei primi 10 Km e dal 21° Km, fino alla foce, infine solo
3 specie sono presenti per tutto il corso del fiume.

Questi dati cosi tipici ci hanno fatto subito notare che dal punto
di vista faunistico il fiume Sarno & raggruppabile in 3 zone aventi
caratteristiche diverse come & dimostrato dalla diversa composizione
faunistica.

4 L'utilizzazione dei taxa, raggruppamenti tassonomici, indipendenti dalia divisione
sistematica, ¢ risultata di notevole interesse e comodith come del resto & stato giit
messo in evidenza da noi stessi (Batr, 1967) e da altri AA. (MAITLAND, 1966 e WILHM
¢ Dorrts, 1966).
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Indicheremo percio le tre zone: come zona A quella che va dalla
sorgente fino a 10 Km., B quella da 10 Km. fino a 18 e C la restante
parte.

4.2.2. - Struttura della comunita animale.

La diversitd delle tre zone & meglio messa in evidenza e si esa-
mina la Fig. 7. In questa figura si ¢ messo a confronto la domi-
nanza® dei taxa nelle zone. Come si vede, nella zona A si hanno
14 taxa, nella zona B 11 e nella zona C 12; mentre, come avevamo
gia detto, il numero maggiore di individui (1440) si ha nella zona C
contro i 515 della zona A ¢ i 317 della zona B. Orbene, ad un primo
esame quantitativo poteva sembrare che la zona C, anche se si trova
nel tratto pit inquinato del fiume, potesse essere pili favorevole alla
fauna rispetto alla zona A ove gli effetti inquinanti sono molto scarsi.
Invece l'esame di questa figura mette in evidenza il contrario: in-
fatti nella zona A 1 vari taxa sono distribuiti in modo quasi uniforme
e vi & asseniza di Oligocheti, gruppo notoriamente di acque inquinate,
mentre nelle altre due zone c¢'¢ la preponderanza di alcuni gruppi
(ad esempio la presenza di Platelminti Oligocheti nella zona C). La
diminuzione notevole di individui, di specie e di taxa nella zona B &
da mettere in relazione con l'essere essa dislocata subito a valle della
Cavaiola che influenza negativamente la fauna.

Del resto ancora meglio si possono notare le differenze delle tre
zone se si esaminano 1 rapporti tra specie tipiche e atipiche nelle
stesse zone, Si & fatto questo grafico (Fig. 8) considerando per specie
tipiche quelle presenti solo nella zona esaminata mentre per specie
atipiche quelle presenti in pitt zone ossia che abbiano una maggiore
vagilita ¢ nell’ambito del corpo idrico esaminato.

4.2.3. - Analisi qualitativa della comunita animale e sua zonazione.

Dall’esame della Fig. 8 si pud facilmente osservare che solo nella
zona A 1 due gruppi di specie sono quasi uguali mentre nelle altre
due zone le specie atipiche hanno sempre la preponderanza rispetto
a quelle tipiche.

Tutto cid & sempre a favore del concetto del maggiore inquina-
mento del tratto inferiore del fiume,

Poiché il numero di individui non aveva portato ad un criterio
sufficiente per la distinzione tra le zone e poiché l'esame della distri-

* Dominanza ¢ la percentuale rispetto alla Zoocenosi compiessiva.
* Vagilita & la capacita di diffusione di una specie.
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TaneLra IV

PLATELMINTI

Dendrocoelum lacteum
Phaenccora unipunctaia
Microstomum lineare
Stenostomum leucops
Mesostorma lingua
Planaria sp.

ROTIFERI

Rotaria rotatoria
Mornostyla lunaris
Rotaria neptunia
Philodina citrina
Testudinella patina

NEMATODI

Rhabdolaimus aquaticus
Dorylaimus stagnalis

MOILLUSCHI - GaSTEROPODT

Limnaea auricularia
Paludina vivipara
Limnaea lmosa
Planorbis fontanus
Planorbis complanatus
Bithinia Leachii
Physa fontinalis
Limnaea palustris

ANELLIDI - OutcocHEIL

Branchiobdella varians
Branchiobdelia pentadonta
Chaestogaster diaphanus
Chaetogaster limnaes
Aelosoma hemprichi
Aelosoma niverm
Aelosoma variegatum
Limnodrilus sp.
Eiseniella tetraedra
Eiseniella typica
Trichodrilus sp.
Ophidonais sp.

Tubifex fubifex
Pristina osborni

ARTROPODI

ARACNIDI - ACART
Hygrobates sp.
Limmnesia sp.
Tyrielia sp.
Teutonia sp.
Arrenwrus sp.

N.ind.
362

5
76
28

219
30
4

172

128
27

41

15
26

= =)
[==0 SR |

[N
o= GNP s B

334

66
20
35
43
47

54
32

—
P D O b = ha

1298

141

74
32

11
16

CROSTACET

CLADOCERT
Daphnia longispina

OsTRACOM
Cypris pubera

CoprPonI

Eueyelops agilis
Cyclops strenuus
Briocamptus sp.

TsoPonT

Asellus aquaticus
Asellus fluviatilis

ANFIPODL
Gammarus pulex

InseTT)

COLLEMBOLT

Sminturides aquaticus
Podura aguaiica

EFEMEROTTERL
Oligoneuriella sp.
Baetis sp.

Enrrreny

Velia rivilorum
Nepa cinerea
Corixa sp,

CoLEoTIERL
Hemisphera sp.
Limnebius truncatulus
Haliplus lineatocollis

TRICOTTERL

Mesophylax impunctatus
Limnophilus rhombicus
Oxyethira costalis
Limmophilus sp.

Gliphotaelius punctato-lineaius

DITTERT

Chironomus plumosis
Chironoimus thunmi
Chaocborus crisiallinus
Syndiamesa sp.

Dixa amphibia

TOTALE

N. ind.
980

831

643
137
51

55

16
19

88
88

177

=

54

oy =]

Rl o B




274 P. Battaglini

0Z

| | | |
€I 01 S 0

SHOEMNy SNPESY
snnuagls sdo[i)
stise sdoppAong

‘ds s9)1eqOIBAYH

elqyduwe  exicq

-ds esoweIpusg
snjeaur-ojelound snipEeioydiio
*ds snpydouwary
snorquioyl snjiydoutur]
snpejoundur xe[Aydosap
-ds eiaydsturoy

earourd edoN
WNIO[NALL BI[2A

ds smeeg

-ds EB[[QLINSUOSIQ
snonenbe sapumyuIUg
eanenbe einpod

xa[nd snrewrmes
eraqnd stdi)

‘ds sSNINUALIY

‘ds BIUOINA,

ds eA[PIIA],

*ds erssutuly

susnped eauwily
sIfeunuoy esAyq

BSOWI[ BIULUL]
BLIE[NOLINE EB2UII]
suIeun] B[AISOUO
BLIOTE]OL BLIBIOY]

‘ds erreue|d

‘upigarioaur 1p P109ds @ep OUADS wnif [au pIzpds FUOLRNGLSI]

A V11IEV ],



Asseito ecologico delle comunita animali, ecc. 275

2juadIos

BlEp ury 0z <1

01

BIPSBIID] B[[OIUaSTY
SI[EIS00 BIMJI0AX()
eurdsiguoy emiydeg
10gso eUnISLL
Xaqqny xagiqny,

"ds sreuopydg

‘ds snyrapeotiy,

©eord4} erammastg
WOLIGWSY  eUIOSOaY
ejuoperuad efepqornoueIg
sieude)s smurefiog
euned efjaurpnIsaj
BULIID BUIPOTIY Y

en3urp BUIOISOSATA
SIBIUT]  UINUWIOTSOIST
eigoundiun  eIlccouseyy

SNUL[EISII>  snuoqoryn
IUUING ] STUIOUoIIy)
snsowmpd  snwouoaiyn
siredoleswyy snpdiyepy
'ds Bx1I00)

‘ds sniduwresourg

s snupoury
wn1esalles BUIOSO[RY
WIN3AIU BUIOSOIDY
puwr za1sesolaeq)
snueyderp IaiseSoleeyq
SUBLIEA  E[[2pqolysuelg
smonenbe snwrejopqeRg
erunideu erIRlOy
sdoona| WNmo 150U g

STNIBDUNI] SNIQULLT






!
> 43
ate o 08, $ -
ot',’.:o‘o:o:o’o‘o:o‘ 9,
orgeseeiae,

&5

()

oletalee
KN

B poateLMinT ousocen [T eEmirrer
ROTIFER) Z cLavocer I coicorier

= NEmaTOD: COPEPOD) M tricorTER
GASTCROPOD! 1SOPODI =5 DITICER|

ANFIPODI

COLLEMBOL

CFEMERQTTER

ACARI

0STRACODI

FIG. 7. - Grafico radiale della dominanza dei taxa nelle tre zone.




buzione dei taxa ¢ delle specie tipiche e atipiche ci dava un carattere
ancora generale, abbiamo esaminato attentamente le varie specie
presenti nelle tre porzioni del fiume analizzando la loro prevalenza.

278 P, Battaglini

Hagde
Ity
+9 *hddabge
+4- trrdiag rehad
Saoty Huu?l.3l,.ml4!..tr

i
biskaside)
Fizse: ;3¢ﬂ1+ﬂ...1ﬁ33$ Ses
moc 4%H+.+o..ﬂuow+uwuht.uuu:H:u.. Hm%
E35shy! ESTese
5804
eisasraresyiusiirenat

3 uumnu'ﬂ..dl poss
e
: [

r il tratto comprendente le stazioni A,
cus cristallinus, Chironomus thumni, Chi-

Phaenocora unipunctata, Mesostoma lingua,

Specie atipiche

]
=]
.2

=
=

U
-

5]

L

ou
[75]

zone del fiume Sarno.

Da tali dati risulta che pe
B, C e D (corso inferiore - Zona C), si nota la prevalenza soprattutto

S

&

o

¥

Fic. 8. - Grafico radiale illustrante i rapporii tra specie tipiche e atipiche nelle tre
delle seguenti specie:

Oxyethira costalis, Chaobor



Assetio ecologico delle comunita animali, ecc. 279

ronomus plumosus, Tubifex tubifex, Chaetogaster diaphanus, Chaeto-
gaster limmei, Branchiobdella varians, Aelosoma niveum, Aelosoma
variegata, Fiseniella tetraedra,

Nelle stazioni E, F, G e H (tratto medio - zona B) prevalgono le
specie: Cyclops strenuus, Asellus fluviatilis, Planorbis fontanus, Pla-
norbis complanatus, Haliplus lineatocollis, Stenostomum lewcops,
Rhabdolaimus aquaticus, Chironomus plumosus, Chironomus thummni,
Chaoborus eristallinus, Tubifex tubifex, Branchiobdella varians, Chae-
togaster diaphanus, Chaetogaster limnei, Aelosoma niveum, Aelosoma
variegatiim.

Nelle stazioni I, L, M ed N {tratto superiore - zona A) preval-
gono le specie: Cyclops strenuus, Eucyclops agilis, Rotaria rotatoria,
Hygrobates sp., Limnea palustris, Limnesia sp., Paludina vivipara,
Cypris pubera, Gammarus pulex, Baetis sp., Asellus fluviatilis, Asellus
acquaticus.

La stazione O (sorgente) presenta le seguenti specie: Hygrobates
sp., Gammarus pulex, Cyclops strenuus, Limnophilus rhombicus,
Limnophilus sp., Paludina vivipara, Oligoneurellia sp.

La reale differenza tra le zone durante i vari campionamenti e
tra fe sponde di ogni zona puo essere messa in evidenza solo consi-
derando il contributo di ogni singola specie (Davis, 1963). Questo pud
essere ottenuto con una disposizione bidimensionale delle specie in
rapporto alla loro frequenza e dominanza relativa come & stato sug-
gerito da WEIss-Foeu (1948). Nella Tabella VI & stata operata una
distribuzione bidimensionale per le specie.

Da tale tabella si nota che per la zona A l'influenza preponde-
rante ¢ data da Hygrobates sp. ¢ Gammarus pulex; per la zona B
non esistono specie costanti e dominanti ed infine per la zona C vi
& solo Eucyclops agilis.

Da tutto cid si pud osservare che mentre per la zona A le specie
che giocano un ruolo preponderante sono specie distribuite solo in
quella zona, per la zona C invece Eucyclops agilis non identifica
alcun aspetto particolare, in quanto ¢ una delle tre specie distribuite
lungo tutto il corso del fiume (vedi Tabella V).

L'esame della Tabella VI & interessante poiché, messa a con-
fronto con la Tabella V, fa notare che delle tre specie distribuite
lungo tutto il corso, quella che ha una certa importanza sia come fre-
quenza che come abbondanza ¢ solo Eucyclops agilis.

4.3, - RISULTATI E OSSERVAZIONT DI ITTIOTOSSICITA.

Per analizzare ancora di pitt gli aspetti dell'inquinamento nel Sarno
abbiamo effettuato delle prove di ittiotossicitd a carico dei campioni
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di acqua prelevati alla stazione G, (Cavaiola) che del resto sono molto
significativi in quanto, come si sa, questo affluente & il responsabile
principale della polluzione del tratto medio-inferiore del fiume Sarno.

Gli esperimenti sono stati condotti distribuendo esemplari di
Carassius auratus in vasche contenenti soluzioni percentuali decre-
scenti di acqua della Cavaiola dal 100 % al 10 % diluita in acqua del
Sarno presa alla sorgente.

Alla 96* ora dall'inizio dell’esperimento non & risultata alcuna
mortalitad, mentre per alcuni esemplari della vasca con il 100 % di
acqua della Cavaiola si poteva notare a carico dei Carassi sperimen-
tali lo stabilirsi di una posizione anormale legata ad una sintomato-
logia da alterazioni dell’equilibrio.

Utilizzando tali esemplari per esami anatomo-patologici, abbiamo
notato degli aspetti di iperemia con fenomeni micro-emorragici a
carico delle branchie; inoltre, gli esami istologici, come & dimo-
strato dalle annesse microfotografie delle Fig. 9 e 10, fanno notare
una spoliazione dell'epitelio di rivestimento delle branchie sotto
Vazione degli inquinanti.

Gli animali che non sono stati sacrificati, subito dopo la fine del
periodo di esposizione al campione di acqua inquinata al 100 %, sono
stati immessi nuovamente in acque pure e sacrificati dopo una setti-
mana circa: In questi animali si & potuta osservare una reazione se-
condaria di iperplasia dell’epitelio branchiale (Fig. 11).

5. - DISCUSSIONE E CONCLUSIONI,

L'insieme degli studi biologici, faunistici e nel complesso ecolo-
gici hanno fatto notare che il fiume Sarno e divisibile in 3 zone
aventi caratteristiche diverse come & dimostrato anche dalla diversa
struttura delle corrispondenti comunita animali.

Indicheremo e tre zone come:

Zona A (tratto superiore del fiume) quella che va dalla sorgente
fino a 10 Km. e che corrisponde alle stazioni O, N. M, L, I;

Zona B (tratto medio) quella dal 10° fino al 18° Km. corrispon-
dente alle stazioni H, G, F, E;

ed infine Zona C (tratto inferiore) quella dal 18 Km. fino alla
foce e comprendente le stazioni D, C, B, A.

Le osservazioni da noi fatte hanno avuto lo scopo di individuare
in rapporto alle comunitd animali presenti nelle tre zone, le even-
tuali cause che hanno determinato la riscontrata distribuzione fau-
nistica legata all’attuale assetto ecologico del fiume Sarno.
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L'esame delle comunithd animali & stato, percio, effettuato in
termini di frequenza di specie, di numero di specie per unita di area,
di distribuzione spaziale degli individui e delle specie, ed, infine, del-
Pabbondanza di specie e individui.

Fi6. 9. - Sczione trasversale di pliche respiratorie di branchia di Carassius auratis.
Esemplare di controlio.

e

F1c. 10, - Sezione trasversale di pliche respiratorie di branchia di Carassius auratus,
dopo 9% h di permanenza nell'acqua delia Cavaiola al 100 %. Si noti la spe-
liazione dell'intero epitelio.

L'analisi di tutti i risultati e delle conseguenti osservazioni mette
in luce che il fiume Sarno, anche se lungo solo circa 30 Km., ¢ sede




Assetto ecologico delle comunita animali, ecc. 283

di un’atiiva zonazione della fauna dovuta essenzialemente ai deleteri
effetti dell'inquinamento domestico ed industriale. Infatti la compo-
sizione faunistica indica la non omogeneita della distribuzione di in-
vertebrati lungo il corso.

Lo studio attento delle specie ha messo in evidenza che la fauna
del Sarno si pud raggruppare in tre comunith con diversi aspetti as-
sociativi e legate a tre zone con peculiari caratteri ecologici.

Frc. 11. - Sezione trasversale di pliche respiratorie di branchia di Carassius auratis.
Isemplare sacrificato dopo 10 gg. dali'inizio dell’esperimento. Si noti levi-
dente iperplasia epiteliale per recazione dell’organismo al danno arrecato dal-
I'ambientc ¢cologicamente negativo.

Gli esami chimico-fisici, inoltre, fanno notare che la zona ove si
ha maggiore concentrazione degli ioni ammonio, nitrosi e nitrici &
la B. Tale zona ¢ da considerare come quella che determina un salto
qualitativo, in senso peggiorativo, del corso medio e fa si che I'intrin-
seco inquinamento della zona a valle sommato a quello della zona B,
raggiunga valori notevolmente alti,

Anche lo studio comparato della dominanza dei taxa nelle tre
zone fa notare la diversitd delle comunita animali con un equilibrio
dei taxa nella zona meno inquinata (zona A) e prepondenza di al-
cuni nelle altre due; inoltre la diminuzione di taxa, specie ed indi-
vidui della zona B ¢ da mettere in stretta relazione alle caratteristi-
che chimico-fisiche piuttosto limite di tale zona., L'esame della fre-
guenza ed abbondanza delle singole specie ha messo in evidenza che
solo tre specie Hygrobaies sp., Gammarus pulex e Eucyclops agilis
hanno una preponderante influenza in tutto il fiume e che di queste
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specie le prime due sono tipiche della zona A, P'ultima identifica mar-
catamente la zona C, mancando del tutto una specie abbondante e
frequente nella zona B. Infine la Tabella IV & chiarificatrice della
reale esistenza di una zonazione negli invertebrati del fiume Sarno,
in quanto delle 68 specie trovate 26 sono tipiche della zona A, 4
della zona B e 16 della zona C.

Nel caso del Sarno ci troviamo di fronte ad un corpo idrico che
subisce degli stress istantanei e massivi di inquinanti e costanti e
abbondanti alterazioni ambientali. Come si sa una comunitd animale
pud assorbire, adattandosi, una azione ambientale alterante che non
raggiunga valori limiti e che agisca in un tempo misurabile su scala
evolutiva; ma l'azione dell'inquinamento & troppo rapida per un
riequilibrio dell’ecosistema interessato (BATTAGLINI, 1970).

Pertanto, nel caso del Sarno, ove non mancano affluenti con
azione altamente tossica per la fauna, basti pensare all'inquinamento
portato dall’affluente Cavaiola, che funzionano percid come barriere
nella distribuzione faunistica, possiamo parlare di tre zone con co-
munitd animali proprie, ossia siamo in presenza di una zonazione
faunistica fluviale a cui ha contribuito in buona parte anche 'uomo.

Inoltre l'esperimento di ittiotossicita mostra che le acque del-
I'affluente Cavaiola non contengono inquinanti in concentrazione le-
tale acuta per la specie animale (Carassius auratus 1.), ma che il loro
effetto dannoso sembra imputabile piuttosto alla torbidita, alla pre-
senza di ioni ammonici e alla carica di microorganismi in tali acque
contenuta.

Concludendo, possiamo dire, dai dati faunistici integrati dai ca-
ratteri ambientali delle zone di raccolta e seguendo la classificazione
di LieBMANN (1951) per il sistema saprobio, che:

il tratto superiore del fiume Sarno (zona A) ha le caratteristiche
di un sistema oligosaprobio,

il tratto medio (zona B} si configura come alfa-beta-mesosa-
probio, e infine il tratto inferiore (zona C) presenia caratteri di tipo
beta-mesosaprobio.
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APPENDICE

Valori limiti delle varie sostanze per un'acqua « ancora normale ».

DouUpERDEF P, e Ka1Z M,

DoupeROrF P, e Karz M.

Determinazioni Concentrazioni Aulor:
pH 5.9
Durezza 100- 500 (in CaCQ,) Standard Methods
Alcaliniti tossica con pH 9
Ob ppm. 5,00 Mc GavEEy P, H,

OD % O, saturato

BOD p.p.m.

Amomniaca p.p.m.
Zinco »

Cadmio »

Cromo csavalente p.p.ni.

Nichel p.p.m.

Rame »
Alluminio »
Ferro »
Cianuro »

Sostanze organiche

> 00 (buona)
7590 (discrela)
50-75 (dubbia)
< 50 (molte inquinata}
1 (molto pulita)
2 (pulita)
3 {abbastanza pulita)
5 (dubbia)
10 (inguinata)
3,50
G,10
0,01
0,05
0,05
0,02
1-5,00
1,00
1-2,00
5,00

Kry A, « Pollution ot
surface water in

Europe »

Royal Commission on

Sewage Disposal

Mc Gausey P.H.

DoUDEROFF P, ¢ Karz M.
»
»
DoUDEROLF P,

DoupkrolF P. e KaTz M,

KMnQ, 4h/3’ (rapporio)

4-10 inquin, da sost, org. veg,

3 » » scarichi

< 2 » » »

Kiein 1. « River Pol-

lution »

N.B. - Questi valori sono stati presi da vari Autori ed inoltre su alcuni non sempre

vi & completa concordanza,
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Geologia dei Monti di Trabia-Termini Imerese
e dei Monti Sicani orientali
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Sicilia centro settentrionale)

Nota di RaiMonpo CATALANG ¥ e LORIS MONTANARI **
presentata dal socio corrispondente Brunc D'ARGENIO

(Adunanza del 2 gingno 1979)

Riassunto. — Larea studiata (compresa nci Fogli Bagheria e Termini Imerese)
occupa una fascia a decorso meridiano compresa fra il Tirreno a nord, i Monti di
Palermo ad ovest, le Madonie ad est ¢ i Monti di Cammarata a sud.

Essa rappresenta un segmento della calena siciliana, determinante per la defi-
nizione della conlinuitd longitudinale della catena stessa e dei rapporti tra i1 suoi
vari scttori.

L’analisi delle tacies e lo studio stratigrafico dei terreni affioranti ci hanno per-
messoe di riconoscere:

a4) successioni mesozoico-paleogeniche con caralleri di bacino e di piattaforma
carbonatica, appartenenti ai domini paleogeografici imerese, trapancse, sicano e a do-
mini pift interni (Sicilidi) gid noti in altre aree della Sicilia occidentale;

b) successioni terrigeno-carbonatiche, evaporitiche, clasltico evaporitiche e carbo-
natiche del cicle Fortoniano supcriore-Pliocene inferiore, depositatesi sulle successioni
precedenti, gid raggiunte dalla letlogenesi o non ancora deformate;

¢} successioni clastico-carbonatiche costiere del ciclo Pliocene superiore-Quater-
nario implicale insieme con i Lerreni di ») nelle [asi neo ieitoniche recenti,

L’analisi strutfurale regionale ha mosirato un insiemec di unith stratigrafico-
strutturali di eth mesozoica-paleogenica, caratterizzale da omogeneita nefle facies e nel
comportamento strutturale (U.S.8S)), sovrapposle geometricamente da nord {ove af-
fiorano le piQ alle) verso sud.

Queste unita strutturali, in gran parie sradicate ed embricate verso sud, sono
state messe in posto tra il Langhiano ed il Tortoniano,

Esse derivano dalla deformazione di preesistenti unila paleogeografiche ritenute
in origine collegate tra loro ed appartenenti ad un antico margine continentale (Max-
gine Africana).

Pur facendosi pih censistente l'ipotesi di processi tettogenetici continui tra il
Langhiano ed il Torloniano, le evidenze di campagna {etd dei contatti, livelli pitt re-

* Istituto di Geologia ¢ Paleontologia, Corso Tukory 131, Palermo.

** Istituto di Paleontologia, Strada Nuova 65, Pavia,

Lavoro eseguito con il contributo del CNR ct. n. 77.00929, 78.01468 ¢ del Progettio
Finalizzaio Geodinamica, Modello Sirutturale ct. n. 77.00780.89. Pubblicazione n. 247.
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cenli interessati dalla deformazione etc) indicano duc momenti principali di messa
in posio delle varie U. S. S.

Nel Langhiano-Serravalliano inferiore si sono messe in posto le Unilad Pizzo di
Cane e, in parte, Piana degli Albanesi.

Nef Serravalliano-Tortoniano inferiore, le due Unila precedenti si sono sovrap-
poste sui ferreni dei domini pitl esterni trapanesi ¢ sicani.

Alla fine di questo intervallo si sono individunate e messe in posto le Unith Monte
Kumela e Rocca Busambra derivanti dal dominio trapanese e le Unitd Roccapalumba,
Monte Rose, Monte Barraci-Monte Colomba e Pizze Mondcllo derivanti dal dominio
sicano,

Tra la fine del Langhiano ed il Tortoniano inferiore va coliocaio larrive delle
unitd Sicilidi. La fase di trasfazione post-messiniana, responsabile dell'ulteriore sovra-
scorrimento di alcune unitd sicane sui terreni miopliocenici non & documentabile
nell’area studiata.

Dopo il Pliccene superiore ulieriori fasi tettoniche hanno modificate e deformato
Vedificio strutturale miocenico, frammentando e dislocando gli originari piani di acca-
vallamento.

Lo studio ha inoltre confermato la presenza di linee tettoniche del Pliocene supe-
riore con direzione Nord-Sud che sono all'origine della siruttura rilevata nclla fascia
meridiana Palermo-Sciacca (ove i fronti di scorrimento sono di etd pliocenica). L'as-
scito di questa fascia appare diverso da quello delie aree adiacenti ove i fronti
sovrascorrimento pilt recenti sono assenti o sepolti.

ApsTrRACT, — The area under study trends from the South to the North, between the
Tyrrenian Sea to the north, the Palermo Mouniains Lo the west, the Madonie Mountains
lo the east and the Cammarata Mountains to the south. It represenis a segment of
the Sicilian chain and appears ol great importance in the understanding of the rela-
tionships among the different sectors of the chain.

The facies analysis and the stratigraphic studies of the cutcropping terrains permit
us to recognize:

a) basin, carbonate platform and open shelf Mesozoic-Paleogenic successions
pertaining to the Imerese, Trapanese, Sicanian and more internal (8icilidi) paleo-
geographic domains, already recognized in other areas of Western Sicily;

b) terrigenous-carbonate, evaporitic, clastic-evaporitic and carbonatic successions
pertaining to the Upper Torionian-Lower Pliocene cycle deposited on the previous
terrains some of which had been affected by tectogenesis;

c) coastal clastic carbonate deposits of the Upper Plioccne-Quaternary cycle,
involved together with the terrains of (&) in phases of recent tectonism.

The result of Lhe regional structura! analysis has made evident a group of
gcological bodies of Mesozoic-Paleogenic age, which display homogencity in facies
and tectonic behaviours (structural-stratigraphic units) and are geometrically piled up
from the North (where the higher ones outcrop) towards the South.

The bodies were derived from the deformation of preexisting paleogecgraphic
domains believed to be contiguous and part of an ancient continentai margin (African
continental margin).

Such structural units, detached and imbricated with a soulhward vergence, were
emplaced between the Langhian and the Tortonian.

During the Langhian-lower Serravallian the Pizzo di Cane unit and the Pians
degli Albanesi unit were emplaced as individual units.

In the Serravallian-Lower Tortonian the Pizzo di Cane and Piana degli Albanesi
units were overthrust on the more external Trapanese and Sicanian domain and, at
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the end of this interval, the units of Monie Kumeta and Racca Busambra that are
derived [rom the Trapanese domains and the units of Roccapalumba, Monte Rose,
Monte Barrach-Monte Colomba and Pizzo Mondello that are derived from the Sicanian
domains, were also emplaced as individual units.

Between the end of the Langhian and the Tortonian the Sicilidi units were
overthrust on the already deformed and detached Imerese terrains,

Post-Messinian thrust phases, responsible for a renewed southward traslation of
the already deformed Sicanian units, can not be documented in the area under
study.

After the Upper Pliccene lolding and faulting tectonics have further modified and
deformed the Miocenic structural ecdifice by tilting and breaking up the original
thrust planes.

Moreover the presence of North-South dislocation lines has been confirmed. These
lines of Upper Pliocene age bound the adjacent, horst-like Palermo-Sciacca belt, which
shows younger shortening phases.

INTRODUZIONE

La Sicilia ¢ costituita da tre elementi strutturali fondamentali
che ne hanno caratterizzato 'evoluzione geologica dal Miocene in poi.

Questi elementi, che si susseguono da Nord verso Sud, sono co-
stituiti da un orogene che corrisponde alla fascia settentrionale, tra
i monti di Trapani e i Peloritani; un’avanfossa, compresa fra questa
catena e il margine meridionale dell'isola ed, infine, da un avanpaese
rappresentato dall’altipiano ibleo e dalla zona di Sciacca.

La catena & costituita dalla sovrapposizione tettonica di grandi
corpi geologici derivanti dalla deformazione di domini paleogeografici
mesozoico-paleogenici, appartenenti al margine meridionale della Te-
tide (LAUBSHER, 1971; BERNOULLI & JENKINS, 1974; D'ArcENIO, 1976;
SCANDONE et al., 1977). Questi corpi geologici in gran parte sradicati
ed embricati verso sud, si sono messi in posto durante il Neogene.

La catena inoltre & sormontata dalle unita calabro-peloritane for-
matesi nel Paleogene e messe in posto nell’Aquitaniano (Haccarp et al.,
1972; Amopio MoRELLI et al., 1979).

Essa appare infine attraversata da linee trasversali, responsabili
delle sue dislocazioni differenziali.

Linee di questo tipo individuano settori a decorso meridiano
quali quello fra Palermo e Sciacca nella Sicilia occidentale (CaTaLANO
& D’ArcENTO, 1978) 0o quello piil orientale tra Mistretta e gli Iblei.

La struttura della catena ¢ stata gia illustrata lungo il profilo
Palermo-Sciacca (CATALANO et al., 1978).

Nelle fasce adiacenti l'individuazione delle unita tettoniche e la
ricostruzione dei loro rapporti strutturali non & sempre agevole, sia

i9
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per le variazioni longitudinali degli originari domini paleogeogralici,
sia per le complicazioni apportate dalla neotettonica.

L’area da noi scelta, situata al margine orientale della fascia Pa-
lermo-Sciacca, appare percio importante nella definizione della conti-
nuita longitudinale della catena e dei rapporti fra i vari settori di essa.

I'area studiata & una fascia a decorso meridiano, compresa fra
il fiume Eleuterio ed il fiume Imera ed estesa fino al parallelo di
Castronuovo, immediatamente a Nord del Monte Cammarata .

La parte piu settentrionale di tale area (compresa nei fogli 1.G.M,,
1:100.000 Bagheria e Termini Imerese) & costituita dalle dorsali dei
Monti di Trabia e del Monte San Calogero di Termini Imerese ¢ rap-
presenta il raccordo naturale tra i monti di Palermo ad occidente e
le Madonie ad oriente

La parte meridionale & la continuazione (e la chiusura verso est)
dei monti Sicani che vanno ad immergersi al di sotto del grande pia-
strone del Flysch Numidico della regione di Montemaggiore-Valle-
dolmo.

I risultati di questa prima fase di ricerche ci hanno permesso di
individuare innanzitutto le grandi unitha strutturali derivanti dalle
fasi di deformazione tettogenetica mioceniche, i loro rapporti geome-
trici e le implicazioni pil1 evidenti della tettonica post-pliocenica.

Oltre al rilievo di dettaglio dell'intera area, e all’analisi strutturale
regionale sono stati determinanti:

I'analisi delle facies dei terreni mesozoico-terziari e dei terrent
del ciclo Tortoniano-Pliocene inferiore;

I'analisi stratigrafica e sedimentologica dei depositi del Flysch
Numidico e

la reinterpretazione stratigrafica e sedimentologica dei terreni
attraversati dai pozzi per idrocarburi effettuati negli anni ‘60 da Mon-
tedison ed Agip.

Rilievi geologici, dati stratigrafici e strutturali e analisi delle
facies sono stati sintetizzati in una carta geologica al 100.000 e in
alcuni profili geologici utilizzabili per la comprensione dei rapporti
spaziali tra le varie unita stratigrafico-strutturali (Tav. I).

STUDI PRECEDENTI

Numerosi sono i lavori, soprattutto di natura stratigrafica, riguar-
danti l'area di studio. Fra quelli essenziali per la comprensione del-

! Sy questa slessa zona & sialo impostato il profile geologico Termini Imeresc-
Agrigento eseguito nel quadre del Progetio Geodinamica, Modello Strutturale (U. 0.
R, CATALAND).
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I'evoluzione delle conoscenze sulla struttura geologica dell’area, vanno
segnalati i lavori di MONTANART, 1967-1968; BROQUET, CAIRE & MASCLE,
1966; CarriscH & ScCHIMDT DI FRIEDBERG, 1967: BROQUET, 1968-1972;
Mascie, 1970-1973; RANGIN, 1975; CaTALANO & D’ARGENIO, 1978.

Va inoltre ricordato il lavoro sullo schema geologico della Sicilia
orientale di OGNiBEN, 1960, che, pur non riguardando direttamente
Varea in studio ha influenzato le metodologie di approccio ai problemi
della geologia della Sicilia per almeno un decennio.

Delle ricerche che riguardanc Varea da noi studiata e alle quali
rimandiamo per i dettagli stratigrafico-paleontologici, diamo qui una
breve sintesi.

MonTanar:, 1967, studiando la estesa area dei Monti di Trabia
oltre ad una dettagliata analisi stratigrafica e paleontologica dei ter-
reni triassico-oligocenici di facies Tmerese, da una ricostruzione strut-
turale delle dorsali di Pizzo di Cane e di Monte S. Onofrio.

Nel lavoro vengono individuati, per la prima volta, come materiali
risedimentati i livelli a brecce dolomitiche inseriti nella porzione trias-
sico-liassica della successione del bacino Imerese.

Lo stesso MONTANART, in un lavoro successivo (MONTANART, 1968),
presenta uno schema strutturale dell’area compresa tra Vicari, Rocca-
palumba e Lercara. Lo studio biostratigrafico delle litofacies distinte
nella Formazione Lercara (SCHMIDT pT FRIEDBERG, 1964) porta autore
a dimostrare l'eta ladinico-carnica della successione, generalmente ri-
tenuta paleozoica, e la sua continuita stratigrafica con le soprastanti
marne e calcilutiti carnico-noriche della Formazione Mufara (o « Flysch
Carnico » Auct.).

Dal punto di vista strutturale, ['Autore individua due fasi tet-
toniche comprese tra il Miocene inferiore e medio superiore:

durante la prima i terreni triassici della Formazione Lercara
¢ della Formazione Mufara sovrascorrono sulle marne medio mio-
ceniche di facies sicana, producendo fra l'altro un impasto tettonico
nelle zone di contatto tra i due tipi di terreni « plastici »;

durante la seconda fase viene messa in posto sui terreni prece-
denti la falda numidica prodottasi per scollamento dal suo substrato
di facies imerese,

Della stessa area di Lercara si erano occupati CAFLISCH & SCHMIDT
D1 FRIEDBERG, 1967. Sulla base dello studio del pozzo Roccapalumba
e di alcuni profili sismici, gli autori, dopo aver ribadito 'eta permiana
della Formazione Lercara, sostengono che detti terreni costituisconoc
(anche nel sottosuolo) una fitta successione di piccole scaglie embri-
cate, sovrascorse verso sud sulle argille « elveziane ».

I blocchi calcarei giurassico-cretacei di Vicari, Le Rocche e Roc
capalumba, sarebbero stratigraficamente collegati con la successione
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permiana della Formazione Lercara. Tutti insieme questi terreni fa-
rebbero parte dei Monti Sicani.

A Broouetr (1968-72) si deve lo studio di una vasta area della
Sicilia centro settentrionale nella quale ricade parte della zona da noi
investigata.

Le conclusioni pitt salienti concordano generalmente con lo schema
stratigrafico e strutturale adottato dalla scuola francese di Glangeaud
e Caire in Africa del Nord e Sicilia. Dal punto di vista paleogeogratico
T'Autore riconosce terreni appartenenti alle zone di Cammarata, di
Vicari, di Sclafani e delle Argille scagliose (per il significato di questi
termini vedi Tab. 1 in Caracano & D'ARGENio, 1978).

I depositi della Fm. Lercara sono datati come Permiano e Car-
bonifero e ne viene riconosciuta I'appartenenza al dominio dei Sicani.
La scuola francese continuerid ancora di recente ad assegnare al Pa-
leozoico questi terreni {MAscLE, 1973) %

Nell'estesa placca di terreni del Flysch Numidico, affioranti fra
Sambuchi e Valledolmo, BROQUET riconosce Vesistenza di lames de
glissement poggianti sulla struttura anticlinalica probabilmente au-
toctona di Valledolmo.

Per quanto riguarda 'assetto strutturale dei Sicani orientali BRro-
ouET individua varie unita tettoniche rappresentate dal basso verso
I'alto dalla subunith M. Camunarata (considerata praticamente au-
toctona) e dalle subunity Pizzo Catera, Serra di Leone e Castronuovo
considerate alloctone e trasportate, verso sud, sulle marne del Mio-
cene medio e superiore del « grande bacino della Sicilia centrale ».
L'interpretazione di queste strutture va ricercata nello schema tettono-
sedimentario elaborato dalla scuola francese per la Sicilia occidentale
{BrOOUET, CATRE, MASCLE, 1966).

MascLE (1973) riprende per il settore compreso tra Bolognetta
e Filaga le conclusioni di Broouer (1972) e ne ribadisce lo schema
strutturale. In particolare l'autore considera la placca di Flysch Nu-
midico, affiorante fra Godrano Mezzoiuso e Campofelice di Fitalia,
originatasi dallo scollamento differenziale della porzione eo-miocenica
dal substrato triassico-eocenico della zona di Sclafani.

RaNGIN {1975), nell’area dei Monti di Termini Imerese, riconosce
un edificio tettonico costituito da diverse unita impilate:

Lame des Argille scagliose, Lame du Cozzo Pideri, Lame du
Monte San Calogero.

Secondo l'autore, durante '« Elveziano », in seguito allo scolla-

mento del Flysch Numidico dal suo substrato mesozoico, la zona di

: Pi parere del tutto diverso, RUGGIERT e DI VIra (1972) sostengono una eth mio-
cenica della Fm. Lercara, ritenendo gli organismi permotriassici risedimentati in un
bacino di deposizione di eld miocenica.
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Sclatani si sarebbe « scagliata » in una serie di strutture trasportate
Poi verso sud,

Diverso ¢ l'approccio ai problemi stratigrafici e strutturali di
CATALANO & D'ARGENIO (1978), che inguadrano la geologia della zona
in uno schema che riguarda l'intera Sicilia occidentale.

Lo studio strutturale regionale e V'analisi delle facies consentono
individuazione di diverse unith stratigrafico-strutturali impilate e di
varie [asi tettogenetiche che deformano zone sempre pitt esterne dj
un margine continentale,

Nelle fasi piu tardive le componenti gravitative sembrano assu-
mere rilevanza maggiore,

ANALTSI DELLE FACIES E STRATIGRAFTA

L'analisi delle facies e lo studio stratigrafico dei terreni affioranti
ci hanno permesso di riconoscere nell’area in studio successioni con
caratteristiche diverse riconducibili, dal punto di vista ambientale
e paleogeografico, a originari domini in gran parte gia individuati
per le aree adiacenti nella Sicilia occidentale (CaTaraNo et al., 1973
Grunta & LiGUoRI, 1973; SCANDONE et al., 1977; Catavrano & D’ARrGENIO,
1978).

1. Domtinio Imerese

I depositi del dominio imerese affiorano nei monti di Bagheria,
nella dorsale di Pizzo di Cane-Monte S. Onofrio, in quella del Monte
S. Calogero di Termini Imerese, al Monte Rasolocollo di Cerda, al
Monte Chiarastella nell'area di Campofelice di Fitalia, nel Lercarese,
in una larga fascia compresa fra Montemaggiore, Alia e Valledolmo;
essi sono stati inoltre attraversati dai pozzi per ricerche di idrocarburi,
Cerda 1, Cerda 2, Roccapalumba, Lercara, Vicari, Valledolmo e Ca-
stellana (Tav. 1).

La successione tipica dei depositi in facies imerese che indicano,
nel loro insieme, un dominio con caratteristiche di scarpata e di
bacino sviluppatasi dal Trias sup. al Miocene inf., pud essere cosl
sintetizzata dal basso verso l'alto:

1) Marne, calcilutiti e calcareniti lastriformi di colore grigio
€ avana, con liste e noduli di selce, contenenti radiolari, lamellibranchi
e crostacel pelagici; a luoghi intercalazioni di brecce calcaree con
elementi di scogliera (Carnico-Norico). Spessori variabili fra 50 e 80 m.
I loro ambiente di sedimentazione & riferibile ad una area di bacino




204 R. Catalano e L. Montanari

con tendenza allo approfondimento, rifornito da materiali carbonatici
da banchi isolati che si sviluppavano ai suoi margini. A volte queste
litofacies si trovano stratigraficamente sovrapposte a quelle piit ter-
rigene della Fm. Lercara (Cerda).

2) Calcilutiti e calcareniti lastriformi con noduli di selce, talora
gradate e bioturbate, contenenti radiolari e lamellibranchi pelagici
(Halobia sp. Daonella sp.) (Carnico-Norico). Spessori variabili tra 50
e 300 m. L'ambiente di sedimentazione & quello di una scarpata poco
acclive con prevalente accumulo di organismi pelagici, saltuariamente
rifornita dai margini.

3) Dolomie brecciate e brecce dolomitizzate massicce passanti
verso l'alto e lateralmente a marne e calcareniti gradate con elementi
di piattaforma carbonatica (Norico-Lias inf.). Gli spessori variano fra
50 e 350 m. L'ambiente di deposizione & quello di una scarpata ali-
mentata dai margini di una piattaforma carbonatica e continuamente
interessata dalla tettonica sinsedimentaria.

4 g) Marne a foraminiferi, radiolariti, argilliti e marne radiola-
ritiche con intercalazioni di vario spessore di biocalcareniti e biocalci-
ruditi risedimentate e di lenti di vulcaniti basiche (Lias medio-Cretaceo
inf.) spessori compresi tra 50 e 150 m.

4 b) Marne, calcilutiti e calcareniti a foraminiferi planctonici,
con intercalazioni di brecciole a macroforaminiferi risedimentati
(Cretaceo sup.-Focene sup.). Spessori attoro ai 100 m. L'ambiente di
sedimentazione ¢ riconducibile a quello di un bacino piit profondo
durante il Dogger-Malm ; tale bacino veniva periodicamente rifornito
da materiali provenienti da margini di una piattaforma carbonatica
adiacente interessata dalla tettonica sinsedimentaria.

In continuitd di sedimentazione, anche se con lacune stratigra-
fiche, seguono i depositi del Flysch Numidico, raggruppabili in tre
litofacies principali legate tra loro da relazioni laterali e verticali.

5 a) Argilliti siltose, talora sideritiche, alternate a sottili livelli
arenacei con intercalazioni di calcareniti gradate a macroforaminiferi
risedimentati. Oligocene medio-Aquitaniano inf. Spessori tra 100 e
300 m.

5 b) Argille sabbiose e quarzareniti gradate con granulometria
e spessore variabile e con caratteri di torbiditi. Oligocene sup.-Burdi-
galiano. Spessori fra 200 e 500 m.

5¢) Marne argillose e siltose grigie con Preorbulina sp. Aquita-
niano-Langhiano inferiore e medio. Spessori fra 100 e 250 m. L'am-
biente di deposizione & quello di un bacino soggetto ad apporti di
torbide da aree continentali e di open shelf ed in cui la sedimen-
tazione tende a uniformarsi (argille e argille marnose grigie) solo dopo
il Burdigaliano.
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2. Terreni del dominio Trapanese

Affiorano presso Bolognetta e ad ovest di Campofelice di Fitalia;
essi costituiscono le propaggini orientali rispettivamente delle dorsali
del M. Kumeta e della Rocca Busambra; si ritrovano pia a sud nella
area di Vicari, Roccapalumba, Borgo Regalmici, in piccoli lembi e con
giacitura a volte problematica.

Dai termini pitt antichi a quelli pili recenti si susseguono:

1) Calcari e dolomie calcaree a piccoli megalodonti, molluschi
ed alghe, caleari stromatolitici e loferitici (Norico (?)-Domeriano).

Spessori compresi fra 100 e 300 m.

L’ambiente di deposizione & di piattaforma carbonatica (laguna
di retroscogliera e piana tidale); seguono in paraconformita:

2) Calcilutiti e calcareniti a frammenti di crinoidi, ammoniti
¢ belemniti, passanti verso Valto a calcari nodulari ammonitiferi con
intercalazioni di vulcaniti basiche; calcilutiti con organismi plancto-
nici e rarissime intercalazioni di calcareniti risedimentate: calcilutiti
a Calpionelle (Toarciano-Neocomiano).

Spessori fra 80 e 200 m.

3) Marne, calcilutiti e calcareniti a globotruncane e globorotalie
(« scaglia »), con sottili intercalazioni di calcilutiti a peloidi e di bio-
calcareniti rideposte (Barremiano-Eocene medio sup.).

Livelli di megabrecce ad elementi di piattaforma carbonatica sono
intercalate nella scaglia maastrichtiana.

L'ambiente di deposizione & quello di originari altofondi in cui la
tettonica medio giurassica crea zone di alto strutturale dove si instaura
una sedimentazione di zona fotica e aree pil ribassate che da queste
ricevono clasti di vario tipo.

4) Biocalcareniti e biocalciruditi glauconitiche, gradate e lami-
nate, discordanti sulle superfici di erosione della « scaglia » sotto-
stante. Aquitaniano-Langhiano inf. Spessori da 50 a 80 m.

5) Marne argillo-sabbiose a microfossili pelagici (Fm. San Cipi-
rello), (RUGGIERL, 1966) con spessori di 200-250 m. (Serravalliano-Tor-
toniano inf.).

L'ambiente di sedimentazione ¢ quello di una area occupata ini-
zialmente da depositi deltizi, evolventi nel Serravalliano a mare
aperto.

I terreni della facies trapanese appartengono ad un dominio pa-
leogeografico con caratteri di piattaforma carbonatica nel Trias-Lias
e di piattaforma carbonatica pelagica fino all’Eocene-Oligocene
inf. (7).

Dopo un periodo di emersione si ricostituiscono, dal Miocene inf.
in poi, condizioni di piattaforma neritica tendente a piattaforma pe-
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lagica. Nel Langhiano-Serravalliano le aree trapanesi si fondono con
quelle sicane adiacenti in un unico bacino rifornito prevalentemente
da materiali terrigeno-carbonatici.

3. Terreni del dominio Sicano

Affiorano nella parte sud-occidentale del foglio Termini Imerese
tra Campofelice di Fitalia, Lercara, Filaga e Castronuovo; sono stati
inoltre attraversati dai sondaggi Lercara, Vicari, Roccapalumba, Creta.

Dal basso verso l'alto st sono riconosciuti:

1) Argilliti marne, rosso-verdastre, calcari arenacei lastroidi con
intercalazioni di vulcaniti; marne grigie e verdastre con intercalazioni
tufitiche e brecciole calcaree, livelli a megabrecce con elementi di cal-
cari organogeni arrotondati e con fossili paleozoici (fusulinidi, spiri-
feridi, productidi, richtofenidi, molluschi ed alghe calcaree di et
permiana e carbonifera); argilliti varicolori, passanti lateralmente e
verticalmente ad arenarie grigioverdi ricche di strutture sedimentarie,
contenenti ostracodi, lagenidi {Carnico, MONTANARI, 1968). Questa suc-
cessione di terreni, corrispondente alla formazione Lercara (SCHMIDT
p1 FRIEDBERG, 1964} passa verso lalio a

2) Marne giallastre alternate a calcilutiti miarnose grigie conte-
nenti organismi pelagici quali radiolari, lamellibranchi. Carnico. Gli
spessori variano tra 50 e 250 m. Questa litofacies & abbastanza simile
a quella che nel dominio Imerese viene comunemente compresa nella
Fm. Mufara. Lateralmente e verso l'alto si passa a

3) Calcareniti dolomitizzate grigie con frammenti di molluschi;
calcilutiti bianche a radiolari, calcilutiti avana e marne ad ammoniti,
lamellibranchi {Carnico-Norico) seguite da calcareniti grigie gradate
con interstrati di marne nerastre e calciruditi con elementi derivanti
da una piattaforma carbonatica (Norico-Infralias).

L'ambiente di sedimentazione di gqueste successioni & quello di
una scarpata poco acclive in un bacino di moderata profondita di
volta in volta alimentato da materiali delle adiacenti piattaforme in-
teressate ai loro margini dalla tettonica infraliassica.

In discordanza seguono 4) Calcari risedimentati con elementi de-
rivanti dal rosso anumonitico, calcilutiti a radiolari e calcilutiti bianche
con calpionelle (Titonico-Cretaceo inf.); calcilutiti e marne a globo-
truncane e globorotalie, « scaglia » (Cretaceo sup.-Oligocene inf.) che
nei livelli maastrichtiani contengono intercalazioni di megabrecce ad
elementi di piattaforma carbonatica triassica, potenti fino ad alcune
decine di metri.

L'ambiente & ancora quello di bacino ma le facies si banalizzano
e si uniformano con quelle adiacenti.
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5) Marne siltose grigioverdi e biocalcareniti con lepidocicline
(Oligocene-Aquitaniano).

6) Biocalcareniti, biocalciruditi glauconitiche ¢ marne sabbiose
(Burdigaliano-Langhiano).

7) Marne argillo-sabbiose ad Orbulina sp. (Serravalliano-Torto-
niano inf.). Il nuovo ambiente di sedimentazione & ormai individuato:
una zona di piattaforma aperta che evolve nel Serravalliano ad un
vero e proprie bacino.

4. Terreni dei domini Sicilidi

Gli affioramenti dei terreni comunemente noti come complesso
delle Argille Scagliose (OGNIBEN, 1960) sono diffusi soprattutto nel-
I'area termitana e si riducono man mano che ci si sposta verso sud,
dove si rinvengono in minuscole placche giacenti soprattutto sui ter-
reni di facies imerese.

Nell'area studiata sono state riconosciute:

Argille varicolori, a volte cactiche, laminate con microfaune cre-
taceo-paleogeniche; calcilutiti laminate, calcareniti gradate e marne
con microfaune paleogeniche note in letteratura come Formazione
Polizzi (OGNTBEN, 1960); fra essi & possibile distinguere:

ay Calcilutiti e calcareniti biancastre mal cementate a micro-
foraminiferi (Cuisiano-Luteziano), affioranti presso Vicari;

b) Marne cineree con intercalazioni di calcareniti a macrofora-
miniferi risedimentati (Cuisiano-Luteziano) affioranti ai margini delle
dorsali dei Monti di Trabia, del Monte San Calogero, nelle aree del
Termitano e di Caccamo;

¢) Calcilutiti e marne olivastre con intercalazioni di blocchi di
varie dimensioni di calcari organogeni a macroforaminiferi di am-
biente neritico affioranti in particolare nell’area del Pizzo Mangiato-
rello tra Bolognetta e la dorsale di Pizzo Cane.

IXEPOSITI TARDOROGENICT
Avanfossa (Tortoniano superiore-Pliocene inferiore)

Durante il Tortoniano superiore-Messiniano inferiore, gran parte
della Sicilia & interessata dalla deposizione di terreni silicoclastici
e carbonatici che individuano due aree di deposizione.

a} Sicilia occidentale e centro settentrionale in cui si succedono
argille marnose, conglomerati, sabbie e verso 'alto marne pelagiche
o0, a luoghi, calcari in facies di scogliera;
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b) Sicilia centro meridionale in cui si depositarono argille,
sabbie e marne pelagiche.

Questi terreni sono stati compresi nella formazione Terravecchia
(ScuMIDT DI FRIEDBERG, 1964) ¢ datati sulla base di foraminiferi o di
molluschi e ostracodi.

A questi depositi succedono verso l'alto evaporiti del Messiniano
e i « irubi » del Pliocene inferiore.

Nella regione da noi studiata i depositi della Fm. Terravecchia
affiorano nella valle di Vicari (bacino di Ciminna}, nell’area di Valle-
lunga e nei dintorni di Roccapalumba e Lercara.

La successione verticale della Terravecchia & data da conglomerati
passanti ad arenarie, argille sabbiose e a marne. Gli elementi dei con-
glomerati sono costituiti essenzialmente da clasti calcarei ed arenacei
di facies imerese.

L’analisi dei caratteri deposizionali indica che queste successiont
si sono formate da depositi fluviali gradualmente passanti a depositi
deltizi ed infine marini. Le direzioni di corrente dei sedimenti terrigeni
indicano provenienze da nord (CaTALANO et al., 1978).

I calcari di scogliera localmente attribuiti alla Formazione Bau-
cina {(ARUTA & BuccHERI, 1971) e successivamente studiati nella area di
Ciminna hanno mostrato di essersi depositati in ambienti di laguna
di retroscogliera e di complesso di scogliera con isolati patch reefs
in cui sono predominanti coralli del genere Porites {(CATALANO &
EsteEBAN, 1978). I depositi evaporitici sono presenti nel bacino di
Ciminna e a sud di Lercara.

In questo bacino sono stati distinti due livelli evaporitici (Lo
Crcoro & CATALANO, 1978: Cartarano et al, 1978), separati da marne
marine (D1 STEFano & CaTaLano, 1978) e corrispondenti ai due cicli
evaporitici messiniani riconosciuti in gran parte della Sicilia (DECIMA
& WezeL, 1971).

Trasgressivi sui depositi evaporitici, sui sedimenti della Fm. Ter-
ravecchia e persino su quelli del Flysch Numidico, sono infine calci-
lutiti ¢ marne bianche con intercalazioni di biocalcareniti risedimen-
tate del Pliocene inferiore (« Trubi»).

A luoghi (Monte Misciotto, Ciminna), i trubi sono seguiti verso
V'alto da marne e calcareniti del Pliocene medio superiore.

DEPOSITI DEL PLIOCENE SUPERIORE-QUATERNARIO

Biocalcareniti, sabbie ed argille sono i depositi piti comuni del-
l'intervallo Pliocene superiore-Quaternario.
Essi affiorano nella fascia costiera dei foghi Bagheria e Termini

Imerese.
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Di grande interesse morfotettonico sono i numerosi terrazzi qua-
ternari della fascia costiera termitana che indicano sollevamenti no-
tevoli anche se differenziali nel corso del Pleistocene.

Lr UNITA STRATIGRAFICO-STRUTTURALIL

I terreni prima descritti sono raggruppabili in corpi geologici
omogenei nelle facies e nel comportamento strutturale che costitui-
scono, come gia detto, delle Unita stratigrafico-strutturali (U. 8. S.).

Tali corpi geologici derivano dalla deformazione di originarie
unita paleogeografiche e si sono individuati in seguito alla deforma-
zione progressiva di un margine continentale (segmento siculo appen-
ninico del margine africanc).

Nell'individuazione di queste Unita S.S. sul terreno abbiamo
sempre effettuato un filtraggio delle deformazioni successive che
hanno complicato i rapporti tra i vari corpi geologici.

Qui di seguito le Unitd vengono descritte a cominciare da quelle
geometricamente pitt basse nell’edificio strutturale.

Uwnita 8. 8. Pizzo Mondello

La successione dell’'Unitad Pizzo Mondello, qui presente nelle pen-
dici settentrionali del Monte Cammarata, ¢ costituita da calcilutiti
e calcareniti avana, selcifere, con lamellibranchi ed arnmoniti (Carnico-
Norico), calcari a radiolari e marne a microforaminiferi (Lias medio),
calcilutiti, calcareniti ¢ marne a foraminiferi planctonici (Cretaceo-
Paleogene), biocalcareniti glauconifere (Burdigaliano), disposti lungo
una monoclinale fagliata,

Quest'unita deriva dalla deformazione della parte pilt esterna
e al tempo stesso pitt orientale (riferito alla geografia attuale) del

dominio Sicano (CATALANO & DYARrGENIO, 1978).

Unita 8. 8. M. Barracit-M. Colomba

E rappresentata nell’area in studio dalle propaggini orientali dei
monti di Prizzi. I terreni qui affioranti, biocalcareniti glauconitiche
{Burdigaliano-Langhiano) e marne argillose ad Orbulina (Serraval-
liano-Tortoniano inf.) fanno parte della successione tipica di questa
unita illustrata gia da CataLano & D'ArcEnto, 1978, a cui rimandiamo
per un’informazione pit completa.
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L'unita M. Barract-M. Colomba deriva dalla deformazione della
parte centro-occidentale dell’originario bacino Sicano.

Unita S. S. Monte Rose

Nell'area studiata, essa forma il massiccio Carcaci-Riena, 1'anti-
clinale di Castronuovo e la dorsale di Filaga-Serra di Leone.

La struttura anticlinalica fagliata del gruppo Carcaci-Riena & ca-
ratterizzata da una successione di calcilutiti e calcareniti biancastre
e avana (Norico) seguite in discordanza da marne rosse e calcilutiti
laminate (« scaglia », Eocene), e a loro volta ricoperte, ancora in di-
scordanza, da calcari bianchi e argille sabbiose (Oligocene sup.-Aqui-
taniano).

Nella brachianticlinale molto frammentata di Castronuovo si
succedono dal basso calcilutiti e calcareniti bianche (Carnico-Norico),
calcilutiti e calcareniti con intercalazioni di marne verdastre e grigie
(Lias), calcari nodulari ammonitiferi e brecce calcaree con elementi
di rosso ammonitico (Dogger-Malm), marne e calcilutiti a foraminiferi
pelagici « scaglia », con intercalazioni di megabrecce (Cretaceo-Eocene);
marne, calcilutiti e calcareniti con macroforaminiferi risedimentati
(Eocene-?0ligocene).

Generalmente discordanti, su superfici di erosione dei terreni
cretaceo-oligocenici, seguono biocalcareniti e sabbie a Eulepidina di-
latata (Oligocene sup.-Aquitaniano).

La struttura di Filaga-Serra di Leone, una tormentata anticlinale
fagliata a nord, & costituita da calcareniti e calcilutiti variamente dolo-
mizzate (Carnico-Norico) ricoperte in discordanza da calcilutiti e cal-
careniti a planctonici (Cretaceo-Paleogene) con grandi lenti di me-
gabrecce maastrichtiane intercalate,

Discordanti sui calcari tipo scaglia seguono argille con rare in-
tercalazioni di biocalcareniti dell’Oligocene medio superiore.

L'analisi delle facies e i rapporti strutturali regionali permettono
di collocare l'unita Monte Rose nell’area marginale pit interna del
Bacino Sicano.

L'unita si ¢ originata in seguito alla deformazione di questa parte
del dominio Sicano, avvenuta a partire dal Tortoniano inferiore: il
suo trasporto verso sud, sui terreni dell'unitd Monte Barracu-Monte
Colomba e Pizzo Mondello, si & realizzato tra il Tortoniano e il Pliocene
inferiore.

Questa unita inoltre corrisponde solo in parte all'Unita S.S.
Monte Rose come definita da CaraLano & D’ARGENIO, 1978, in quanto
i terreni medio triassici e triassico-giurassici affioranti nell’area di
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Roccapalumba, Lercara, Vicari, M. Colobria, vengono gui assegnati
all'Unita Roccapalumba.

Unita S. 8. Roccapalumba

L'Unita & rappresentata nell’area in studio da 3 grosse placche di
terreni per lo pilt incompetenti, ricoperti tettonicamente dal Flysch
Numidico e, stratigraficamente dal depositi tardorogenici tortoniano-
messiniani.

Al di sotto delle coperture si individua un solo esteso affioramento
compreso tra il parallelo di Vicari e quello di Lercara immergentesi
ad Est al di sotto del Flysch Numidico di Alia.

I terreni di questa Unitd sono costituiti per la gran parte da
depositi clastici terrigeno-carbonatici di eta ladinico-carnica (Fm. Ler-
cara) a luoghi seguiti stratigraficamente da calcilutiti e calcareniti
a radiolari e lamellibranchi {Halobia sp.) del Trias superiore-Lias.

In particolare, nell’area della Montagnola di Vicari affiorano quasi
esclusivamente le alternanze arenacec-argillitiche con vulcaniti inter-
calate; al Monte S. Filippo ed in Contrada Manganaro le coeve arenarie
grigio verdi; a Cozzo Intronata i depositi clastico-carbonatici, con
intercalazioni di livelli di brecce ad elementi paleozoici, passano a
marne e calcari lastriformi con Halobia sp.. Argille e marne varicolori
sono predominanti nei valloni Riena e S. Antonio e al M. Colobria ove
passano a calcilutiti e calcareniti ad Halobia sp..

I contatti stratigrafici sono generalmente mascherati da deforma-
zioni tettoniche particolarmente frequenti nei terreni incompetenti di
queste aree.

I terreni triassici di questa Unitd raggiungono i loro massimi
spessori nell'area di Vicari, ove il pozzo Roccapalumba la ha attra-
versata per buona parte dei suoi 2.700 metri.

Come si & gia detto, questa grossa placca triassica venne inter-
pretata da CAFLISCH & ScHMIDT DI FRIEDBERG (1967) e dagli autori
francesi (1968-1973) come un insieme di scaglie tettoniche costituite
da terreni permo-carboniferi e da argille mioceniche,

La reinterpretazione del pozzo Roccapalumba (CataLano et al., in
prep.) ha portato al riconoscimento di terreni della Fm. Lercara di
et medio-triassica, variamente caoticizzati, sovrapposti ad una suc-
cessione calcareo-argillosa mesozoica, probabilmente facente parte di
unita Sicane pill esterne. (Tav, 1).

Lo studio delle facies e i rapporti geometrici con le altre unita
ci permettono di collocare le successioni sedimentarie dell’Unitd Roc-
capalumba nella parte interna e pit orientale del Bacino Sicano.
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La deformazione iniziata nel Tortoniano inf. & continuata fino
al Pliocene inf.-medio coinvolgendo anche terreni pliocenici.

E cosi possibile formulare 'ipotesi di una scagliatura successiva
al Pliocene inferiore. Tuttavia, a differenza di quanto ritenuto dagli
AA. precedenti, bisogna ammettere che i vecchi fronti di accavalla-
mento si sono riattivati con avanscorrimenti che hanno portato le
parti pitt alte delle successioni dell'Unita Roccapalumba a sovrapporsi
a zone piu esterne.

Unita 8. 8. Rocca Busambra

Nell'area in studio & rappresentata dai terreni cretaceo-eocenici
affioranti nelle propaggini orientali della montagna omonima.

L'unita deriva dalla deformazione della parte pilt esterna della
piattaforma carbonatica e carbonatico-pelagica trapanese {CATALANO
et al., 1978; CaraLano & D’ArcEnio, 1978).

Uwnita 8. 8. Monte Kumeta

E costituita regionalmente da una dorsale che si allunga in di-
rezione W-E da San Cipirello fino a Marineo (Foglio Alcamo), e che
devia successivamente in direzione NW-SE, da Marineo a Cefala
Diana. Questo ultimo segmento della dorsale costituisce la anticlinale
fagliata di Monte Balatelle la cui successione & caratterizzata da una
grossa intercalazione di tufi e basalti di etd Dogger sup.-Malm finora
mai segnalata nel settore pitt occidentale dell'unita. L'Unita Monte
Kumeta deriva dalla deformazione del settore pit orientale della piat-
taforma carbonatica e carbonatica-pelagica trapanese. La sua messa
in posto nel settore dei Monti di Palermo risale all'intervallo Serra-
valliano sup.-Tortoniano (ABATE et al., 1979).

Unita S. S. Piana degli Albanesi

E rappresentata da depositi dell’Eocene( ?)}-Miocene affioranti nel-
P'area di Godrano-Campofelice di Fitalia, nell’anticlinale di Pizzo Sam-
peri a SE di Valledolmo, da gran parte delle placche numidiche che
ammantano le formazioni triassiche nei dintorni di Lercara e da quelle
che coprono le marne serravalliane di Pietre Cadute e Borgo Regal-
mici; essa ¢ incltre riconoscibile nelle successioni mesozoico-terziarie
di facies imerese incontrate dai pozzi Cerda 2, Valledolmo, Castellana.

L’'Unita Piana degli Albanesi deriva dalla deformazione dell’area
pilt esterna del Bacino Imerese (ABATE et al., 1979) ed & spesso priva
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del suo originario substrato mesozoico, segno di uno scollamento pas-
sante anche al limite tra i terreni calcareo-silicei triassico-eocenici
e quelli terrigeni oligomiocenici (Rabotage basal). Pertanto, l'unita
Piana degli Albanesi & costituita da pilt placche separate fisicamente
tra di loro, tutte perd caratterizzate da analoga posizione geometrica
nell’edificio strutturale.

Unita S.S. Pizzo di Cane

L'Unith ¢ rappresentata dai terreni mesozoico-terziari di facies
imerese affioranti a) nella dorsale di Pizzo di Cane-Monte S. Onofrio
costituita da una piega completa con asse NNW-SSE, fagliata ai
fianchi, b) nella grossa brachianticlinale di Monte San Calogero di-
mezzala e quasi radialmente tagliata da sistemi di faglie con direzione
NNW-SSE e NE-SW (Tav. 1).

Le due strutture formano nel loro insieme un arco a debole cur-
vatura con direzione NNW-SSE ed W-E nella zona orientale. 11 fronte
meridionale dell’arco ¢ segnato da un grosso disturbo tettonico inte-
ressante la copertura oligo-miocenica incompetente che affiora nel-
I'area tra Bolognetta e Ventimiglia e si estende tra Aliminusa, Monte-
maggiore ed Alia.

Questo disturbo & una piega rovesciata interessata da faglie nel
settore orientale e passa ad una faglia diretta nel settore occidentale.

L'Unita Pizzo di Cane deriva dalla deformazione della parte piu
interna del Bacino Imerese. La sua individuazione e relativa messa in
posto sarebbe avvenuta tra la fine del Burdigaliano e linizio del
Langhiano.

Secondo BROQUET (1968-72) e RANGIN (1975) nell'area compresa tra
Monte S. Calogero e Valledolmo si individuerebbero due « lames de
glissement », quella di S. Calogero e quella di Alia poggianti sulla
struttura di Valledolmo ritenuta autoctona (vedi BROQUET, 1972, fig. 34
e RancIN, 1975, fig. 4).

Noi riteniamo invece che la lame de Alia sia la continuazione
verso sud dell’Unita Pizzo di Cane (vedi Profilo e-¢” in Tav. 1) e che la
struttura di Valledolmo (la cui successione sedimentaria & stata da
noi riconosciuta nella parte basale del pozzo omonimeo e del pozzo
Cerda 2) appartenga alla Unita Piana degli Albanesi. Quest'ultima
poggia a nostro giudizio sulle marne tortoniane di unitad pilt esterne,
probabilmente sicane (vedi profilo e-¢’, Tav. 1.

! In disaccordo ci trovanc anche a) le datazioni dei terreni miocenici post-numidici
delle aree a nord di Alia indicati da BReQUET come elveziano-tortoniani e a noi risul-
tanti non pill recenti del Langhiano inferiore; &) la supposta continuita stratigrafica
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RAPPORTI STRUTTURALI FRA LE VARIE UNITA

Vengono qui di seguito riferiti i dati di terreno pii significativi
nella definizione dei rapporti geometrici tra le varie Unita.

Infatti I'individuazione sul terreno dei contatti tettonici tra le
varie U. 8.5, e ira di esse e le coperture tardoorogene non & sempre
agevole, a causa, soprattutto, della tettonica post-pliocenica che ma-
schera le superfici di sovrascorrimento.

L'unita Pizzo Mondello che, come gia detto, rappresenta nell’edi-
ficio strutturale la pit bassa tra le unita definite, & ricoperta tetto-
nicamente dai terreni della Unitda Monte Rose.

Questo contatto & visibile nella valle del Platani, dove la struttura
di Castronuovo ¢ sovrascorsa sulle marne serravalliano-tortoniane
della successione del Monte Cammarata (Tav. 1).

L’eta della sovrapposizione, pertanto, in questa area & sicuramente
posteriore al Tortoniano inferiore.

La situazione geologica nelle aree adiacenti piit occidentali (non
compresa nella allegata carta geologica) conferma tali rapporti tra la
Unita Monte Rose e I'Unita Pizzo Mondello (MasciE, 1973; CATALANG &
D'ARGENIG, 1978).

I terreni dell’Unita Roccapalumba si ritrovano sovrapposti tetto-
nicamente sulle marne medio mioceniche dell’'Unita Monte Rose nel-
V'area di Pizzo Colobria e nel sottosuolo (Pozzo Roccapalumba); inoltre
si sovrappongono sui termini langhiano-tortoniani dell’Unita M. Bar-
raci-M. Colomba, affioranti ad ovest del Vallone S. Antonio. Non sono
definibili, a causa di questo ricoprimento, i rapporti reciproci fra
I'Unitda Monte Barracii-Monte Colomba e 1'Unita Monte Rose, rico-
struibili invece nelle adiacenti aree occidentali {MascLg, 1973 CaTa-
LaNe & D’ArcENIO, 1978).

Le Unita Monte Kumeta e Rocca Busambra si sovrappongono ai
terreni del dominio Sicano. Questi rapporti, documentabili nell’adia-
cente foglio Alcamo, sono stati gia discussi (CAtaLANO & D’ARGENIO,
1978; CATALANG et al., 1978).

In particolare 1'Unita Monte Kumeta giace tettonicamente sulla
Unita Marineo nota soltanto nel sottosuolo (pozzo Marineo, Agip).

L'Unita Rocca Busambra si sovrappone a ovest su depositi serra-
valliano-tortoniani dell'Unita Monte Barract-Monte Colomba (vedi

« dalla facies di Fiysch (Oligocene-Burdigaliano) alla facies di mofassa (Burdigaliano-
Tortoniano) ».

Inolire 1 limiti di accavallamento indicati da BRoQUEr per le varie lgimes (Carte
geologique des Madonies ¢t des Sicanes orientaux, 1970) sono di difficile riscontro
sul terreno.

20
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anche MascLe 1973), mentre sembra poggiare direttamente sui terreni
triassici dell’Unita Roccapalumba alla sua estremita orientale; la loca-
lizzazione del contatto in questo caso & solo intuibile per la copertura
del Flysch Numidico. Un discorso a parte va fatto per i blocchi di
varie dimensioni, con facies trapanese, giacenti sui terreni delle unita
sicane tra Vicari, Roccapalumba, Borgo Regalmici etc.. I blocchi di
dimensioni maggiori, ritrovati nell’area di Vicari, sono a volte capo-
volti ma poggiano o sono inglobati (vedi pozzo Vicari) nei terreni del-
PUnitd Roccapalumba.

Una spiegazione preliminare della loro giacitura attuale puo ri-
siedere nel fatto che essa sia legata ai ricoprimenti tardivi, di preva-
lente componente gravitativa, verificatesi durante il riempimento del-
FPavanfossa.

L'Unita Piana degli Albanesi si sovrappone tettonicamente ai ter-
reni delle unita esierne trapanesi e sicane. In particolare essa giace:
sui terreni langhiano-tortoniani dell’Unita Monte Kumeta (M. Balatelle,
Bolognetta) e della Rocca Busambra (MASCLE, 1973), sulle marne
medio mioceniche dell’Unita Pizzo Mondello, nella valle del Platani
e sui depositi langhiano-tortoniani dell’'Unita Barracu-M. Colomba
a SW di Margana {(almeno relativamente all’area studiata), ed infine,
direttamente sui terreni mesozoici dell’'Unitd Roccapalumba come
& visibile a sud di Campofelice di Fitalia, lungo il torrente Centosalme
e nell’area di Vicari e Lercara. 1 rapporti tettonici tra I'Unita Pizzo
di Cane e 'Unita Piana degli Albanesi, entrambe derivanti dalla defor-
mazione del Bacino Imerese, sono per lo pilt mascherati dalle coper-
ture dei terreni tardorogenici tortoniano-pleistocenici e/o dalla tet-
tonica successiva al Pliocene medio.

Tuttavia, evidenze di sovrapposizione dell'Unita Pizzo di Cane
sull'Unita Piana degli Albanesi provengono, nella nostra area, dallo
studio delle successioni incontrate nei pozzi Cerda 2, Valledolmo, dal-
Iesistenza di finestre tettoniche (nell’area di Valledolmo, I'Unita Piana
degli Albanesi affiora con i suoi terreni langhiani) e regionalmente dai
rapporti con le unita adiacenti.

a) Rapporti con le unita imeresi dell'area dei Monti di Palermo

Nella area dei Monti di Palermo sono state riconosciute due unita
stratigrafico strutturali derivanti dalla deformazione del Bacino Ime-
rese: Sagana-Belmonte Mezzagno e Pilana degli Albanesi (ABaTE et al.,
1978).
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La prima & sovrascorsa sulla seconda come & possibile osservare
nella area di Pioppo, Pizzo Mirabella, Porcazzo-Massariota e lungo
il fiume Eleuterio (Fogli Alcamo e Palermo).

L'Unita Sagana-Belmonte Mezzagno & presente nell’area da noi
studiata ed affiora nel settore di Bagheria, separata dai terreni del-
I'Unita Pizzo di Cane da una importante linea tettonica a direzione
NE-SW osservabile Iungo il fiume Milicia,

I rapporti con i terreni delle unita adiacenti e 'analisi delle facies
indicano che 1'Unita Pizzo di Cane ha nell’edificio strutturale analoga
posizione dell'Unita Sagana-Belmonte Mezzagno e ne costituisce, al
di la delle diversificazioni dovute alla neotettonica, la continuazione
laterale verso est*.

b) Rapporti con le Unita Imeresi affioranti nelle aree delle Madonie

Analisi delle facies e analisi tettonica regionale, associate ai dati
di pozzi profondi indicano una continuity spaziale e strutturale fra
I'Unita di Pizzo di Cane e i terreni in facies imerese affioranti nel-
I'area di Sclafani, Caltavaturo e Monte dei Cervi (Unita delle Madonie
occidentali in SCHMIDT pT FRIEDBERG et al., 1960 e Complesso di base
in OGNIBEN, 1960 e Grasso et al., 1978).

Questi terreni in facies imerese equivalenti a quelli dell'Unita
Pizzo di Cane continuano ad oriente di Cefalit immergendosi nel sot-
tosuolo in corrispondenza della regione tra Pollina e Mistretta.

Contrariamente a quanto ritenuto fino ad oggi (BROQUET et al.,
1974; Grasso et al., 1978) il riesame dei pozzi profondi per idrocarburi
della regione sopramenzionata ha rivelato I'assenza completa dei ter-
reni della piattaforma carbonatica panormide: sono presenti invece
terreni mesozoico-terziari del Bacino Imerese (CATALANO et al., in
prep.} a loro volta sovrapposti tettonicamente al Flysch Numidico.

I terreni delle Unita Sicilidi sono sovrascorsi sulle uniti imeresi,
prevalentemente sui termini langhiani del Flysch Numidico.

La messa in posto di tali terreni andrebbe collocata percid in un
intervallo di tempo compreso fra il Langhiano ed il Tortoniano in-
feriore.

La presenza di lembi di terreni Sicilidi addossati sia alle coperture
numidiche dell’'Unitd Pizzo di Cane che a quelle della Unith Piana
degli Albanesi & in favore del raggiungimento delle attuali giaciture

* L'equivalenza tra le due unita non giusiificherebbe una nuova denominazionc che
luttavia viene proposta perché, a differenza dell’'Unita Sagana-Belmonte Mezzagno,
I'Unita Pizzo di Canc non mostra nell’area studiata i rapporti con le unita derivanti
dalla piattaforma Carbeonalica Panormide.
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da parte delle Sicilidi in tempi immediatamente posteriori alla defor-
mazione dell’originario Bacino Imerese e all’accavallamento delle unita
stratigrafico-strutturali risultanti.

TETTOGENESI

L'area da noi studiata risulta cosi costituita da una serie di unita
stratigrafico-strutturali embricate verso sud. Tali corpi geologici si
sono originati da differenti domini paleogeografici che Y'analisi delle
facies e l'analisi strutturale regionale indica come contigui e corri-
spondenti ad una parte di un originario margine continentale {Margine
meridionale della Tetide).

L'evoluzione paleogeografica dei terreni affioranti nel segmento
di catena da noi studiato deve essere quindi vista nel quadro dei grandi
processi geodinamici che hanno interessato questa area del Mediter-
raneo dal Trias fino ad oggi.

Analisi e confronti tra gli schemi paleogeografici elaborati per la
Sicilia occidentale negli ultimi anni sono contenuti in CataLANO & D'Ar-
GENTO, 1978 ; in questa sede si intende approfondire l'evoluzione tetto-
genetica che ha interessato i terreni dell’area studiata, durante il
Neogene.

Durante l'intervallo Aquitaniano-Burdigaliano la morfologia preo-
rogenica delle zone esterne del margine continentale & rappresentata
da nord verso sud (rispetto agli attuali orientamenti delle Unitd) da:

4) una area corrispondente sia alla piattaforma Carbonatica
Panormide, progressivamente coperta dalla sedimentazione quarzoare-
nitica del Flysch Numidico, che al Bacino Imerese, in cui ai depositi
torbiditici si sostituiscono verso l'alto argilliti e marne argillose;

b) una area appena emersa corrispondente alla piattaforma
carbonatica trapanese e a parte del Bacino Sicano occupata dalla sedi-
mentazione deltizia di biocalcareniti e marne glauconitiche;

¢} una area di mare sottile corrispondente al Bacino Sicano
e all'avanpaese ibleo-saccense interessata progressivamente dalta depo-
sizione carbonatico-terrigena.

Tra la fine del Burdigaliano e l'inizio del Langhiano queste aree
vengono raggiunte dalla tettogenesi; le unita stratigrafico-strutturali
prima descritte, si sono infatti individuate e messe in posto a partire
dal Langhiano inferiore .

s Le Unith derivanti dalla piattaforma carbonalica Panormide assenti nella zona
stucdiata, si sono messe in posto nell’adiacente area dei Monti di Palerme ncl Lan-
ghiano inferiore (ABaTE et al., 1978).
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Anche se appare sempre pili probabile che la tettogenesi abhbia
avuto uno sviluppo in gran parte continuo tra linizio del Langhiano
ed il Tortoniano inferiore, i tempi della loro messa in posto indi-
viduano due intervalli significativi:

— Langhiano-Serravalliano inferiore. L'Unita Pizzo di Cane si
individua e si sovrappone all’Unita Piana degli Albanesi nel Langhiano
inferiore e medio.

Le due unitd cominciano a sovrascorrere sulle pill esterne aree
del dominio Trapanese.

- Serravalliano-Tortoniano inferiore. Durante questo intervallo
I'Unitd Pizzo di Cane e I'Unita Piana degli Albanesi si sovrappongono
sulle Unita Monte Kumeta e Rocca Busambra.

L'Unita Piana degli Albanesi, inoltre va a ricoprire, alla fine del
Tortoniano inferiore, le pit esterne unita sicane (Unita Roccapalumba,
Unita Monte Rose e margine settentrionale dell'Unita Pizzo Mondello)
presumibilmente giad raggiunte dalla tettogenesi.

Le Unita Trapanesi si accavallano sui terreni del dominio sicano
nel Tortoniano inferiore « scagliandosi » ulteriormente in tempi suc-
cessivi.

Tra la fine del Langhiano ed il Tortoniano inferiore, i terreni si-
cilidi appartenenti ad aree pit interne del Margine Continentale, rico-
prono le Unitd Imeresi gia tra loro accavallate.

Il massimo raccorciamento sembra essersi realizzato proprio at-
torno al Serravalliano superiore-Tortoniano inferiore. Alla fine di
questo intervallo si individuano e si mettono in posto le unita sicane ;
I'Unita Roccapalumba sovrascorre sull'Unita Monte Rose, che a sua
volta si sovrappone alle Unita Monte Barracii-Monte Colomba e Pizzo
Mondello; le unitad sicilidi subiscono un’ulteriore traslazione verso
aree piu esterne.

Comincia cosi ad identificarsi il margine meridionale della catena
con il sollevamento delle Unita Imeresi e la formazione di un’area
di avanfossa.

Nel Tortoniano superiore-Messiniano inferiore, in seguito al sol-
levamento progressivo di aree sempre pilt esterne della catena, si ha
la deposizione delle molasse della Formazione Terravecchia che rico.
prono, sigillandole, le Unita imeresi con le soprastanti falde Sicilidi
¢ man mano verso lesterno i fronti di accavallamento delle Unita
trapanesi e sicane,

Dal Tortoniano superiore al Messiniano si ha un abbassamento
progressivo del livello del mare e la formazione di complessi di sco-
gliera che si esauriscono con 'evento messiniano legato alla crisi di
salinita e alla deposizione delle evaporiti.
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Una nuova fase tettogenetica si verifica dopo il Pliocene inferiore
con la traslazione delle unita sicane gia dislocate sui gessi messiniani
ed i « trubi» pliocenici.

Evidenze di questi accavallamenti si ritrovano soltanto nelle adia-
centi aree occidentali. Sembra ragionevole ritenere che le superfici di
accavallamento plioceniche affioranti ad occidente, possano ritrovarsi
nel sottosuolo delle aree piti orientali a variabile profondita.

Neotetionica

Pedificio strutturale formatosi nel Miocene-Pliocene inferiore su-
bisce, a partire dal Pliocene medio superiore, una accentuata defor-
mazione che da fuogo ad una fase plicativa seguita da una fase di-
sgiuntiva, in cui vengono implicati sicuramente terreni del Pliocene
medio superiore.

I sistemi di pieghe a grande raggio di curvatura hanno assi di
orientazione NNW-SSE ruotanti fino a WNW-ESE.

Tali direzioni sono molto evidenti sia nelle dorsali calcaree dei
Monti di Trabia e di Termini Imerese a nord e dei Monti Sicani a sud,
che nelle aree occupate dai terreni tardorogeni (area del bacino di
Ciminna, area di Vallelunga) e del Flysch Numidico (area di Monte-
maggiore).

Alla tettonica plicativa seguono le fasi distensive responsabili del
sollevamento differenziale dell’area.

Schematicamente si individuano due grossi sistemi di faglie.

Il primo sistema, che & anche grosso modo parallelo alla direzione
principale della struttura di piegamento, ha un andamento NNW-SSE,
leggermente ruotante verso NW-SE (area meridionale della carta).

Il secondo sistema, per lo pitt normale al precedente, ha direzione
NE-SW ruotante verso NNE-SSW.

Fra le linee a direzione NE-SW, quella dell’estremo settore nord
occidentale della carta (Foglio Bagheria) appare collegata con il cam-
biamento regionale di direzione della struttura che interessa le Unita
imeresi e trapanesi nella zona tra Marineo, Bolognetta ed Altavilla
Milicia.

Fra le linece importanti con direzione NE-SW va segnalata quella
che delimita verso sud l'arco costituito dalle dorsali di Pizzo di Cane
e Monte San Calogero.

I due sistemi principali controllano a scala regionale l'attuale
assetto tettonico in cui si distinguono tre fasce con andamento est-
ovest progressivamente ribassate verso la costa.
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L'eta di questa tettonica viene comunemente riferita al Pliocene
superiore-Quaternario; per la fascia costiera e per le aree adiacenti
occidentali si hanno evidenze di una eta siciliana o posteriore al Si-
ciliano (RUGGIERT & SPROVIERI, 1977).

Aree costiere ed aree interne sono perd allo stesso modo inte-
ressate dalle pilt importanti linee tettoniche e deve pertanto essere
ipotizzato un ringiovanimento dell’eta della tettonica disgiuntiva nella
intera area.

Siamo grati vivamente a Piero Di Stefano, cui si deve il disegno
della carta geologica; a Enrico di Stefano che ci & stato di grande
aiuto nelle determinazioni micropaleontologiche, a Benedetto {Bino)
Abate e Piero Renda per la collaborazione nel corso del rilevamento
e @ Giovanna Lo Cicero per la continua e preziosa assistenza. Per lo
studio delle carote dei pozzi, infine, ringraziamo il Prof. Marco Pieri
(pozzi AGIP) e il Prof. Uberto Crescenti {pozzi Montedison).
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Le immagini epimorfe di un M,-piano archimedeo

Nota di PasqQuarina Contr *
presentata dal socio corrispondente GIANFRANCO PANELLA

{Adunanza del 2 giugno 1979)

SOMMARIO. — Si caratlerizzano le immagini epimorfe di un M,-piano archimedeo.

SumMARY. — We determine the planes which are epimorphic images of a given
archimedean M,-plane.

INTRODUZIONE

L. Pro#ERA [4] ha classificato gli M-piani ed ha fornito informa-
zioni sul gruppo delle collineazioni di un My-piano = [5], descrivendo
in dettaglio tale gruppo se si suppone quel piano archimedeo [6].

Noi, qui, classifichiamo i piani proiettivi che sono immagini epi-
morfe di un Mrpiano archimedeo =; ossia, individuiamo i piani =’
che verificano la seguente condizione: esistono applicazioni suriettive
fi, risp. f», dai punti, risp. dalle rette, di = ai punti, risp. alle rette,
di 7’ tali che se il punto a di = incide la sua retta A, in conseguenza
it punto f,(a) incide la retta f;(A) in =", Stabiliamo, innanzitutto, che
i plani n° di tipo precisato (e non isomorfi a =) sono piani proiettivi
sopra campi (corpi commutativi); anzi, che il campo delle coordinate
di ciascun piano =’ & campo residuo di un posto (proprio) di un campo
ordinato archimedeo associato canonicamente a =, K.. Perverremo
alla classificazione fornendo condizioni caratterizzanti i posti (propri)
di K- che individuano campi residui atti a fornire coordinate ai piani
proiettivi che sono immagini epimorfe di .

* Istituto di Matematica Politecnico di Torino - Corso Duca degli Abruzzi, 24 -
10129 Torino.
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1. - I POSTY DI UNA CLASSE DI SISTEMT CARTESIANI

Un M, sistema Ky = K;(+, °; <} si desume da un corpo ordinato
K =1(+, ; <)e da una funzione { : K- — K~ dagli elementi negativi
K~ di K ai suoi elementi negativi, assumendo come insieme sostegno,
addizione e ordinamento lineare di K; quelli del corpo K e definendo
a°b=1f(a) - b se abeK™, a-b=a-b altrimenti. Anzi, K;=
K;{+,°; <) & Mysistema ([4]; definizione 3) se e solo se sussiste la
seguente condizione: f ¢ applicazione biettiva (strettamente) crescente
e,seaq,b,ce Kcona<a o0=<bh o< c esiste unc ed uno solo x € K~
tale che f(x)-a=c¢ -+ x - b; in tali condizioni, f si dice funzione di
rifrazione del corpo ordinato K. Un Mysistemna risulta un sistema car-
tesiano ordinato L.

Desideriamo, innanzitutto, studiare i posti di un Mi-sistema, nel
senso della seguente definizione derivante dalla teoria dei posti degli
anelli ternari fondata da L. A. SkorNJAkov [7] e rielaborata da J.
ANDRE [1].

DEFINIZIONE 1. — Siano C{(+,°), C'(+,°) sistemi cartesiani’,
Un posto (proprio) di C (+,°), con sistema cartesiano residuo C' (+,°),
& un'applicazione suriettiva ¢ : C— C'U{ e} che verifica le condizioni
seguenti (nelle quali a, b, x, vy € C):

(P)) 9(0) =0, (1) =1;

(P:) se p(a), (b)) = & gla+ b) =q(a) + ¢(b)
e glacb)=q(a): o(b)

(P3) se pla)= oo, 0(b) = « & ola+b)=0(b + a)= o;

(Py) se pla)7 o0, o(b) = & @la°b)=q(b-a)= o;

(Ps) se p(x) = o, g(—acx+box) = & @la)=o(b)

(Ps) se g(a) = w,pacx —a°y)# e &o(x)=0()

(P)sebexdavry=acx ¢la) =9x) =olb-x)=9lacy) = «
deve risultare @ (b) = = oppure ¢ {(y) = .

! Gli M,sistemi ed i piani da essi individuati sono stati ampiamente studiati in
[41: i risultati 1i stabiliti saranno da noi tenuti presenti, ora e mnel seguito rinviando,
poi, a G. PIckerT [3] per ulteriori informazioni. Qui ci limitiamo a ricordare che C (+, °)
& sistema carlesiano se: 1) C(4) & un gruppo (con elemente neutro o); 2) = & opera-
zione interna ovunque definita in C; 3 oex=xco=0se x e C; d) csiste 1 € C, 1 = 0,
tale che x<l=1+x=24x; 5) se a,b,c e C ¢ a = b esiste uno ed uno solo x ¢ C, risp.
veC, tale che —aex+bhex=c risp. yea—ye+b=c Se < & ordinamento lincare
di C, C{+, =; <) & sistema cartesiano ordinato se C(+; <) & gruppo ordinato ¢ se
con a,b,ceC, a<h c<d si ha asd—a-c<bed—->be-c

* Nel seguito avremo a che fare, contemporaneamente, con pill sistemi cartesiani;
indicheremo, talvolta, con x = y il prodotto dei loro elementi, tenuio conto che l'identita
di scrittura non potrd provocare equivoci, Riserveremo la scritfura xy al caso in cui
il sislema cartesiano che si considera &, per ipotesi, un corpo.
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Lemma 1. — Siano ¢ : C—> C'U{ =} un posto (proprio) del sisie-
ma cartesiano ordinato C=C(+,°; <) ed € C 0 x' = ». Se il
sistema cartesiano ordinato C = C(+, °; <) & archimedeo, ossia se
C(+; <) é gruppo ordinato archimedeo, fissato a €C, esistono p, g € C,
con p<a< gq, tali che o (p) =9 (g) = .

Dimostrazione. — Sia y € C,¥ non nullo, per cui o(y)=o0 =
=¢ {—y)*esiaze C per cui 9(z) = x’. Il gruppo additivo ordinato
sostegno del sistema cartesiano ordinato C & archimedeo, quindi esi-
stono 1 ed »' interi tali che p=z4+ny<aeg=z+ny>a Da
gui e dalla definizione 1, per Ia (P;) se x" € C’" ¢ per la (Py) se ¥’ =,
discende ¢ (p) = 9 (g) = x".

LEMMA 2. — Se ¢ : C—>C'U{o} & posto dellMysistema archi-
medeo C =Ky = Ky(+,°; <), C" & corpo.

Dimostrazione. — Siano a’, b’, ¢’ € C', ¢, b, ce C tali che 9 (a)=«’,
o(b)=50"e p{c}) = ¢ Si pud supporre a > o per il lemma 1; risulia
a' (b + )= ola)(eB)+ole)) = ola)-g(b+c) = pla-(b+o))=
=¢la - bta-cy=a - +a . c.

Analogamente si verificano le ulteriori condizioni che caratteriz-
zano un corpo e si conclude.

Con il seguente teorema si individuano i posti di un corpo ordi-
nato archimedeo K = K (+, -; <) che definiscono i posti dell'M-
sistema C = Ky = K; (+, »; <) desunto da K e dalia sua funzione di
rifrazione f (quanto affermato ha senso poiché K = C come insiemi).

TEOREMA 1. — Siano K = K (+, +; <) un corpo ordinaio archi-
medeo, C=K; = K;(+, ; <) I'Mysistema desunto dal corpo ordi-
nato K e dalla sua funzione di rifrazione f, ¢ : K—C'U{ =} un po-
sto (proprio} del corpo ordinato K per il quale risulti, se x e K, x < o,
px)=9f(x) e p(x'f(x)) =1 se x <0 e @(x) = . Con tali dati
lapplicazione ¢ : C— C'U{=} ¢ posto di C; anzi, in tal modo, si
definisce ogni posto (proprio) dell'M-sisterma C = K;.

Dimostrazione. — Poiché K; = K come gruppi additivi ordinati,
se ¢ & posto del corpo K tale che ¢ (x) — ¢ f(x) se x € K-, per l'ap-
plicazione ¢ :C—C U{e} valgono, evidentemente, le condizioni
(P1)...(Ps) della definizione 1. Per provare che ¢ & anche posto di C
bastera, allora, verificare le (Ps) e (P;) di tale definizione. Proviamo,

* Un tale y csiste: infatti se xeCegp() = o siaveCtaleche xsy=1Eyvy =0
e gplxey =1 per cui, per la (P}, 0 {» = 0.
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dunque, la (P) €, ciog, che se x, v Ky, p(aex —acy) 7 = e gp(a) =
risulta @ (x) = @ (¥).

Dobbiameo discutere i casi in cui ¢ a < ¢ ed x, vy non sono con-
temporaneamente positivi. Supponiamo a,x < 0o e 0 < v (la possibi-
lith a, vy < o0 e o < x si discute in modo analogo); se ¥y == o, per la
(P:) o (¥} = 0 ¢, quindi o(x) = 0 essendo o # o{a°x) € ¢ (a) = o,
Sia, allora, ¥ # 0; posto a 'f(a) = k(a), risulta ge(acx —a-y) =
p(f(a)x —ay)=¢(ak{a)x — ay) £ « e valendo la {Ps) per ¢ po-
sto di K, ¢(k(a)x) = o (y). Se o{x) = « da ¢(k(a))=¢(a'f(a))=
= 1 # o per ipotesi e dalla (Py), st ricava ¢ (k{a)x) = « = @ (¥); se,
invece, @ {x) Z o, si ottiene g (k{a)x) — o{k(a)) -o(x) =1 0(x) =
¢ (x) = ¢ (¥) e, ciog, la (Ps).

Rimane, pertanto, da stabilire che ¢ verifica la (P;); tale verifica
si esegue con una dimosirazione analoga a quella data da C. Barto-
LonE in [2] (lemma 2) e si conclude che ¢ risulta un posto di C = K.

Si supponga, ora, che ¢ : C—C' U{e} sia un posto dell'M;-si-
stema C = K;(+,°; <} desunto dal corpo ordinato archimedeo
K=K+, -; <) e dalla sua funzione di rifrazione f; per il lemma 2
il sistema cartesiano C’ risulta un corpo. Inoltre, per x < o risulta
fx)= —(x(—1)} e, se p(x)}=o0, si ha ~@(f(xD) =0 (x(—1))=o;
se, invece, o@(xX)=Z e si ha —-o({fx) =gl (—1)) =0¢(x)-
co(— 1) = — @(x). In ogni caso, dunque, ¢ (f{x))} = ¢ (x).

Proviamo, ora, che se x < 0 e 9{x) = o risulta ¢ (x~' . f(x)) = 1.
Per il lemma I esiste ¢ < x, a € K;, tale che g(a) 0, . Da a < x
segue Xeca-<<daca e posto x*a—asa=s5<o0, se b & tale che
s==x°b, risulta xa—x°b=ara che conduce a ¢{x°a— x°b)720, .
Ricordando che ¢ (x) = = e che vale la (Ps} in C si ottiene ¢(a) = ¢(b).

D'altra parie, essendo g@(xea —x°b) —aolxk(x)a — xb) =
=o{(—x){(b—k(x)a) e p((— x)) = o si ottiene anche ¢(b) =
= o{k{x)a). Dungue o (k(x)) = 1 e, cioe, l'asserto.

Per concludere proviamo che ¢ : K—> C'U{e} & un posto del
corpo K e, ciog, che verifica le condizioni (P,)...(Ps) della defini-
zione 1.

Poiché K/(+; <) = K(+; <) in quanto gruppi additivi ordinati
eab=a<b se q,b e K e non sono contemporaneamente negativi,
per ottenere quanto dovuto sono sufficienti le due verifiche che se-
guono

Siano ¢, be K; cona, b <o tolub) =g(a)p(blsegla) # « &
7 ¢ (b). Infatti, osservato che da ¢ (f (x)) = o (x) discende @ {f ' (x)) =
=o(x), si ha ¢ (ab)=9(f ' (@)° D)=0 (f ' (a)) 0 (D) = ¢ (a) ¢ (D).
Inolire, se a,beK, ab <o ela)*o0, o(b) = = risulta ¢(ab) =
=¢(ba)= « poiché, diversamente, ¢ (ab)~ o condurrebbe a
o(ab)= —ola( —b)) = —gla°(— b)) = « contro la (P) valida
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per il posto ¢ dell'M-sistema C = K;(+, «; <), Il teorema &, cosi, com-
piutamente dimostrato.

L'Mysistema Ky = Ki(+, »; <), oggetto del teorema precedente,
fornisce coordinate ad un Mrpiano (affine) n: infatti, prendendo come
insteme di punti (propri) IP = {{x, ¥}|x, v € K;} = K; x K, e come in-
sieme delle rette (proprie) IR ={[m, b], [c]; m, b, c€ K;} dove [m,b]=
={(x, )|y =mx+ b}, [c] = {(x, ¥} | x = ¢}, si ottiene un piano af-
fine coordinatizzato da K; (4, ¢; <) nel riferimento (affine) & = (o, u,
v, e) essendo o = (0, 0), ¢ = (1,1), u la direzione della retta [0, 0] e v
la direzione della retta [0]. Se, ora, si considerano i punti di 7 wg =
= (1,0)*% ng = {a, 1) con a € K; e 1 < o si ottiene un riferimento di
T R = {w, u, v, n). In proposito sussiste il

LemMa 3. — [ sistema cartesiano ordinato C, = C, (@, *; <)
che fornisce coordinate a n nel riferimento K. ha un gruppo (abelia-
no) additivo sostegno C.(®; <) che & isomorfo, in quanto gruppo
ordinato, a K{+; <). Anzi, identificando C,(@; <) con K(+: <)
mediante un opportuno isomorfismo ordinato risulta, se t =a — 1 e
a,beC=K, a*xb=f(at")Vtbtflat™)—at" sea<oeb< 1t
axb=ab altrimenti

Dimostrazione. — Siano {0, ) un punto di w -+ v (con a ¢ C,)
scritto nelle coordinate che gli competono in relazione al riferimento
R ed k(@) = a 'elemento di C = K; definito pretendendo che (1, a)
rappresenti il medesimo punto nelle coordinate desunte dal riferi-
mento A: in tal modo ¢ definita un’applicazione biettiva i: C.— K.
Tenuto conto che ng = (a,1) ed usufruendo delle operazioni gra-
fiche che definiscono 1'addizione e Ia moltiplicazione di C,(+, %; <)
si prova che risulta, se a;, by € C,,,

hlai®bYy=a+ b =h(w) + hib)
hiap*b)y=a(e—1)"(a— DB +(a—1)" —ala— 1)L

Pertanto, i gruppi additivi C.(®; <) e Ky (+; <) = K (4; <) ri-
sultano isomorfi e la struttura K’ (4, *"; <) individuata dall’insieme

* Qui e nel seguito scriveremo pgR ={x,3 se p ha coordinate (x,y) npel riferi-

mento &.

® 8i lenga presente che se C, (@, #; <) & 1] sistema delle coordinate &i r nel rife-
rimento &, = (o, 4, v, o) e se a,b, ew+v con a, b, =v, i punti ¢,,d, € w + v che,
in quel riferimento, hanno come ordinata rispettivamente la somma ed il prodotio delle
ordinate del punto a, e del punto 5, si ottengone con le seguenti costruzioni grafiche
{ove si ponga Wy, = (w+MNu+v):set,={w+w)IN{a +u), s,={ + NN +w)
risulta ¢ = (s, 4+ )N (w +v); se oy =(a, + W) NN+ V), g, = b+ )N {w+1), n={w+
+m)N (g, + vy risulta d; = {r, + ) N (W + 1),
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sostegno ordinato e dail’addizione del corpo K (+, +; <) e dalla mol-
tiplicazione *' definita da

a* b =h{a) *"h(b) = h{a % b))

risulta isomorfa al sistema cartesiano C. e, quindi, anch’essa sistema
cartesiano. Lo studio del sistema cartesiano C, si puo, dunque, ricon-
durre allo studio della struttura K'(+, *’; <), che si puo ritenere,
per il seguito, dotata dello stesso ordinamento del corpo K (4, «; <)
Poiché K(+4; <) = K'(+; <), resta da analizzare il prodotto *’; per
questo, dalla definizione della %, segue subito a *'b =f(at )t b +
+flat"y—at'sea<oeb< —t'ea*x"b=uabin tutti gh altri
casi.

Per il seguito, & essenziale avere opportune informazioni relative
ai posti {propri) del sistema cartesiano C, = C.{@®, *: <) che & ordi-
nato archimedeo: infatti, per il lemma precedente, C, (®; <) & gruppo
abeliano ordinato archimedeo come K (4; <). Con le notazioni del
lemma 3, riassumiamo tali informazioni nei lemmi che seguono, dopo
aver deciso di porre f(x)=f(xt )t se xeK e 2 < 0, e di identifi-
care, secondo quanto precisato nella dimostrazione del lemma 3,
Ca(®; <) con K (+; <)

LEMMA 4. — Se 9 : Co— C'U{ =]} & posto (proprio) del sistena
cartesiano C, — C. (@, *; <) risulta:

(1) elay=ov(f(a)) se a<o e aeC,,
(2) o(k(a))=1 sek(a)=a'f(a) con aeC,, a<o e ¢ (f (a))=o.

Dimostrazione, — Sia ¢’ e C',ae C, e a < 0; esiste b < — ¢t7! tale
che ¢ =g (a* b)) Se ¢(a) = o per ogni b tale che ¢ (b) = o risulta
¢ = 0. Poiché glaxb)=0p{(—-a)*(—b))—0 da ¢’ =¢(a*b)=
=o({—fla)+a)*(—=b—t7")+(—a)*(—b))segue o ({— f'(a) +
day ¥ (—b -tV =0 Se ¢(i )7 o, scelto o(b)Z — ("), 1i-
sulta ¢ (b + 7"} = o e, quindi, per Ia (P} della definizione 1, o {§ (a) —
—a)=o0 e, ciog, gla)=o(f (a)) = 0. Se (i7" = « risulta per la
(P;) della stessa definizione, ¢ (b + 7'} = « ed, ancora per la (Pi),
o{a) =90 (f(a) = o.

Con g(a) = o & p{b) = 0o e non pud risultare ¢ {f{a)) # =. In
tal caso, infatti, risulterebbe o ((— f (a) * (— b)) = 0 €, per la (P3),

S Infatli, se c >0 con @) =c¢c’e b —t*taliche c=axbrisullac=Ff (@b +
+ @ttt —at? per cul b=F"1a)(cHat? —F{a)t").
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o(f{@)—a)= . Da ¢ =¢laxb)=0q(—f(a)*(=b)+ (f(a) —
— a) * t7'} seguirebbe ¢ = ¢ ((f (a) — a) * t)) e, quindi, per la (Py)
@ (t7') = 0. Da qui, potendosi scrivere ¢’ = ¢ (( — fla)*«(—b -t~
—ax1')ed essendo o ((— f' (@))% (= b —t°1)) = o, seguirebbe, in-
fine, ¢’ = o (— a* t7') che condurrebbe all’assurdo o — 1 scegliendo
c'=o0¢ec =1

Dunque, qualunque sia il valore di ¢ (1~') se ¢ (a) = o & o (f{a))=
= . Se ¢(a) 7 0, « & ¢ (f (a)) # . Infatti, per o (f (a)) = =, sa-
rebbe, per la (Ps} ¢ (f (a) —a) = «; da ¢ = ¢fa * b) = o ((f (a) —
—a)x = (f(@) —a)* (= b))+ (—a)*(— b)) e da 9(b) £ =, ¢
quindi ¢ ((— a) ¥ (—~ b)) # <, seguirebbe, allora, o (f (a) —a) * t=! —
— (f'(a) = a) x (= b)) # = e, pertanto, la (Py), p( ) =0 (— b)=£ .
Da qui, in ogni caso, si giungerebbe ad un assurdo, poiché per
@ (t7)=o, scelto ¢ £ o, risulterebbe ¢ (b) = o e, quindi, o=@ ()=
=o(—b)Foeper ¢(t7")5# 0, =, scelto ¢’ = o, risulterebbe p(b)=0
e quindi, 0 Z g (t ') =9 (— b) = o.

Dunque, ¢ (a) 5 o0, = implica ¢ (f (a)) # . Scelto, allora, ¢ = o,
con g (a) 7 0, =, risulta o (b)=o0 e, quindi, 0 =¢ ((— flay=(—=5b)+
+{fa)—a)x ) =@ ((f (@) —a)» 1) se o (1) = o, o(f (a) —
— a) = o per la (Ps), per cui 9 (a) = ¢ (f (a)). Se p(t N0, 00, 0=
=o((f (@) —a)*x ™) = o(f () p(t™) — 9(a)o(t’) e, quindi, an-
cora ¢ (f'(a)) = o (a). Infine se ¢ (i~") = o scelto c’=o, risulta ¢(h)z£o
e, pertanto, ¢ (a)o(b) = ¢(a* b) =g (( — f(a) *(— b) + (f (a) —
—a)* ™) = o((~ (@) * (= b)) =(— o (f (@)~ (D) = o(f{a)) o(h)

e, dunque, ancora ¢ (a) = o (' (a)).

(2) Se o (x)=o (f (x)) # 0, e risulta ¢ (k{x)) + o poiché  {x) =
=xk(x); da qui ¢(f(x)) = (xk(x)) = p(x)9(k(x)) e, cioe @(k(x))=1.

Supponiamo, ora, o (x) = ¢ (f (x)) = o,

Per il lemma 1 e per Varchimedeicita di C esiste a < — t~!, x tale
che ¢ (a)= . Risulta, percid, a*a>x%ae x*ag—a%a—=s < o.
Sebhétaleche s=xxbrisultax*xa—x*b=axgqcon plx*a—
— x * b)3£ o, quindi, per la (Ps) o(a) = 9 (b) essendo ¢(x) = =
per ipotesi,

D’altra parte, potendosi scrivere sosZg(x%a— x % b)=o9(f(x)a+
@ =ttt xb) = e (=MbY — (— D (k) +
+a) =o((—x)x(b+17' —k(x)(a+1t") con o(— x) = o segue
anche p(k(x)x (a + ¢t — (b 4+t 1) = 0.

Se @ ()= 0, =, scelto a tale che ¢ (¢) = o risulta pla + 71 =
=+ 1) =0t ") 0, e quindi, ¢(k(x) = 1.

Se ¢(i7') = o scelto a tale che ¢(a)= o0 risulta o(a + ) =
=g(b+t)Y=g¢la) =9 (h):40, = e quindi, anche ¢ (k{x)) == 1.
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Se ¢{(t71) = e non pud risultare ¢ (k (x)) = . In tal caso, in-
fatti, posto ¢ = k(x)t' + k(x)a — b — t"' ed esistendo b tale che
Bxtl=c+ b+ ¢ risulterebbe b % 17! + k(x) * (—a) = k(x) * i
con (1) =olk(x)=09(k(x)*(—a))= e(b*t")= = se si sce-
glie @ (@) 7 0, =. Da qui per la (P7) della definizione di posto, segui-
rebbe ¢ (B) =9 ((c + b)Yt + 1) = = ¢, ciog, per la (P9, o {c+ B) *
% {) = o che condurrebbe all'assurdo @ (1) = = essendo ¢ (¢ + &) =
= q(b) =¢la)Z o, .

Dunque, & ¢ (k(x) # « e, quindi, o (k(x)) *a— b)= . Da qui
edao=g(c)=¢(k(x) - 1)t + k(x)*a— b) # = segue allo-
ra, per la (P3), @ ((k(x) — 1) ¥ t7') 2~ = che con ¢ (") = = conduce
a ¢ (k(x)) =1 e, ciog, l'asserto.

LEMMA 5. — Se ¢ : Ca—> C'U{ 0 } & posto del sistema cartesiano
Ca(@, #: <), 0 : K= CU{s} & posto del corpo Ki{+, - ; <)

Dimostrazione. — Poiché C,(®; <) = K(+4; <) in quanto giup-
pi additivi ordinati e si ha a * b = ab se a, b € K = C, e non risulta
contemporancamente a < 0, b < — 7', per otienere quanto dovuto
sono sufficienti le verifiche che seguono, tenedo conto che, in conse-
guenza del lemma I, C’ & un corpo.

Siano, a,be K con a<o, b < —t'; ¢ glad)= o(a)o(h) se
o (a), ¢ (b) 7 . Infaiti, & @(ab) = o ((— a)* {— b)) £ = per le (P2)
in Cy e, quindi, p(ab)= —g(—ab) = —o{—a)* by = — (o (— a)
¢ (D) = o (a)o (D).

Siano a,heK, a<oe b< —t 1 & glab)= o se gla)Fo0 ¢
o (b) = o=.

Diversamente, infatti, si avrebbe, per quanto osservato, ¢ (ab)—
——gl—a-B)=—o((—a)*b) = con gla)ZFoFe(—a)e ¢(b)= -
contro la (P.) valida in C,.

Analogamente si prova che se ¢, b € K con a < —tte b <ori-
sulta o (ba) = = se gla)y 70 e g(b) = o,

2. - LE IMMAGINI EPIMORFE

Per il seguito, fissiamo i seguenti dati:
(a) = & un piano proiettivo ordinato archimedeo che risulta
M-piano rispetto alla sua terna di punti non allineati (0, u, v) e vela-

" 1l corpo K, ordinato e archimedeo, & commutativo: pertanio questa ultima veri-
fica & inessenziale, Ma qui e nel sepuito eviteremo, quando sara possibile, di sfruttare
la commutativita di K, poiché il problema che risolviamo in questo lavoro si pone,
piit in generaic, per gli M, piani non archimedei.
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tivamente a p.» segmento di estremi u e v (4 v € pu) fissato tra i due
possibili.

Con la (a) trasportiamo a livello proiettivo le definizioni e i ri-
sultati che in [4] sono illusirati a livello affine (allora u e v sono dire-
zioni). In particolare, penseremo sempre = individuato mediante coor-
dinate rispetlo a

(b)y & = (0, u, v, e) (che) & My-riferimento di x; ossia, il sistema
cartesiano ordinato che fornisce coordinate a = in quel riferimento
¢ Mpsistema Ky = K;{(+,°; <) desunto dal corpo ordinato K =
=K {+,; <) e dalla sua funzione di rifrazione f, secondo quanto
precisato all'inizio del n. 1. Si noti che, poiché = ¢ archimedeo,
K{+; <) ¢ gruppo abeliano archimedeo.

In relazione alla (b} & bene ricordare che il sistema delle coor-
dinate di = rispetto al suo riferimento (o', o', v/, e) & sistema carte-
siano ordinato C(+,°; <) se ¢ solo se vV =y, w eu + v% in tal
caso, C(+, ¢; <) & Mysistema se u’ € pu, 0’ € 0 -+ v, w={(0o+ e)N
M (u+ v) € pu e risulta u’ = u oppure le coppie di punti v, &’ e w, u
si separano (sulla retta @ + v) in relazione all'ordinamento di .

(¢) un piano proiettivo n° e un epimorfismo

Y:n—=7

rinviando a J. ANDRE [1] per definizioni e risultati in merito.

In relazione alla (c) ricordiamo che ¢ ¢ definito da una applica-
zione suriettiva f; dai punti, di = ai punti di ', da una applicazione
suriettiva f, dalle rette di = alle rette di n° con la condizione: se il
punto a di = incide la retta A di © allora il punto f (&) incide la retta
f: (A} in =’. Per compattezza di scrittura, se y : [T — I’ & epimorfismo
porremo x = [y =f, e y(a), risp. % (A), indichera i punto, risp. la
retta, di n° trasformato dal punto a di , risp. trasformata della retta
A di &, nell'epimorfismo .

Se (w,c,1,m) & un riferimento di = che gli fornisce coordinate
desunte dal sistema cartesiano C (4, °) e se (p(w), o), b)Y, ¢ inn
¢ riferimento di =’ in tale riferimento n* assume coordinate da un si-
stema cartesiano C'(+,°) e Y :n—n' definisce un posto o : C—
— C'U{ e} che risulta proprio se ¢ non & un isomorfismo; anzi, i
riferimenti considerati e il posto ¢ individuano I'epimorfismo .

LemMa 6, — In relazione all’epimorfismo | : = — 7' esistono due
punti p e g della retta u + v e appartenenii al suo segmento pu tali

che b (v} = d(p) #d{g) = (v).

*Con a, b punti di w (distintd) ¢ + b & la retta che li congiunge; se A, B sono
rctte distinte di m AN B ¢ il loro punto comune,
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Dimostrazione. — E sufficiente provare l'esistenza di almeno un
punto che verifica le condizioni del lemma. Si considerino, percio, il
riferimento & = (6, p, v, &) con p € u + v, associato in U al riferi-
mento & (= ($(a), b (p), (), d(E) dir, ¢:C—>CU { e} il posto,
subordinato dell’epimorfismo ¢, da € = C(+, =; <), sistema carte-
siano ordinato che fornisce le coordinate anin &, a C' = C'(+, °; <},
sistema cartesiano che fornisce coordinate a '

Negando l'asserto sarecbbe, se ug = (m)(m > o)

1) pl(x) = o sem=<zx, xeC

D eplxl=o0 sco<x<m! xeC,

Scelto allora ae C, con o < a < m~', e, tenuto conto dell’archi-
medeicita di C, esisterebbe 1 intero naturale tale che m <na e,
quindi, per la 1) ¢(na)=  mentre, contemporaneamente, per la
(P,) della definizione di posto ¢ (na) = o.

L’esistenza, poi, di un altro punto g verificante le medesime con-
dizioni del punto p si prova ripetendo la dimostrazione dianzi seguita
a meno di uno scambio dei punti p, risp. &, con i punti g, risp. p.

ILEMMA 7. — Nell'epimorfismo & :n—x' si abbia (o + v)+
= Y (u + v). E possibile determinare un epimorfismo x : m—> ' che ha
come immagine il medesimo piano proiettivo w' e un M-riferimento
(0,0,v,m) di = in modo che (x(0),x(a),x (v),x(n)) sia riferimento
di ' e, nelle coordinate di = desunte dal riferimento (o, u,v, e), si
abbia o = (m), n=(,1) con o =m <171 < 1.

Dimosirazione. — Tenuto conto del lemma 6, si fissino i punti
D, G € pw, PEVZg periquali §(p)+ $ (v) = U (g), mentre uno di
tali punti pud coincidere con u se ¥ (u) =2 ¢ (v). Esiste o’ € 0 + v con
U (0" ¢ Y (u+v) poiché (o + v)=d(u+ v). La (v, u + v}omolo-
gia che trasforma o in o’ definisce un’applicazione biettiva tra i punti
di = e un’applicazione biettiva tra le sue rette: componendo tali ap-
plicazioni biettive con l'epimorfismo ¢ si ha un epimorfismo da = a
7' nel guale I'immagine di o non appartiene all'immagine della retta
u + v e che trasforma i punti v, p, ¢ in $(v), ¥(p), ¥(g) rispettiva-
mente. Si supponga g = u oppure, se g7 w7 p, che le coppie di
punti v, g ¢ p, u si separino nell’ordinamento dim: eg=(m),p=0"
in coordinate desunte dal riferimento (o,u, v, e} e risulta o = m < -t
Ne deriva che, se f ¢ un punto della retta 0 + p e se dlo) = din)=
U (p), ¢ individuato 1'Miriferimento di = (o, o, v, §) assumendo o = ¢
e che ($(0), ¢ (o), 4 (v),§(H) & riferimento di ="; nelle coordinate

desunte da (o, &, v, €) risulta j = (B, ¢~' = §). Non & restrittivo suppox-
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re B > o poiché, se cosi non fosse, tutti i punti di un segmento di =
appartenenti a 0 + p e con estremi o e p avrebbero immagine, in ,
il punto (o) oppure il punto ¢ {p) € ¢{u + v): tale possibilita &
assurda, poiché se C=C(+,°; <) & I'Mpsistema delle coordinate
di = nel riferimenti (o0, ,v,19) e C" = C'(+, <) il sistema cartesiano
delle coordinate di =" nel riferimento (¢ (o), & (o), & (v), ¥ (7)), Vepi-
morfismo ¢ : ©—w" si descriverebbe mediante un posto (proprio)
9 : C— C'U{ o} nel quale risulterebbe ¢ (x) =0, = se x e C e x < 0;
infatti, in quel sistema di coordinate la retta o + p & {{x,x), xe C} U {pr}
e il suo segmento che non contiene f & {(x, x)})[xc C,x < 0}Up. Si
pud supporre f < 1.

Notoriamente [4], (x, y) = (xt'B,yt7'8), (m) = (m), v —» v &
un'applicazione biettiva dei punti di = ai punti di = desunta da una
sua dilatazione; tale applicazione individua un’applicazione biettiva
dalle rette alle rette di =. Componendo tali applicazioni con W si ot-
tiene un epimorfismo x : n— =" e risulta: ¥ (0) = ¢ {0), x (o) = ¢ (o),
x(V) =4, x (D =¢B, "B =d@econn=(,) et <1, I'Ms
riferimento (o, ¢, «, 1) realizza quanto dovuto.

LEMMA 8. — Nell'epimorfismo §:n—7' si abbia (0 + v) =
= d(u + v). E possibile determinare un riferimento (w,s,v,n) di =
che é associato, in \, a un riferimento di = in modo che esista un
Meriferimento di = che fornisce coordinate a = nelle quali visulta
w=_(1,0), c=(0), n="_(a,1) con 1 < a.

Dimostrazione. - Si supponga ¢ (¢) Z ¢ (v) e sia w punto di =
per il quale ¢ (u), §(v), ¢ (w) sono punti non allineati di ©’. Se &’
¢ un punto di v + w con ¢ (v) =2 ¢ (&) £ ¢ (w) non pud sempre risul-
tare, posto 0" = (w + u) N(o + v), (o' + )N {u + v) ¢ pu. Cio, infatti,
significherebbe che se p € g, == p+#v, se p' = (v + w)N{0" + p) &
w{p) e {¢{w),d(v)} poiché $(p)e{d(w), y(¥)} e cid contrasta con
il lemma 6. Si fissi, quindi, un punto ¢ di v + w con {0’ + &N
Nz +v) € pw € U{e) ¢{d(w), (W)} (0, u, v, e) & Myriferimento e
nelle coordinate da esso desunte ¢ w = (1, 0). Sia £ il punto di p.. con
G(v)Z b (E)= ¢ (u) e si supponga che le coppie v, & e u, (0 + ¢ )N
N{u + v) si separino nell’ordinamento del piano =. Se 1 = (w + E)N
MNu + &), (W(w), b)), yv),d(n) & riferimento di =, n = (a, 1)
nell'M,-riferimento gia individuato e risulta 1 < a. Ovviamente, con
o= u ¢ ¢ =(0)in gquel riferimento e (w, o, v, 1) & un riferimento di n
che realizza quanto dovuto. Se, poi, ¢{u) = & (v) esiste £ € pw con
$ (&) = ¢ (u). Si puod fissare un Mriferimento di = (o', &, v, ¢’} per
il quale y(8) Zy(v) e, a partire da tale Myriferimento, conseguire
fa tesi come prima.
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LEMMA 9. — I sistema cartesiano ordinato Cu = Cu:(+, ¥; <)
che fornisce coordinate a = nel riferimento R = {0, (m), v, (£, 1)),
ove le coordinate sono individuate nel riferimento & = (o, u,v,e)
(ossia m,t € Ki) e o <t ' < 1, risulta Mrsistema con gruppo (abe-
liano) additivo sostegno Cu.:(+; <) isomorfo, in quanto gruppo or-
dinato, a K(+; <). Anzi, identificando Cu.(+; <) con K(+; <)
mediante un opportuno isomorfismo Cu: (4, %; <) risulta Mi-sistema
che si desume dal corpo X, = K, (+,1; <y e dalla sua funzione
di rifrazione { definiti come segue: K (+; <) = K(+; <) (in guan-
to gruppi additivi ordinati), a L b = at='(—m+17")""'b se q, bek, ,
fla)= —mt+f(mtat")tseacK eda<—mt, f{a) =a se
aeK e —mi=a

In pii, lapplicazione f: K (+,°; <) =K, (+, 1; <) definita po-
nendo £(x) = x(— m + 7))t se x € K risulta un isomorfismo tra
COYpi,

Dimostrazione. — Sia h: C..— C = K; lapplicazione biettiva
da Cn: a C = K; definita ponendo h{a;} = a se con a1 € Cr ed a € C,
(0, @) risp. (0, a) rappresentano lo stesso punto di o + v nei riferi-
menti & risp. &,

Tenuto conto che Pg = (1), E;‘R ={(t 1), com o=m<t7"<1,
ed usufruendo delle operazioni grafiche che definiscono I'addizione e
la moltiplicazione di Cu:(+, *; <) si prova che risulta, se ai, by e Cus

hias + b)) =a+ b= h(a)+ h(b)

hla*sb)=(m+at )t —m)ytb—me('—m)'b

Da qui, posto

a*' b =h(w)*" h(b) = hia * ) se a,b e Ky
e cioe
[—mt+fln +at D] (~m-+17')h
(1) a+"b = seab<oea< —mt

i~ (—m+t")1th altrimenti

segue che la struttura K'(+, *’; <) individuata dall’insieme soste-
gno ordinato del corpo K = K (+, -; <) e dalla moltiplicazione ®’
definita dalle (1) risulta isomorfa al sistema cartesiano Cu. (4, *; <)
e, quindi, anch’essa sistema cartesiano. A K (+, *’; <) ci si pud, dun-
que, ricondurre per studiare Ca,.
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Si consideri, ora, il corpo ordinato, K, (+,1; <) desunto dal
corpo K pretendendo che K, (+; <) = K(+; <) come gruppi addi-
tivi ordinati e che risulti, se abeK, =K,alb=at'(~m- t")b,
talché (—m + t7') ¢ & 'identita del corpo K. Posto {/(a) = — mt +
+fm+atNtseab<oeda< —mted f{a)=ase a<oe
—mt = a, dalle (1) si ricava

flayLb se a,b <o
a*’b:

alb altrimenti

e, quindi, il sistema cartesiano K’ si ottiene dal corpo K edaf. Da
qui segue che f* ¢ funzione di rifrazione del corpo K, (Lemma 3,
[9]1) e, quindi, che K'(+, *’; <) & Mysistema che si desume dal
corpo K, e dalla sua funzione di rifrazione § (cfr. [4], Teor. 2).

Concludiamo eosservando, come si prova facilmente che i corpi
K, (+,1;<)e K(+,+; <) risultano isomorfi tramite 'applicazione

f: K— K, definita ponendo f(x) = x(—m + ¢t )¢ se x ¢ K.

TEOREMA 2. — Si consideri l'epimorfismo (proprio) ¢ :m— '
dall'(o, u, v, pu JMi-piano proiettivo = al piano proiettivo ='; © assumie
coordinate nel riferimento & = (o, u, v, e) desunie dall’M-sisterna
C=Ki=K;{+,°; <) che & definito dal corpo ordinato K =K (+,-; <)
e dalla sua funzione di rifrazione f. In tali condizioni w' & piano li-
neare sopra un campo ed il campo delle sue coordinate & campo re-
siduo di un posto (proprio) o : K — C'U{ e } del campo ordinato archi-
medeo K definito da =, ove si pretenda che esistano m, te K*,
0o=m<t<1 per cui:

() o(—mi+f(m+xt ) = @(x) se xeK-, x < — mt
(2) ol '(—mt+fmtxtt) = 1 se xeK™, o(x)= o, x< —mt.

Viceversa, ogni piano proiettivo lineare sopra un campo che si
ottiene come campo residuo di un posto (proprio) ¢ : K= C'U{e )}
per il quale esistono m, t e K*, 0 <= m < t ' < 1, che verificano le
(1) e (2), é immagine epimorfa di .

Dimostrazione. — Sia ¢ : = — =’ un epimorfismo dall’(o, 4, v, pu)-
M;-piane archimedeo = sul piano proiettivo &', Se §i (0 + v) 2 ¢ (1 + V)
esiste, in virttt del lemma 7, un epimorfismo y : © > =’ tale che il ri-
ferimento R.. = (o0, o, v, 1) del piano = risulta associato in ¢ ad un
riferimento del piano ' (y (0), x {), x (v}, x (n)) e, nelle coordinate de-
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sunte dal riferimento & = (o, u, v, ) si abbia ¢ = (m), n = (¢, 1) con
o<m<t "< 1.

Possiamo, cosi, limitarci a caratterizzare gli epomorfismi y di
tale tipo. Sia Cu.(+, °; <) I'M;sistema che fornisce coordinate a =
nel riferimento &..; per il lemma 9, risulta C... desunto dal corpo
K (41 <) e dalla sua funzione di rifrazione f’ definiti ponendo:

K, (+; <)=K(+; <) in quanto gruppi additivi ordinati, a L b =
—at'(—=m+tDNbseabeK, fla)= —mt+f(m+at')t se
a< —mted f(a)=ase —mt<a w & piano (x(v), x(e) Uy (v))-
-transitivo; se C'(+4,°) & il sistema delle sue coordinate nel rife-
rimento &.., per quanto richiamato in 2, y definisce un posto
@:Cut—>CU{}.

In piti, ogni posto ¢ : Cu,—> C'U{ e} individua un epimorfismo
% dal piano = al piano proiettivo che ha C’ come sistema di coordi-
nate (per il lemma 2 e l'archimedeicita di C,, C’ € un campo).

Pertanto i piani proiettivi che risultano immagini epimorfe del
piano = in epimorfismi in cui le immagini delle rette u + v ed o + v
siano distinte sono tutti e solo quelli ai quali fornisce coordinate un
sistema cartesiano C’ che provenga dal sistema cartesiano C,, me-
diante un posto ¢ : Cn,—C'U{ e }. I sistemi cartesiani di tipo do-
vuto sono stati classificati con il teor. 1; se in esso, tenuto conto del-
l'isomorfismo esistente, per il lemma 9, tra i corpi K(+,; <) e
K, (+,1; <), si pone [ (x) al posto di f(x), con f'(x) = —mt +
+fm+atNtsexeK edx< —mted ff(x)=xse xeK e
—mt = x si giunge all’asserto.

Supponiamo, ora, che { : n— ' sia un epimorfismo dall'(o, ¢,
v, pw)-Mipiano archimedeo sul proiettivo =' tale che (o + v) =
= {(u + v). E possibile determinare un riferimento &. = (w, o, v,n)
di = che sia associato, in {, ad un riferimento di =" in modo che
esista un M;riferimento di © che fornisce coordinate a n nelle quali
risulta w =(1,0), ¢ =(0) ed n=(a,1) con 1 <a (lemma 8). Se
C.(+, *: <) & il sistema delle coordinate di = in &R. e C' (4, °) il
sistema delle coordinate di ©° in & = (Y (w), Y (a)¥(v), ¥ (1)), ¥ de
finisce un posto ¢ : C,— C'U{ e} e viceversa ogni posto ¢ : C,—
— C’U{ « } individua un epimorfismo di tipo ¥ dal piano = al piano
che ha C’ come sistema di coordinate.

Pertanto i piani proiettivi che risultano immagini epimorfe di
un (o, u, v, pu)-Mypiano archimedeo in epimorfismi in cui o 4+ v ed
i + v abbiano la stessa immagine sono tutti e soli i piani che hanno
come sistema di coordinate un sistema cartesiano C’ che provenga
dal sistema cartesiano C, mediante un posto ¢ : C,—>C'U{e }. I si-
stemi cartesiani C, ed i loro posti sono stati studiati nei lemmi 3, 4
¢ 5. Da questi si deduce che: C. si ottiene (a meno di isomorfismi)
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dal corpo K(+, -; <) e da f; banalmente { ¢ funzione di rifrazione
del corpo K. Essendo ¢ posto di C., 9 : K— C'U{ =} ¢ anche posto
di K e che, valendo le 1) e 2) del lemma 4 ¢ : K = C'U{ =} & posto
dell’'M;-sistema Ky (+, °; <} desunto dal corpo K e dalla sua fun-
zione di rifrazione /* (teor. 1). Dunque il piano proiettivo =" a cui da
coordinate il campo residuc del posto ¢ di C. si ottiene anche
come piano su di un campo residuo di un posto di K;, M-sistema
desunto dal corpo K(+, -; <) e dalla sua funzione di rifrazione f,
che da coordinate a = nel riferimento R,; del lemma 9.

Concludendo i sistemi cartesiani di tipo dovuto sono tutti e soli
quelli. gia classificati e, cioe, I campi residui di posti ¢ del corpo or-
dinato archimedeo K, definito da «, verificanti le condizioni (1) e (2)
del teorema 2.

OsSERVAZIONE. — Dal teorema 2, con il quale si risolve, nel senso
precisato nell'introduzione, il problema affrontato in questo lavoro,
discende, ovviamente, che le immagini epimorfe di un pianc archi-
medeo 7w che sia M;-piano rispetto a qualche terna di suoi punti
{0, u,v) sono tutte e sole le immagini epimorfe di = in epimorfismi
b:im—xw in cui $lo + vy = ¢lu 4+ v).
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Sul prolungamento delle funzioni finitamente additive

Nota di EMiLIa D'ARIENZO e MICHELANGELO FRANCIOST {a Napoli)
presentata dal socio ordinario FEbERICO CAFIERO

(Adunanza del 2 giugno 1979)

R1assuNT0. — Usufrucndo di una nuova definizione di misurabilita rispetto ad una
funzione, si generalizza una nota proposizione di von Neumann e si indica una nuova
pilt semplice dimostrazione di un teorcma di prolungamento di B. J. Pettis.

SumMary, — Using a new debnition of measurability with respect to a function,
we generalize a well-known proposition of von Neumann and we show a new simpler
proot of an extension Lheorem of B. J. Pellis,

La teoria della misurabilitd di un insieme rispetto ad una funzione
dovuta a Carathécdory ' si e rivelata poco utile nella ricerca di teoremi
di prolungamento per funzioni finitamente additive.

In particolare, la suddetta teoria di Carathéodory non sembra
utilizzabile allo scopo di ritrovare un ben noto teorema di J. von
Neumann * concernente il prolungamento di una « measure function »
definita in un « half-ring ».

In questo lavoro viene data una nuova definizione di insieme mi-
surabile rispetto ad una funzione e, in base ad essa, viene ritrovato,
in forma piti generale, il citato teorema di von Neumann. La genera-
lizzazione ottenuta assorbe anche quella data da F. Cafiero’ Nel la-
voro viene anche data una nuova piti semplice dimostrazione del ben
noto teorema di B. J. Pettis* concernente il prolungamento di una
funzione reale modulare in un reticolo.

U C. CarATHEODORY, Algebraic Theory of Measwre and Inategration, Chelsea Publ.
Comp., New York {1963).

* J. von NEUManN, Fiunctional Operafors, vol, 1: Measures and Integrals, Princeton
Univ. Press (1950}, p. 94 ¢ p. 95.

P F. CaFIERO, Sul principio esteso delle probabilita totall, Ann. Univ, Ferrara, Scz.
VII, vol. V n. 8 (1956), pp. 85102,

* B. J. Pet1s, On the Extension of Measures, Ann. of. Math., vol. 54 (1951), pp.
186-187.
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1. - MISURABTLITA DI UN INSIEME RISPETTO AD UNA FUNZIONE NUMERICA

Siano S un insieme, J un insieme di parti di S al quale appar-
tenga il vuoto, y una funzione numerica definita in J, nulla sul vuoto.
Diremo che una parte X di S & misurabile rispetto a y oppure y-misu-
rabile, se, per ogni insieme Y di ¥, csistono una partizione finita
(Y;) di YNX, ed una partizione finita di (Yj") di Y — X, entrambe
elementi in &, tali che:

y(Y) = v (Y)) + 2y (Y]
i 7
Evidentemente:

(1.1) - Il vuoto é y-misurabile.

(1.2) - Il complemento di un insieme y-misurabile rispetto ad un
un qualunque maggiorante di J & y-misurabile.

Conseguentemente:

(1.3) - Ogni maggiorante di & é y-misurabile.

E agevole inoltre verificare che:

(1.4) - Condizione necessaria e sufficiente affinché una parte X
di S sia y-misurabile & che, per ogni coppia (A, B) di parii di S, con
Punione in J e tali che A € X, B © — X, esistano und partizione finita
(A di A ed una partizione finita (B;) di B, entrambe con gli elementi
in ¥, tali che:

y(AUB) = ZY(Af)-F ;T(Bf)'

Dim. — Che la condizione sia necessaria consegue in modo ovvio
dalla definizione in quanto, qualunque sia la coppia (A, B) di parti
di S soddisfacente alle dichiarate ipotesi, risulta:

(AUBYNX = A (AUB) — X = B.

Relativamente alla sufficienza, basta osservare che, qualunque sia
J'insieme Y di g, la coppia (YNX,Y — X) soddisfa alle ipotesi dichia-
rate nell’enunciato per la coppia (A, B),

Dalla proposizione ora acquisita consegue {acilmente:

(1.5) - L'insieme delle parti v-misurabili di S & finitamente
U - compleio.
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Dim. — Basta ovviamente verificare che 1'unione di due insiemi
Xi ed X; y-misurabili & y-misurabile. All'uopo, a norma di (1.4), basta
far vedere che, per ogni coppia (A, B) di parti di S con F'unione in J
e tali che:
AC X UX; B € — (X,UX,),

esistono una partizione finita (A;) di A ed una partizione finita (B,)
di B, entrambe con gli elementi in &, tali che:

Y(AUB) = v (A) + 1 v (B)

Orbene, la y-misurabilita di X, implica l'esistenza di una parti-
zione finita (C;) di (AUB) NX, = ANX, e di una partizione finita (D) di
(AUB) — X, = (A — X;)UB, entrambe con gli elementi in J, tali che:

v(AUB) = ; y (Ch) + E;Y(Dk)-

Da cio consegue l'asserto in quanto, qualunque sia lindice %,
risultando:

DA — X)) = DX D:NB =Dy — X,

la y-misurabilita di X; implica l'esistenza di una partizione finita (E,)
di D:N{A — X,) e di una partizione finita (F,) di D:N B, entrambe con
gli elementi in &, tali che:

v (D) = E v (E) + Z v (F,).

Dalle proposizioni (1.2) e (1.5) consegue banalmente:

(1.6) - L'insieme delle parti v-misurabili di S & un clan unitario
di elemento massimo S.

2. - MISURABILITA DI UN INSIEME RISPETTO AD UNA FUNZIONE NUMERICA
FINITAMENTE SUB-ADDITIVA

Fermo restando il simbolismo introdotto nel precedente numero,
in questo numero si considera il caso, particolarmente interessante,
che la funzione numerica v sia « finitamente sub-additiva in J », nel
senso che non assuma il valore — « e soddisfi alla condizione:

v {(X) = ; v (%)
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qualungue siano 'elemento X di & e la partizione finita (X,) di X con
gli elementi in .

Denotiamo con J Uinsieme delle parti di S per le quali esiste una
partizione finita con gli elementi in & e, per ogni X di &, con (X)
I'insieme delle partizioni finite di X con gli elementi in . Evidente-
mente, J & incluso in 3.

Inoltre, qualunque sia la funzione v finitamente sub-additiva in J
e nulla sul vuoto, denotiamo con &, I'insieme degli elementi X di J
tali che:

inf v (D) > — oo,
Fed(X) le&

Evidentemente, & & incluso anche in J,.
Cio premesso, dimostriamo che:

(2.1) - Fapplicazione definita in 8 (S):

+ o se X ¢ dy

Ty 0 X —
inf 3y (D se Xed,
Fed(X) 1ed

¢ il pitt grande prolungamento di v su 8 (8S) finitamente sub-additivo.

Dim. — EBEvidentemente, a norma della finita sub-additivita di v,
la funzione v, ha restrizione a J uguale a .
Allo scopo di dimostrare che y, & finitamente sub-additiva, ve-

rifichiamo che, qualunque sia la partizione (X:) finita della parte X
di S, risulta:

(1) va (X) = Lovs (X

Tale disuguaglianza & ovvia se almeno un elemento della suddetta
partizione di X non appartiene ad &,. Nella ipotesi che ogni elemento
della partizione appartenga a &,, fissato un numero reale positivo e,
denotiamo, per ogmi indice k, con (Iff)) una partizione di Xi {inita,
con gli elementi in J, tale che:

T @) = v X0+ g

"n




Sul prolungamento delle funzioni finitamente additive 335

Poiché la famiglia degli insiemi I'” & una partizione finita di X
con gli elementi in &, risulta:

700 = B0 < v 0+ )= 60 1 s

(k) k

epperd, data 'arbitrarieta di &, sussiste la (1).

Per completare la dimostrazione, occorre verificare che, detto 8
un prolungamento finitamente sub-additivo di v su 8(S), risulta
B(X) = v, (X) per ogni parte X di S. Cio & evidente se v, (X) = + o.
Nella ipotesi che vy, (X) sia reale, qualunque sia la partizione finita &
di X con gli elementi in ¥, risulta:

By =) .8(D =3+ (),
1e& fe&

epperd anche 8 (X) < v, (X).

La funzione vy, definita nella proposizione ora acquisita sara
chiamata il prolungamento canonico di v su 8(8).

Relativamente alla nozione di misurabilitd nel caso in esame, im-
portante & l'osservazione:

(2.2) - Un insieme X misurabile rispetio alla funzione v finita-
tamente sub-additiva in & & misurabile anche rispetto al prolunga-
mento canowico v, di v su 3(8).

Dim. — Basta verificare che:

Y. (Y) = v, (YNX) + v, (Y —X)

per ogni parte Y di 8. Tale disuguaglianza & ovvia se v, ¢ infinita
su Y. Se v, & reale su Y, qualunque sia il numero reale positivo e,
esiste una partizione finita (Y:) di Y, con gli elementi in J, tale che:

(D Zk:Y(Yk) < v (Y) + &

D'altro canto, per la y-misurabilita di X, esistono, per ogni k,
una partizione finita (Y, ) di Y:NX ed una partizione finita di (Y, ) di
Y: — X, entrambe con gli elementi in &, tali che:

vV = T () 4+ Tlv (Y],

it
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Tale uguaglianza e la (1)} implicano:

Ty () + Dy (Yo, ) = v (Y0 < v (V) + &
Ne consegue l'asserto in quanto, essendo le famiglie (Y,,) ed
(Y :m) partizioni rispettivamente di YNX e di Y — Y, risulta:
1 (YNX) 4 7, (Y = X) = T2 EIr (Ye) + 22 Ty (Y,

mn

Da tale osservazione consegue agevolmente che:

(2.3) - La restrizione della funzione finitamente sub-additiva vy
all'insieme degli elementi di § y-misurabili é finitamente additiva.

Dim. — All'uopo, poiché, a norma di (2.2), ogni insieme di &
v-misurabile appartiene al clan delle parti di S misurabili rispetto
al prolungamento canonico v, di vy su (S}, basta verificare che la
restrizione di y. al clan suddetto & finitamente additiva.

Orbene, dette A e B due parti di S v, -misurabili e disgiunte, a
norma della v, -misurabilith di A esistono una partizione finita (Y; ) di
A =(AUB)NA ed una partizione finita (Y;') di B = (AUB) — A tali
che:

1« (AUB) = Zitn (Y;) + ;n (Y,).

Poiché, d’altro canto, a norma della finita sub-additivita di v,
risulta:

Ly (Y) = v (M), Lt (Y)) = 1. (B),

si ha:
v (AUB) = v. (A) + v, (B)

cid che, ancora a norma della finita sub-additivita di v, , dimostra

’
Passerto.
La proposizione ora acquisita implica evidentemente che:

(2.4) - Condizione necessaria e sufficiente affinché ogni insieme
di § sia misurabile rispetto alla funzione v finitamente su-additiva
¢ che d sia una base di clan® e v sia finitamente additiva.

5 8ja $ un insieme non vuoto @i parti di un insieme S; sc linsieme delic unioni
finite di insiemi mutualmente disgiunti di $ & un clan, si dice che & & una base di
clan (su 8); cfr. F. CAFtERO, G, LETTA € A, ZITAROSA, Misura e Integrazione, parte prima:
Misura, in corso di stampa.




Sul prolungamenio delle funzioni finitamente additive 337

Quando si tenga conto della (1.6), quest'ultima proposizione im-
plica banalmente la seguente:

(2.5) - Condizione necessaria e sufficiente aftinché una funzione
nwmerica vy finitamente sub-additiva in una base di clan @ nulla sul
vuoto, sia finitamente additiva ¢ che esista un generatore § incluso
in B del clan di base &, i cui insiemi siano y-misurabili.

3. - TEOREMI DI PROLUNGAMENTO PER FUNZIONI FINITAMENTE ALDDITIVE

Le proposizioni fin qui acquisite ci permettono di pervenire molto
semplicemente ai seguenti teoremi di profungamento per funzioni fini-
tamente additive,

(3.1) - Ogni funzione numerica ¢, non assumente il valore — oo, firi-
tamente additiva in una base di clan & sull'insieme § & prolungabile
in una funzione numerica finitamente additiva in un clan unitario, di
elemento massimo S, contenente $B.

Dim. — Poiché, a norma di (2.4), ogni insieme di & & p-mistira-
bile, il clan unitario @, di elemento massimo S, degli insiemi misura-
bili rispetto al prolungamento canonico @, di ¢ su §(8) contiene, a
norma di (2.2), la base di clan #. Ne consegue l'asserto in guanto la
restrizione di ¢, a @ & finitamente additiva (cfr. 2.3)0.

Diamo ora una nuova dimostrazione della seguente ben nota
proposizione di Pettis:

(3.2) - Qualungue sia la funzione reale ¢, nulla sul vuoto e modu-
lare nel reticolo & di parti dell'insieme S, il prolungamento § di o
sull insieme D delle differenze proprie di elementi di R, definito asso-
ciando ad ogni elemento X — Y di ® la differenza ¢ (X) — ¢ (Y), &
finitamente additivo.

Dim. — All'uopo, poiché l'insieme 9 & una base elementare di
clan®, basta far vedere che il prolungamento ¢ su @ di ¢ € bi-additivo.

¢ Clr. vol, ¢it. in §). La base di clan & viene detta elementare sc & Enitamente
N-completa ¢ per ogni coppia (X, Y) di insiemi di & tali che X C Y esiste una parti-
zione gB-elementarc di Y della quale X sia un clemento, Se § ¢ un insieme di paru
di un insieme S, una partizione di un insieme di J, costituita da uno o da due in-
siemi di &, sarhd detta J-elementare. Tale definizione reade fegittima la scguente dcfi-
nizione induttiva: qualunque sia intero posilivo &k > 2, una partizione ¢ di un in-
sieme X di &, costituita da k insiem: di &, sard detta J-elementare quando esistono
due elementi di cssa aventi unione appartenente ad g e tali che la partizione di X
che si olliene da r sostituendo ad essi la loro unjone & una partizione di X, costituita
da & — 1 insicmi di J, J-elementare,

22
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Orbene, dati gli insiemi X; — Y, e X; — Y. di 9, disgiunti ed aventi
come unione Uinsieme X — Y di 9, osserviamo dapprima che le ovvie
uguaglianze:

X—-DNEX—-X) = (X — YN (X = Xz)

(X - YINY: = (X, — YN Y,

supponendo, senza ledere la generalita, che gli insiemi X, e X, siano
contenuti in X, implicano rispettivamente:

X — YUX) = U(X — Y, UKINX))

Y, = YNY) =0 (XN Y — YN Yo).

Essendo YNY: = YNX.7, sommando membro a membro tali egua-
glianze si ha:

@{X) — @ (YUX:) + 0(Y:) — o(YNX; =

= (X)) — o (VUXiNXa)) + ¢ (X:NY2) — o (YY)

A norma della modularita di ¢ il primo membro della soprascritta
uguaglianza ¢ evidentemente uguale a:

9 (X) — 9 (Y) — (9(X2) — 0 (Ya)),
mentre il secondo membro & uguale a ¢ (X)) — ¢ (Y1) in quanto si ha:

e (HUKNXD)) 4+ o (XiNYy) — @ (YY) =
= — (YD) — @(X:NK) + o (YiNX) + o(XiNYz) — 0 (Y1N1Y2) =
= (Y — (XX + o ((YiNX)UKNY2)) =

= — o (Y)) — ${{Xi— Y)N(X — Y2)) = — o (Y

Ne consegue, come volevasi, la bi-additivita di .

7 Risultando
YN(X, —Yy =0
si ha:
YOY,=(YNYHUXNEK —Y)) = YNX.
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La proposizione ora acquisita implica, a norma di (3.1), la se-
guente:

(3.3) - Una funzione o reale, nulla sul vuoto e modulare in un
reticolo & di parti di un insieme S, si pud prolungare in una funzione
finitamente additiva in un clan unitario di elemento massimo S con-
tenernte &R.

La presente nota & stala giudicata degna di pubblicazione da una commissione
eomiposta dai soci C. Miranda, C. Ciliberto ¢ D. Greco.







Il carico di punta in regime viscoso per travi
di sezione variabile

Nota di CAMTLLA D’ONOFRIO
e del socio ordinario VINCENZO FRANCIOST

(Adunanza del 2 giugno 1979)

SoMMar10, — I1 problema & sentito particolarmente nei piloni da ponte. Esso si
semplifica trascurando il peso proprio del pilone, e quindi operando sullo schema di
trave con appoggio e cerniera soggetta ad una forza assiale concentrata sull’'appoggio.
Si sviluppa un esempio numerico.

SUMMARY. — The problem is particulary felt in bridge piers. It is simplifyed
disregarding the weight ol the pier, hence acting on supported beam with fixed
hinge in one side and movable hinge on the other, the beam is loaded with axial
force acting on the movable hinge. A numerical example is developed.

1. - EGUAZIONE DEL PROBLEMA

Si pud adottare come schema quello della trave su due appoggi,
simmetrica rispetto alla mezzeria (fig. 1), di luce ! pari al doppio del-
'altezza h del pilone. In un primo studio si trascura il peso proprio
del pilone, cosi da considerare la trave soggetta ad una sola forza
concentrata F all’estremo appoggiato, applicata con valore costante
nel tempo.

L'asse presenti, al momento dell’azione della forza F, un difetto
d'asse esprimibile con la legge sinusoidale

(1) V¥ (2) = % V' sen ﬂ; O (i=1,3,5...n).

Siano v.(z) e v, (z) gli spostamenti dovuti alle deformazioni ela-
stiche ed a quelle viscose, e v (z) lo spostamento totale dalla congiun-
gente gli estremi A e B; si pud scrivere

(2) v(2,1) = v (2) + ve(z, 1) 4+ vu(z, 1),
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In aderenza ai cosiddetti corollari di Mohr, la v.{(2) ¢ la v, (2}
sono i momenti gererati sulla trave ausiliaria (ancora appoggiata) dai

carichi httizi - M e
E
M
ct— 3 4, (Z)
EI
(3)
—u— v (2).
| { ]
I 1
I()=1_ iz}
B
M z
imperjezione vii(z) = V*sen T2
Yy {
oo M L E vty o
T M e ¢ ), s
m
14 l ‘
:
2
| |
. ‘+ 7
FiG. 1
Poiché &
!
2
- M
(4) sz[ - ]dz
EI H
M
si ha, ponendo § = —— — 1,
p q ET &
(5) vo(2) + m(2) = Rz — f §(Z)(z — ) d 7,

o

Nel caso in esame, assumendo un nucleo ereditario alla Withney

(6) O =g fe?,
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con tempi contati a partire dalla data di maturazione del getto (con-
venzionalmente 28 giorni) la p al tempo < & fornita da

13

(7) wiz, ) = — E(;?Zj_‘ M{z, r)et*dn,

F

dove (¢ & la data di applicazione della forza F.
A sua volta, M ¢ fornita da

(8) M(z,t) =Fv(z, 1) = F[v*"(2) + v. (2, £) + v. (2, )].

Si fara riferimento alle variabili adimensionali

_ _z_
t= !
(9)
s = 2’-,
I

e la funzione 1(z) si porra nella forma
(10) I (C) = L i(C);

ove 1, & il valore che 1({) assume in £ = 0,5.
Cost pure si porra

(11) velL, 1) + v (L, 1) = 9 (L, ).

Dalle (4) e (5) si trae quindi

i

2 z

M ’ M ’ ’
V(g t) = zf[EI - u}al’z ﬁf(EI - u)(z_z)dz =
i .
2 2 z 4
= Zf;/-[f-dZ'qudZ’ mfFiVII(z—z’)dz’+fu(z—z’)dz’;

la (8) si scrive

M(z, 1) = F[v*(z) + ¥ (z, t)],
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e quindi

s = Fe [ [Tl as] e

“gi,ﬁfiéj (G —s)ds +J““f;)@ gds]+ﬂjixa—s>da

[l L} o]

Per la (7), si ha quindi in definitiva

0,5 0,5

5 _ FE& sy RACRS
(13) P(L, 1) = EI,,,Z[j ) ds—i—J () ds +

3]

i

vesf g eranancao] [ onanar]

B FZE.M_}%‘*(S) C—s) ds +fV_(S D ¢ g ds +

EL. [/ i(s) i(s)
¢
V (‘S) — Bt T
+aguflf (o) L —s)e"drds +

1

+ aﬁ'f j "I(ES)’) (C—s)erdrds ]

© TF

2. - I PROBLEMA IN ASSENZA DI VISCOSTFA: I CARICHI CRITICI

In assenza di viscosita (fig. 2) valgono le (12), ove si ponga
P(s, 1) =v.(s), e u=~0
E percio, nell'incognita v, (s),

4

ElL, B ;v(s) v. (5) B
(4) 2w r;f ”fm €5 ds =

(s) B : vi(s) . . ‘
Cf i (s) ds fi(s) (¢ — s) ds.

el
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Derivando si otticne

0.5
EL, ~ dv. Ve (8)
Fr de i ($)
¢ derivando ancora
El,
Fr

Questa pud scriversi ancora

E T,
TFer

e cipé
v,

) e L v
s +f———z_(-5)— ds _j o ds —f i-('s) -d s,
R )
dzg i@ g
v, ov@ v
dz i(e i@
Fooo_ F
Ei T Eip Y W@

E questa l'equazione differcnziale della trave affeita da errori d’asse 1% (z) e ca-

ricata di punta.

Ponendo

(16) ve (8} = X

= EVEI senimb

Fic, 2

Vuseniwnl(i—=1,3,5....1n)

1 -1

i . . . - .
e scrivendo la (14) per n—j — ascisse {, si ottiene il sistema di B
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equazioni algebriche lineari non omogenee nelle nt 1 incognite V!
E I .
(17) E;( - e — b;,;) Ve=ocn (hi=135...n
dove
(18) an = seniw
0.5 ] &
by = L fsenz'm S.ds — fsen ITS v _ ds
i) TER
0,5 _ L
= n o [ g [T ).
i{s) i(s)
L'equazione algebrica di grado n —zi—l in F
E E I”I —_
(19) deté?ﬁ ani — bw| = 0

fornisce il valore critico approssimato per T nella sua radice pitt bassa.

3. - LA SOLUZIONE DEL PROBLEMA IN PRESENZA DI VISCOSITA

La (13) & un’equazione di Volterra (degenere) rispetto a ¢, e di
Volterra (degenere) Fredholm di II specie rispetto a g, nell'incognita

funzione ¥ (%, t).
Derivando rispetto a t si otfiene

0,5

dw{gn _ FP d_ [ #(s1)
(20) dr EI,,!t[dz‘f iy 95
—pt Osvﬂ —Bf 05_17 (S, t) _
+afe f i (s) ds +afe f i) ds}

(3] o
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- Fl | d [ ¥#(s1) S d
EI,,,[drf sy TS ds A

[4
+ aBe--ﬂff v (L’?f)f—(c—s)clerocBe ﬂff V(; ;) (Zws)ds].
A

La (20) ¢ accoppiata alle condizioni ai limiti in ¢

L=0—>v=0
L=1—-v=0,

che sono rispettate dalla posizione del tipo {16):
PG =T, Vi) seniwl (i = 1,3,5,...n).
Le condizioni iniziali in ¢ sono
t =tk = V(D) = V.,

soluzioni del problema in assenza di viscositi (par. 2).
1 C -
: ;1— funzioni V: (1)
della (22), per via numerica, con lo stesso procedimento usato nel
par. 2 per il calcolo delle V.;; e cioe si impone I'uguaglianza (20) in
n+1 .. . S e
— " sezioni, con riferimento alle variazioni A ¥ nei successivi inter-
valli di tempo A¢ a partire da fe. Il procedimento ¢ quindi quello
di Runge e Kutta. La (20) porge cosi ¢ = %, ed al tempo ¢,

Si pud risolvere la (20), e cioe ottenere le

8,5
. . F
(2D TiAViseniw iy = QI[E,AVI Senlqrs ds 4+
" I(S)
0.5 s
+ “Bemmzfvffscmwf—ds b aBeMALE, vfsef“”“iid 5}
i(s) i (s)
‘th

_Fr [ ij,.f RIS r sy ds +
¥z I(S)
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‘gh
senims
—f—&’.Bemﬁ"AfZiV[ fl(;)_ (Z,h—S)dS-}-

i)

b

+afe AL V;j—s?l.um(ﬁh - 5) ds] :
i(s)

2

Per ogni tempo t, a partire da fr e con incrementi A ¢ anche va-

riabili — converra anzi che i primi intervalli siano pilt brevi — le

n -1 . . . . .
{21) sono — - equaziont algebriche lineari non omogenee negli
n 41

y incrementi A V;.
Le ¥V, sono quelle al tempo t, ¢ quindi sono la somma delle V; ini-
ziali e degli incrementi A V; fino al tempo t.

4. « UN ESEMPIO NUMERICO

Si prenda in esame la trave della fig. 3; il momento d'inerzia
varia con legge parabolica:

(22) i(s)=p+40 —~p)s(l—3),

o

266,67 Kgem®
tga= 240000 Kgcrﬁz
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dove
1 Is
o _ 1

Ini IH!

’

ed s = % La legge (22) & simmetrica, e soddisfa le condizioni

s=0 ~>{i=p
s=05—-i=1
s=1 —i=ag

Nella scrittura delle (21} ci st & limitati a tre incognite, e cioé
alle Vi(1), Vi(5), Vs(¢); questo perché si & voluto affrontare il pro-
blema usando un calcolatore programmabile portatile a schede ma-
gnetiche abilitato a risolvere sistemi di ordine massimo pari a tre.

Gli integrali da calcolare sono del tipo

;3
(23) Ji_j seniws ds
p+4{l —p)s(l —5)
e
4 = ) SENi®s o '
29 . jp+4(1—up)s(1ws) (& —)ds

8]

Nella fig. 4 ¢ trascritto il listing della scheda 1, prima faccia, su
cui ¢ registrato il programma per il calcolo di J; ed Ju. L'input &

no— 2 i = A p = B o — C

L'operazione A porta alla stampa di J;; V'operazione B a quella dj
Jni; 1 & 1l numero di intervalli in cui si suddivide intervallo di inte-
grazione. Oltre a stamparli, 'operazione A porta J; in 7, I, in 8.

Il programma, modificando la subroutine 1, & valido anche per
leggi di variazione i(s) diverse dalla (22).

Nella tab. 1 sono riportati i valori di J; ed T, per t = 0,3, e per le
ascisse

1
L = p
2 1
(25 = =
) G . 3
3 1
ZS — 6 — 2 ¥
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001 *LBLA 029 GTOC 057 RCLA 085 STOI
G2 0 030 RCL4 058 b 086 GSB2
063 STO0 031 RCL3 {59 i 087 RCL5
004 0 032 X 060 X (88 +
005 . 033 2 061 R—D 089 ST+4
006 5 034 + D02 SIN 090 DSZE
G07 ST 035 PRTX 053 X 091 GTOD
008 RCL2 036 S5TO7 0ad RTN (52 RCL4
009 STOI 037 0 065 *LBLB 093 RCL3
010 RCL1 038 STO4 066 0 094 b
011 RCLO 039 RTN 067 STOG 095 2
0z — 040 “LBL1 068 RCLC 096 -
013 RCL2 041 STOs 069 STO1 097 PRTX
014 + 042 1 070 RCL2 098 STO8
015 STO3 043 - 071 STOI 095 0
016 *LBLC 044 CHS G72 RCL1 100 STO4
017 RCL1 045 RCLo 073 RCLO 101 RTN
018 GSB1 046 X 074 —