SOCIETA NAZIONALE DI SCIENZE, LETTERE E ARTI IN NAPOLL

RENDICONTO
DELL’ ACCADEMIA DELLE SCIENZE
FISICHE E MATEMATICHE

SERIE IV -~ VOL. XLV — ANNQ CXVII

(gennaio - dicembre 1978}

VIGO0

o,
Jo2

GIANNINI EDITORE
NAPOLI 1979






RENDICONTO
DELL'ACCADEMIA DELLE SCIENZE
FISICHE E MATEMATICHE






SOCIETA NAZIONALE DI SCIENZE, LETTERE E ARTI IN NAPOLI

RENDICONTO
DELL’ ACCADEMIA DELLE SCIENZE
FISICHE E MATEMATICHE

SERIE IV — VOL. XLV — ANNO CXVII

(gennaio - dicembre 1978)

GIANNINI EDITORE
NAPOLI 1979






Sui sistemi di corrispondenze
di una curva ellittica in sé *

Nota di Ciro CILIBERTO
presentata dal socio ordinario ALFREDO FRANCHETTA

(Adunanza del 7 gennaio 1978)

RiassUNTO. — In questo lavoro si determinano i sistemi lineari e continui di curve
a valenza sulle superficie delle coppie di punti di una curva ellittica.

SuMMARY., — In this paper I determine all linear and continous systems of curves
with valence of the surfaces of pairs of points of an ellyptic curve,

INTRODUZIONE

Nella recente nota [1] ho stabilito alcuni risultati inerenti i si-
stemi di corrispondenze a valenza di una curva algebrica C, di genere
p{C) > 1, in sé, ossia i sistemi lineari e continui di curve a valenza
sulle superficie C* e C*¥, rispettivamente prodotto di C per sé e pro-
dotto simmetrico di C. Nel presente lavoro si approfondisce lo studio
dei sistemi lineari e continui di curve sulle dette superficie, nel caso
p{C)=1.

I risultati ottenuti, relativi alla superficie C’, possono cosi rias-
sumersi: osservato che ogni divisore effettivo I di C* ha grado non
negativo, si prova che:

a) il sistema lineare |L| varia in un sistema continuo bidi-
mensionale di sistemi lineari distinti, tutti regolari, se L ha grado
positivo;

b) il sistema lineare |L| varia in un sistema continuo massi-
male unidimensionale di sistemi lineari distinti, se L. ha grado nullo;
tali sistemi risultano allora composti con le curve di uno stesso fascio
ellittico, costituito da curve ellittiche irriducibili.

Si determinano infine, calcolandone le relative dimensioni, tutti
i sistemi lineari e continui di curve a valenza di C*.

* Lavoro esegnito nell’ambito del G.N.S.A.G.A. del C.N.R.
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In relazione alla superficie C, sulla quale. com’® noto, le curve
sono tutte a valenza, si determinano tutii i sistemi lineari e continui
di curve, calcolandone le relative dimensioni. Si prova inoltre che
ogni divisore aritmeticamente effettivo di C*? varia in un sistema con-
tinuo unidimensionale di divisori disequivalenti e che su C# sono re-
golari tutti e soli i sistemi lineari aritmeticamente effettivi.

Nella dimostrazione dei risultati suddetti si & fatto uso di quanto
provato in [1] e dell’esistenza di un gruppo continuo di trasforma-
zioni birazionali delle citate superficie in sé. In qualche caso alla di-
mostrazione fondata sulla teoria generale delle superficie, si & prefe-
rita una dimostrazione diretta, al fine di rendere pill omogenea ed
elementare la trattazione. Ad esempio si & evitato di adoperare in (2.3)
il Teorema fondamentale delle superficie irregolari, e dell’enunciato
(2.4}, 11) si & indicata una dimostrazione che prescinde dal Teorema
di regolarita dell’aggiunto e che, tra I'altro, mette in luce la struttura
dei sistemi lineari aritmeticamente effettivi di C

1. - NOTAZIONT E RICHTAMI

a} Nel presente lavoro saranno considerate varietd algebriche
sul campo complesso; se V ¢ una tale varieta, ne indicheremo con
dim V la dimensione sul campo complesso.

b} Sia C una curva algebrica liscia di genere p{(C); se D & un
divisore di C, indicheremo con il simbolo |D| la serie lineare com-
pleta individuata da D:; se Dv, D, sono divisori di C, scriveremo
Dy =D2, se |Di| = | D:|, cioé se Dy e D; sono linearmente equivalenti.

c} Sia S una superficie algebrica liscia di genere geometrico
7 (8), genere aritmetico p,(S), irregolarith g(S). Se C & un divisore
di S, cioe una curva effettiva o virtuale di S, ne indicheremo con 5 {C},
v (C), i (C) rispettivamente il genere virtuale, il grado virtuale, l'indice
di specialithd; indicheremo inoltre con K(8) un qualunque divisore
canonico di 8. Se C,, C; sono divisori di S, ne indicheremo con C, - C;
il numero virtuale dei punti a comune. Scriveremo inoltre C, = C, se
C: ¢ C; sono linearmente equivalenti e indicheremo con |C| il sistema
lineare completo individuato dal divisore C su S; con il simbolo {C}
indicheremo un sistema continto di divisori effettivi cui C appartiene
e con il simbolo {|C|} indicheremo il quoziente di {C} rispetto al-
I'equivalenza lineare.

d) Sia C una curva algebrica liscia; indicheremo con C? la su-
perficie algebrica delle coppie ordinate (P;, P;) con Py, P, e C. Con
il simbolo C? indicheremo invece il prodoito simmetrico di C per
sé¢; C® & una superficie algebrica ed esiste una applicazione razionale
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naturale = : C* — C%; con il simbolo [P:, P:] indicheremo la coppia
non ordinata © (Py, P} = = (P;, P2} di punti di C.

E noto che ogni divisore effettivo di C* individua una corrispon-
denza algebrica di C in sé, e che ogni divisore effettivo di C® ne in-
dividua una simmetrica. I divisori di C* o di C*? individuati da cor-
rispondenze a valenza y € Z di C in sé (cfr. [3], vol. II1), saranno
detti curve a valenza di C* o di C®. Analogamente a quanto fatto in
1], indicheremo con ®u,n,v € ., rispettivamente i sistemi, even-
tualmente vuoti, delle corrispondenze a valenza vy, di indici n e m2,
e simmetriche di indice », di C in sé; @u, »,v € @u,y Possono riguardarsi
come sistemi di curve a valenza v su C? e su C? rispettivamente. Come
provato in [1], @»,..r € @« sono costituiti da un numero finito di
sistemi continui irriducibili di divisori di C* e di C® rispettivamente,
ciascuno dei quali & completo, e i divisori di ®n,.n,~ , € quelli di @y,
sono algebricamente equivalenti su C? e su C*® rispettivamente. Indi-
cheremo infine con 0.,.+ e con 8., i quozienti dei sistemi conti-
nui @n,n,v € B,y rispetto all’equivalenza lineare. 1 sistemi ®u.n,y ,
Brpn,y » @ny s Ouy risultano strutturati a varieta algebriche in maniera
naturale (cfr. [17, (2,2))

2. - La superrFICIE C?, coN p(C) =1

a) In questo paragrafo considereremo la superficie C?, con C
curva algebrica liscia di genere 1. 8i ha:

(1) p(C) =1, p(C)=—-1, gq(Ch=2, K({C»H=0

avendo indicato con 0 il divisore nullo di C* (cfr. [1], (1.1)). Essendo
K(CH=0, se L & un gualunque divisore di C?, si ha:

(2) v(L) =2p(L) — 2

{cfr. [4]). Tenendo inoltre conto di (1), si ha:

(3) dim virt |L] = %L) —1
e, per il Teorema di Riemann-Roch:

. (1.

4) dim L] = Y _

2
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b) Sia G il gruppo di Lie unidimensionale algebrico connesso
delle trasformazioni di prima specie di C {cfr. [3], vol. I1I, pg. 251 ¢
segg.)., Ovviamente il gruppo G X G opera transitivamente e libera-
mente su C; G x G & generato dai sottogruppi Gt =G X {1} e G, =
= {1} X G, unidimensionali algebrici connessi. I gruppi G, e G: ope-
rano a loro volta su C? e le orbite per questa operazione sono curve
ellittiche, birazionalmente equivalenti a C, costituenti due fasci di curve
unisecantesi, ®, e ®; rispettivamente, ellittici, birazionalmente equiva-
lenti a C (cfr. [1], (1.1)).

ProprosIzZIoNE (2.1). — Se L & un divisore effettivo di C*, L appar-
tiene ad un sistema continuo {L} tale che dim {|L{} = 1.

ii) Se L & un divisore effettivo irriducibile di C* con v (L) = 0, al-
lora L & linearmente isolato, dim{L} =1 e ® = {L} & un fascio el-
littico.

iil) Se O & un sistema continuo irriducibile massimale di divisori
effettivi su C2, esso & univocamente individuato da ogni curva L che
gli appartiene, e i sistemi lineari contenuti in Q hanno tutti la stessa
dimensione.

Dimostrazione. i) Sia ® (C?) il gruppo dei divisori di C* Si con-
sideri l'applicazione:

FFrweGX G — w(l)e D(CYH.

Poiché G x G opera transitivamente su C?, I'immagine di G X G
tramite f non & ridotta ad un punto; ne segue che almeno uno dei
sottogruppi Gi, G: di G x G non stabilizza L. Supponiamo dunque
che G; non stabilizzi L, ¢ mostriamo che il codominio dell’applica-
zione ﬁﬂl non & costituito da curve tutte linearmente equivalenti. Se
cosi fosse infatti, le curve del sistema continuo {w (L)}uec, contenuto
in | L | segherebbero su una qualunque curva C, di ®; divisori equiva-
lenti, il che & assurdo. Sia infatti D il divisore segato da L su C; e
sia D' un divisore di C, linearmente equivalente a D e costituito da
punti distinti. Poiché w (L)} sega su C, il divisore w(D), se fosse
{w (L) }oes, © |L|, Ia serie {w(D)}ues, di divisori di C, sarebbe co-
stituita da divisori linearmente equivalenti e quindi anche la serie
{w (D'} }ucq, di divisori di C; sarebbe costituita da divisori linearmente
equivalenti, il che non pud essere, essendo essa priva di punti doppi
(cfr. [8], pg. 196). Da cid segue che 'applicazione:

" :weGXG — [w(lL)] e D*(CH)
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dove si & indicato con D*(C*) il guoziente di D (C?) rispetto all’'equi-
valenza lineare, ha codominio non ridette ad un punto; da cié l'as-
serto.

i) Sia {L} il sistema continuo la cui esistenza & provata in i).
Essendo I irriducibile ¢ v(L) = 0, non pud essere dim{L} =2, e
quindi si ha dim{L} = 1; dovendo essere inoltre dim{|L|} = 1, si
ha necessariamente dim {|L{} =1, con L linearmente isolato. Il si-
stema ® = {L} & pertanto un fascio irriducibile che & il codominio

dell’applicazione f}G , supposto, cié che é lecito, che G, non stabilizzi

L. Sul fascio ® opera dunque il gruppo unidimensionale algebrico
connesso G; come un gruppo di trasformazioni birazionali di ® in sé;
non essendo @ razionale, esso & ellittico {cfr. [3], vol. III).

iii}) £ noto che esiste qualche curva L’ € , tale che Q & uni-
vocamente individuato da L’ (cfr. [9], pg. 96), e quindi tale che
{w (LY ucoxc € Q. Indichiamo con QF il quoziente di Q rispetto al-
V'equivalenza lineare, e distinguiamo i due casi: a) dim Q" = 1, b)
dim 2 = 2. Nel caso a), per quanto visto in i), ¥ coincide col codo-
minio di ¢~, e dunque esiste un w e G X G tale che w(L) =L. Ne
segue che ¥ coincide anche col codominio di ¢* e quindi che &t &
univocamente individuato da L, coincidendo col sistema continuo ir-
riducibile massimale contenente il codominio di f*. Esaminiamo il
caso b}, e proviamo che Q" coincide ancora col codominio di ¢, po-
tendosi poi concludere come nel caso a). A tale scopo basta provare
che il codominio di ¢ ha dimensione 2, come sistema continuo di
sistemni lineari.

Cominciamo col provare che il codominio di Y ha dimensione 2.
come sistema continuo di divisori effettivi di C? $e cosi non fosse,
esisterebbe un sottogruppo G, unidimensionale algebrico connesso di
G X G, che fissa L’; e quindi che ne fissa le componenti irriducibili;
gueste sarebbero dunque disgiunte, perché orbite per Vazione di G su
C’, e quindi divisori irriducibili di grado zero, che per la ii) apparter-
rebbero ad un fascio irriducibile ellittico ®. I sistema lineare |L’|
sarebbe una serie lincare completa g” ' su @, e tutte le g/ ' su @
costituirebbero un sistema continuo unidimensionale irriducibile di
sistemi lineari disequivalenti, cui |L’| appartiene, contenuto in Q.
Essendo dim Q% = 2, il fascio @ dovrebbe a sua volta variare in un
sisterna unidimensionale, e quindi esisterebbe su C? un sistema di
curve irriducibili {F}, con v(F) =0, e dim{F} = 2, il che & assurdo.
Ora, se il codominio di % avesse dimensione uno, esisterebbe un sot-
togruppo unidimensionale algebrico connesso G di G x G, che muta
in sé il sistema lineare |L’|, senza fissare alcuna curva di |L'}.
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Considerata un orbita C per l'azione di G su C, la serie segata su
C dal sistema continuo {w(L)}, 2 dovrebbe essere costituita da di-

wely

visori equivalenti, il che & assurdo, come si verifica con ragionamenti
analoghi a quelli svolti in i). Avendosi 0 = {Jw (L) |}ueoxc, per ogni
L€ 1, ed essendo G X G un gruppo di trasformazioni birazionali di
C? in sé, ¢ ovvio che i sistemi lineari di ©° hanno tutli la stessa di-
mensione,

c) Proposizions (2.2). — 1) Se L. é un divisore effettivo di C?, si
hav (L) = 0.

ii) Se L e L’ sono divisori effettivi di C?, si haL - L' = 0.

Dimostrazione, i} Se L & irriducibile, essendo p{L} = 1 {cfr. [2]),
si ha perla (2), v(L) > 0. Se L=/mLi+ ...+ h,L,, con L,,....L,
irriducibili e distinti, si ha:

(5) V(L) = L3k v (L) o+ 2 bkl 1y

1=}

da cui l'asserto, tenendo conto che v{L;) = 0,7 = 1,...,n, per quanto
precedentemente visto, e che L; - [; > 0, per ogni coppia 1l <{ < j < n,
essendo 1.;, L; divisori irriducibili distinti.

ii) Segue facilmente da i).

d) PROPOSIZIONE (2.3), — i) Se L ¢ un divisore effettivo di C? ap-
partenenie ad un sistema continuo massimale irriducibile {1} tale
che dim {|L|} = 1, si ha v(L) = 0, ed esiste un fascio ® ellittico di
curve irriducibili ellittiche, tale che ogni sistema lineare conteniito
in {|L |} & una serie lineare completa su @.

ii) Se L & un divisore effettivo di C*, con v (L) = 0, esiste un fa-
scio @ ellittico di curve irriducibili ellittiche, tale che L sia composto
con curve di ®; L appartiene ad un sistema continuo irriducibile mas-
simale {L} tale che dim {|L|} = 1.

Dimostrazione. i) Adoperiamo ancora le notazioni usate nella
prova di (2.1), e cominciamo col provare che il codominio di f~ ha
dimensione 1. Se cosi non fosse, essendo unidimensionale per ipotesi
il codominio di ¢" si perverrebbe ad un assurdo come nella prova di
(2.1}, iii). Esiste allora un sottogruppo G unidimensionale algebrico
connesso di G X G che fissa L. Le orbite per I'azione di G su C* sono
curve irriducibili di grado 0 su C? e per la (2.1), ii}, appartengono ad
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un fascio ellittico ®; ovviamente i sistemi lineari contenuti in {| L |}

sono tutte e sole le g, su @, per m intero opportuno. Da cid segue

che v(L) = 0.

ii) L'asserto segue da (2.1), ii), se L & irriducibile.
Se invece L=mL + ...+ h,L,, con L,,...,L, irriducibili e
distinte, per la (5), per (2.2) e per l'ipotesi v (L) = 0, si ha:

WLy=0, F=1,0un; Li-Lp=0

l=i<j=n

Quindi i divisori L;,...,L, appartengono ad uno stesso fascio
ellittico irriducibile ®; posto m2 = by + ... + h,, L & un divisore d’or-
dine m su @. Se fosse dim {|L |} = 2, tenendo conto di quanto visto
nella prova di (2.1), iii), il fascio ® dovrebbe variare con continuita
in un sistema unidimensionale, in contraddizione con (2.1), ii).

ProPOSTZIONE (2.4). — i) Se L ¢ un divisore effettivo di C2, appar-
tenente ad un sistema continuo massimale {L}, tale che dim {|L|} =
=2, si hav(L) > 0.

ii) Se L & un divisore effettivo di C? tale che v(L) > 0, esso ap-
partiene ad un sistema continuo irriducibile massimale {L} tale che
dim{|L|} =2, e i sistemi lineari conlenuti in {|L|} sono tutti re-
golari.

Dimostrazione. i) Tenendo conto di (2.2), i), per ogni divisore ef-
fettivo L di C?, si ha v(L) = 0. Se fosse v (L) = 0, per la (2.3), ii) non
potrebbe essere dim {|L |} = 2, contro le ipotesi.

ii) Il codominio di f* & un sistema continuo irriducibile conte-
nente L; sia {L} il sistema continuo irriducibile massimale conte-
nente il codominio di f*. Se fosse dim {| L |} = 1, per (2.3), i) sarebbe
v(L) =0, contro le ipotesi. Si ha allora dim {|L|} = 2 = ¢ (C?).

La regolarita dei sistemi lineari contenuti in {| L |} segue dal teo-
rema di regolarita dell’aggiunto di Ramanujan (cfr. [5], [6]), tenendo
conto dell'ipotesi v(L) > 0, di (1.2), ii), e del fatto che K (C?)=0.

OsSERVAZIONE (2.5). — Mostriamo come alla prova della regola-
rita dei sistemi lineari contenuti in {|L |}, conseguita in ii) di (2.4)
adoperando il teorema di Ramanujan, si possa pervenire direttamente,
adoperando i risultati precedentemente stabiliti. A tale scopo comin-
ciamo col supporre che esista in {L} una curva L’ irriducibile. In
tal caso la serie caratteristica segata da {L} su L’ & parte della serie
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canonica, essendo K (C?)=0, e, poiché & dim{L} = dim L'} + 2, in
forza di (1.1), i), si ha:

dim{L} -1 =dim|L’'|+1=<p(L)—1=—""

da cui

V(L)

dim |L'| = 1

Valendo anche la disuguaglianza inversa (cfr. (4)), ne segue la
regolarita di | L’| e quindi di ogni sistema lineare contenuto in {IL |}
per {2.1), iii). Supponiamo ora che il sistemna {L} sia costituito da
curve riducibili, ma che esista in {| L |} un sistema lineare |L’| privo
di parti fisse. Allora | L’ | sarebbe composto con le curve di un fascio ®
completo irriducibile, non irrazionale, essendo v (L") > 0. Dovrebbe

dunque essere ® = | A| e |L’| sarebbe una gy su @, con k> 1. Var-
rebbe dunque la relazione:

(6) v{L) = k*v(A)

ed essendo v (L) > 0, si avrebbe v{A) > 0. Per il divisore irriducibile
A varrebbero dunque le ipotesi del teorema e, per gquanto gia dimo-
strato nel caso irriducibile, si avrebbe:

| = dim[A| = ---"—(2-’-‘)

-1

da cui;
(7) v{A) =4

Tenendo ora conto di (4), (6), e (7), si avrebbe:

1=2kK—1

k=dim|L]| = --"(2]‘)—

che & assurdo per k > 1. Resta infine da considerare il caso in cwu
ogni sistemna lineare di {|L|} abbia una componente fissa. Suppo-
niamo L = L + L, dove L; sia la componente fissa di {L|. Possono
verificarsi le seguenti eventualita: o) v (L2} > 0, 8) v(L:) = 0.
Esaminiamo il caso «): il sistema lineare |L:| & regolare e irri-
ducibile. Osserviamo che si ha pure L; - L: > 0. Se infatti fosse
Li - L; =0, poiché L, e L, variano in sistemi continui, per Virridu-
cibilita di |L;| esisterebbe un Li € {Li} tale che Li = Lo+ Ls, e si
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avrebbe L, -Lo=L, - L:;=1; - Lo+ L;- L, > 0 e quindi un assurdo.
Essendo L. - L; > O si ha:

v(Ly=v(Li} +v(L)+ 2L - Ly > v(Ly)

da cui:
dim |L}| = ~vag 1> k) 1 = dim |L.]|
2 2
il che ¢ in contraddizione con l'essere L; componente fissa di |L |, che
comporterebbe dim |L | = dim | L,].

Il caso @) non pud percid verificarsi. Esaminiamo il caso B). Per
(1.3), ii), esiste un fascio irriducibile @ di curve ellittiche, su cui | L]
¢ una gi . Per ogni Fe @ si ha L; - F > 0. Se infatti fosse Ly - ¥ = 0,
L, sarebbe composto con divisori di @, e non sarebbe quindi parte
fissa di [ L|. Ne segue che si ha:

Li-Le=L - (kF) = k

Tenendo ora conto di (4), si ha:

k—1=dim|L|=dim|L| = 2 _ =
_ ovi(L) +v(la) + 2L L ] ) I SRS g
2 2
2

e tale relazione & compatibile solo se v(L) =0e L, - 1. =k, caso in
cui vale I'unguaglianza, e dunque la regolarita di |L|. Il caso B), come
si & visto, & a priori possibile, e pud effettivamente verificarsi, come
si vede considerando una curva del tipo C, + Coi + ... + Cii, dove
Cie® e Cyue®,i—1,...,k Il teorema resta cosi provato ¢ la pre-
cedente discussione mette in evidenza quali casi di riducibilita pos-
sono presentarsi per un sisterna lineare di dimensione virtuale non
negativa su C%

e} I risultati precedenti e guelli di [1], consentono di determinare
futti i sisterni lineari e continui di curve a valenza di C?, e di calco-
larne le relative dimensioni.
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Valgono infatti le sepuenti proposizioni:

PROPOSIZIONE (2.6). — i) Se su C* si ha dim @».u.» = 2, allora &
1o > v

ii} Per ogni terna (m, na, v) € IN X IN X Z, con mm >y, si
si ha su C, dim Bu,,» = 2, avendosi, per ogni T € @n,n,+

dim|T|=mm—v" —1

Dimostrazione. i) Se T € @w.n,» , si ha v(T) = 2 (n 2 — v*) (cfr.
[11), e quindi, per le ipotesi e per la (2.4), i), dovendo essere v (T) > 0,
ne segue l'asserto.

ii) Cominciamo col dimostrare che, nelle ipotesi, & non vuoto il
sistema @n.n.v - Se v = 0, l'esistenza del sistema o, u,v, nell'ipotesi
m o1 > v? osegue dalla proposizione (2.14) di [1], dalla quale si trae
anche che dim 8,,..,» = 2. Se vy < 0, dalle ipotesi si ha intanto, per
quanto precede, che ®n.n,-v = @ ¢ che dim@. .., v = 2. Se w ¢ una
corrispondenza di seconda specie di C in sé (cfr. [3]), e se Te
€ ®u.nm—v consideriamo la corrispondenza composta T ¢ w che ap-
partiene a @,.n,¢ , essendo w € @,,, . Si ha pertanto @u,n,v 7= @, €
per ogni T € @u.my » v(T) = 2 (i — ¥?) > 0. Da (2.4), ii) segue
I'asserto.

ProOPOSIZIONE (2.7), — 1) Se su C* si ha dim 8,0, = 1, esistono due
. . . . B 2 2
numeri naturali primi fra loro a., oz, tali che ny = du) ,m=da,, v =
= + doion, essendo d il massimo comune divisore di w e ny .
ii) Dati comunque due numeri naturali primi fra loro a;, o2, €

2 2 .
un numero naturale d, e posto my =do,, mm=do,, vy =+t d o oz, si
ha su C?, dim @n.n,« = 1; le curve di @a,n,x sono riducibili in d com-
ponenti, e, per ogni T € @n.n,x Si ha:

(8) dim|T|=d -1

Dimostrazione. i) Per la (2.3), i), st ha, per ogni T€ @, u.r , v (T) =
=20um—v) =0, dacui mm — ¥’ = 0. Da tale relazione si trae:

w1 ¥?

d d d?

ed essendo i fattori a primo membro primi tra loro e il secondo
membro un quadrato, anche ciascuno dei fattori & un quadrato e
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quindi esistono due numeri naturali «,, a, tali che:

[ 7 (5] 2
T T %y = O
d d
da cui:
2 2
m=do,,m =da,,y=+do o,

e oy € o sono primi tra loro per il significato di d.

ii) Per quanto visto nella prova di (2.6), ii), basta mostrare 1'as-
serto per y = 0. Si consideri una serie lineare completa g.’,, suC, a
2

mezzo della quale si pud trasformare birazionalmente C in una curva
C’ liscia di ordine e: + 1 di un Se,. Sia T la corrispondenza di C’ in
sé che ad ogni P € C’ associa 1'ulteriore intersezione di C’ con I'iper-
piano iperosculatore a C’ in P.

Il primo indice di T ¢ 1, la valenza a:, ed & facile calcolarne, te-

nendo conto di [8], pg. 187, il secondo indice, che & o, . Con cid che si
& provato che @LQ; .a, 7 @; analogamente si prova che sz 1,0, Z= 9.
Se T € @), a0y T € ®qj e ,w € @11, , la corrispondenza com-

posta T » T” » w appartiene al sistema ®e? , o? 4, o, che non & vuoto. Ov-

2
2

viamente la somma di d curve di ®e? . a2 o0 fornisce una curva di

®».ny v, € questultimo sistema & dunque non vuoto. Per ogni T e

€ @n.n,v siha:
v(T) =2(um—v) = Z(dzai cci — 2 azl txz) =0

Dalla (2.3), ii), segue allora che dim {|T |} = dim 0,,,,—y = 1. Os-
serviamo ora che le curve di @af .« a,m, , SOTO irriducibili. Infatti se
T € @a vl am, , S ha v (T) = 0 ¢, ancora per (2.3), ii), esiste un fascio
@ di curve irriducibili ellittiche, tale che | T| sia una g& ' su ®. Se B,
B2, sono gli indici delle curve di @, cioe B; =F-C, Fe ®, Ce @,
i=1, 2, si ha ai = kB, a; = k3, ed essendo a; € a, primi tra loro,
ek=1e®= ®e! o «,q . Da cio segue che ogni curva di @n,u+ &

composta con curve di ®a? a2, a,0€, per ogni T € @n,.n,yvale la (8),

1

essendo ®e? o2 4« un fascio ellittico.
2

OsSERVAZIONE (2.8). — Come provato in (2.7) sono non vuoti i si-
stemi del tipo &, ,, @, , per ogni y € Z, e ogni curva apparte-
nente a uno di tali sistemi & rappresentativa, su C?, di una involuzione
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ellittica su C, birazionalmente equivalente a C. Viceversa, se C ¢ a
moduli generali, ogni involuzione ellittica d'ordine n su C, birazio-
nalmente equivalente a C, pud interpretarsi come una corrispondenza
d'indici n e 1, che ha una valenza v per il teorema di Hurwitz-Severi
(cfr. [3]). Risulta pertanto non vuoto il sistema ..., le cui curve
sono irriducibili ed ellittiche, essendo unisecate dalle curve del fascio
@, (cfr. b)); per ogni T € @1, si ha allora:

v(T) = 2p(T) — 2 =0=2(n— v

da cui n = v% ciot su una curva ellittica a moduli generali C, ogni
involuzione ellittica birazionalmente equivalente a C ha ordine qua-
drato; inoltre le involuzioni ellittiche su C birazionalmente equivalenti
a C si ottengono tutte procedendo come fatto in (2.7), ii) per la co-
struzione dei sistemi @, , @) ., -

3. — La superricie C#, con p(C) =1

a) Nel presente paragrafo considereremo la superficie C®, con
C curva algebrica liscia di genere 1, 8i ha:

) P (€Y = 0, p (CP) = — 1,4 (C?) = 1

(cfr. [1]). Poiché i divisori effettivi di C® individuano corrispondenze
simmetriche di C in sé (cfr. n. 1, d)), e poiché le corrispondenze sim-
metriche di una curva ellittica in sé sono tutte a valenza (cfr. [7],
pg. 49), su C? esistono solo curve a valenza. Se T ¢ un divisore effet-
tivo di C®, esistono quindi due interi n, v, tali che T € @u., € si ha:

nmn-1)  vlyr+1)

10 T) = 2 — +2 - S SR
(10)  w(T) = — v, p(1) 5 5 4

(cfr. [1], [7]), allora, tenendo conto di (9) e (10), si ha:

nn+ ) _ yly—1 4
2 2

(11) dim virt |T| =

e, per il Teorema di Riemann-Roch:

nm+1)  y& -1

(12) dim [T| =
2 2
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con T € @,,. Infine, con T € Buy, T' € @z, si ha:
(13) T -T' =nm—v§

{cfr. [17, (1.3)).

b) Poiché le curve di ®u1; su C? sono simmetriche, su C® si
ha dim®,; = dimd,,,, = 1, e per ogni T € @11, si ha dim|T| = 0,
1,1 risultando un fascio ellittico, Poiché invece le curve di ()4 in
generale non sono simmetriche, l'applicazione naturale w: C*=> C%
induce lapplicazione =" : @::-1—~> @22 che ad ogni corrispondenza
T € 1,11 associa la corrispondenza simmetrica T + T~' € @Hs_2. In
{En.11 esistono solo fre curve simmetriche, oltre I'identita I (cfr. [3],
vol. 111, pg. 263 e segg.); ne segue che @)y su C* & costituito da tre
curve T, T®, T algebricamente equivalenti (cfr. [9], pg. 97), ma
non appartenenti ad un sistema continuo connesso; lidentita J, ri-
guardata come divisore di C**, non appartiene 2 -1, bensi a @2 2,
come osservato in [7], pg. 36 (cfr. anche [1], (1.4)). Il sistema @ =
= 7' ({@1,1,1), essendo immagine di un’involuzione d'ordine 2, con 4
punti doppi sul fascio ellittico @1, , & un fascio razionale. I fascio
() non ha punti base, perché, se T, T' € @, si ha T - T" = 0 (cfr. (13));
inoltre ({ non appartiene ad un sistemna lineare pitt ampio. Per ogni
i=1, 2, 3, si ha inoltre 2 T% ¢ @.

c) La superficie C¥ ¢ birazionalmente equivalente ad una rigata
ellittica {cfr. [7], pz. 48), ed & una superficie ellittica, ammettendo un
gruppo unidimensionale algebrico connesso di trasformazioni birazio-
nali in sé. Infatti il gruppo G delle trasformazioni di prima specie di
C opera su C* nel modo seguente:

w[P,Q] = [w(P), w(Q)], we G, [P,0] e CH.

Le orbite per l'azione di G su C® sono le curve di {§ e G opera
liberamente su ogni curva di & diversa da T, i = 1, 2, 3, mentre per
ognuna delle curve TV, i =1, 2, 3, esiste un sottogruppo di G iso-
morfo a Z, il cui elemento non identico induce su T identita,

Infatti se T € ) € @22 e se [P,Q] € T, ciod se il divisore T (P)
di C contiene Q, per ogni w € G si ha:

T{w (P)) = w(T(P))

in quanto le trasformazioni di prima specie di C permutano con le
corrispondenze di @. Ne segue che w{Q) e w(T(P)) =T(a(P)) e
quindi w [P, Q] = [w(P), w(Q)] € T. Se poi, con [P,Q] € C?, si ha
w[P,Q0] =[P,0], we G — {1}, deve essere w(P) =Q e w(Q)="P, e

2
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quindi ©* = 1 e w una delle tre trasformazioni involutorie di prima
specie che s'identificano con le curve T, T®, T™: ne segue che [P, Q]
appartiene ad una di queste tre curve e lo stabilizzatore di [P, Q] in
G & costifuito da 1 e w risultando isomorfo a Z,.

Propos1ZIONE 3.1). — i} Se L. ¢ un divisore effetiivo di C*® che non
e fissato da tutii gli elementi di G, L appartiene ad un sistema con-
tinuo irriducibile massimale {L}, tale che dim {|L|} = g (C®) = 1, ed
i sistemi lineari contenuti in {| L |} hanno tutti la stessa dimensione.

ii} Se @ ¢ un sistema continuo irriducibile massimale di divisori
effettivi su C®, esso & univocamente individuato da ogni curva L € Q.

Dimostrazione. Essendo la prova di ii) del tutto analoga a quella
di (2.1), iii), caso a), limitiamoci alla prova di i), che ¢ del resto si-
mile a quella di 2.1), i). Si consideri I'applicazione:

ffiweG — w(l) e D(C®)

col solito significato di 9 (C'™). Poiché L non & fissato da G, I'imma-
gine di G tramite f non ¢ ridotta ad un punto, sicché le curve {w(L) }ues
costituiscono un sistema continuo unidimensionale irriducibile cu L
appartiene. Mostriamo che le curve di tale sistema non sono tutte
linearmente equivalenti. Se lo fossero infatti, esse segherebbero su
una T e @ irriducibile divisori effettivi equivalenti, in quanto, @ es-
sendo un fascio e L non potendo essere composto con curve di @,
deve essere L. - T > 0; cio & assurdo, come si vede con un’argomenta-
zione analoga a quella fornita in (2.1), 1). Da cio segue che {|w (L) |}uec
& un sistema continuo irriducibile unidimensionale di sistemi lineari
disequivalenti cui | L | appartiene ed esso ¢ massimale, poiché g (C*) =
= 1. Ora, essendo G un gruppo di trasformazioni birazionali di C*® in
sé, due sistemi lineari {]w (L) |}ucc hanno la stessa dimensione, e da
cid 'asserto.

d) Proposizione (3.2). —— Se @, 7= D, si han = |v].

Dimostrazione. Sia vy > 0; se fosse v > n, per ogni T € @.., e per
ogni T € @11, si avrebbe T T =n — vy < 0 (cfr. (13)), e quindi T
conterrebbe ogni curva del fascio @11, il che ¢ assurdo. Sia y < 0;
se fosse — ¥ > n, per ogni T € B, e per ogni T' € ©, si avrebbe
T-T =2 (n+v)<0, e quindi T conterrebbe ogni curva del fascio
@, il che & assurdo.
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PROPOSIZIONE (33). — Se n >0 e n=v =0, si ha, su C?%,
dim0., =1 ¢ per ogni T € Huy €

LA R VIS 46 Sl ) N

(14) dim|T] = : ,

Dimostrazione. Nell'ipotesi si ha:

nn+1) _‘y(y—l) 1= n(n+ _1_)____1(11—1) 1

2 2 2 2

=n—1=0

e per la proposizione (2.14) di [1], il sistema (., ¢ non vuoto, e si
ha dim®9, ., = 1; inoltre, per la proposizione (2.3) di [1], 0., risulta
una varietd irriducibile, birazionalmente equivalente alla varietad di
Jacobi di C, che coincide con C stessa (cfr. anche (2.4} di [1]). Per
dimostrare l'asserto basta dimostrare la wvaliditd della (14) per una
qualunque curva T € @. ., tenendo conto di (3.1) e del fatto che una
curva T € @,,, non & fissata da G perché siha T - T' =2 (n + v) > 0,
per ogni T’ ¢ @ (cfr. c)). Cominciamo col supporre n = vy ed osser-
viamo che se T € @, T"€ @1, siha T - T =0, e quindi | T | & com-
posto con le curve del fascio ellittico (,: ed € una g:7l su @1, Si ha
percio:
dim|T|=n-1

e vale la (14). Supponiamo ora # > v, € mostriamo per prima cosa
I'asserto se esiste una curva irriducibile T € @.,,. Essendo:

VMW -y —(n+y)=2p(T) -2

la serie caratteristica segata da ®., su T non & speciale e quindi
si ha:

dim @, — 1 = dim|T] < v(T) — p(T) =

_nn+1)  y&x=D
2 2

e valendo, per la (12), anche la disuguaglianza inversa, si ha l'asserto.
Esaminiamo ora il caso in cui in 0,,, esista un sistema lineare | T | ri-
ducibile ma privo di parti fisse, e dunque composto con le curve di
un fascio ®. Avendosi n > v, & v(T) > 0 ¢ ® sarebbe razionale irridu-
cibile completo, e quindi si avrebbe ® = | T'|, T' € @u.z .
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1l sistema | T | sarebbe una g; su @, con & > 1, e varrebbero le
relazioni:
n=kunt, v=kE.

Essendo 17 > v > 0, sarebbe m > £ = 0 e per la curva irriducibile
T € @, per quanio precede ,s1 avrebbe:

m(m + 1) B E(E—-1) o

dim [T = 1 =
2 2

Tenendo allora conto di (12} si otterrebbe:

— 22
k—dim|Tj= "0 ED _xr=D . wo ndy
2 2 5 5
2 2
e =B mt e
2 2
=k [__??fe.._(”';%r D o_ a(gzmil) ] ok

che & assurdo per k > 1. Esaminiamo infine il caso che il sistema | T |
abbia una componente fissa A € @..: . Se fosse £ < 0, si avrebbe, per
guanto precede e per la (12);
(n —m)}(n —m+ 1)

2

I YN ) B T C DR GO R
2 2 2

dim |T|=dim|T — A| =

che ¢ assurdo, essendo n —m <nmey — & = v. Se & > 0, dovendo es-
sere dim|A| = 0, dovrebbe essere, tenendo conto di (3.2):

mim+ 1)  EE-1
2 2

0= dim|A| = —1=m-1

e quindi m = 1, £ = 1. Ma allora si avrebbe, per la (12):

dim|T| = dim|T—a]- - D =D&=2
2 2
nn+1)  yly-1 _
2 2

v

disuguaglianza assurda. Cio prova l'asserto.
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OsservazIone (3.4). — La prova del precedente teorema garan-
tisce che dati comunque n, y, con n > v > 0 e n > 0, esiste il sistema
.., €, se n > v, esistono in ., curve irriducibili.

PROPOSIZIONE (3.5). — i} Se n, v sono interi tali che n > —y > 0, si
ha, su C?, dim8,., = 1, e vale la (14) per ogni T € @,y .

ii) Per ogni intero positivo n, si ha {Da—» % © e dim 0., = 0; ogni
curva di - & del tipa T + & TV + & T + & T, dove T.& spezzata
in curve del fascio @ ee=0,1,i =1, 2, 3; @a-n & costituito di quat-
tro componenti connesse che sono sistemi lineari completi di cui uno di

. . n . e g ) n . : .
dimensione - 57 gli altri di dimensione 5T 1, se n & pari, e uno di
. . n—1 . C o g . n—1 T .
—_— — B ) - .
dimensione 5 1, gli altvi di dimensione 5 sen ¢ dispari

Dimostrazione. 1) La 1) segue dalla proposizione (2.16) di [11. Pro-
viamo la ii}. Per ogni intero positivo il sistema @&, —, ¢ non vuoto. In-
fatii se n — 2 k, la somma di % curve del fascio @ costituisce un ele-
mento di @_,; se n =2k + 1, Ja somma di & curve di @ e di una
delle curve T, i = 1, 2, 3, costituisce un elemento di ... D'altra
parte, per ogri n intero positivo e per ogni T € @y —w, T' € @22, si
ha T -T' =0 e inolire T - T% =0, i = 1, 2, 3. Cido implica che il si-
stema lineare | T | & composto con curve di @&, a meno di una com-
ponente costituita da una curva del tipo & T" + & T? + & T, non
contenente componenti appartenenti a (9. Tenendo conto del fatto che,
perognii=1232T9e @, sihae =20, 1,i=1,2, 3 Per ogniin-
tero positivo k indichiamo con 9y il sistema lineare completo di curve
di C® costituito dalla serie gﬁ su ), cioé da tutte le curve spezzate in
k curve del fascio @. Se n = 2 k, per quanto precede, &, ¢ spezzato
in quattro componenti connesse, costituite dalle curve dei sistemi I
neari ®p, Dy + TV + TY, Dy + TH - T, D + 1O+ [P di
cui il primo ha dimensione —Tzftﬁ ghi altri di dimensione —?21— — 1.

Sen=2%kk+ 1, @._, & ancora costituito da quattro componenti
connesse, che sono i sistemni lineari ®, + T, ©; + T, 9, + T¥,
-1
—
— 1. Ovviamente in ogni caso si ha

Dy + TV + T 4+ T di cui i primi tre hanno dimensione
n—1
2
dim¥,_. =0, 0,_, essendo costituito da gquattro punti distinti.

il quarto ha dimensione
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Sul problema del tipo di Dirichlet
relativo ad una classe di operatori ellittico-parabolici
del quarto ordine, ipoellittici nella zona di degenerazione

Nota di AntoNIETTA CIOFFT *
presentata dal sccio emerito CarLo MIRANDA

(Adunanza del 7 gennaio 1978)

RIASSUNTO. — In questo lavoro si dimostra un ieorema di csistenza per il problema
posto nel titolo.

SUMMARY. — In this paper we give an existence theorem for the problem in the
title,

Nelle memorie [4], [5] A. CaNFora e, successivamente, M. L. BE-
NEVENTD, T. BRUNO, L. CASTELLANO in [3], M. L. BeEnevENTO in [2],
hanno stabilito teoremi di esisienza di soluzioni deboli e quasi rego-
lari per il problema del tipo di Dirichlet relative ad alcune classi di
operatori ellittico-parabolici in un aperto limitato e regolare Q di R"*".

Tali operatori risultano quasi ellittici nei domini di degenera-
zione: inoltre l'intersezione di tali domini con la frontiera di Q ¢
costituita da porzioni di iperpiani normali ad assi coordinati.

In un mio recente lavoro {cfr. [6]) ho esteso i risultati delle
memorie citate ad una classe di operatori del quarto ordine, ellittico-
parabolici in Q e ipoellittici nel dominio di degenerazione D; indi-
cata con y la variabile tale che dDMNdQ appartiene all'iperpiano
y = 0, gli operatori considerati sono del terzo ordine rispetto ad ».
Essi appartengono inoltre alla classe di operatori studiata da S. Ma-
TARASSC in [10], a cui rimandiamo per la descrizione. Qui rileviamo
che gli operatori 8 di tale classe godono della proprieta che tutte le
derivate che figurano in & sono operatori pitt deboli di &%

In questo lavoro prendo in esame operatori ellittico-parabolici,
ipoellittici in D, dove risultano di ordine p < 3 rispetto alla varia-

# Tgtituto di Malemalica « Renato Caccioppeli» dell’Universita di Napoli.
! Per la delinizione di operatlore pit debele di § cfr. Hormanocr [7].
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bile v, ed appartengono ad una classe pili generale di quella prima
citata, come illustrerd al § 1, Relativamente a tali operatori conseguo
un teorema di esistenza di una soluzione debole u per il problema
del tipo di Dirichlet. Stabilisco anche teoremi di regolarizzazione i
quali mi permettono di asserire che la soluzione debole u dei pro-
blemi in questione & anche, internamente a P o ad & — D, una solu-
zione forte? dell’equazione e verifica quasi ovunque le condizioni al
contorno.

La tecnica impiegata & analoga a quella di [2] (approssimazione
del problema con uno ellittico a coefficienti singolari su una parte
di dQ). Per stabilire le necessarie formule di maggiorazione delle
soluzioni approssimanti ho dovuto studiare alcuni problemi ipoel-
littici nel semispazio che, a differenza di quanto avviene in [6], non
rientrano in quelli studiati da MaATArRASsO in [10]; i procedimenti di
cul mi sono servita sono comunque similari a quelli impiegati in
[6]. Le maggiorazioni che in tal modo ottengo sono perd stabilite
in spazi pitt generali di quelli considerati da Matarasso: infatti le
funzioni ad essi appartenenti non sono necessariamente dotate, in
L2, di tutte le derivate che figurano formalmente nell’'operatore;
cid ha comportato qualche difficolta nell'estendere i ragionamenti del
mio citato lavoro. Ho risolto tali difficoltd ricorrendo ad una for-
mula di Hormander che da una rappresentazione locale per una
classe di operatori ipoellittici.

L’esposizione & cosi suddivisa: il § 1 contiene la posizione del
problema e l'enunciato dei risultati; nel § 2 si stabiliscono formule
di maggiorazione per le soluzioni di un problema differenziale nel
semispazio relativo ad un operatore ipoellittico contenente il para-
metro; nel § 3 si pone il problema approssimante e si conseguono
le necessarie maggiorazioni per le soluzioni approssimanti; infine nel
§ 4 si dimostra il teorema di esistenza.

§ 1. IPOTESI, POSIZIONE DEL PROBLEMA ED ENUNCIATO DEI
RISULTATI.

1.1 - Notazioni ed ipotesi.
Sia L un operatore del quarto ordine, a coefficienti reali

L(z,D)= Y a,(z) D* x e RHvE

|| <4

* Per la definizione di soluzicne forte di una equazione [ormalmente ipocilittica
cfr. HORMANDER [8].
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il quale sia ellittico-parabolico in un aperto limitato £ di R**!, la
cui frontiera risulti di classe C.
Supponiamo verificate le seguenti ipotesi:
a) per 1 coeflicienti a. di L risulti

as (x7) € CPL(Q) Voa:|la|l=<4;

b} indicata con v una generica funzione reale di classe C_ (Q),
si abbia’
(p,Lo)>allol?

a essendo una costante positiva indipendente da o.

c) si abbia & = EUD, dove E & un aperto su £ nel quale L
risulta ellittico del quarto ordine e D un dominio la cui intersezio-
ne con la frontiera 3£ di Q & una regione contenuta nell’iperpiano
j(”-'I-l
all’asse x,,, .

Ricordiamo ora alcune definizioni (cfr. HORMANDER [8]): un ope-
ratore Q (D) si dice pil debole di un operatore ipoellittico P (D) se
e solo se |[QUE)/(|P(i€)| + 1) & limitato per & reale, e due ope-
ratori ipoellitici si diranno egualmente forti se ciascuno & piu de-
bole dell’altro. Un operatore L (x, D) si dice formalmente ipoellittico
in un dominio D se

= 0 e tale che nei suoi punti Ia normale interna a {¢ & equiversa

1) L(x.,D) & ipoellittico per ogni fissato x, € D

2) tutti gli operatori L(x,,D) con x, ¢ D sono egualmente
forti.
Cio premesso, supponiamo verificata 'ulteriori ipoesi:
d) nel dominio D, Poperatore L {x’, D) sia formalmente ipoel-

littico. Posto, per ogni fissato punto x. in D:
L(x,,D) =8(3) = 8(3.,8)

dove x"=(x, y) = (x, ,...,x., %) e D=1id, V(E,n) = (§, ,...,E; , 1) € RH!
per il polinomic &°(%,n) si abbia:

(1.1) Red(En) =0
inoltre posto

FED ="+ a@n + ..+ a(E)

* I prodotti scalari e la norma || .|} vanno intesi nel sense di L*; quando ciod
non dara lucgo ad equivoci, verrd omessa lindicazione deil’insieme di integrazionc.
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si abbia p =< 3 e anche

(1.2) p=3=Inma, >0 p=2=Rea () = 0"

Infine esista un numero positivo N tale che, per |£|> N valgano le
diseguaglianze (cfr. PerTrE [13] pag. 350).

(1.3) -I-lif(inl"+|ap(2)\)s\8°(E,n)\ﬁK(ini“r\ﬂp(E)l)

K essendo una costante indipendente da E.

Dalla (1.3) si deduce che tutte le derivate pure rispetto a y che
figurano in &° sono operatori piit deboli di §°; ¢id non avviene neces-
sariamente per le rimanenti derivate®.

1.2 - Posizione del problema ed enunciato dei risultati.

In virtt dell'ipoellitticita del polinomio &°(§,1) si dimostra
{cfr. Scuecurer [15]) che esiste una costante positiva H, indipen-
dente da &, tale che, indicata con a°(£) la generica radice dell'equa-
zione 8°(€,1n) =0, si ha

Ima*(E} = H, [E]|>N;

& dunque 8°(£,1) £ 0 per £,m reali e [E| > N.

Questo fatto, insieme con la (1.1), ci consente di affermare (cfr.
lemma [1.2] di [2]) che 'equazione in m, 8°(E,n} = 0, ha, per ogni
E per cui [£] > N, esattamente r radici con parte immaginaria posi-
tiva, dove r & il numero cosi definito:

r . .
— se p & pari
5 rep
ro= ___P,,Jzi se p & dispari e fma, >0
( p—1 .1 .
T, se p & dispari e fma, < 0.

+ Le ipotesi (1.2) sono qui assunle unicamentc per evitare complicazioni formali
nelle dimostrazioni.

> Ad esempio, Voperatore §° = a‘v + @y + 9.0 + 18, verifica la (1.3} ma chia-
; 1 *2 *1

1 z . . . .
ramente J_ . ¢ 8\,, non sono operatori piti deboli di &
i ars




Sul problema del tipo di Dirichlet, ecc. 27

Sia ora f(x’) una funzione di classe L*(£); posto £ =DNE,
consideriamo il problema al contorno del tipo di Dirichlet

L=
(14) ¢ .
D/ ulpz:=0j =0,1; Dysslwx=0;=0,1,...7 —1,7r%0

dove v & la normale esterna a d Q. In tale problema gli operatori di
frontiera verificano la condizione complementare rispetto all'opera-
tore L in ogni punto di d Q) — I; cid & evidente per quanto concerne
i punti di d E — X, mentre per quanto concerne i punti di dD — Z,
discende dall'osservazione di PEETRE [13] a pag. 351.

E evidente poi che il problema aggiunto del problema (1.4) ha
la seguente formulazione:

L*.'e y = g

(1.4)""‘ D::V]?IE—E — O j — O, 1; DivIaD_z = O
i=0,1,...p—r—1p—r#0

g(x") essendo una funzione di L?(Q) e L* l'aggiunto formale di L;
tale operatore ha senso in virtit dell'ipotesi a).

Al fine di porre il problema (1.4) in forma debole, denotiamo
con X, (Q) la classe delle funzioni v € C_ () verificanti le condizio-
ni al contorno del problema (1.4)*, le quali risultino nulle in un

intorno su £ di £NJ Q.
Chiameremo soluzione debole del problema (1.4) una funzione
u, di classe L?(Q), per la quale si abbia

(u, L* v)a = (f, V)o Vv e I, (f),

e diremo che una distribuzione u € L?(Q), la quale risulti soluzione
debole del problema (1.4), ¢ una soluzione quasi forte dello stesso
problema se risulta

4
ueH

loc

(E - %)

2
loc

RMDMuel, (D-2X),
R (D) essendo un qualunque operatore pitt debole di L (x,D) in
D — =. Orbene, proveremo il seguente

TEOREMA [1.1] — Nelle ipotesi a), b), ¢) e d) il problema (1.4)
ammette una soluzione debole u la quale & anche una soluzione
quasi forte.
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§ 2. PROBLEMI DIFFERENZIALI NEL SEMISPAZIO.
2.1 - Preliminari di carattere algebrico.

Consideriamo il polinomio 8°(§, ) introdotto nel § 1. Posto,
con ¢ = ¢ (8) = | a,(8) |,

ﬂ(g)_ ,np—i + M + LD(E)

(5, M) = aun’ ok
Em) =+ @ T e

con che

8 (5, ¢ (8)m) = ¢ (£) 8° (&, )
@ (£) = ¢ (8) a* (E)

dove con «°(§) indichiamo la generica radice di £ (£, 1), si vede fa-
cilmente che in virtit della (1.3) si ha

Iaz(g)t < K, N
o C B2

e quindi con un ragionamento analogo a quello svolto nel lemma
[2.2] di f6]

(2.1) Ko< |Ima*(8)| = K;, |EI>N

con K; = cost, indipendente da &.
Detto ora £ un numero reale positivo minore di uno e posto
o — 4 — p, consideriamo il polinomio

e, &,m) = ' + 3 (E ).
Dalla (1.1) si trae subito
|8]=]8°] V(g n)} e R
per cui si ha che anche il polinomio &, al pari di 8°, & sprovvisto
di radici reali per |£] > N, e inoltre, sempre per il lemma [1.2] di

[2], che & ha, qualungue sia g, due radici con parte immaginaria
positiva per [£| > N.

Posto:

B(s,5,n) =+ 8 (E,n)
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con che:

(e & c(@)n) =c"(§)8 (g€ n)

(2.2) o(c,8) = c(E)als§)

dove con o (e, &) e a(z &) indichiamo le radici di § e § rispettiva-
mente, si dimostra, con una tecnica analoga a quella usata in [6]
il seguente

LemMa [2.1] — Esiste un nuwmero positivo & tale che per

ec(E) <8 e |E| >N si ha, per p radici di 8, uniformemente rispetto
acedadkt:

(2.3) o (e, £) = a°(£) + 0((ec)°)

mentre per le rimanenti 4 — p radici si ha, uniformemente rispetto
acedak:

(24) 0 (e8) = Y% 4 o)

Da tale lemma si trae che:

per ec < § e |E| > N tra le radici e del tipo (2.3), r hanno parte
immaginaria positiva {infatti di tale proprietd godono le funzioni
«®(8)) e quindi fra le radici o del tipo {2.4), 2 — r hanno parte im-
maginaria positiva per ec <8 e |E] > N,

D'ora in poi denoteremo con a; e a; le radici di 8 con parte
immaginaria positiva, supponendo, qualora sia r > 0, che ¢, verifichi
la (2.3). Analogamente denoteremo con a; e o4 le radici di 8 con parte
immaginaria negativa supponendo, qualora sia p — 7 > 0 che o, ve-
rifichi fa (2.3).

Introduciamo ora alcune notazioni.

Poniamao:

8.(e,5m) =" —a: (e, &) (n — 02(e, E))
(e Em) =¢""(n— aa(gE)(n — oule &)

e assegniamo poi i due polinomi in 1, Qi(g, % 1) e Q:(c, & 1) cosi
definiti:

Qi{e, &, 1) = {C"*"'r]"*1 i=1...,r(r >0
= Ei—r.q(P—r)wLi—i i=7r+1,... ,2(,. < 2);
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si verifica immediatamente che, per tali polinomi, vale la relazione

Qi(e, & c(B)m) =" (B) Qe &)

Q: essendo polinomi in n aventi coefficienti limitati per ec < 8.
Poniamo infine

oy OEED_Of GEW 07 GEW
8 (Er Er Tl) 8+ (Er EJ 'ﬂ) 5’— (E, EJ T])

con Q;’ (,E,m) e Q; (g &) polinomi di primo grado in 7 e consi-
deriamo le matrici hermitiane
A8 =as (e8I B8 = 8i(c )

dove

- Q7 (6 &) Q) (5Em)
if (5, E) = RJ ] $+ (E, E, '1'1) ‘2 d

d .

0 (50T (e
b [ OB O CED

18 (e, &)

Ci proponiamo di dimostrare il seguente

LEMMA [2.2] — Per ec <8 e |E| > N si ha, qualunque sia M\
e (7\,1, )&2) e C2

1,2 L2

N (e & =y Y .
Yo (6 BN Z Ky 1B (e
L1 ij

£) M %

vi

~~
[
o
e

dove (g, E) sono gli elementi della maivice BA™'B e Ky & una
costante indipendente da £ e da e

A tale scopo poniamo
8iole,§m) = &7 8r:(e,8m) = & (0 —{ou + )
S_ole, &) =77 Si(eEm) = &7 (n— (o3 + o))

(2.7) 0/ (,&m) = Q58 + Q; (&) j=12
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e osserviamo che utilizzando la (1.6) di [1] si ha

1 Bian (e, Em)Qf (6,8 n)dn .
— ¥ - — 2
f 8. (e, E,m) Q& j=1

i h=0,1
dove v indica una curva semplice e chiusa contenuta in / mmn >0

e contenente le radici o; e e,.
Utilizzando la (2.5) si vede che & anche

(6,81 Q; (e, & m)dn
8 (s, € m)

2wt

= f.2

(2.8)  Qf(s8) = l_fsl
2wt
Y h:OJl

Svilupperemo il seguito della dimostrazione limitandoci al caso in
cui & p = 2, essendo lo schema identico nei casi rimanenti®.

Calcolando gli integrali che figurano nella (2.8) mediante il me-
todo dei residui, tenendo conto delle posizioni precedenti e della (2.2),
si ottiene

1 Sl‘h = 81,.’! | &-2 SIJMI Ulf.l — 81.1’1
Qe B)=- | ————
ceclou — o) \ (o1 — o) (oty — o) (o2 — ot3) (o2 — ou4)
"y i LA =2
Q;‘(E, £ ‘ 1 . SL'}’;.H o, * 81',h+1 05.1 o2 i 81,!:4:1 oL flz —‘ 52,J1+Iz 0!,27
c"(al—ag) (o1 — a3) (o1 — 04) (o2 — aa) (Otz — O4)

da cui si ricava

| . N 1 0;'] + ﬂl.Z
(29)  det ][ Q; (O = ———- )

(o — o) (o — o) (o2 — ) (o — )

Osserviamo ora che dalla (2.1) e dal lemma [2.1] segue che, per
ec <8 e |E|> N valgono le maggiorazioni

|| =K i=1,3; || =K(c) i=24
1 1 . 1 1 .
(210) — — = — i=13; e —EE §=3,1
| I o | K | T oo | K
1 1 1 1 .
— . = T =R (i, j) # (1, 3).
low—a| K low — ;| K

811 caso p =3, r =2 & gia stato (rattato in [6]: nessuna modifica & da apportare
a quanto 1i esposto nel § 2, salvo tener prescnte la diversa accezione della funzione

¢ =c(E)
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Applichiamo poi un risultato riportato da M. PIconE [14] per cui

dt Q+ s Sy Zd d
detA(er = 1 [ LdetloreE e [Fdede
2I l{{; Eg'l' (E; E; Pl) 8+ \E, EM pz) |2‘

1 . (or — e dpdp
=——|det]| Q (e E) |l Zf '
2! ‘ H ‘ i | $+ (E’J E.u pl) 8+ (E’ E’ 92) F

Dalla (2.9), calcolando l'integrale che figura nell'ultimo membro della
precedente formula e tenendo conto delle (2.10), ricaviamo allora,
perec<8§e|E| >N

(2.11) det A (g, ) = K—Z

Vogliamo ora ottenere una valutazione per gli elementi della
matrice A~ (g, ), inversa della A; a tale scopo indichiamo con o il
minore complementare di o nella matrice A e con o gli elementi
di AL

E facile convincersi, tenendo conto della (2.7) e delle {2.10) che
si ha, perec<8e|E| >N

1 - 1
g = 70(8 cy; oz = Oy = "ifo(i c) On = ?'0(1)'

Essendo

01,“ — (_ 1)f+! O

in virti della (2.11) ofteniamo per ec < § ¢ |E] > N:

ol = c0(1); a2 = ¢ = c0(1)
{2.12)
o = 00—1--.
£C

Valutiamo ora i 3; (s, £).
Posto

(213 Q (Em) = Qo) + Q, (£ 8n  j =12
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come precedentemente si ha

1 r&)m (e, £, m) Q; (g, €, m) J

. = Q5 (e, E) = 1,2
2mi ) 5_(c, £ 1) R !
Y

h=01

dove ora vy indica una curva semplice e chiusa in Immn < 0 e con-
tenente le radici o; € a4. Si ha allora, per la (2.5)

Qe &) = 1 f Fanlebm Qlebn)

2wt g(EJEJT])

¥

e quindi, calcolando tali integrali e tenendo conto delle (2.10) per
ec<del|E]>N:

Q,=0(1) ; Q, = —;1:-—0(5(:)
_ -~ 1
Q, = 0(ec); Q, = —;:—O(s c).

Da tali relazioni, tenendo conto della (2.13), delle (2.10) e della defi-
nizione dei By si ricava:

i = 1 1
(214) B]; = —0(1), {311: Bz; :—O(EC) Bzz = - *O(EC).
€ € c
Essendo ora 7, gli elementi della matrice B A~! B, dati da
12
Ty = ; B e By

si ottiene per le (2.12) e (2.14)
Tij = ? ‘.E.'j

con 7y = 0(1) per ec < § e €] > N.
A questo punto, ragionando come nella dimostrazione del lemma
3 di Martarasso [11], si ottiene il lemma [2.2].

3
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2.2 - Maggiorazioni a priori per soluzioni di problemi con piccolo
parametro.

Consideriamo 1'operatore a coeflicienti costanti e reali
Ao{g; Dy Dy) = PH(Ds; DY) 4 D, + ¢#3 DL,
=1 7

dove si & posto P°(Dy,Dy) = 8’“(1 D, I.DJ.}; esso ¢, per ogni
1 1

e > 0, propriamente ellittico.

Posto Ri” = {(x,%) : ¥ > 0}, indichiamo con @ l'insieme delle
funzioni reali v di classe C* a supporto compatto in R'fr“ per le quali
si abbia, con j = 1,2

ji—1
y

D 1 fpeg =0 i = T

]:)“Jir)-i—j_1 v |.\':n — O ] =r + 1’ IR ’2.

¥

Sussiste il seguente
TEOREMA [2.1] — Risulta, Vv reale di classe C_, (R"+1)UaD:
|| D} vl| + &4 DY, vl + R(Mo DY vl = K (A ]| + [ v])

K essendo una costante indipendente da ¢ e R (§, 1) un qualunque
polinomio piit debole di 8°(E, 7).

Dim. — Tale teorema, grazie al lemma [2.2], si dimostra con
procedimenti analoghi a quelli impiegati nella dimostrazione del
teorema [2.1] di [6].

§ 3. IL PROBLEMA APPROSSIMANTE E FORMULE DI MAGGIO-
RAZIONE.

3.1 - Lemma preliminare.

LEMMA [3.1] — Se P(D,, D,) é un operatore ipoellittico, tale che
P (€, 1) verifica la (1.3), esiste un numero positivo v, < 1 tale che, se
ve<v=1, Yvix,y)e C; (R=*YU8Y, risulta:
(3.1) P9y || = KPP v+ [Iv])

K dipendendo soltanto da v.
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Dim. — Se ve Cz (R"1), la (3.1) discende immediatamente dalla
(3.5) di HOorRMANDER [8]. Per dimostrare l'asserto nel caso generale
basta allora far vedere che & possibile costruire un prolungamento

v, di v a R", v di classe C: (R**" tale che
(3.2) | vi[|resr =< K || ¥ HRTI

(3.3) [Pviflees < K([Pv [z + [ v flez ).

A tale scopo poniamo

v(x, ) y =0
(3.4) v(x,y) = s
EYN’[%,— L ] y <0
ji=o ]+1
4 1 q
COHZ(—_ JY;ZI g=20,1,...,4.
j=0 7+1

E allora verificata la (3.2). Osserviamo ora che si ha
(3.5) [ ap (D) vy [t = K[| @ (D) v [[eret .

Infatti dalle (3.4), indicando con ~ la trasformazione di Fourier ri-
spetto alla variabile x, otteniamo:

| @ (D) 1 |l puer = || @5 () 71 (E, ) [lpwss = fd:v f la, )P |9 (E ) PdE

+ [ay[la@F

e (5= i)«

da cui con ovvi cambiamenti di variabile di integrazione
2 2
| @ (D) 1 e = K| @ (8) 7 (E,9) e = K[l @ (Ds) v (%, ) {lg ot

e quindi la (3.5).
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D'altra parte, per la (1.3), indicando con ~ la trasformazione di
Fourier in R"*!

1P (D2, Dy v fhes = K ([ ([ 7+ [y (B) )91 loss + [} 91 foe)
= K ([ D+ 14 @) D51 et + 191 o)
s = [ 91 o)

1A

K (| Dy v et + || @p (D) s
da cui, per la (3.4) e la (3.5) si ricava
[P v llees = KOIDY v et + {lap (D) v et + v fler ).

Dal teorema 2.1 di [15] segue allora la (3.3).

3.2 - Un ulteriore lemma.

Poiché cid non & restrittivo, supponiamo che l'origine 0 appar-
tenga a D. Indichiamo con € lo spazio vettoriale degli operatori dif-
ferenziali a coeflicienti costanti piu deboli di L(0,D); tale spazio &
di dimensione finita’,

Sia L;(D),...,L.{D) una base per £, che possiamo supporre co-
stituita da operatori ipoellittici ed egualmente forti®. Poiché gli ope-
ratori L.(x. , D), V x_ fissato in D, e L (0, D) sono egualmente forti a
causa dell'ipotesi di formale ipoellitticita, & chiaro che Li(D),...,L.{(D)
si pud assumere come base anche per lo spazio vettoriale degli ope-
ratori a coeflicienti costanti pitt deboli di L(x; , D). Da ¢id si ricava
il seguente lemnma (cfr, la (7.1.1) di HOorRMANDER [7]):

LEmMA [3.2] — Se x. & un punto qualunque fissato in D, si ha,
e D

(3.6) L(<,D) = L(x_,D) + Z; ¢ (') L; (D)

. . 3 . “ ’ .
con ¢;(x') funzioni (ovviamente dipendenti da x,) continue, nulle
!

in x

0"

? Cfr., HirmaNper [8].

¢ 1 facile constatare che se R (D) & un operatore piti debole di un operatore ipoel-
littico P (D), gli operatori P e ¢R + P con ¢ costante di modulo sufficientemente
piccolo, sono egualmente forti; da cioé segue che ¢R + P & ipoellittico (cfr, anche
MALGRANCE [9].
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Possiamo poi applicare agli L; (D) il lemma [3.1] in quanto essi,
essendo per costruzione egualmente forti a L(0,D), verificano la
{1.3); ricaviamo pertanto, per j=1,...,s:

(3.7) L yv] = KL [P v + v

v < 1 essendo non inferiore ad un conveniente numero v..
Detto ora G un compatto di D — X, porremo, se v € H'(G)

4 n 4 5
(38) e = elDiv]e + (DY vl + LI D) v
i= ' i=
ometiendo l'indicazione dellinsieme di integrazione quando cid non
dara luogo ad equivoci.
Conviene osservare che, in virtin di quanto sopra detto, se R (D)
& un qualunque operatore appartenente allo spazio £, per esso si ha

(3.9) [R(MD)v e = K [v]e.

3.3 - Il problema approssimante e formule di maggiorazione,

Denotata con p(x’) la distanza del generico punto x’ da S=0E - z,

indichiamo con W:’n Jo spazio delle distribuzioni u su € tali che

risulta
o2 Dy € L2 (0)) Vy:lyl=4

tale spazio sard munito della norma

lalus, = T2 el =2Drula.

[v[=4

Indicata poi con 9 la classe delle funzioni u eW;Q verificanti le
condizioni al contorno (j = 1, 2):

i—1
v

D uly =0 i=1,...,r
(3.10)

(p—ry+j-1 ;
D g s=0 j=r+1,...,2

¥y

sussiste il seguente lemma {cfr. lemma [3.3] di [2]):

LEMMA [3.3]1 — Ogni funzione u € 9 & approssimabile, nella
norma ||ullwi, con funzioni di classe C., (1 —-8)nef.
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Cid posto consideriamo operatore a coefficienti singolari

A(x,Dy == 4 &D] + e D!,
[ i=1 i

e il problema (approssimante)

fe L)

G.11) {AL&EALi-ﬁ—LM:f

e

Grazie all'ipotesi b), ragionando come in [2], si dimostra che tale
problema ammette un'unica soluzione u. per la quale si ha

(3.12) letello + Vellp™ uella + Vel D a

4+ e ; ||D?; tella = Kijfla-

Utilizzeremo ora il risultato del teorema [2.1] al fine di ricavare
limitazioni per Ia funzione u. e le sue derivate. A tal fine denotiamo

con { una funzione di classe C, (D — X); per le considerazioni che fa-
remo non & restrittivo supporre il diametro d del suo supporto sufli-
cientemente piccolo. Applichiamo allora il teorema [2.1] alla fun-
zione {u.: cid & lecito poiché a causa del lemma [3.3] la funzione .

s . . . 4 . - - .
¢ approssimabile nello spazio W, con funzioni di classe C~ verift-

canti le condizioni (3.10). Detto xo un punto del supporto di g, dal
teorema [2.1] ricaviamo

|+ i1 Zu ).

(3.13) L] = K(| A" (Cu)

Orbene risulia
[(A—A)(Cu) || = I(L(x,D) — L{x, ,DN(@u)| + KlCul;

dal lemma [3.2] d’alira parte otteniamo
LG, D) — L, D) Ca)l| = Kd I [ 1y (D) (G u) .

Pertanto dalla (3.13) e dal teorema [2.1]:

);

(3.14) [Qu] = K(HA(C 1.} I + ”Z”s
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ma essendo, per la formula di Leibniz (cfr, la (1.4.12) di [71),

IAGu) - tAul = K[e 77 D! ED w]

+ehs T2 DL Db wl + TP LG, D) e
O oL @l

dalla (3.14) segue

{3.15) [ u] <K [ FCAu ] + ¢ M;; | D: CD: . ||
+ e T DL 4D w4 DN 1 ], D) e
P DL mu gl ).

Dimostriamo ora che vale il seguente

TEOREMA [3.1] — Detto G un compaito di D — Z, vale la mag-
giorazione
[ude = K| fla

K essendo una costante indipendente da .

Dim. — Possiamo pensare che G sia una sfera o semisfera (con
base sull'iperpiano v = 0) di centro x, e raggio u; indicheremo
poi con G. una sfera o semisfera di raggio <. Detti =1, 7, 73,
(1) < T2 < Ts, T3 — T2 — T2 — T < 1), tre numeri positivi minori di p,
siano G-, le sfere o semisfere concentriche con G.

Sia £ (x") una funzione per cui si abbia

0
x) =1 in G , supp § € G-
(3.16)
D] =< e (T — m)

e supponiamo inoltre che la funzicne ¢ prima introdotta sia tale che
{(xy =1 in G- , supp £(x") € G+,

(3.17)
IDYC1 = Cy (T}, — T1)WM.
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Dalla (3.15), tenendo conto delle (3.16) e (3.17), otteniamo

il < K ([fl+~ b —[ e ol @wl

(s — o)

b o z LIDL @ |+ S ], D)

da cui, per la diseguaglianza di Gagliardo- Nirenberg, applicando il
lemma [3.1] e tenendo conto delle (3.7) e (3 9), segue

(3.18) [Cu] = (mn T I+ 0 nn)]

(v — )

con v > v, 3/4.
Il teorema risultera provato se faremo vedere che sussiste la
diseguaglianza

(3.19) [T ] = K - [2e]o .
(Tz - -n)“

infatti dalla (3.18) si trarra allora
(6o — =) [h’-s:lcTl = K([[fla + [ade I f )

da cui applicando un noto lemma di crescenza di MIRANDA {[12] lem-
ma 3.1) seguird 1'asserto.
Essendo ovviamente

2 K
£ LADE @adll 4 e Dt @ = —S fus,
k=0 (1:3 — ‘Cl) :
per dimostrare la (3.19) bastera provare che
{3.20) NLD)(Cuyl <= K [us]c,13 Vi=1,...,s

Ora, tenendo conto della (3.16) e utilizzando la formula di
Leibniz, ¢ facile convincersi che sussiste la diseguaglianza

K Z IL7 (D) w o, Vi=1,...,s

T3 — 11)4 je|20

LY u) || =




Sul problema del tipo di Dirichlet, ecc. 41

Da questa segue immediatamente la (3.20), ove si applichi agh LE.“)(D)
la diseguaglianza (3.9): cosa lecita in quanto, per l'ipoellitticita degli
L;(D}, si ha che Lf“) (D), Vije{l,...s} e Va:]|a|= 0 appartiene allo
spazio £.

§ 4. DIMOSTRAZIONE DEI TECREMI DI ESISTENZA E DI REGO-
LARIZZAZIONE.

La dimostrazione del teorema [1.}1] formalmente non differisce
da quella in cui si stabilisce l'esistenza di una soluzione debole del
problema studiato in [2], quando si utilizzi il teorema [3.1] in luogo
del teorema [4.2] di tale lavoro. Non & pertanto il caso di esporla
e, per i dettagli, rimandiamo a [2]. Occorre comunque rilevare che
la seluzione debole che si ottiene in tal modo & il limite debole, in
L*(Q), di una successione {u. }uen, €.—0, estratta dalla famiglia
{#t}e>o. Tale funzione & chiaramente di classe H*(E — I) e verifica
le condizioni al contorno relative a 0 E — X,

Veniamo ora alla regolarizzazione in D — X,

Da un noto criterio di compattezza debole e dal teorema [3.1]
si trae intanto il

TrorREMA [4.1] — Risulta:

R(D)uell (D—X)

loc

R (D) essendo un qualunque operatore piis debole di L (x,D)in D — X
Osserviamo poi che in virtii della (1.3) dell'ipotesi d), gli operatori
Df , k < p sono pit deboli di L in D — Z; pertanto dal teorema [4.1]
discende il seguente

CoroLLARIO [4.1] — Si ha

k 2

D,ue L, (D—-X) k< p.

Infine, supponendo > 0, osserviamo che, sempre per il solito cri-
terfo di compattezza debole, risulta

r . 2
D, u. — D; u in L

loc

(D - %)

e cio implica che, deito vy l'operatore traccia sull'iperpianc v =0, Ia
successione y D;*l u. converge debolmente, in (D — Z),. ad una fun-



42 A. Cioffi

zione g'~!(x’) che possiamo chiamare traccia di D;fl u su 0D —
e denotare ancora con -yDI,”l u. E chiaro allora, essendo per costru-
zione yD. ™' u|m_x = 0, che si ha ovviamente y D" «o z=0. E poi
i caso di osservare che se tuite le derivate che figurano formalmente
in L. sono operatori pilt deboli di L. in D — X come avviene in [6],
dal teorema [4.1] e da quest’ultima osservazione discende che la
soluzione u € guasi regolare e verifica quasi ovunque l'equazione e
le condizioni al contorno.
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Soluzioni positive per il problema di
Dirichlet per equazioni di tipo parabolico

Nota di RAFPAELE PisanT *
presentata dal socio cmerito Carro MIRANDA

(Adunanza del 7 gennaio 1978)

R1assunTo, — In questo lavoro & dimostrato un teorema di esistenza di soluzioni
positive del problema di Dirichlet per un’equazione parabolica semilineare. Tale teo-
rema ¢ un’estensione alle equazioni paraboliche di un analogo risuliato di H. AMANN
per lc cquazioni ellittiche.

Sumaary. — Tre purpose of this paper is to study an existence theorem of positive
solutions to the Dirichlet problem for a parabolic semilinear eqlation. This theorem
is an exlension to parabolic equations of an analogous result of H. Amann for ellyptic
equations,

Sia D, un dominio limitato nello spazio euclideo ad # dimensioni
R7ed Q=D x [0,T]. Sia dD la frontieradi Desia S = 3D x [0, T].
L'insieme SUD = I' & chiamata la frontiera normale di . Sia Br la

parte di d Q che si trova sull’iperpiano ¢ = T e poniamo QUBr = Q.

Sia inoltre (x,7) = (xy, %2, ... x,, {) un punto variabile in IR"*! e
e € {0, 1)
Consideriamo l'operatore differenziale lineare del secondo ordine
" *u i du a
Lu=- T ag(m 0 % — 4 a2 4 aty e~ O
LI=1 aJCj ax,- f==1 85\:[ dt

uniformemente parabolico.
Recentemente C. V. Pao [1] ha dimostrato un teorema di esi-
stenza delle soluzioni positive del seguente problema:

Lu={f{(xt,u) xeD,te(0T]

* Istituto di Analisi Matematica dell’Universith. Palazzo Atenco, Bari.
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con la condizione al contorno non lineare
du
B—ar——mg(x,r,u):h(x,t) xedD, te(0,T]
v

e la condizione iniziale

Q

u{x, 0} = w (x) xeD

dove f, g, h, u sono funzioni assegnate; v la normale esterna su 9D e
8 = 0 & una costante.

Questo risultato, di cui PAO illustra varie applicazioni fisiche e
che include anche un teorema di esistenza per le soluzioni positive
su tutto lintervallo [0, T] del problema di DirICHLET (caso in cui
B8=0, g{x, {,u) = u) per una equazione parabolica semilineare, &
stato provato nelle ipotesi di esistenza di una soprasoluzione v e nelle
ipotesi

(i) f(x,,0)=0 e u(x) =0 (x,t) € O
(ii) glx, 4,00 =0 e o(x,i1) =0 (x, e 8

{iii) Jeo,e R a3 flxt,m) — f(xt,m) = —alm-— )
(0=mn =m) (1) e
glxtm) —gxm) =z — cln— )
O=m=mn<p),{x,)e$

(dove p = sup {v (x, 1),{x, £) € s} e in opportune ipotesi sui coefhicienti
L, suf, g u esudD.

Mi & sembrato non privo di interesse dimostrare che nel caso del
problema di DIRICHLET

Lu=f(xtu xeD te(0,T]
u(x, 1) = . (x, ) sul

(9. funzione assegnata) per un’equazione parabolica semilineare Tesi-
stenza di soluzioni positive & assicurata prescindendo dalla (iii) e sotto
condizioni meno restrittive per i coeflicienti.

Alla dimostrazione di questo risultato & appunto dedicato il pre-
sente lavore in cui mi sono, fra 'altro avvalso delle tecniche usate da
H. AMANN in un suo lavoro sulle soluzioni positive per le equazioni
ellittiche (cfr. [2]).



Soluzioni positive per il problema di Dirichlet, ecc. 45

La prima parte del lavoro contiene alcuni risultati preliminari. T
teoremi principali sono dimostrati nella seconda parte.

1. — Saranno sempre verificate nel seguito le ipotesi:

A) L sia uniformemente parabolico, cioé I+, > 0 tale che

n

B Dan 08l ()€, te R

Ld=

«
B) aij, ai, ae Cz f (@) e la matrice a; sia simmetrica definita

positiva in €.

Sia ora A un sottoinsieme di R"™!' e consideriamo una funzione
arbitraria f: A — IR,

Sia S un sottoinsieme di IR. Per ogni f: A X S — IR, indichiamo
con la corrispondente lettera maiuscola F l'operatore di Nemytskii
definito dalla seguente funzione:

Per ogni i A—S F(u)(x, 1) = f(x, 1, ulx 1)) (D) e A

Sia R, = (0, ). Sia quindi f: Qr X IR, — IR data; consideriamo
allora il seguente problema al contorno non lineare nella seguente
forma:

Lu=F(u) in QO

(1.1)
u(x, t) =@, (x,1) su T

dove @, & una funzione assegnata.

Ci saranno indispensabili nel seguito alcuni ben noti risultati re-
lativi alle equazioni paraboliche che richiamiamo preliminarmente per
comodita del lettore.

TEOREMA DEL MASSIMO MoODULO. — Nelle ipotesi A) e B), se u €
€ C*(Qr) NC°(£2)
Lu=020 in Or

u =0 su I

allora u(x, 1) =0 V (x,1) € Qr2

= A . (25T} . " . .
1 C. V. Pao fa l'ipotesi che - é x’ siano hdolderiane su (), che serve per le condi-
&
zioni al contorno piu generali.
* Cfr. [3], corollario 2.1 pg. 15.
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TEOREMA DI ESISTENZA E DI UNICITA, — Nelle ipotesi A) e B) e nel-
"
Pipotesi che S sia di classe C***, per ogni funzione f € Ci' 2 (Q21) e per

R

ogni b e C T2 (1), il problema
& t

Lulx, ) = f(x1) in Or
{u_¢ su I’

3
. . 24e, 14 -
anmellte LH’I,MVHCLI SOZHZIO??& weC . ; 2 (Q."i) =

c* ;'mT) A+ ([ [l e gam) ?

x

e flesr e = ellf]

4

Passiamo quindi a dimostrare alcuni lemmi. Premettiamo alcune

a 142

. . . — " 24+ - — N -
notazioni. Siano ¥ - € C 2 () tali che v < ¥, definiamo
X ?

QX [7,0] ={(x8/(x1 e ilxit)<E=P(xt)}

e simili definizioni diamo per T X [# ¢], O x [¥, #]%. Vogliamo pro-
vare la seguente

o

ProposizioNE 1.1. — Sia (g.) una successione limitata in C:?

(Qr X [¥,04]%) convergenie puntualmente ad una funzione g e sia (u.)

-3
[
2

.2 () soddisfacente la condizione

- - 2+a,
una successione in C

PE =9
che converga puntualmente ad una funzione u. Sia per ogni n = 2

L, = Gy (tin, t1a i) in

Uy = @ su I’

dove ¢ € 6210‘. ]+727(I‘) e Gy (tt, tta-1) (x, 1) = (x, £, wa(x, 1), a1 (x, 1))

4

Y (x, 1) € 2y, Allora ue CZ‘:.

w, 142
z

"z ({1} e soddisfa le condizioni:

Lu = G(u, u in O

U = g su I’

. . . 2,1
ed inoltre la successione (u,) converge ad u in C|, ().

3 Cfr, [4] pg. 71, corollario 2; pg. 63, teorema 6.
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Dimostrazione. Poiché (u,) soddisfa la condizione (1.2), nelle ipo-
tesi A) e B) le u, soddisfano la seguente stima a priori in L7:

1 1

- T

“ iy HW ) (H Ly (un, Ty l) HL ) + H @ |l B e () ) )

rpxi f

Poiché Ia successione (g,)} & limitata in CT;; (Qr x [7, 1%, la suc-
cessione (G, (u., u.;)) & limitata in L, (©r), quindi (u,,) ¢ limitata
in sz’l (Qr). Oraper p>n+2, Io spazio di Sobolev W ! (Q7) & im-

Xt rpxt

1+u,

2 S
merso con continuita in €' (Qr) cona < 1 — - —— % ciog esi-

ste una costante v tale chc—: per ogni u, € W () risulta

Pt

letn et e s a@p = ylistalw, 2t @

Segue che (u.) ¢ lirnitata in C‘t“’ ”t 7 (). Questo fatto implica

@
che (Gy, (24, u.—()) & una successione limitata in Citf (). Applicando
ora la stima a priori di Schauder innanzi ricordata si ha:

B lleme e 5wy = || Ga (ot 1) J|eo wp + | @ flem T )
i . . x i

. . T . . 2w, =
da cui risulta che (u.} ¢ limitata in C {_:.u IJ: 7 ().
Per il teorema di Ascoli-Arzela, esistera quindi una sottosucces-

sione di (u,) convergente in C>' () ad un elemento v € CHG‘ H_ 2 ().
Ma poiché (u,) converge puntualmente ad u si hache u = v e moitre

. . . 2,1 . -
Vintera successione converge in C, (€) ad «. Quindi w, converge ad
u uniformemente.

Infine si ha:
% Gu (un, L1 — G (M, M) g =< ‘ Gn (Hn, M”) — Gn (u, M) ‘
+|Gult, t) = Gl )] = vy (o — u P + sy — ) +
+ | Gn (2, 1) — G (14, 1))

che mostra che G, (s, 1,-1) converge puntualmente a G {, ). Si ha
anche che w = o su I'.

' Cfr, [5], teorema 17, pg. 22.
* Cfr. [3], lemma 33 decl Cap. IIT, pg. 80.
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Dimostriamo ora la seguente proposizione.
ProprosizIONE 1.2,

Sia verificata la seguente ipotesi:

&% [:4
Siano #, 9 ¢ C" 12 (Qx) con ¥ = 9,f € L2 (e x [7,9),

2+4a, ]+i R
fpotesi 1 (® € O« 17 (1) tali che
L"IjﬁF("l}) ¥ QT, ﬁéq)usur
L= F(9) in Qr, 0= gusuT

i3

Inoltre esista una funzione non negativa m € CZ? (Qr) tale che
per ogni (x, 1) € Qr e per & n tali che ¥(x, 1) =m = § < ¥(x, t) si abbia

f('xl tJE) - f(xJ t;Tl) = — nll’(xJ t) (E - ’f])
Definiamo la successione (1), ta € ¢t g 3 {Qr) tale che

L, + mu, = F(ttm1) + #72 tluy m Qr

Uy = Qo su T,

Allora, se u. = ¥ (1, = 9), la successione (u.) converge da sopra

(da sotto) ad una soluzione i (it) di (1.1.) e (u.) converge in Ci: {27,
Inoltre ogni soluzione di (1.1) con ¥ < u < ¥ soddisfa la diseguaglianza
PEd=<u <<

Dimostrazione, Sia u, = ¢. Allora w: & ben definito per il teorema
preliminare ed inoltre per ipotesi si ha:
Lty —9)y+mn—0)=F(@ —Lv=0 in Qr
y — V=g, — 17 =<0 su T’
Quindi per il principio di massimo si ha che u; < ?.
Da questa diseguaglianza e dal fatto che F(9) —F(#) = —m (¥ — )
si ha
Lty —9) + m{uy —9) =2 0 in

w=7=g,—v=0 su I’
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Quindi ancora per il principio di massimo u = ¥. Ora per in-
duzione, si pud vedere che la successione (u,) & ben definita, con u, €

24+a, 14 .2 . .
€ C7 ' (), e soddisfa la condizione

X

A

L= 7 o R T TR

a

Allora (u.) converge puntualmente a qualche funzione i con ¥ < i < .
Inoltre, per ogni 1, poniamo:

g, t,8,m) = f(x,,n) + m(n — &) {x,,5 1) € Qs X [# 77

e applicando la proposizione 1.1 alla successione (u,) con u, = ¥, segue
che @t & tale che L&t = F{(a).
Analogamente si vede che nel caso w. = ¥ si ha

— Iy

B N ¥ T 7 P .

e, quindi, che la successione (u,) converge in Ci 3 {(Q11) ad una soluzione
it di (1.1) con v <ii = {

Sia ora u tale che ¥ < u < ¥ e u soluzione di (1.1). Allora si puo
prendere u invece di ¥ e si ottiene ¥ < i1 < u e analogamente se prendo
uinvece di ¥ sihau <4 < .

Vediamo ora la seguente proposizione, che mi da l'unicita delle
soluziont di (1.1).

Assiomiaimao

ProPOs1ZIONE 1.3, — Siano #,9: {r— IR con {.
=< 9(x 1)

P o=
che per ogni (x,t} e Qr e per ogni E,mcon v (x, 1) < £ <

flx, t,8) = f(x t, 7).

Allora (1.1) ha al piti una soluzione soddisfacente la condizione
V= u =<,

Dimostrazione. Siano wu, e u, due soluzioni di (1.1) con ¥ < uy,
u; < 9. Sia

Q= {(x, 1) € Q1 /s (x, 1) > thh (x, 1)}

e osserviamo che poiché L (u — u:) = F (2} — F(u;) =f(x, 1 ) —
— f{x, #,uz) si ha

’

Ly —w) <0 su £

U = i sul’
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Quindi per il principio di massimo st ha 4, < u, in O, e quindi
in O,

Analogamente si prova che w; = w, e quindi 'unicita.

Sia vy > 0 il coefliciente di Hélder di f, cioé per ogni (x, ¢, &), (v,
T,m) € O X [7, 9]

08 —foem = v(x—yl 41— + [E— 1]
e definiamo le funzioni f e f € CT g (O x [7,9])
Fx 08 =f(x, 6, 5(x, 1)) — v (E — D (x, 1))
Fu 08 =10 ,000 1) + v (P (x, 1) — E)F

Con queste notazioni vale la seguente

PrOPOSIZIONE 1.4. — Sia soddisfatta l'ipotesi H). Inoltre 38 > 0 5’
3LP —F(#) < —8elLv—F({)=8in Q.
Allora i problemi al contorno

{LugF(u) in Op {Lu:Fu in

U = g, su T U = ¢ suI'

ammettono rispettivamente un’unica soluzione i e .

Dimostrazione. L'unicita & una conseguenza del teorema prece-
dente, per come sono definite 7 e f. Si pud ora vedere che esiste una
costante o > 0 tale che Ia funzione w = $ + ¢, W = ¢ — ¢ soddisfano
Ia condizione

Lw =< F(w) in Of Lwwz=F0M) in O
(1.3) (1.4)
W = @, su I W = @, su |
Infatti:

Lw—F(W)=L? - F@)+ac + F(@) —
—F(P+a)=s -8+ ac 4 yvo©

W — @, =o sul.

Quindi per ¢ sufficientemente piccolo sono verificate le (1.3). Ana-
logamente per (1.4).
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Chiaramente f ¢ definita in Q1 X [w, ? + ¢l ediviper ¥ 4+ ¢ = n =
< E < ¥ + ¢ soddisfa la diseguaglianza

f(x’ trE) - ]_!(J‘C, f,’l’]) - - (E.\ * 17’(33, t)) _E_ Y(T} - 'l—}(x; f))a =

= —ay(E—-mo ¢
Inoltre

Lt 4+a)>=L(®)=F@®)=F@)=F{+ o)

iIlQT
P4o>D =

su I’
Quindi per le proposizioni 1.2 e 1.3 applicate all'intervallo [w,
7 + o] esiste esattamente una soluzione @ di
Lu=F(u) in Qr
U = @, su I’

soddisfacente la condizione w < @i = ¢ + 4.
Analogamente esiste una soluzione @ di

Lu="F(w in QOr
U=, su T’

soddisfacente la condizione v — ¢ < & < . Inoltre poiché

in
= g, su T
si ha:
i — i) = F(@) — BF(@) in £
0 —id=0g,— @ =>0 su T

Sia Q) = {(x,1) € Qr/a(x, i) < ii(x, 1)} e osserviamo che per la
decrescenza della funzione f (x, ¢, -} si ha:

Lt —da)=0 in Or
i —i=0 su T

Quindi, per il principio di massimo, si ha che # < i in Qr.

¢ 8i ha infatti:

Se O0<a<l ¢ ;>o0 a— b <ala— b)e!
T Si osservi che F<f €/



52 R. Pisani

Proviamo ora che la proposizione 1.4 si pué dimostrare senza fare
alcuna ipotesi al di fuori dell'ipotesi H). Vale infatti la seguente:

PropPosIZIONE 1.5. — Sia H) soddisfatta. Allora i problemi al con-
torno:

Lu = F(u) in Qp {Lu = F(u) in

U= Q, sul” U= 9, su [

hanno rispettivamente un'unica soluzione. Inoltre ¥ < @1 < i < V.
Dimostrazione. Sia u* I'unica soluzione del problema
Lu=1 in &
u=1 su I

Per il principio di massimo risulta u* > 0. Poniamo per ogni n

_ _ 1 . . ) i
Vyp = P — — U~ Py =D 4+ — 1"
n n

e definiamo f. e f. su OQr X [V, Ou]

]_['1 (xr tr E) — f(x, t’ ﬁ(xt t)) e (E - ﬁ(xl t) + _:,‘,7 i (xr t)}

Pl 6,8) = £(x, 1,9 (6, 0) + 7 [ﬁ(x, f) — & — %1 u (x, t)}

Allora per l'ipotesi H)

= = _ 1 _ 1 .
Ly, —F(#) =LV — — —F({{) = —— 1In 0
) L _tm=-! ma
_ 1 1
T — Qo= P e — y € — —— suT
@ v 1 ¢ "
e analogamente
L‘r;n - Fn (ﬁn) = i in QT
it A
- 1
Vy — @ = - sul
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A o 1 . .
Quindi per la proposizione precedente [5 = — |, per ogni n esi-
"
ste una sola soluzione rispettivamente per
Lu=F.(u) in Qr { Lu=7T,(u) in Or
e
U= Q@ suI' U=, su I’
InOltre Vy < Up = 1':‘ln = 'Dn .
Ora osserviamo che su Qr X [#..1, ?.1], abbiamo f, = fu1.

Infatti

n

= -
_ u-..] = Four .

e = 51,90 = 1[5 - 0050 + 2]z

= fla, t; % {x D)) — Y(Ef}_I— n+1

Quindi L, = F, (u,) = F._i () e percio

L(L_[n - tQM—I) = Fr!—l (ﬁn) - anl (ﬂ—n—l)

Uy — i':ilr—l = Qo — Qo = 0

e quindi per la monotonia della successione (f.(x, t, -)) e per il prin-
cipio di massimo si prova che i, 1 < @, analogamente a quanto fatto
nella proposizione 1.3.

Allo stesso modo si prova che i, < i, e quindi si ha la catena

Vlﬁi/_hﬁﬂzﬁ ...ﬂn.--ﬁné ﬁ”,15 ---Sﬂlﬁﬁl

Percio, la successione (ii,) converge puntualmente ad una funzione
2t su Qr tale che:

v=a<ag=<?

A

Per ogni n, definiamo g, su Qr X [#, #]* mediante
En (% ¢,E ) = fn (x, 4 &) !

Allora (g.) converge puntualmente ad f e (g,) & limitata in C*(Qr X

% [#1, ©11%). Quindi per la proposizione 1.1, i € Cz“_:.“’ 1“:? (Qr) ed &
una soluzione del problema

Lu=Fu in Qr
]

= Qo sul
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e tale soluzione per la proposizione 1.3 & unica per la monotonia di

flx, ¢, -).

Analogamente si fa per 4.

2. — Possiamo ora dimostrare i risultati principali conseguiti in
questo lavoro. Proviamo il seguente:

TeorEMA 2.1. — Siano verificate le ipotesi A), B), H). Esiste al-
meno una soluzione del problema
Lu=F(u) n O
i = su I’
tale che v < u < 0. Imoltre esiste una soluzione massimale &, ¥ <

=i =< 7 ed una soluzione minimale ii, v < 1 = ¢ nel senso che per
ogni soluzione u con ¥ < u < 9 si ha:

P2 u=<0=9

. . . . . [ 24a, {45
Dimostrazione. Per ogni coppia di funzioni w, w C ; J:Z {{2r)
- _ 3 .
con ¥ =4 < =< 9 definiamo le funzioni f{-, W) € Cz : (r X [w, 7])

.3 (Qr X [7,w])

ef(-,w)ec”

flr, ,Ew) = f(x, 0, w(x0) — vy (E—w(x 1))
Flo W) = f(x, 6, W (x D) + vy (W(x 1) — &)

. . . . . f= ~ — - Tte, 142
Consideriamo, poi, le successioni (#.), (i), con @i, , . € C " |1

(£2r) definite da
Li, = F (., d.1) in Qr
the = @o suT
ponendo i, — ¥ e da
L, = F(d, dp1) in ¢

gy = Qo sul

ponendo i, = ¥. Allora per mezzo della proposizione 1.5 ponendo i,
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al posto di ¥, e &.-; al posto di 7., segue che queste successioni sono
ben definite e soddisfano la diseguaglianza.

<

o 7 T 7 I I | TR 1

Quindi (#,) e (4,) convergono puntualmente in r rispettivamente
adieditaleche v il < < 7.

Per ogni n, definiamo ora g, € C: 2 (1 x [#, 7]%) mediante

flx, t,E) se $(x,1)<E<m=<9(x1)
g" (‘x) ta Er T]) :<
flr,t,m) —y(E—m) se T(xt)<mn=<Esd(x1)

Con queste definizioni, la successione (#,) soddisfa
L iiu — Gu (an » L_in_l) 11’1 QT
L_{.ﬂ = @ su I

Quindi si puo applicare la proposizione 1.1 che prova che i ¢
e C% 12 () e soddisfa

X

]

=, sul

Allo stesso modo si fa per . Inoltre dalla proposizione 1.2 segue
che @i e @ sono rispettivamente le soluzioni minimale e massimale.
Come conseguenza del teorema 1) segue subito il seguente

. - - - . G',fa‘
TeOREMA -2.1. — Siano verificate le ipotesi A, B. Siano fe C 2

(Qr X R.), ga e C77 '3 (T) assegnate e si assuma che

f(x,t,0) =0 in O
o (x, 1) 2= 0 su Tl
Allora, condizione necessaria e sufficiente per 'esistenza di una

soluzione non negativa del problema (1.1) & lesistenza di una funzione

. 24a, 14+ % . . . .
rnon negativa v € C *; t 2 (Qr) soddisfacente le condizioni

Lv=TF() in QO

V= @, su I’
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Inolire, se la condizione ¢ soddisfatta, allora esiste una soluzione
massimale non negativa 4 = v e una soluzione minimale @ < v, nel
senso che per ogni soluzione non negativa u < v di (1.1) vale la dise-
guaglianza i < u < 4.

Dimostrazione. La dimostrazione di questo teorema consegue dal
teorema 2.1 ponendo ¥ = 0 ¢ ¥ = v per la condizione sufficiente. La
condizione necessaria & ovvia.

Trorema 3. — Nelle stesse ipotesi del teorema 2.2, assumiamo che
esiste g € Ca? (1) tale che
fix, 6,8 = g(x 1) su Q1 X IRy
Allora il problema (1.1) ha almeno una soluzione non negativa.
Dimostrazione. Denotiamo v 'unica soluzione del problema
Lu = £ in QT
U= g su I’

Poiché per ipotesi f(x,2,0) = 0, ¢, = 0 si ha per il principio di
massimo che v = 0. Inoltre
Lv=yg=F() in Or
V= o suTl
Quindi per il teorema 2.2 segue la tesi.
Concludiamo facendo notare che dal teorema (2.2) si potrebbero

far escaturire dei teoremi relativi al problema non lineare degli auto-
valori, considerando lo spettro di

Lu=xrF(u) in 5
U= A Qo su T

Le dimostrazioni di tali teoremi sono analoghe a quelle relative
al problema non lineare per il caso ellittico, studiato da H. AManN.
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Problema esterno di Dirichlet per una classe
di equazioni ellittiche del secondo ordine *

Nota di FausTo ACANFORA *
presentata dal socio emerito CARLO MIRANDA

(Adunanza del 4 febbraio 1978)

Rrassunrg, — Si dimostra un teorema di esistenza e regolaritd della soluzione detl
problema di Dirichlet per una classe di equazioni ellittiche del secondo ordine a coef-
ficienti discontinui.

SuMMmARY. — Existence and regularity theorem of exterior Dirichlet’s problem for
a class of second order elliptic equations with discontinuous coefficients.

Il problema esterno di Dirichlet per le equazioni ellittiche del
secondo ordine & stato studiato da vari autori in ipotesi e con tecniche
diverse, Dapprima da GIRAUD [3] e KRZYZANSKI [4] mediante la tec-
nica di traduzione del problema in equazione integrale. Pili recente-
mente il problema & stato studiato da MEYERS e SERRIN [5] nella
ipotesi che i coeflicienti dell’equazione siano hdlderiani sui compatti
mediante la tecnica delle cosiddette g-successioni!. Il caso in cui i
coefhcienti sono discontinui é stato trattato, per quanto mi risulti,
solo per le equazioni di tipo variazionale da Borraro-Marina [2]
che si pongono per aliro nel caso di un qualsiasi aperto non limitato.
Scopo del presente lavoro & di studiare Pesistenza e la regolarita
della soluzione del problema esterno relativo alle equazioni a coefli-
cienti discontinui in ipotesi simili a quelle assunte da C. MIRANDA
in [3] le quali consentono per altro di stabilire ulteriori proprieta
di regolarita della soluzione.

* Lavorg escguite nell'ambite del GNAFA-CNR,
** Istituto di Matematica « R. Caccioppoli » dell’Universita di Napoli.
! Per una pin ampia bibliografia vedi [6].
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1. - NOTAZIONI, IPOTESI E RICHIAMO DI RISULTATI,

Indicheremo con Q2 un aperto limitato di R” con n <3 la cui
frontiera sia di classe C’ e, fissato un numero reale R, > sup |x

xefl
porremo per ogni R € [Ro, + o [:OQx = (R" — Q)NB(0,R) dove con
B (0,R) intendiamo la sfera aperta di centro l'origine e raggio R.
Denoteremo con L7 (Q) (p = 1 ed Q aperto qualsiasi) lo spazio delle
funzioni misurabili su Q e di potenza p-sima integrabile munito della

norma. L
1/p
u|p—[f|x|pdx]
0

Con H"”(£) (reN,p=1) l'ordinario spazio di Sobolev con la
norma:

z

......

dove si deve intendere:
| D/ u |y = sup | D*utly
lof =i
e con H"(Q) la chiusura in H"7(Q) dello spazio C,(Q) formato
dalle funzioni continue in  assieme alle loro derivate fino all’ordine
r ed a supporto compatto in . Facciamo ora alcuni richiami sulle

equazioni ellittiche di tipo variazionale. Assegnato su un qualsiasi
aperto di R" l'operatore differenziale del secondo ordine:

Lu=—(auu, +dett), + (biu, + cu)

i cui coeflicienti verificano le condizioni:
a) aux (x) misurabili su Q0 ed esiste un numero v per cui

an(x)E & =v]|EP VEeR" e per q.o x € {

b) bi, deeL"(Q) ,k=1.2,...,n ¢ € L72(n)
in [2] si dimostra il seguente:

TeoREMA 1.1. — Nelle ipotesi a) e b) e se inoltre esiste un numero
K > 0 per cui si abbia (nel senso delle distribuzioni):

(1.1) c— ‘; (d), =K >0

* Con 0, salvo esplicito avviso contrario, indicheremo un aperto limitato di R con
frontiera di classe C%.
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esiste una costante M., dipendente sola da v, n, K e dalle norme
in L'(Q) dei coefficienti b; e dy, tale che per ogni (eventuale) solu-
zione debole u del problema:

(1.2) Lu = fel2(Q) ue H” ()
vale la formula di maggiorazione

(1.3) lub+[Dup < Mo|fl

Prendiamo ora a considerare l'equazione:
(14) aw (x) u,, + bi(x)u, +clxju=fx)

di cui diremo soluzione una qualsiasi funzione u di classe H2 ()
che la soddisfa quasi ovunque. Faremo sui soeflicienti della (1.4) le
ipotesi seguenti:

A) an () e L~ (R" — &) 2% c iR — Q) hik=12...,n

Xie
B) b:(x) e L"(R* — Q) c(xyel"(R"—-Q) i=1,...,n
C) esistono due numeri positivi 7, ed #n1 tali che:
Mo EP < an(x)E & = m|Ef VEeR'eperqo xeR'—{
D) esiste K, > 0 tale che {nel senso delle distribuzioni):
c(x)= — K, <0
Sussiste allora il seguente:
TEOREMA 1.2. — Nelle ipotesi A), B), C), D) il problema esterno

an (x) w,, + b: (x) u, +c (x)u = f(x) e LI(R" — ()

2,2
loc

u e H (R* — Q)NH (R" — )

ammette al pitt una soluzione per cui vale la (1.3).

La dimostrazione & un'immediata conseguenza del teorema 1.1
quando si osservi che alla (1.4) si pud dare la forma variazionale:

(1.6} (@ u, ), t+ (b0 — {aw), 1u, + c{x)u = {(x)
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e che ogni soluzione del problema (1.5) ¢ anche soluzione debole della

(1.6) verificante la condizione al contorno u € Hf,’z (R* — ). Nel-
Iipotesi che valga la A) introduciamo ora alcune nuove notazioni.
Per ogni R € [Re, + [ e per ogni ¢ = 0 porremo:

1/
a: (e, R) = sup {[fA(x) [“dx] , EgﬁRm(E)SU}

dove intendiamo:

dan
d x,

L...n

Alx)y= 31

kv

Osserviamo che per ogni R € [R,, + «[ la funzione a.{s, R) risulta
positiva, non decrescente e limitata in [0, + [ e si ha:

i/n
lim @ (R} = 0, lim a(o,R) = ( [ Aldz)
a0+ =
nR

Nell'ipotesi A) si puo inolire fare la posizione:
1/ _
a. (c) = sup {[f]AI"dx] i ECR— O, m(E) < o"}

con la quale risulta a.(¢) = a.(c,R) Veel0, + [ ¢ VRe[Rq,, + =}.
Poniamo ancora per ogni o >0 ed R € [R,, + oo

Wy (O(., R) = dn (_lfl A ‘“ d X, R ] Wy (01) = dy (1 f ‘ A |" d x]
ol a’
o, Ru—Q

Come subito si vede le precedenti funzioni scno decrescenti, in-
finitesime per o—> + o, convergenti per o«— 0 + ¢ risulta

ta (o, R) =< e (o) YaecR VRel[R, + of

2. - COSTRUZIONE E STUDIO DELLE FUNZIONT Xs.

Per ogni Tunzione u di classe C'{Q1) indichiamo con wu; le compo-
nenti del vettore, definito su d Q, grad u —u, y dove con y=(X,...,%X.)
intendiamo il versore della normale esterna a 9 {2 e con u, la derivata
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di u secondo la direzione x. Detta poi % una porzione di superficie
regolare contenuta in dQ di equazioni parametriche:

Xi = X; (f] PP l,,fl) (fj) e D

si ha (vedi [8])

n-1

(2.1) w () = Z i (1)

d e

dove le wy sono funzioni di ¢ che non dipendono da u. Determiniamo
ora l'espressione esplicita delle wy ponendoci per semplicita nel caso
n = 3, Considerata la funzione w[xi(f) + 2 X;(#)] si ha il sistema

. . du
nelle incognite —-- :
Xi

Jdu du d x X o (Bxg d X, .
— R —_ - 121,2
d t; d x; ( o £ te d 1 ]+ d X: dt i 81_‘,-]
du o u du du
= X+ X e K
dp d x i axz 2 d x3 ’

il cui determinante W (#) per p = 0 risulta dato da:

I3, 1, x) IIZ

Wi = ’JI a{t, t)

risolvendo tale sistema e tenendo presente che

o= -0t X YIX,

X hesi d xn

si ottengono le relazioni:

- [&_axz X 81\% ]Bu X Bx; X3 BJCz) du
"Tlwan W oan

_+ ——— . 7
di W di W adt; Jdn

It

(2.2) " (Xl dx ﬁaxl}au Xs CEN X 313]
| azz

W s, W an ) at W an W a4

+
dh W ot W an

Il

(Xs dx; X_lﬁe';z] du (X dx X axl]aba
W 3% W dt dt



64 F. Acanfora

i cui coefficienti non dipendono da u. Definiamo poi facendo uso
delle (2.1} le funzioni:

n 9%,
Xo (1) = 1w (0"
= k

Supposto ora che £ € T, = dB{(0,R,) per ogni R € [Ry, + [ con-
sideriamo la porzione di superficie di equazioni x: = R X;(f) su cui
le Tunzioni X,, assumono la forma:

n—1 a X,-
Xes (f; R)' = E COsk (t) R) 782‘_
- k

ed osserviamo che le X,s (¢, R) sono limitate nel dominio D x [Ra,+ =
infatti (ponendoci nel caso n = 3) si ha ad esempio:

1 ax, 9%, \ 9X, axX, 3%, | 9%,
oy = L[ 2 g P88 (O %) 0
n(bR) = oW an 2 an Jan T\ M e T 0 ) o

Mgf-xi da cui l'asserto.

dove Wi (1) =
(a tl! 12)

3. - TEOREMI DI ESISTENZA E REGCLARITA.

Dimostriamo ora il seguente teorema che precisa il teorema 1.IT1
di [8] per quanto concerne la dipendenza della costante che inter-
viene nella formula di maggiorazione da R:

TEOREMA 3.1. — Fissato R € [R,, + e[, f € L2 (Qx) il problema di

(3.1) Y au pu = f u e Hi’z ()N H* (Qx)

ammette una ed una sola soluzione, esiste inoltre una costante M
che dipende solo da m,, my e dalla funzione a.(s, R) (quindi da a.{o)
nell’ipotesi A)) tale che:

(3.2) lu+ | Duh+ | Dul<M|f]

Dim. — Come & noto basta dimostrare la (3.2) nell'ipotesi che
aw C*{Or), € C*(0x) nel qual caso il problema (3.1) ammette una
unica soluzione u € C* (Oz) N C* (). Detta 8 una funzione positiva di
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classe C'({lz) dalla nota formula di maggiorazione [7]:

..... ...

5 i — an @) ---8--‘3— (pi o)

ks Xi

segue (vedi la (2.4) di [8]):

(3.4) mjfﬂ 5 pfk dx < f@ Fdx -|—f8 Y opipslas s — aras)do
J .

‘QR & ann
J0
+ | Y i Pes - (g ey — i s) X
8 X
nR
0
+ 18 pips— (anas — avaw) dx
d Xk
nR

detti Ty, Jo, J3 ed Jy gli integrali che figurano nella (3.4) si ha per
1.1 v

B—Bvﬂ*[ JN aikp;pk} con v=0eq>2:
ik

(3.5) Lo<ylflilDuls,

" ~y"

dove y: dipende solo da m, v ed n. Per maggiorare I, procediamo
nel modo seguente:

dette Si,...,8:, Spi1, ..., 84, p+ p porzioni di superficie
regolart a due prove di dunti interni comuni e tali che:

4 I=p i1
(3.6) d0 =US§, 'e= U S
=1 ptp

di ogni S; fissiamo una rappresentazione parametrica regolare

o)

(3.7) X = Xy (t,..., bt) te Dy
Posto:
1..... n 1., "
o= 3 i Xk o= ) an X X
T Tk

si ha su 8k procedendo come in [87:

..... M | PPINT

1 i " 1,..., 1
(3-8) Z: Pi Prs (air Qs — ik a-rs) Xk = Z pf |: — er )\‘r' )\-5 — : rs XI'S:I

ikers 3 P8
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Ne segue:

(3.9) - f D5 0 Xe O, (e s — an av) d o <
ik,rs
BQR

L | . n
= E m! 1) Z; Sau:?|x"“'(t)| (7 piz Y d o

5

ptr 5. +
w4 D I sup [ X (4R J(Z plytido
=p+i r5
Sf

e poiché le considerazioni svolte nel numero precedente assicurano
che esiste un numero H che non dipende da R per cui risulta:

L pt

[X.(t,R)| <= H Vrse{l, ..., n} Vie U Iy

T=p+1

dalla (3.9) segue l'esistenza di una costante v: che dipende solo da
my, v ed n per cui si ha

(3.10) 5 = v f (I plyide

BRR

Osservando poi che:

f@zddi?&alzii@ih.z Vo e H(Qr)

a2,

dalla (3.10) si ricava:

’ (v+1) i v
(3.11) L=y [IDulor) + P I Duli,,

essendo:
P, = f (3 pf ¥ prk dx e Y; indipendente da R.
n

R

Per maggiorare J; e J, basta ripetere senza alcuna variante il
procedimento usato in [8] e si ha:

v+ 1

{3.12) L=rllfle Pjﬁ D ety + 1]
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con

I +fA(x>(2pf)v+'/=(:p?k)%dx

By

e v: che dipende sono da m e da v ovvero:

(3.13) Jo<

con v+ dipendente solo da #m.
Si ha poi per ogni a > 0:

14 EN| v+l
(3.14) I < ~,P. [a\Du|z(1+” + t, (o, R)IDu|7;(V+U ]

n—2

con v, che dipende solo da n.
Tenendo ora presenti le formule di maggiorazione (3.4), (3.5),
(3.11), (3.12), (3.13) e (3.14) si pud scrivere:

315y Py [ fLiDul’, +IDulgly + 2 [Duli,
-2

+ PP [Dul’, el [Dullly +PF e(@R)Dul ]

a—2 -2

con v che dipende da v, m,, n ed w, («, R) ovvero per v che dipende
dagli stessi parametri:

’ : 2 : 2v
(3.16) P\.Sy[lflq\DuiM—F
+ (1 4+a) [ Dulpiy + wala, R)'EDu|2(;_':vl_i” ]
H—2

da cui:
(3.17) P, <y [ ¥ Ez sup [Dul + (1 + o) |Du 22((::-—21)) +
2v+1)
+ [V (al R) I D H |£:(v+1]_]
n-=2

ed osservato che:

iDIDulf* <+ 1¢|Dul Duf
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per il teorema di immersione di Sobolev applicato a |Du*' e H2(Qxg)
si ha:

(3.18) IDul™? < (v+ IPKR[P, + [Dulit)

nlv+1)
n—2

n—2
con K, costante di immersione di H? in L ™ dipendente solo dal
cono caratteristico di {tr e guindi non da R.
Posto ora nelle relazioni (3.17) e (3.18)} v = 0, tenendo presente
che lim w,(«, R) = 0 e scegliendo « sufficientemente grande dal teo-

#—oa

tema {1.1) segue:

(3.19) [DPuj<plfh

con i che dipende da #1,, #1 ed w,la, R).

Dalla (3.19) ricordando che w, (e, R) < w, (&) ed ancora il teo-
rema (1.1) segue Ia (3.2) con M, = M. + .

Siamo ora in grado di dimostrare il seguente:

TEOREMA 3.2. — Nelle ipotesi A), B} e C) il problema esterno:

aix (x) pu = f(x) € (R" — £)
(3.20)

ue H' (R* — Q)NH (R" — Q)

ammetie una ed una sola soluzione per cui vale la formula di mag-
giorazione:

(32}.) [MIz—i-FDMIz-l-[DZLIizSMIfiz
Dim. — Per ogni m € N sia w, la soluzione del problema
ai pix = f (x)
(3.22)

ue H,” (2, INH?(Q, )

o

si ha per il teorema 3.1.

(323) r i fz,gRﬁm + I Du IZ'QRD”" + E D2 i ‘zﬂme = M1 [ f !Z,QRB_HH

con M, costante indipendente da m.
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Detto poi, per ogni m € N, P,, un operatore di prolungamento *
da H?? (Q, ) in H*>*(R"), che esiste per un noto teorema di Cal-

derén, osserviamo che dalla relazione

| Poi 2t orn = K || thin 201 ; VmeN

e dalla (3.23) segue in modo ovvio:

. < KM |f]|

Rr—§ 2,Rn—§

(3.24) | Py e ||2

Essendo {P, u,} limitata in H.,”* (R" — Q) NH>*(R" — Q) essa & rela-
tivamente debolmente compatta ed ammette quindi un'estratta che

converge debolmente ad una funzione u € H;'z (R" — )N2(R" — Q)
che come subito si verifica & soluzione del problema (3.20) e soddisfa
la (3.24).

Osservazione. 1 teoremi stabiliti in questo numero si estendono
senza difficolta all'equazione:

ai pix + bipi +cu = f

purche i coefficienti di quest'ultima verifichino le condizioni A), B),
C) e D).
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RIASSUNTO. — La cromatografia liquida ad alta pressione ¢ una nuova metodica
utilizzata per la determinazione dei pesticidi presenti in piante ed animali. I risultati
mostrano che questa tecnica non & selettiva per l'analisi dei PCB e DDE, mentre &
applicabile: quando i DDE sono trasformati in benzofenoni.

SumMMarY. — High-performance liquid chromatography is introduced as a procedure
for determination of pesticides in plant or animal materials. The results have shown
that this technique, although not selective for mixtures of PCB and DDE, allows
{ractionation and quantitative determination of PCB and DDE when these latter are
transformed in benzophenone derivatives.

I policlorodifenili (PCB) sono prodotti chimici utilizzati soprat-
tutto come additivi per vernici, plastificanti per adesivi, stabilizzanti
di polimeri, dielettrici, isolanti.

Possono inoltre entrare nella tecnologia della gomma e sono stati
utilizzati nella formulazione di prodotti antiparassitari.

Essi sono miscele di tricloro fino ad octaclorodifenili isomeri,
ossia sono derivati policlorurati di sostituzione del difenile.

I PCB sono stati trovati come contaminanti ambientali per la
prima volta da JENSEN [1] e successivamente da molti ricercatori in
varie parti del mondo [2-13].

Essi sono composti molto stabili e non vengono distrutti né da
agenti chimici né da agenti fisici. Infatti non sono reattivi e l'incene-
rimento di manufatti che li contengono porta solo alla loro vaporiz-
zazione nell’atmosfera con conseguente ritorno alla superficie della
terra [11].

* Istituto di Chimica Organica e Biologica dell'Universita di Napoli, Via Mezzo-
cannone 16 - 80134 Napoli.
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I PCB interferiscono seriamente nella determinazione degli inset-
ticidi cloro-organici' sia per quanto riguarda l'aspetto analitico [14]
che quello strumentale [15].

I metodi descritti in letteratura [16] per detta determinazione
prevedono:

a) triturazione ed omogenizzazione del campione biologico sotto
indagine.

b) estrazione dei PCB, DDT, DDE, DDD con solventi organici
(generalmente esano o etere di petrolio 40-70).

¢) ripartizione con acetonitrile della fase organica per eliminare
1 grassi.

d) cromatografia su colonna di Florisil o di Celite-H* o su al-
lumina-AgNO; o carbone attivo [17] per separare i PCB dal gruppo
dei DDT, DDE, DDD.

e) trasformazione dei PCB in decaclorobifenile [18].

f) dosaggio gas-cromatografico.

E facile prevedere che il punto critico della sequenza descritta &
connesso al punto d. Questi problemi sono stati ben focalizzati da
Zitko [18] ed Jensen [19]. Dalla lettura di questi lavori & possibile
concludere che non esiste una metodica cromatografica generale ve-
ramente efficiente ed unica per separare i PCB dai DDE che sono i
principali interferenti prima della determinazione gas-cromatografica.
Detta separazione ¢ necessaria perché i picchi gas-cromatografici re-
lativi ai DDE hanno tempo di ritenzione uguale a quello di alcuni
picchi dovuti ai PCB. Questi ultimi inoltre si rivelano al gas-cromato-
grafo come una serie di picchi il cui numero dipende dalla capacita
di risoluzione della colonna e la loro quantitivizzazione & spesso dif-
ficile. Quest'ultimo problema ¢& stato superato trasformando i PCB in
decaclorobifenile. Questo composto & ottenuto dai PCB, previa sepa-
razione dai DDT, DDE, DDD, per reazione con SbCl; a 170 °C per una
notte in fiala chiusa.

Allo scopo di evitare la lunga e complessa separazione di cui al
punto d) dello schema di analisi, si sono considerate due possibili al-
ternative:

1) analisi in miscela dell’'estratto di cui al punto ¢) utilizzando
la cromatografia liquida ad alta pressione.

2) trasformazione chimica dei DDT, DDE, DDD in benzofenoni
mediante reazioni di deidroalogenazione ed ossidazione (Schema I).
Queste reazioni lasciano inalterati i PCB. I prodotti ottenuti sono ana-
lizzati con un cromatografo liquido ad alta pressione. Le indagini
relative al punto 1 sono state condotte utilizzando un cromatografo

' In particolare diclorodifenildicloroetilene (DDE), diclorodifenildicloroetano (DDD),
diclorodifeniltricloroetano (DDT) nei loro isomeri p, p’ e o, p’.
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liquido ad alta pressione della Hewlett-Packard mod. 1010 B equipag-
giato con un rivelatore 1032 UV a 254 nm, utilizzando una colonna di
Linchrosorb Sy-100 5 lunga 50 cm e larga 4 mm, eluendo con esano
saturo di acqua ad una pressione iniziale di 120 bar e con un flusso

4 3 2 v 0
TEMPO ( min.)
Fic. 1. - PCB,

oo
~1
o
[Ea)

di 1,4 ml/min. Le soluzioni esaminate contenevano 10-100 ppm ¢ la
sensibilith era di 0,16 AUFS; il volume inietiato 10 pl.

La fig, 1 mostra il cromatogramma di eluizione relativo ai PCB,
la fig. 2 & relativa alla famiglia dei DDT e la fig. 3 & relativa alla mi-

3 8 7 5 5 i 3 2 ; 0
TEMPO (min.)
F1c. 2. - 1 Impurezza 5 pp’ DDD
2 Diclorobenzene 6 op’ DDT
3 Clorgbenzene 7 pp’ DDT

4 pp* DDE
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scela. I risultati mostrano che il picco relativo al p, p” DDE si sovrap-
pone ad uno dei picchi dovuti ai PCB. Analogo risultato si & avuto va-
riando le fasi mobili, i supporti ed i parametri che condizionano que-
sta metodica.

Per quanto riguarda il punto 2, la miscela dei pesticidi e PCB &
stata dapprima sottoposta a reazioni di deidroalogenazione: 20 mg di
miscela reagiscono con 13 ml di una soluzione benzenica al 5% in
1,5-diazabiciclo(5.4.0) undeca-5-ene(DBU) per 15" a 70°. La miscela di
reazione, controllata su strato sottile di gel di silice utilizzando come
cluente benzene o n-esano, mostrava la formazione gquantitativa di

9 8 7 § 5 4 3 2 ] 0
TEMFC {min.)
Fic. 3. - 1 PCB 5 PCB
2 PCB 6 PCB
3 PCB + pp’ BDE 7 PCB
4 PCB 8 pp’HDD
9 pp’DDT

DDE e DDMU (l1-cloro-2,2-bis-clorofenil) etilene (Schema 1). I prodotti
della reazione di deidroalogenazione erano direttamente ossidati con
un eccesso di reattivo di Jones (K;Cr:0; 8N rispetto all’'ossigeno in
H:S04) a 80° per 15°. Dopo tale tempo la miscela di reazione & raf-
freddata, diluita con acqua ed estratta con benzene caldo (3 X 20 ml).

Gli estratti organici riuniti sono lavati con acqua e successiva-
menie con NaHCO; fino a neutralita, quindi anidrificati su Na.S0, e
portati a secco sotto pressione ridotta, Il residuo contenente una mi-
scela di o, p’-p, p’ diclorobenzofenone [21] e PCB, che non hanno subito
trasformazione, & analizzato con un cromatografo liquido ad alta pres-
sione Perkin-Elmer 1240 equipaggiato con un rivelatore 56 UV a
254 nm utilizzando una colonna di SIL-X-I lunga 0,5 m e larga 2,6 mm.
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Nella tabella I sono riportate le condizioni sperimentali relative
a lre esperimenti i cui cromatogrammi sono rappresentati nella Fig. 4.

3

S

—r
9 1 2

TEMPQ (min.}
Esperimento 2

JI

T T T T T T T T

0 1 2 o 2 4 6 8 1 12
TEMPO (min.) TEMPO {min.)
Esperimento 3 Esperimento |
F16. 4. - 1 PCB

2 pp’ Diclorobenzofenone
3 op’ Diclorobenzofenone

Le soluzioni esaminate contenevano da 1 a 10 ppm di sostanza
e la sensibilita era di 0.16 AUFS; il volume iniettato era 1 pl. 1 ri-
sultati mostrano (Fig. 4) che nelle migliori condizioni in meno di due
minuti & possibile determinare quantitativamente il contenuto di PCB
e di clorobenzofenoni della soluzione in esame. Va notato che nelle
nostre condizioni sperimentali la miscela dei PCB non viene risolta
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e si registra come un unico picco evitando cosl possibili sovrap-
posizioni.

TaBeLLA 1
Esperimenti Pressione Flusso Eluente
1 100 psi 1 ml/230 sec n-esano 12
CHCl, 2
2 500 psi 1 ml/ 44 sec n-esano 9
etere etilico 1
3 700 psi 1 ml/ 30 sec n-esano 95

etere etilico 5

Tentativi di analizzare la miscela dei PCB e di clorobenzofenoni
per gas-cromatografia (colonna di 2 m X 2 mm impaccata con SE 30
all'l % su cromosorb operando alla temperatura di 200 °C) non hanno
avuto successo in quanto i tempi di ritenzione dei benzofenoni risul-
tano uguali a quelli di alcuni picchi relativi ai PCB.
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Riassunto. — 11 coefficiente di ripartizione p dei metalli bivalenti in tracce, tra valve
e corpo del Mytilus galloprovincialis, dipende dalla differenza tra il pK,, del carbonato
del metalle inguinante e il pK,, del CaCO, (ApK,) e dalla difterenza, in valore asso-
luto, tra il raggio dello ione inguinante e quello di Ca** (| Ar |), secondo l'equazione
empirica:
p=07ApK,. — 2| Ar |

L'influenza del raggio ionico, quindi, trascurabife per clevati valort del pK,., diventa
determinante nelle vicinanze del pK,, del CaCOQ,.

SuMMARY, — The distribution coefficient p of bivalent trace metals, between valves
and body of Mytilus galloprovincialis, depends upon the difference between the car-
bonate pK,, of the polluting metal and the pK,, of CaCO; (ApK,;) as well as upon the
absolute value of the difference beiween the radius of the polluting ion and that of
Ca’* (| Ar ), according to the empiric equation:

o =07 APK, — 2| Ar|.

This implies that the influence of ionic radius is negligible at high values of pK,,,
while it becomes significant in proximity of calcium carbonate pK,, .

In un precedente lavoro [1], che aveva preso l'avvio da uno
studio sullinquinamento del Golfo di Napoli [2], si era giunti alla
conclusione che il coefficiente di ripartizione p dei metalli in tracce,
tra valve e corpo del Mytilus galloprovincialis, dipende dai pK,s dei
corrispondenti carbonati ed & praticamente indipendente dal raggio
degli ioni. Anzi si era trovato che questi elementi si comportano in

* Lavoro eseguito con il coniributo della Regione Campania.
** Tstituto di Chimica Organica della Facoltd di Scienze, Universita di Napoli -
Via Mezzocannone 16, 80134 Napoli.
#*% Tgtituto di Biorganica della Facoitd di Farmacia, Universith di Napoli - Via
L. Rodino 22, 83138 Napoli.
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due modi diversi a seconda che i pK,. dei rispettivi carbonati sono
minori o maggiori di 8,3, cioé del pK, del carbonato di calcio, defi-
nito come pK,. d'interdizione. L'entitd dell'incorporazione, infatti,
quasi nulla nel prime caso, diventa, nel secondo, direttamente pro-
porzionale al pK;:. Questo andamento era stato attribuito alla estrema
lentezza della cristallizzazione e al fatto che le distorsioni causate
dalla cattura degli ioni inquinanti, essendo il numero di questi irri-
levante rispetto a quello degli ioni calcio, potessero essere agevol-
mente sopportate dal reticolo cristallino. Si erano avute, pero, delle
perplessith a proposito dello zinco il cui coefhiciente di ripartizione
(p = 0,03) risultava enormemente piit basso del previsto. Il problema
si era artificiosamente risolto scegliendo come pK,. del carbonato di
zinco il valore di 7,5 che, tra tutti quelli discordanti riportati in let-
teratura (5,5; 7,5; 9,7; 10,7 ¢ 10,8), pilt risultava aderente alla teoria.
Gia in quell’occasione, comunque, si era manifestato il sospetto che,
in un intorno abbastanza ampio del pK,, d'interdizione, non fosse
del tutto trascurabile I'influenza del raggio ionico. D'altra parte, pero,
I'accumulo preferenziale dello zinco nel corpe del mollusco potrebbe
anche essere imputato a cause biochimiche: si potrebbe, ciog, pren-
dere in considerazione l'ipotesi che questo metallo eserciti una par-
ticolare funzione fisiologica e sia, percid, chimicamente legato a
qualche componente cellulare. Per chiarire definitivamente la que-
stione & utile valutare simultaneamente i principali fattori che in-
fluenzano I'incorporazione degli ioni nelle valve del mollusco, par-
tendo dal fatto ormai acquisito che, in ultima analisi, questo pro-
cesso deve essere considerato come una vera e propria coprecipita-
zione [1]. A parita di carica ionica, quindi, I'entitd dell'incorpora-
zione deve dipendere non solo dalla differenza tra i pK,. del carbo-
nato dell'impurezza cationica e il pK,, del CaCO; (A pK,.) ma anche
dalla differenza, in valore assoluto, tra il raggio dello ione inqui-
nante e quello di Ca’* (|Ar|). In altri termini, se ci si limita allo
studio dell'incorporazione degli ioni metallici bivalenti, si pud consi-
derare p come funzione empirica di due variabili:

(1) p=aApKu — B|AT]

Naturalmente, dovendo essere p positivo o tuttalpitt nullo, I'equazio-
ne (1) & valida solo per i valori di A pK,s positivi che verificano la
condizione:

(2) o ApKp = B|Ar]

Per Cu™ (p =09 ApK,.=1,3) e Cd** (p=2,0; ApK, = 3,0), es-
sendo |Ar|= 0,02, si pud ritenere trascurabile il termine B{Ar| e
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la (1) diventa Pequazione di una retta passante per lorigine degli
assi (p = o A pK,:) che fornisce per a il valore di 0,7. Sostituendo
questo valore nella (1) e utilizzando i dati relativi a Pb** (p = 2,7;
ApK,. =45; |Ar| = 0,23), si trova che {3, approssimato per eccesso,
& uguale a 2,0. Tenendo conto della diseguaglianza (2) si nota che
I'equazione (1) non & piit adatta a descrivere il fenomeno gia per va-
lori di pK,. dei carbonati di circa 9, quando il |Ar| & uguale, come
nel caso di Zn**, a 0,25 &, quando ciot il raggio dello ione inquinante
differisce, in valore assoluto, da quello di Ca?* di circa il 26 %.
Questo vuol dire che il valore troppo basso di p per lo zinco non &
dovuto a cause biochimiche ma dipende dal fatto che, in vicinanza
del pK,, d’interdizione, l'influenza del raggio ionico diventa deter-
minante. Sembra lecito ritenere che, indicando con p il coefficiente
di ripartizione delle impurezze ioniche tra cristalli e acque madri,
I'equazione (1) possa essere applicata a tutti i processi di cristalliz-
zaziome di camposti ionici, purché si prenda come pK,. d'interdizione
il valore del pK,, del precipitate e si considerino solo gli ioni inqui-
nanti aventi carica uguale a quella dello ione di segno omonimo del
composto insclubile,

Ci sono, pero, delle obiettive diflicoltd non facilmente superabili.
Prima di tutto p, cosi come & stato calcolato, non ha un preciso signi-
ficato analitico. Infatti, nel campo di validita della legge di BERTHE-
LOT-NERNST {3], quando cioé il generico ione contaminante M** &
omogeneamente distribuito nella fase solida e questa & in equilibrio
termodinamico con la fase liquida, il coefficiente di distribuzione &
fornito dalla relazione:

D:( [M“]V] /[ [M?] )
[Caz+ ] solido [C31 * ] soluzione

D’altra parte, la conoscenza del vero coefficiente di distribuzione D
non implica che 'equazione (1) possa essere indiscriminatamente ap-
plicata.

Sono prevedibili, infatti, delle notevoli limitazioni. Innanzitutto
le impurezze debbono essere presenti solo in tracce in quanto una
loro elevata concentrazione farebbe venir meno uno dei presupposti
della teoria (numero irrilevante di ioni anomali rispetto agli ioni
caratteristici del cristallo). Il precipitato, inolire, non deve essere
colloidale ma perfettamente cristallino per evitare il fenomero del-
l'adsorbimento superficiale che introdurrebbe nell’'equazione un pa-
rametro nuovo difficilmente controllabile. Il processo, infine, deve
avvenire con estrema lentezza per dare agli ioni inquinanti il tempo
materiale di sostituire gli ioni principali nel reticolo ed evitare le
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semplici occlusioni meccaniche. Da quanto detto si arguisce che,
pur correggendo opportunamente p, 1'equazione (1) non pud essere
rigorosamente valida per le usuali precipitazioni analitiche ma solo
per le cristallizzazioni con andamento cinetico ideale. Del resto, ten-
tativi analoghi, fatti con una relazione [4,5] ricavata da precedenti
considerazioni termodinamiche [6,7], sono falliti non tanto perché

S

¢ stata presa in esame solamente la dipendenza del coefliciente di
ripartizione dalla radice quadrata del rapporto dei prodotti di solu-
bilita, ma soprattutto perché non si & tenuto conto dei fattori cine-
tici [8]. L'importanza di questi fattori, d’altronde, ¢ stata inequivo-
cabilmente dimostrata [9] anche nel caso dell'incorporazione di im-
purezze isomorfe nei processi di vera e propria cristallizzazione da
soluzioni acquose [10].
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Segnalazione di una probabile bocca eruttiva nei dintorni
di Pollena-Trocchia (settore N-NW del Somma-Vesuvio)
e di tufi zeolitici sovrapposti contenenti K-Cabasite

Nota di ENrRico FrANCO e GIUSEPPE ROLANDI
presentata dal socio emerilo ANTONIO SCHERILLO

(Adunanza del 4 febbraio 1978)

R1a8sUNT0., — Si segnala un affioramento di vulcaniti sulle pendici N-NW del Somma,
a quota 265 m s.l.m. in dirczione dell’alvee di Pollena, disposte secondo una morfologia
conica, probabilmente da ascrivere ad una attivitd laterale in questo setlore impian-
tatasi verso la fine della fase « Somma Giovane » [11]. La composizione di questi pro-
dotti (tefriti leucitiche-latili}, e i lore rapporti stratigrafici, portano un ulteriore con-
tributo all'interpretazione dei processi evolutivi al Somma-Vesuvio.

Viene infine segnalata anche in questo scttore del Somma la presenza di tufi zeo-
litici a K-Cabasite [23. Si riportano alcuni dati mineralogici su questo tipo di zeolite.

SuMMARY, — Vulcanic rocks on the N-NW sector of Somma-Vesuvius apparatus,
near Pollena-Trocchia town, are been marked. There rocks are arranged with a vol-
canic conc morphology, probabily in connection to a lateral activity in this sector at
the end of the « Young Somma » period [11]. Mincralogical and chemical characters
of there volcanics rocks belonging to the tefrit-leucites and latites. Both this charatters,
and their stratigrafic rapports arc imporiant to know the magma evolution at Somma-
Vesuvius volcano during the « ottavianitic peried » [11].

Finally there are been found yellow tuff containing K-Cabazite alsc in this secior
of the Somma-Vesuvio volcano [2], Mineralogical and cristallochemstry charatters arc
heen described.

INTRODUZIONE.

In questa nota verranno illustrati alcuni risultati preliminari sulle
ricerche mineralogiche e petrografiche in corso di svolgimento al Som-
ma-Vesuvio. Si tratterd in particolare del rinvenimento di materiali
scoriacei che probabilmente rappresentano la parte di una bocca erut-
tiva localizzata nella zona dell’alveo di Pollena a quota 265 s.l.m. (fig. 1)
e del rinvenimento di tufi formatisi a spese di vulcaniti trasportate
in massa per effetto dell’azione cementante prodotta dalla neoforma-
zione di una varieta potassica di zeolite (K-CapasiTe) [2]. La struttura
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& stata evidenziata da scavi effettuati recentemente nella zona citata
per Pestrazione di materiali da costruzione, ¢ la sua morfologia & stata
confermata da una serie di misure sulla orientazione degli strati. Si
tratta di un cono costituito da materiali essenzialmente scoriacei e in
minima parte da prodotti meno soffiati sfumanti talora in vere e pro-
prie lave, con composizione chimica riferibile a tipi petrografici di-
versi (tefriti leucitiche e latiti) sovrapposti stratigraficamente. L'ipo-
tizzata manifestazione laterale ¢ prevedibilmente da mettere in rela-
zione all’attivita centrale del Somma nella fase finale del periodo ot-
tavianitico [11] ed & certamente precedente all’attivita recente flegrea
come fanno supporre i prodotti della eruzione di Agnano stratigrafica-
mente sovrapposti ai prodotti del cono di scorie rinvenuto.

Nella discussione dei dati verranno brevemente accennate le fi-
nalita di tali ricerche, sia in campo petrologico come contributo alla
conoscenza evolutiva del magma fortemente potassico del Somma-
Vesuvio, sia in campo mineralogico come caratterizzazione cristallo-
chimica di una varietd potassica di zeolite.

1. - DATI GEOLOGICL E MINERALOGICT SUT VART PRODCGTTI RINVENUTI,
a) Dati geologici.

Nel settore nord-nordw del Somma-Vesuvio, nei pressi della cit-
tadina di Pollena-Trocchia, in direzione dell’alveo di Pollena, recenti
scavi hanno evidenziato la presenza di un conc di materiali essenzial-
menti scoriacet.

I datj stratigrafici {fig. 2} e la tettonica dei materiali concordano
con questa interpretazione e permettono di definire con un certo det-
taglic la morfologia della struttura, che si rende ulteriormente evi-
dente dall'insieme dei rapporti tra i prodotti stratificati del cono e
quelli risedimentati dei lahars soprastanti. Infatti dalla stratigrafia
dei prodotti affioranti nella zona si distinguono, chiaramente discor-
danti suj prodotti stratificati sottostanti, le sovrapposizioni delle vul-
canoclastiti trasportate in massa {(fig. 3).

La successione dei prodotti inizia con scorie regolarmente strati-
ficate di composizione tefritica leucitica (analisi CPy), il cui diametro
medio & di 25 cm. (T in fig. 2}, (foto 1). Lo spessore complessive non
& noto in quanto fa parte inferiore della formazione non & osservabile.
Nella parte alta del banco il diametro delle scorie diminuisce sensibil-
mente (diam. medio 5 cm.) fino a sfumare in un livello formato da
litici e ceneri dello spessore di 60 cm. A tetto di quest'ultimo livello
si rinvengono, in concordanza con gli sirati sottostanti, degli strati

6
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scoriacei di composizione latitica (L. in fig. 2) (foto 1) (an. CP;) con
diametro medio sui 25 cm, regolamente stratificate con potenza com-
plessiva del banco sui 15 m. Verso l'alto diminuiscono sia lo spessore
degli strati, che le dimensioni delle scorie, potendosi distinguere net-
tamente l'attivith finale di tale manifestazione.

Si riconoscono infatti tre strati con spessore complessivo di mt.
2,90: Quello inferiore (spessore mt. 1) con diametro medio delle scorie
di cm. 6, quello intermedio (spessore mt. 0,45) con scorie a diametro
medio di cm. 3, e infine quello superiore (spessore m. 1,45) con scorie
a diametro medio di cm. 2 (foto 2). Probabilmente la fase latitica
segna la ripresa dell’attivita che si inizia con l'espulsione di litici e
ceneri, e successivamente prosegue con lanci di lava che si sono via
via trasformati in lanci di scorie sempre pit violenti, come dimostra
la presenza in taluni punti di uno strato lavico sovrapposto al livello
di litici e ceneri, con spessore di 30 cm. (Lv in fig. 2) (foto 1), che
sfuma progressivamente in prodotti di consistenza scoriacea. Questo
particolare si ritrova spesso nell’'ambito delle scorie latitiche notan-
dosi le caratteristiche tessiturali descritte in piun punti (fig. 2) (foto 3).

E da rilevare che le fasi finali dei vari momenti di questa attivita
eiettiva sono segnati da un diffuso arrossamento dei prodotti, conse-
guenza diretta di una cospicua azione pneumatolitica che ha accompa-
gnato l'attivita esplosiva che ha dato luogo a questa manifestazione.

Sono stati effettuati infine dei rilievi sull'orientazione degli strati
a ovest, e a sud si sono ottenute le seguenti misure:

1) Nord 110°Est, immersione verso N-NE, inclinazione 32°
2) Nord 10°Est, » » W-NW » 33°
3) Nord 100°-Est, » » S-SE » 32°

b) Dati petrografici e mineralogici.

Le scorie basali manifestano una tessitura caratterizzata dalla
presenza di vacuoli. Nella massa vetrosa si notano distintamente dei
globuli costituiti da aggregati plagioclasici (variole), e in qualche caso
la disposizione di questi microfenocristalli & a tendenza intersertale.

La struttura & vitrofirica con una percentuale di cristalli riferibile
in prima approssimazione attorno al 10 %. Tra questi si notano in ab-
bondanza grossi fenocristalli di leucite. Sono presenti inoltre alcuni
fenocristalli di plagioclasio di dubbia interpretazione dato il loro ca-
rattere acido. Tra i microfenocristalli sono abbondanti i pirosseni, i
plagioclasi, questi ultimi frequentemente zonati, e 1'olivina,, mostrante
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— Disposizione degli strati T = Tefriti leucitiche
lungo un profilo N-NE, S-SW Ly = Lava latitica
L = Latiti
E = Epiclastiti
T, = Tufo zeolitico
C = Cava

Fi16. 3. - Schema orientativo della disposizione tetionica

segni di iddingsitizzazione. Molto spesso i microfenocristalli plagio-
clasici sono inclusi nei grossi fenocristalli di pirosseno e leucite.

Vengono riportate dj seguito le caratteristiche ottiche delle prin-
cipali fasi mineralogiche presenti:

— Olivina 2V 89° 16 % Fa

— Piross. 2V 57° C — vy 3840°

— Plagiocl. Su alcuni microfenocristalli omogenei ¢ stata deter-
minata una percentuale in An 70-75 %. Su diversi individui
zonati sono state valutate al nucleo composizioni 70-75 % An,
sul bordo 40-50 An, alla periferia 25-35 An. T pochi fenocristalli
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ti lungo la direzione N-NE, S-SW (la sezionc non ¢ in scala).

presenti sono abbastanza omogenei e hanno una composizione
40 An, sono cio¢ pitt acidi dei nuclei dei microfenocristalli.
Questa caratteristica ¢ confermata da alcune misure del 2V
con valori sui 78°, corrispondente ad una composizione valu-
tabile tra 3540 An.

Le scorie superiori mostrano una tessitura simile alie precedenti.
La struttura ¢ vitrofirica con una percentuale di cristalli oscillante
tra 10-15 %. Anche in questi prodotti scoriacei si rinvengono cristalli
di grosse dimensioni, principalmente pirosseni (2 Vv 53°, C — y 43"),
i quali sono abbondantemente rappresentati anche nell’ambito dei mi-
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crofenocristalli. dove si nota un accenno al pleocroismo sui diversi toni
di verde, al contrario dei fenocristalli che sono generalmente poco
colorati. In queste fasi si notano inoltre abbondanti inclusioni di ma-
gnetite, Tra i microfenocristalli sono riconoscibili lamelle di mica bio-
tite, plagioclasi (55-65 An). L'olivina & nettamente subordinata, rinve-
nendosi qualche microfenoccristallo. I sanidino & presente nelia massa
di fondo sotto forma di microliti con qualche individuo di dimensioni
leggermente maggiori. Si notano inoltre microliti delle stesse fasi
presenti come fenocristalli. '

2. - DATI CHIMICL.

In tabella I sono riportate le analisi chimiche dei prodotti stra-
tificati del conetto, riferite ai due diversi tipi petrografici presenti
{Analisi CP:, CP,).

Viene riportata inoltre 1'analisi dei prodotti scoriacei del conetto
dei Camaldoli della Torre (Analisi CT).

Dai dati analitici & stata ricavata la composizione mineralogica
normativa in base al calcolo dell’'A.M.S. di RITTMANN |13} che viene
riportata nella stessa tabella.

La fig. 4 mostra la proiezione dei campioni considerati nel doppio
triangolo di STREKEISEN e dalla classificazione proposta da questo au-
tore [14] si vede che rientrano nei campi delle tefriti leucitiche e latiti.

3. - DATT MINERALOGICI SUL TUFO ZECLITICO,

Le facies rinvenibili in colate di fango, sovrapposte in discor-
danza ai prodotti del cono di scorie, nel settore orientale presentano
dei caratteri distintivi molto netti evidenziandosi una parte litificata
inferiore per neoformazione di zeoliti, e una parte superiore incoerente
non litificata. La facies inferiore mostra i caratteri di un conglome-
rato con litici e pomici di diverse dimensioni distribuiti in maniera
caotica nella matrice cineritica. In particolare le pomici, che conten-
gono grossi fenocristalli di sanidino, si presentano profondamente
alterate e di colore giallognolo. 1 caratteri di questo sedimento sono
quelli dei tufi caotici derivanti da colate di fango calde dove la litifi-
cazione & favorita dalla termalith residua della formazione vulcano-
clastica, A seguito della interazione delle soluzioni circolanti capillar-
mente con le piroclastiti ancora calde viene ceduto calore al fluido
che mobilizza il deposito, favorendo cosi la litificazione della massa
a temperatura abbastanza alta e comunque diversa da quella am-
biente, per neoformazione di zeoliti a spese della base vetrosa, sia
delle pomici che delle ceneri.
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La facies superiore invece si differenzia da quella sottostante oltre
che per la mancanza di litificazione, per un aspetto tessiturale al-

TaseLra 1
CP CP, CT

Si0, 48.25 52.04 5245
Ti0, 117 0.77 1.00
ALO, 15.70 17.30 18.10
Fe, 0, 5.75 2.82 413
FeO 357 4.69 3.40
MnO 0.25 0.20 0.22
MgO 6.28 4,15 2.80
Ca0l 9.12 8.20 7.46
Na,O 2.08 2.68 326
K0 6.01 529 6.01
P,0; (.68 (.35 0.50
H.0- 0.58 0.10 .10
H,0* 0.16 0.60 0.60

9960 9939 10003

AM.S. (Norma Rittmann)

Sanidino 3.4 36.4 44.4
Plagiocl. 2953 317 257
Nefelina 0.5 — e
Leucite 29.6 —_ —
Olivina 8.0 — —
Clinopir. 22 145 13.5
Biotite — 14 8.6
Apatite 1.1 1.2 1.0
Ilmenite 1.1 0.3 6.6
Magnetite 1.7 1.9 1.6
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quanto diverso che si manifesta con una disposizione degli elementi
secondo una certa tendenza alla classazione, come & tipico dei tufi
caotici originatisi da colate fangose fredde.

La curva termodifferenziale del tufo litoide ha l'identico anda-
mento della varieta potassica di cabasite rinvenuta in depositi a Erco-

60

Fi16. 4. - Classificazione delle vulcaniti studiate secondo A. L. Strekeisen.

lano (fig. 5 (foto 5) [2], andamento che & ben diverso dalle tipiche
cabasiti sodico-calciche la cui curva termica ¢ riportata per confronto
nella stessa fig, 5.

DISCUSSIONE DEI DATI

La tettonica dei materiali costituenti 'aflioramento descritto per-
mette di stabilire con precisione che la disposizione degli strati ha
una struttura riferibile ad una morfologia conica.
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Nel settore nord gli strati seguono il pendio con immersione
verso N-NE. procedendo verso ovest si pud constatare che direzione
e immersione degli strati variano, fino a che spostandosi verso sud-
sudovest si ha ['ulteriore conferma che la stratificazione ha cambiato
ancora orientazione, con immersione verso sud-sudovest, come si de-

1 Tufo Poliena
» Tufo Ercolano

3 Cabasite Nuova Scozia
AT

1 T
2 e
3

i i i | 1 | 3 | t i

0° 200° 400°  600° 800°  1000° C

F16. 5. - Diagrammi termodilferenziali dei tufi litoidi affioranti nell'alveo di Poliena con-
frontaili con curve oltenutle da rocce analoghe.

sume dai dati riportati. Non & possibile ricostruire 'andamento della
morfologia a sud essendo questo settore interamente seppellito dai
successivi prodotti vulcanoclastici trasportati in massa,

Un profilo schematico orientativo lungo la direzione N-NE, 5-5W
evidenzia una morfologia conica del tipo di quella riportata in fig. 3.
Questa strultura in realtd potrebbe rappresentare una parte di un ap-
parato eruttivo giacché Pandamento guagquaversale consta di strati
disposti a cono diritto e a cono rovescio.
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Non vi dovrebbero essere dubbi comunque che una tale disposi-
zione sia il risultato di un accumulo di materiali esplosivi attorno
ad un centro eruttivo, data anche la grandezza delle scorie (dimensioni
massime dell’ordine di 50 cm) e il tipico arrossamento che ha inte-
ressato il complesso delle vulcaniti stratificate.

Potrebbe trattarsi di una eruzione laterale di tipo eiettivo, che
in seguifo assume un carattere misto, originandosi accanto a prodotti
scoriacei delle colate laviche (foto 1).

La stratigrafia dei prodotti della zona & molto simile a quella
che si osserva nei vari canaloni del Somma (S. Anastasia, Somma Ve-
suviana ecc.); nella zona di Ottaviano (S. Maria di Castello) la suc-
cessione & particolarmente evidente rinvenendosi sotto i prodotti della
grande eruzione del 79 d. C. tre strati di piroclastiti, separati da altret-
tanti paleosuoli, poggianti su lave tefritiche leucitiche [3]. Situazioni
analoghe si rinvengono in altri settori e nelle vicine zone pedemon-
tane. I prodotti sovrapposii al cono di scorie (Ei, E;, Es) si correlano
agevolmente con queste piroclastiti che rappresentano i prodotti finalt
differenziati in senso sialico, del magma ottavianitico, per cui questa
attivita eiettiva impiantatasi nel settore N-NW del Somma deve inqua-
drarsi nell’ambito di tale fase notevolmente esplosiva.

Dallo studio dei rapporti stratigrafici dei prodotti appartenenti
ai vari distretti campani [4] si desume chiaramente che l'attivita vul-
canica del Somma-Vesuvio & nel complesso piuttosto recente, alter-
nandosi con quella flegrea, come mostra la fig. 2. L'attivitd che ha
prodotto queste vulcaniti nel settore NW, in particolare & correlabile
con le fasi pitt recenti flegree dato che, come mostra la fig. 2 (foto 6),
si rinvengono, sovrapposti a questi prodotti scoriacei, separati dallo
strato di vulcaniti E,, le pomici dell’eruzione di Agnano. Questi pro-
dotti flegrei sono stati rinvenuti in altri settori dell’edificio del Som-
ma [4], e sempre alla base delle citate eruzioni pliniane, come mostra
anche la fig. 6. Analoghi rapporti stratigrafici inoltre si rinvengono
nelle zone pedemontane adiacenti l'edificio e sono particolarmente
evidenti in alcune cave alla periferia di Pomigliano I’Arco [4]. Qui
si pud osservare che un paleosuolo e prodotti del 2° periodo flegreo,
separano le pomici di Agnano dalla lava tefritica leucitica (ottavia-
nitica) basale, e che questi prodotti flegrei a loro volta si trovano
alla base dei livelli piroclastici generalmente attribuiti alla fase finale
ottavianitica,

Le correlazioni stratigrafiche con altri affioramenti sul Somma
e nelle zone pedemontane, e i rapporti con l'attivita [legrea, permet-
tono dunque di inquadrare i prodotti del cono rinvenuto e le pirocla-
stiti sovrapposte, nell’ambito della attivita finale esplosiva del periodo
ottavianitico.
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Forto 1. - Veduta d'assieme dal piazzale di cava delle vulecaniti costituenti {a morfol
conica, (La foto e slala scaltata nel novembre 1977 in una fase avanzata

Precedentemente non erano state segnalate manifestazioni ana-
loghe nel settore nord del Somma, mentre nel settore di sudW sono
noti da tempo piccoli apparati laterali ed eccentrici {Torre di Bas-
sane, Camaldoli della Torre, bocca del Viulo, fossa Monaca ecc. [5]).
E interessante notare al riguardo che altre manifestazioni di epoca
preistorica e quindi del periodo oftavianitico, hanno prodotto tipi
petrografici a tendenza latitica, come nel caso dei Camaldoli della
Torre (analisi C.T.).

E possibile quindi che questo tipo petrografico costituisca un
momento della fase intermedia di differenziazione che ha interessato
il magma ottavianitico, che alla fine evolve verso tipi alcalitrachitici
e fonolitici [1] rappresentati nella zona in studio dai prodotti piro-
clastici E;, E,;, E; che si rinvengono appunto in sovrapposizione alle
latitiche CP;. T dati mineralogici sulle fasi presenti nelle tefriti leuci-
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di scavo. I cumuii di frana hanno mascherato parzialmente la disposizione degli
, che in epoca precedente era ben visibile).

tiche CP, e nelle Iatiti CP; e C.T. sembrano accordarsi con questa
ipotesi, che comunque dovra essere confermata negli studi successivi,

Nell'alveo di Pollena, come del resto in tutti gli altri canaloni del
Somma nel settore nord, sono ben visibili i rapporti tra le vulcaniti
epiclastiche costituenti le fasi finali pliniane del magma ottavianitico
con le colate di fango sovrapposte [3] le quali sono formate princi-
palmente da materiali piroclastici derivanti dagli eventi esplosivi che
distrussero il Somma. Si tratta quindi dei prodotti pitt evoluti del
ciclo ottavianitico con tenori in potassio molto elevati che in oppor-
tune condizioni possono dar luogo a neoformazioni di minerali del
gruppo delle zeoliti, in particolare di quelle varieta iperpotassiche ti-
piche della zona vesuviana {2].

I prodotti flegrei, che come & noto appartengono ai vari termini
della serie latitebasalto-trachite [6-8-9] meno potassica, danno luogo




Foro 2. - Particolare che evidenzia la disposizione degli strati riguardante le scoric la-
{itiche, nel settore nord, e la diminuzione delle dimensioni dei prodotti nzei
livelli superiori.

Foto 3. - Particolare del passaggio da lave a scoric che intercssa la base della forma-
zione latitica,
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a cabasiti calcico-sodiche, e pertanto si pud desumere che per le ca-
basiti vesuviane la composizione iperpotassica del vetro, unitamente
al meccanismo di messa in posto che & responsabile delle particolari
condizioni termiche di formazione di questi prodotti abbia influito
in maniera determinante a formare la varieta di cabasite segnalata.

Foro 4. - Vedi foto 5 3000 x.
CONCLUSIONI

11 ritrovamento di prodotti scoriacei disposti secondo una morfo-
logia conica, come si desume dai dati sull'orientazione degli strati,
probabilmente & da correlare con una attivita laterale nel settore
N-NW del Somma durante la fase finale del periodo ottavianitico, come
dimostrano anche i rapporti di queste vulcaniti con quelle derivanti



Segnalazione di una probabile bocca eruttiva nei dintorni, ecc. 101

dall’attivitd flegrea (eruzione di Agnano) rinvenute in sovrapposizione.
I prodotti del cono di scorie rappresentanc in successione stratigra-
fica tipi petrografici diversi inquadrabili nell’ambito una serie evolutiva
che vede i materiali tefritici-leucitici basali tra quelli meno differen-

Foro 5. - Microfotografie elettroniche a scansione della K-cabasile del tufo 7000 x.

ziati rispetto ai termini latitici superiori, e ai prodotti esplosivi suc-
cessivi,

II rinvenimento delle sopracitate vulcaniti, data la situazione stra-
tigrafica descritta e le caratteristiche chimiche-mineralogiche eviden-
ziate, puo rivelarsi di fondamentale importanza per la ulteriore inter-
pretazione dei complessi processi evolutivi al Somma-Vesuvio e pilt in
generale della regione Campana.

| 8
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La formazione di tufi zeolitici a K-Cabasite infine si ritiene che
debba essere messa in relazione alla particolare composizione chimica
del vetro alterato, nonché al meccanismo di messa in posto di questi
prodotti, probabilmente del tipo « colate di fango calde », che & in
grado di creare le condizioni termiche ambientali atte a favorire il
processo di zeolitizzazione.

Gli autori sono grati al prof. A. Panunzi, dell'istituto chimico del-
I'Universita di Napoli, per la segnalazione dell’'affioramento studiato,
e per le proficue discussioni avute.
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ABSIRACT. — Let D be a division ring with involution » and cenier Z. If S is the
set of symunetric elements of D, we prove that ZN S={ae 8}/ (@ s)r" = s"a", for all
se$ n=n(@zll={zeS/@s)" =as’, for all 58, n=run(a)>1} Maorcover
we show that the set {ue S/ (@a+ s =a' + 5, forall se§, n=rn{a > 1} is equal to
Z N S or {0} according as char. D = 0 or char. D = 0. ‘ ‘

RIASSUNTD. — Sig D un corpo con involuzione % e ceniro 7. Se S & U'insieme degli
elementi simmetrici di D, si dimostre che ZNS ={a e S/ {asy = s"a, per ogni s €5,
n=n@zll={aecS/(@as)"=a"s, per ogni s S, n=nia >1}. i dimostra inol.
tre che linsieme {aeS/(a+s)"=a"+8, per opnd se S, n=mn(@)>1} & uguale
a ZNS se car D = 0 altrimenti & uguale a {0}.

In [2] HersTEin ha dimostrato che, se R & un anello privo di nil
ideali non banali, soddisfacente una delle seguenti condizioni:

(x y)N = a2¥ »¥, per ogni x, ¥y € R,N > 1 intero fissato;

(x + v)¥ = 2% + ¥, per ogni x, y € R, N > 1 intero fissato; al-
lora R & comumutativo,

In [1] FELzENSzwALB, generalizzando il risultato di HERSTEIN, ha
caratterizzato il centro Z di un anello semiprimo, dimostrando che
Z={aeR/(axy'=x"a", perognix e R, n=n(a)=1}={ae R/(ax)"=
= q"x", per ogni x € R, n == n(a) > 1} ed inoltre {a e R /(a + x)* =
—g'+x,perognixeR, n=mn{a)>1}c Z

Quij vogliamo estendere i suddetti risultati al caso di un corpo con
involuzione,

* Istituio di Matematica dell'Universith, Via Archirafi 34, 90123 Palermo.



106 P. Misso

Sia D' un corpo con involuzione * e centro Z. Indichiamo con S
I'insieme degli elementi simmetrici di D, e poniamo:

Zi={a€D/(as)"=s"a", perognis €S, n=nmn(a) =1 intero};
Z={aeD/(as)"=a"s" perogniseS, n=n(a) > 1 intero};

Zy={aeD/(a+s)=a"+ s" perognise€S, n=mn(a)>1 intero}.

Se Z* =ZNS e Z, =Z;NS(i=1,2,3), dimostreremo che Z
=7, = Z*, ed inolire, se car. D # 0, Z, = Z*; altrimenti Z; = {0}.

1. — Richiamiamo alcune proprieta degli anelli con involuzione.
Se D & un corpo con involuzione * e centro Z, l'insieme S degli ele-
menti simmetrici e l'insieme K degli elementi obliqui sono definiti ri-
spettivamente come: S={xeD/x=x"}, K={xeD/x= — x*}.
Inoltre indichiamo con N = {xx* / x € D} l'insieme delle norme e con
T={x+x"/xeD} l'insieme delle tracce di D. E chiaro che N,
T =8, '

Osserviamo che Z ¢ un ampliamento semplice di grado al pitt due
di Z*. Infatti, se per ogni o € Z, a = «*, allora Z = Z+, Possiamo
quindi supporre che esista un « in Z tale che « # *. Sia § un qua-
lunque elemento di Z. Si ha:

Beo’ — af’) +a (B —B)=B(a" — o)

e quindi
Bea" —af?) (@ —a) '+ a(B* —B)(a* —a)' =B.

Poiché b = (Ba"—af) (0 —a)'eZtec= (" —B) (¢ —a) e
€ Z%, risulta B = b + a ¢, quindi Z = Z* (a).

Un risultato di cui ci serviremo nel seguito & il seguente: se
NcZ allora TcZ e dim:;D <4. Infatti per ogni xé€D,
(1 4+ x) (1 + x* & una norma quindi (1 + x) (1 + x*) € Z. Esplicitando
questo prodotto si ottiene: 1 + x + x* + xx* € Z; dunque x + x* € Z,
cioe T < Z. Inoltre, per ogni x € D, si ha: &2 — (x + x*)x + x*x = 0;
poiché x + x* € T © Z e x*x € N < Z, ne segue che x soddisfa un po-
linomio di secondo grado a coefficienti in Z. Per il lemma 6.2.3 di [3]
(anzi, per la sua dimostrazione), D soddisfa l'identita polinomiale di
grado cinque [[«% y]1, [x, y]] = 0. Possiamo ora applicare il teorema
6.3.1 di [3], otteniamo cosi che dimz D < 4.
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Nel corso delle dimostrazioni c¢i serviremo inoltre dei seguenti
risultati;

TrOREMA A. (teorema 6.2.1 di [4]). — Sia D un corpo con involu-
zione e sia W={weD/ws"=s"w, n=mn (ws) =1, per tutti gli
se8}L Se N Z, allora W < Z.

TeorEMA B. (corollario al teorema 2.1.5 di [4]). — Sia R un anello
semplice con involuzione. Allora, se indichiamo con § il sottoanello di
R generuio da S, si ha: S = R oppure S ¢ Z e dimz R = 4.

TeorEMA C. — Sia D un corpo con invouzione. Se linsieme degli
elementi simmetrici di D soddisfa un'identita polinomiale generaliz-
zata, allora dimz I} < oo,

Il teorema C & conseguenza del teorema 1 di [5]. Si noti infatti
che, nel caso di un corpo, si pud facilmente eliminare l'ipotesi re-
strittiva sulla caratteristica imposta in [5].

2. — In quesio numero assumeremo che D sia un corpo con
involuzione * e centro Z.

TeOREMA 1. — Z = Z*.

. . - + . + '
Dimostrazione. — Chiaramente 2T < Z,. Siaa € Z,. Perognis €
€ S, si ha che (as)" = s"a" ed applicando Vinvoluzione * si ottiene
(sa)t = a"s". Da cio segue:

sta't = (s"aa = (asya=a(sa)" = ala"s") = a*t's".
Poiché » & un intero dipendente da @ ma non da s, allora a**' e
eW={weD/ws"=s"w, per tutti gli s€S, m=ms,w)z= 1}
possiamo pertanto applicare il teorema A. Otteniamo cosi W < Z op-
pure N < Z.
Distinguiamo quindi due casi. Supponiamo che N ¢ Z. Allora
W < 7, e quindi @™ € Z; si ha allora:

I 1 +1 +1 1
(S a)i?+ —_ 5 (a S)n a =3 (.5'” au)a — g+l g I — attl gt ,
ed applicando di nuovo la tecnica usata sopra, si ottiene:
SH+1 an+2 — (Cl. .5')”+1 a = a (S a)ri+l — (l”+2 Si:'-i—]

Poiché N ¢ Z, a"” € Z. In conclusione a"t', ¢"*? ¢ Z e quindi
a € Z. Il teorema & cosi dimostrato in questo caso.
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Sia ora N c Z.

Se car. D7 2, allora, per ogni s€ S, s = 5/2 + s/2 € T e quindi
T =S. Per quanto osservato nel n. 1, Tc Z, e quindi S c Z;
pertanto 7, < Z.

Supponiamo ora che car. D = 2.

Per ipotesi si ha che (a s)" = s"a", per ogni s € S. Se n ¢ dispari,
allora (asy**' = ass"a* = s*Hg"t! € Z; infatti m + 1 & pari, quindi
at', s"' € N « Z. Possiamo quindi supporre che (as)" € Z ed n sia
pari. Si osservi che in tale caso (as)" = (s a)™

Sia 17 = 2m. Poiché (a s)"(sa)" = a® s = (s a)" (a s)", risulta:

((as)" + (sa)"? = (as)' + (sa)" + (as)" (sa)" + (sa)y*(as)" = 0.

Essendo D un corpo, D non possiede elementi nilpotenti non nulli,
pertanto (a s)" + (sa)" = 0, cioe (a s)™ = (s a)™

Iterando questo procedimento, perveniamo ad un intero v = 1,
(r,2) =1, tale che (as)" = (sa). Ser = 1, allora as = s a e per il teo-
rema B, a € Z. Possiamo quindi supporre » > 1.

Notiamo che, poiché N ¢ Z, per quanto osservato al n. 1, D ¢ di
dimensione finita sopra il suo centro. Supponiamo ora che Z* sia
finito. Allora, poiché Z & un ampliamento finito di Z*, anche Z & fi-
nito. Pertantio D, essendo di dimensione finita sopra Z, & esso stesso
finito. Allora, per il teorema di Wedderburn sui corpi finiti, D ¢ un
campo; in tale caso banalmente a € Z. Possiamo quindi supporre che
Z* sia infinito.

Applicando una tecnica che fa uso del determinante di Vander-
monde, dimostreremo che (as) ' = (sa)

Sia M € Z*. Per ogni s € S, l'elemento s + A a & simmetrico; dal-
I'ipotesi su a segue che (a(s+ha)) =((s + ha)a), cioe (as + ha’)'=
= (sa + L a’). Esplicitando tale uguaglianza si ottiene:

(as) + X(as) ‘a2 + (asy2d®(as)+ ... +(as)d®(as)y? +
+a(as) ")+ NMNag(a,s)+ VWaglags) +...+ Nd" =
=(say +r((sa) '@+ (sa)y*d(sa) + ... + (sa)d®(sa)™? +
+ @ (sa)y ™) + V¥ta(a,s) + Mits(a,s) + ...+ N a¥,
dove i gi(a, s) e t:(a,s) sono polinomi in a ed s a coeflicienti negli

interi modulo 2. Poiché > e N c Z, per ogni i = 1, (as) "' d*(as) ' =
(asy'ated (sa)y"a® (sa) ' =(sa)~"a.
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Ne segue che, poiché r & dispari e quindi » = 1 {mod. 2),
(asy + r(as)'a + Naqg:a,s) + ...+ a" =
=(sa)y + rsay'a + Mulas)+ ...+ Va".
Se poniamo pi(a,s) = qi{a,s) + ti{a,s) =2, ..., v —1), 1k

sulta: ha@((asyY~! + (say ) + ¥pmia,s) + ...+ ¥ 'padfa, s} =0
Poiché Z* & infinito, possiamo trovare degli elementi non nulli

tutti distinti A, A2, ..., A1 € ZF, e sia
MM L x;‘”)
yPRRD SR WA
ae|
lx,.l Mo, o M
Risulta:

)VRRED SO W ) (az((as)""‘—i-(sa)"‘l) )
) VAR SR S p:(a, s)
_ l . = 0.

L)\'"—l )»371 )\,,,:iJ L prafa, s)

Poiché det. A 0, A & una matrice invertibile, quindi risulta:

aAlasy '+ (sa)y Y =pmp@as)=...=plas)=0.
In particolare si ha: (as) ! = (sa) "
Abbiamo cosi le due uguaglianze (as) = (sa) e (as) ' = (say '

Risulta:
(sayY =(asy =(as)tas=(say 'as, da cui segue sa =as.

Per il teorema B, si ha che § = D oppure S c Z, ed in entrambi
i casi il teorema & provato,

Dal teorema 1. discende facilmente il seguente
TEOREMA 2. — Z; = Z7.

. . - + . - .
Dimostrazione. — Chiaramente ZT < Z,. Dimostriamo I'altra in-
clusione.
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. + 3. .

Sia a € Z, ed s e S. Dall'ipotesi segue (as)’ = a"s"; per can-
cellazione risulta (sa)'~!=a""'s""'e quindi (as)' = ((sa)* ') =
— (an-ul Sn~1)‘-‘-‘ — Sn—l an—l .

Possiamo applicare il teorema 1 ed otteniamo a € Z*.

Passiamo ora a dimostrare il seguente

LEMMA 1. — Z; < Z*,

Dimostrazione. — Sia a € Z; Per ogni s € 8, risulta {a + s)* =
= a" + s". Da cid segue che a + s commuta con a" + s", si ha quindi
{a+s)(@"+5) = at + as" + sa* + s = g + "5 + s"a +
+ " = (q@" + ") (a + s). Cido implica:

(1) ast — s"'a =a"s — sat.

Seas” —s"a+0, allora aX" — X"ag = a"X — X g" & una identita
polinomiale generalizzata soddisfatta dagli elementi in S. Per il teo-
rema C risulta: dimz D < oo,

Sia A e Z*. Poiché hse S, sihache a(hs)* —(Asy'a=a"hs —
— hsa¥ ciot M{as"— s"a)= h(a"s — sa"). Cid implica V" =, e,
poiché n non dipende da k, segue che Z* & un campo finito. Per quanto
osservato nel n. 1, Z & un ampliamento finito di Z*; inoltre
dim; D < . Cio implica che D & un corpo finito; dal teorema di
Wedderburn sui corpi finiti, segue che D & un campo, dunque banal-
mente Z; < Z7T.

Possiamo quindi supporre che as" = s*a, per ogni s € S. Appli-
cando il teorema A, otieniamo che a € Z oppure N ¢ Z. Nel primo
caso Z, < Z+ ed il teorema & dimostrato. Sia dunque N c Z. Se

car. D#£2, S © Z e quindi Z; < Z*. Sia allora car. I = 2. Per il teo-
rema B, si ha che S © Z oppure § = D. Nel primo caso il teorema ¢&
dimostrato; supponiamo quindi che § = D.

Per ogni s € S, risulta (@ + s)* = a* + s e se tale n & disparij,
allora "' & una norma e quindi ¢"*' € Z. Inoltre dalla (1) e dall'ugua-
ghianza as" = s"a, segue che a" € Z. Cio implica a e Z. Possiamo
quindi limitarci ad esaminare il caso in cui » sia pari.

Sia n = 2'r, dove (r,2) = 1, e supponiamo che ¢ >> 1. Se dimo-
striamo che (a + s)¥* = @* + §*7, allora, per induzione su f, potremo
supporre che f = 1 e quindi n = 2 r, Infatti: {(a + s)"* + a"? + ") =
=(a+ 5" + (a4 s"P = (a + s+ a" + 50 =0, ¢, poiché D non
possiede elementi nilpotenti non nulli, risulta (a + s)'* = a"* + s"2

Sia dungue n = 2r, dove (v, 2) = 1.
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Notiamo che, poiché N < Z, allora dim:D < 4 e quindi, per
quanto visto nella dimostrazione del teorema 1, possiamo supporre che
7+ sia infinito. Sia » € Z*, poiché (A s)* = L s € S, risulta: (@ + A s)" =
= a" + M ", Sviluppando tale prodotto si ottiene:

a4+ M@ ts +atsa+ ... basatt+sam ) + Mp(a s) +
+ . + LHS”: an+ )\."S”_,
dove, per i = 2,..., n — 1, p;(a, s} & un polinomio in a ed s a coeffi-
clenti negli interi modulo 2. Applicando la tecnica del determinante

di Vandermonde usata nella dimostrazione del teorema 1, perveniamo
all'uzguaglianza:

au—IS _}_ au—Zsa + D + (1564‘,”72 + Sanfl — 0.

Poiche N Z, g isa ™! = g *sseiédispari,ed a"'sa'~! = sa"!
se i & pari (i=1, ..., n); quindi dalla precedente uguaglianza si
ricava:

an—IS + Sau—} + CL"ilS + .. __|_ au—ls + Salf—l — Or
cioe
(1/2) (¢"'s + 5a) = 0.
Poiché n/2 & dispari, si ha che a*'s = sa*! e dunque a" ' € Z.

D'altra parte a* € Z, quindi a € Z. Il lemma & cosi dimostrato,
Siamo ora in grado di dimostrare il seguente:

TeOREMA 3. — Se car. D =0, allora Z;’ = Zt: altrimenti Z; =
= {O}
Dimosirazione. — Sia car. D = p > 0. Se a € Z*, allora, per ogni

s€S8,siha: (a+ s) = a’ + s*; quindi a € Z, . Questo fatto insieme al
lemma 1 dimostrano Ia prima parte del teorema.

Sia car. D = 0. In questo caso Z* & inlinito, e sia g € Z;. Risulta
allora: (a+a)"=a*+a", ciote 2"a"={(2a)—=2a* da cui (2"—2)a"=0.
Poiché n > 1 e carD =0, st ha ¢" = 0 e quindi ¢ = 0.
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SomMMaRTo, — Ea variazione mensile di attiviti di alcuni enzimi nucleclitici presenti
nel plasma seminale bovino & stata dimostrata in questo lavoro. Alte attivitd di ri-
bonucleasi sono state riscontrate in primavera e inizio estate, periodi nel quali anche
Iindice di fertilith dei tori stessi risulta alto.

Attivith fosfodiesterasiche molto alte si sono riscontrate nei mesi che vanno da
luglio a gennaic con un minimo in ottobre, nei quali periodi l'indice di fertilith non
e alto.

Per quanto riguarda la 5 -nucieotidasi, l'attivita & alta nei mesi di settembre,
gennaio e aprile.

La variazione mensile del contenuto proieico rassomiglia a quello dell'attivita ri-
bonucleasica.

SUMMARY, — A monthly variation of activity for some nucleolytic enzymes of bull
seminal plasma has been shown in this research.

High ribonuclease levels have been found in Spring and Summer, where also the
fertility index of bulis is high.

Quite high phosphodiesterase levels have been detected during the months from
July to January, with a minimum in October ; in those months the fertility index
is not high.

¥-nucleotidase levels are high in the months of September, January and April.

The monthly variations of the protein concentration is very similar to those
observed for ribonuclease.

* Questo lavoro & stato effettuato con un contribute del C.NR. contratto n.
77,00343.85. Progetto finalizzato della Biologia delia Riproduzione.
** Istituto di Chimica Organica e Biologica defla Faceolta di Scienze - Universita
di Napoli.
**% Istituto Zooprofilattico Sperimentale del Piemonte e della Liguria.
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INTRODUZIONE

Vari enzimi nucleolitici sono stati riconosciuti quali costituenti
normali del plasma seminale di toro: 5-nucleotidasi [1], adenosina
deaminasi [2], xantina ossidasi [3], nuclecside fosforilasi [4], NAD
glicoidrolasi [5] e ribonucleasi [6] sono stati tutti identificati a vari
livelli di attivita,

In particolare in questo laboratorio & stato approfondito lo studio
st una ribonucleasi (RNAST BS-1) [7, 8] che presenta interessanti pro-
prieta enzimatiche (struttura quaternaria, sequenza molto simile alla
ribonucleasi pancreatica, capacita di scindere I'RNA a doppia elica)
e biologiche (attivita antispermatogenica, e efletto citostatico su cul-
ture di cellule trasformate da virus) [9, 10].

Recentemente una fosfodiesterasi capace di idrolizzare specifica-
mente i nucleotidi ciclici 3', 5’ & stata parzialmente purificata e carat-
terizzata [11].

il ruolo fisioclogico di questi enzimi nucleolitici non ¢ affatto
chiaro per cui con la presente ricerca si ¢ voluto compiere un primo
tentativo di determinare se esistano correlazioni di gualsiasi tipo fra
livello di attivithd di vari enzimi in campioni di sperma bovino preie-
vati ad intervalli regolari nell’arco di un anno, e la fertilitd degli ani-
malj stessi.

MATERIALI

Tori esaminati: tre di razza piemontese, uno di razza bruna-alping,
uno frisone canadese.

Tutti i campioni di sperma sono stati centrifugati a 12.000 giri
per 15" onde eliminare gli spermatozoi.

RNA: il prodotto commerciale della Sigma & stato purificato se-
condo la metodica di SHorTMAN [12].

I nucleotidi {3’, 5° cAMP, 3’, 5 ¢cGMP, ¥, 5 ¢cCMP, 5" AMP) erano
forniti dalla Sigma.

Gli altri reagenti erano tutti di grado analitico.

METODT - ATTIVITA RIBONUCLEASICA

E stata saggiata secondo il metodo di Kunirz [13] seguendo la
diminuzione di assorbanza a 300 mp. La concentrazione di RNA usata
era di 0,5 mg/ml e la temperaturd di 25°. L'attivita specifica & espressa
come unita/mg di proteina.
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ATTIVITA FOSFODTESTERASICA

L'attivita fosfodiesterasica ciclica & stata saggiata usando i tre
substrati (3, 5 ¢cCAMP, 3’, 5 ¢cGMP, 3', 5’ ¢cCMP} alla concentrazione
di 1 mM, nel volume totale di 0,5 ml contenente 0,06 M Tris/HCI pH
8.0, 5 mM MgCl; ed una aliguota di plasma seminale, incubando per
30" a 37°. La concentrazione di nucleotidi ciclici corrisponde alla se-
misaturazione dell'enzima. La reazione & stata fermata con aggiunta
di 0,5 ml di acido tricloroacetico al 12 % a 0°.

La quantita di fosforo inorganico & stata determinata colorime-
tricamente col metodo di King [14]. La linearitd di questa reazione &
stata osservata fino a 30" di incubazione.

ATTIVITA 5 NUCLEOTIDASICA

L’attivita & stata saggiata nelle stesse condizioni descritte per 'at-
tivita fosfodiesterasica, usando perd 5 AMP come substrato: una unita
enzimatica equivale a una micromole di substrato idrolizzato per mi-
nuto. L'attivitad specifica & espressa come uniti/mg di proteina.

TABELLA I

Proteine ed enzimi nucleclitici in plasma seminale di toro nei vari mesi dell'anno.

j i | .
: ni Jesed | cleract olelie '
Ribonucleasi | Fosfodiesterasi ciclica {Unita/m}) 5 Nucleotidasi

Proteine !
! Unita/mid

Mesi . (Unita | , i
- (me/m | Kunitz/ml) | oamp i ¢GMP | cCMP
! I 1 i 77777

Gemnaio 49 83 909 421 623 77.010
Febbraio 44 128 397 164 312 36.988
Marzo 42 118 827 416 430 30.638
Aprile 47 135 394 362 177 62.489
Maggio 54 167 432 93 227 41,783
Giugno 36 185 337 46 136 53.551
Luglio 34 148 1105 530 810 46,569
Agoslo 47 122 1176 500 959 28.468
Scttembre 49 91 948 656 996 90.405
Ottobre 53 134 552 260 420 38.828
Novembre 59 104 976 600 664 64.370

Dicembre 53 100 965 392 532 68,538
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PROTEINE

La concentrazione proteica & stata calcolata con il metodo di
Lowry et al. [15].

RIsuLTATI

1) Variazioni del contenuto proteico

Le variazioni del contenuto proteico sono mostrate nella tabella T e
fisura 1. Come si pud notare. esso & basso nei mesi che vanno da
gennaio ad aprile e per agosto e settembre, ed & alto nei mesi che
vanno da maggio a luglio ¢ da ottobre a dicembre.

ma/ml
60

50

1

4

PROTEINE

40

30

20

10

L 1 1 A L 1 1 k l { ] I

Ge Fe Ma Ap Ma Gi Lu Ag Se Ot No Di
mesi dell’anno

FiG. 1. - Variazione del contenuto protcico durante i mesi dell'anno. I valori riportati
esprimono la media dei valori dei cingue tori esaminati.
Tl saggio & stato effettuato come descritio nel testo.

2) Artivitd ribonucleasica

La variazione dell’attivitd ribonucleasica (Unita Kunitz/ml) & mo-
strata nella tabella T e figura 2. Si riscontrano alte attivita nei mesi
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che vanno da aprile a luglio; negli altri mesi l'attivitd & minore, con
qualche punta solo nei mesi di febbraio ed ottobre.

3} Artivita fosfodiesterasica ciclica

L'attivita fosfodiesterasica ciclica ¢ circa due volte pili alta per 37,
5 cAMP che per non 3, 5 ¢GMP in tutti i mesi dell’'anno. Le varia-
zioni delle attivitd fosfodiesterasiche per questi tre substrati durante
tutti i mesi dell’anno sono simili tra di loro, vedi figura 3. La carat-
teristica comune & che la massima attivith si riscontra nei mesi che

U/mi
200} RIBONUCLEAS]

150

L)

T

100

50

1

1 1 1 X 1 1 1 | 1 1 1 i

Ge Fe Ma Ap Ma Gi Luw Ag Se 0t No Di
mesi dell’anne

F16. 2. - Variazione dell'attivita ribonucleasica durante i mesi dell’anno. I valori ripor-
tati esprimono la media dei valori dei cinque fori esaminati,
Il saggio & stato effettuato come descritto nel testo.

vanno da luglio a gennaio (con un minimo in ottobre) mentre nei re-
stanti mesi l'attivith & notevolmente minore (con leccezione di una
punta a marzo).

4) Attivitg 5 nucleotidasica

L’attivita 5 nucleotidasica & molto piti alta rispetto a quelle fo-
stodiesterasiche {circa 100 volte). Come si pud osservare dalla figura

el
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4 si hanno attivith molto alte nei mesi che vanno da settembre a gen-
naio (meno ottobre), e nettamente inferiori negli altri mesi, con la
sola eccezione di aprile, in cui anche si ha una notevole attivita.

D1SCUSSIONE
Da questo studio sono risultate variazioni nel tempo dell’attivita

ribonucleasica, delle attivita fosfodiesterasiche sul nucleotidi ciclici e
della 5' nucleotidasi nonché del contenuto proteico nel plasma semi-

U /ml FOSFODIESTERASI CICLICHE
1000 P—o cAMP
s00k z cCMP
tGMP
0 1 L i 1 !

1 1 1 A i Il I
Ge Fe Ma Ap Ma Gi Lu Ag Se Ot Ko Di
mesi dell’ anno
F16. 3. - Variazione delle atlivith fosfodiesierasiche cicliche durante i mesi dell’'anno.

I valori riportati ¢sprimono la media dei valori dei cinque tori esaminati.
Il saggio & slato effettuato come descritto nel testo.

nale di cinque tori di varie razze. Come si pud vedere dai risultati, la
variazione dell’attivitd ribonucleasica e quella del contenuto proteico
hanno andamento quasi simile. Ambedue mostrano due picchi di cui
uno corrispondente alla primavera, inizio estate ed un altro all’autunno,
mentre si nota una diminuzione nelle altre stagioni. Per quanto ri-
guarda l'attivita delle fosfodiesterasi specifiche per i nucleotidi ciclici



Comportamento nel tempo delle attivitd, ecc. 119

le variazioni sono simili per tutti e tre i substrati saggiati. La massima
attivita si & riscontrata nei mesi che vanno da luglio a settembre con
altri due picchi secondari, uno a novembre e un altro a marzo.

Questo andamento ¢ soprattutto evidente per ['attivita fosfodie-
sterasica per 3’ 5 ¢GMP che a giugno presenta una attivitd quasi
trascurabile mentre si ha un notevole aumento nei mesi che vanno
da luglio a settembre.

li/ml

5°— NUCLE
100,000 0TIDASI

50.000 -

H | { f | } ] | ] i I |

Ge Fe Ma Ap Ma Gi Lu Ag Se Ot Ne Di

mesi dell’ anno

Fii. 4. - Variazione dell'attivild 5-nucleolidasica durante I mesi dell’anno. I valori ri-
portati esprimono la media dei valori dei cinque tori esaminati,
Il saggio & stato effettvato come descritto nel testo.

E ben noto che gia alcuni indici di attivita enzimatiche del plasma
serninale bovino quale per esempio la fruttolisi [16] sono stati messi
in relazione con la fertilita, trovando un comportamento quasi pa-
rallelo tra l'atfivita degli enzimi e la fertilitd stagionale. Ora per
quanto riguarda le attivith enzimatiche e il contenuto proteico, og-
getto di questa nota, risulta che la concentrazione proteica e I'attivita
ribonucleasica presentano anch’esse un andamento che coincide con
le variazioni della fertilita: infatti come si ¢ detto questi parametri
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presentano un massimo nei periodi della primavera ed autunno che
sono ghi stessi periodi in cui si riscontra in questi tori una fertilita
maggiore. Per quanto riguarda le attivita fosfodiesterasiche per i nu-
cleotidi ciclici, la situazione ¢ alquanto diversa, in quanto il massimo
dell’attivitd enzimatica (che & molto spiccata, come si ¢ detto, specie
per 3, 5 ¢GMP) si riscontra nei mesi che vanno da luglio a settembre,
con una diminuzione nei mesi di novembre, dicembre e gennaio. Da
questo andamento sembrerebbe esservi un ritardo nella comparsa
della massima attivita enzimatica, rispetto alla ribonucleasi e al con-

tenuto proteico.
Al di fuori di piccole differenze anche il contenuto della 5 nucleo-

tidasi & analogo.
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Sulla regolarita della soluzione
di una disequazione variazionale

Nota di MIRELLA BIANCARDI e RAFFAELE TOSCANO
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{Adunanza del 4 marzo 1978)

SomMMar. — Il problema della ricerca delia pesizione di eguilibrio di una mem-
brana clastica tesa tra due ostacoli elastici viene, in guesta nota, ricondotto ad una
disequazione variazionale. Per guest'ultima vengonce dimostrali teoremi di regolarita
della soluzione.

SUMMARY. -— In this paper the problem of finding lhe equilibrivm position of an
elastic membrane stretched between two elastic obstacles is seen to be equivalent
to a variational ineguality. The main results concern the regularily theorems for the
solution of the variational inequality.

Scopo della presente nota & lo studio della regolarita della solu-
zione u di una disequazione variazionale, che trae origine dal pro-
blema della ricerca della posizione di equilibrio di una membrana
elastica fissata al bordo e tesa tra due ostacoli elasticamente defor-
mabili.

Uno studio analogo & gia stato fatto in precedenza con ostacoli
rigidi (G. Stampaccuia [9]), e si & pervenuti alla conclusione che, in
opportune ipotesi sui dati, u € H*”{p > 2), mentre in generale, © non
appartiene ad H".

Orbene in questo lavoro viene mostrato che con ostacoli elasti-
camente deformabili, imponendo opportune condizioni ai dati, la so-
luzione appartiene ad H**, nonché ad H*?, se le suddette condizioni
diventano piu forti.

Nel n. 1, introdotte le notazioni e la disequazione variazionale
in oggetto, dopo aver precisato che quest'ultima ammeite un'unica
soluzione u, viene dimostrato un teorema che fornisce una caratte-
rizzazione della u come soluzione di un sistema di complementarita.

Nel n. 2, passando allo studio della regolarita della u, vengono
stabiliti due teoremi. La dimostrazione del primo di essi si ispira ad
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un procedimento dovuto a G. STAMPACCHIA [9] e a dei risultati di
U, Mosco [7], e consiste nell’approssimare la u mediante soluzioni
di opportune disequazioni variazionali.

Infine, nel n. 3, utilizzando quanto stabilitc nel n. 1, si inter-
preta la u# come soluzione del problema fisico che ha dato origine al
nostro studio.

1. Siano:
£ un aperto limitato e connesso di R, di classe C
d d
A= Y0 ( ay (%) ——
i d

Bxi X
differenziale del secondo ordine uniformemente ellittico;

J , con ay; € C1(£}), un operatore

¥, ¥ ed f elementi di I7{Q), con ¥; = ¥, q.o0. in O

E una funzione misurabile e limitata in Q, dotata di minorante
positivo.

Poniamo:

H=H (@QnNE@Q)' e V(uv)eHxH,

a(u,v)_fAu(v%—EAv)dx;

Q2

poniamo ancora, Vv e H:

F(v)__ff(v+EAv), T(v)=v 4+ EAv

! Per ogni p 2 2 indichiamo con H*((}) il completamento di C*(£) rispetto alla

norma:
iie
i u”HMm) = ( 5 f [ D u |p dx]
lal<k
a

e porremo, come al solito, H*(() = H** ({}). Con H:, (1) denotiamo il completa-

mento di CL () rispetto alla norma:

¥
2 " 2
”u”Hl Q) = ( ” H ]E]_z(n) + 211' EEH-\'i ”Lllsl) )
Si supporra H munito del prodotto scalare di H?{(}):
I

(e, )y = (v} + ):, (e, ,v, )+ f,-,-(ux e Vi)
1 ! ! 1 ) *

dovc col simbole (®,% dencotiamo, qui e nel seguito, il prodotto scalare in L7 ().
Evidentemenie H & uno spazio di Hilbert.
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E noto (cfr. [3]) che la forma bilineare in Ha(u, v) & continua
e coercitiva, e che l'operatore lineare T di H in L? (2} & continuo ed
ha per codominio L*().

Pertanto il sottoinsieme di H:

K={veH¥"W+Ef<T¥)=¥.+Ef q.o0. in Q}
& chiuso, convesso e non vuoto, e la disequazione variazionale:
(1) ueK:aluv —uy=F{v—-—u)Vvek

ammette soluzione unica.
Cid premesso, dimostriamo il teorema seguente, che caratierizza
la soluzione della disequazione variazionale (1).

TEOREMA 1. — Nelle ipotesi fatte su Q, f, Vi, ¥: ed E, per ogni
1 € H, posto:

(Au— fH* =max{Au — 0}, (Au—f)- = min{Awu — {0}

le seguenti proposizioni sono equivalenti:

a)} Risulia:
¥, +Ef=u+ BEAu=¥+ Ef g.o. in Q
(2) (Au—ft{(u+EAu—-—¥, —Ef)=0 q.o. in O
(A - (u+EAu —-¥—-—EfH=0 gq.o. in &

b} u & soluzione della disequazione variazionale (1).

Dim. — Infatti, se & vera la a), per la prima delle (2} © ¢ K.

D'altra parte, risultando per la seconda e la terza delle (2):

f(Au—f)*(‘Ifl—§—Ef—u—EAu)dx_0

f(Au—f)(\If;—}—Ef—u—EAu)dx:O
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per ogni v € K si ha:

I(Au—f)*(v-l-EA11mu-EAu)dx>0

Q

f(Au—f)(v+EAvﬁuﬁEAu)dx20

43
da cui:

I(Auwf)(T(v)—T(u))dsz VveK.

2

Dimostriamo ora che b) = a).
La prima delle (2} & ovvia.
Al fine di stabilire la seconda e la terza, poniamo:

QG ={xeQu=¥v}
91:{x€ﬂ|‘l’;<u<‘lfg}, ﬂj,:{}CEQ‘[LLZ‘I’z};

poniamo ancora:

\I’1+Ef, iHQ[
g=14u+Ef, in O
\I’Z—I-Ef, in Q_*,

¢ indichiamo con v, l'unico elemento di H tale che v, - EAv, = g.
Poiché v, € K, si ha:

0

fAu(T(v(,) T dx >ff(T(vD) T dx

OVVero:

f(Au—f) (. + BEf —u—EAuwdx +f(Au—f) (f —Auw)Ed=x +

f(Au—f) (V:+EBf ~u—EBEAu)dx = 0.

2,
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Da cio, tenuto conto che per l'appartenenza di u a K:

Uu=¥=Au=f{, uz=U=Au<f
si trae:
(Au —fY ("M +EBEf —u—FEAu) =0 in Q,
Ai'/l:f in Qz,
(Au— )% + Bf —u—EAu) =0 in 0,

nonché la seconda e la terza delle (2).

2. Scopo di questo numero & lo studio della regolarita defla so-
luzione u della disequazione variazionale (1).
Sussiste in proposito il seguente:

TEOREMA 2, — Posto:
v =T (¥ + Ef), v, =T "'"(¥,+ Ef)
g1 = max {Av, 0}, g = min{Avy, 0}

se f, g1 e g appartengono a L7 (Q) (p > 2), allora la soluzione u della
disequazione variazionale (1) appartiene ad H>" (Q).

Dim., — Poniamo per ogni n € N:

1
K, = {veH[\Pl—}-E/’1<T{1))£‘I’2+Ef+*

q.0. in _Ql
o 1 }

e denotiamo con u, la soluzione della disequazione variazionale:
e € Kot (A2, T(v) — T () > (£, T(v) — T (utn)) Vv e K,.
Poniamo ancora per ogni ¢ e [0, + e]:

¢ () =17,

ed indichiamo con J lapplicazione di dualith tra 1P (Q) e L7 (Q)

r

(_..1. S 1 = 1) relativa a o:
P P

we L () = w[P2w.
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Cid premesso, € posto per ogni # € N e per ogni f € R:

‘E, SE:I‘Swi (O, sef = 0
n
() ‘ 1 (1) 1
h'“(fy={~-nt,se ——=1=<0 , h, ()= nt,se == —
M 1
0, se f =0 1, set=—"-

7
proviamo anzitutio che:

a) Per ogni ¢ > 0 esiste un unico u. € K, tale che:
Au. e L7(02)

(3) T(u) +eJ(Au — g h” [T(w) — T —
— k" [T(w) = T)]) = T ()

A tale scopo, per ogni w ¢ L? () denotiamo con C®w l'applica-
Zione:

be 12(Q)— (AT ! (w), v) +[J—‘ [%] v) +

(@B Iw + T () — T, v) — (@ i [w+T () — T(v)1,v).

Poiché:
AT-! & continuo e V (wy, w2 e (LX) (AT 1(w) — AT 1(wa),wy — w2} = 0,

J-' & l'applicazione di dualita tra L* (€) e L”(£2) relativa a ¢},

{1) N .
k" & continua e decrescente,

{n) \ .
h,” & continua e crescente,

si ha che l'operatore C® di L*(Q) in L’(£) risulta emicontinuo e
strettamente monotono. Inoltre, detto w un arbitrario elemento di
L2{) e posto w = T~ {w), essendo:

[ e = | TO) |l < costl] wlig < cost (Aw, T (W)} =

= cost (AT ' (w), w) =< cost (C® w, w)
si ha:
(COw, w)

[ e

— 1 e per || w [l —> + oo
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Da quanto ¢ stato detto, si trae per un noto teorema di HARTMAN-

StampaccHIA (cfr. [4], [9]) lesistenza di un unico w. e L2{Q}) tale
che:

MTWMM0+(J{WﬂJJﬁ@WW[M+TWJ—TMHW+

E

— (& B w4+ T(u) — T, v) = (= Aus,v) VveL(Q)

ossia:

AT (W) + w) — g A" [we + T () — T(v)] +

- gZ h-z(") [WE + T (un) - T(Uz)] —|— Jfl (_WEA] — 0
£

Pertanto, posto u. = T~ {w.) + u., si ha:

e H, Au. — g )" [T(u) — T(w)] — A [T(w) — T(v)] +
+ J{[ T(“E) “‘T(u") ] =0

£

il che implica:
Au. e LP(Q)

Mostriamo ora che wu. € K,
Allo scopo di provare la disuguaglianza:

(4) T () = T {va) + 1 g.o. in £
#
poniamo:
o = {x € Q| T(uw) = T(v) + }}
n
ﬂlf —

{xE‘QIM;>‘Vz+1} 7
e

7

e notiamo che in O si ha:

- T () + eJ(Au. — g) = T{w,) in virtti della (3),
5
J-! ( T(u.z..)._ T (u4) ] = 0

E
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nonché, conseguentemente:
Au. < Av;.

Da cid, tenendo anche conto della implicazione valida per ogni
x e

{us (x) = va{x) + ——1--—, T () (x) 5 T(v)(x) + 1—} = Au, (x)<Av,(x)
1 1

si trae:
Q' c o, in 7 Au. < Av: e

(6)

T(vs) + 1 T(u) = v + 1 U, .
n by

La seconda delle (5) implica che:

% f]‘l [—T (”E)"“T(“”)—J [ T(v) + - — T(us)de < 0.

€ n
o

Posto poi:

¥ = min {v: + 1 ue,O}
"

appartenendo # ad H. (Q)}? si ha:

n

f(Av;: — Aug)[v2+ R uEJch =

o

= fA[v2+1— 2 | {V;-l—i— ue)dx:
1 n
0ov

= J-A [v: + . w] ddx = i:,-; dij a[vg + LI ug]a% dx =
d ax;

n 1 x; n
Q o
i av at
— i | @i - ——dx = 0.
Zlff J ax;‘ dx;

0
? Infatti, indicata Vv ¢ H' (£2) con y,v la traccia di v su ¢, risulta:

Y.& = min {T., (v, + ]—11 — u), D} = min {-i—,(}} =0
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La relazione precedenie, unitamente alle (5) ed alle (6), com-
porta che:

(o f Tl — T(w)
N

€

T (v2) -+ 1 T(us)]dx =
n

7

= f(gl — Auw) [T(Vz) + % — T(ua)] dx =

Ly
I

Zf(gz - Aug)[vz—l— ——ug}dx—

rf(gz - sz)(szrlL.tE dx +
n

e
1
+ [(Av2 —Auy | v+ — — . |dx
R

=

n

(8)

= {(sz — A v2+im U, |dx =

e "
“f(AVzALii) V2+L—1fe]dx_

)

k4

— f(sz — Au) | —|——1—— —u |dx =
Il

Fl

oo
= f(sz — Auwn) v;—f—i—ue dx +
[

+ | (A — Av)) v, + — — . jdx = 0.

07—

Da (7) e (8) si trae:

IJI( T(u;): T () }{T(Vz) + % — T'(ug)]dx =0

da cui, per la seconda delle (5):

-1 [_.T(%)—T(”n)][ﬂw) T - T(us)] -0 ing.

£
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Pertanto, tenuto conto che per ogni x € O

o (T T ) — 05 T () =

£

=T () (D)= T (w) (1) = T () () + —

)
st ha:
T{(u) = T(w) + 1 in
n
e quindi vale la (4).
Per quanto riguarda l'altra disuguaglianza:

T{w) = Tw) — q.o. in £,

1
"
si pone:

QO = {x € QT (i) = T(w) — —1} , Q7 = {x € Qlu = 1 wi}
1" 7

e si ripete un ragionamento analogo a quello svolto precedentemente,
dopo aver osservato preliminarmente che in Q"

T () + e T (A — g) = T ().

Acquisita la a), rileviamo esplicitamente che l'appartenenza di
Au, ad L7 (Q) e la coercitivita dell’'operatore A implicano (cfr. [6]):

(9 u, € H¥ (), | . |lieeoy < cost |} A s [l -
Fatta questa precisazione, mostriamo che per ogni n € N:
(10) Aw, e L7 (0.
Intanto si ha:
VveK, (Av, T(v) =T ()=, T(v) — T (u.))
in particolare, per v — ..
(Au, T(u) — T(ua)) = (f, Ty — T (2tn))

ossia, in virtir della (3):

(Ar, T(Au, —g)) = (f,T(Au. — g))
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essendo:

g =ahITw) — Tw)] + ah” [Tw) - Tl
Da cid, tenuto conto che:

o(|Au. — gella) | Aue — g lliwey = (Aeee — g, T(Au. — g))

(11) T (Aw — g) iy = o ([| Az — gellmay)
si trae:
A ue — gy = [ f ey +
(12)
+ g lhmey < 1 f lheeay + &1 ey + 1l &2 ey
e quindi:
(13) FA we fiay < || Flleay + 21 &1 ey + 2] g2 [fees Ve

Osserviamo ora che, per la (13), esistono B, € L* (£2) ed una suc-
cessione infinitesima {e.} di numeri positivi tali che per h-> + =

(14) Au., — B, debolmente in L7 ().

D'altra parte, essendo per ogni h € N:

| ue, — a Iy < cost (A e — Autn, T(us, ) — T(ua)) =

= cost (H Aus,, ”u(ﬂ) + EEfHLP(ﬂ)) : H T (u;b ) - T(Mn) ”L”'{ﬂ)

e tenendo conto di (3), (11), (12) e (13), si ha:

im wu., = u. in H
Ttmy +
ed anche:
{15) bm (Awu.,u, — u:) = 0.
By e om
Da (14) e (15) si trae™:
B, = Au, q.o. in £

e con cio la (10).

* Infatti, per la monotonia di A, qualunque siano ve H, he N, t > 0:

(A, + t(v—u)l,u, —,— (v —w)) —QAu_,u, —uw)<st{Au, i, —v)
I It h L]
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Proviamo infine che:
u € H (£).
All'uopo osserviamo anzitutto che, risultando:
lim Au:, = A debolmente in LF (Q)

Jres 4 o

si ha:

H Au, iELP(Q) < lim’ g A u;k EF}_P(Q)
Bt =

e quindi per la (13):
VieN [[Aullew = || fllew + 2] gl + 2 g2 e
nonché (cfr. [6]):

(16) YueN w,eH?(Q) e [ullmem =<
< cost (| { ey + 2] & flremy + 2 | g2 o).

Pertanto esistono u' e H*?(Q)N Hcl, (02) ed una successione (tn, )iex
estratta dalla {u.} tali che per i — 4+ oo:

(17) tu =t debolmente in H*? ().

D'altra parte, poiché (K.he.n & decrescente e K = ﬂNK”’ si ha
{cfr. [7]):

(18) Iim K, =K

Da (17) e {18) si trae (cfr. [7]):
w=u
e quindi:
u e H*" (£1).

e quindi, per A — + oco:
(A, + 1 (v —u)], u, —v) < (B, 14, — V)
da cui, per t — 0
(A thy, 1, — V) < (Bt — v) YveH
il che implica:
Au, =B, q.o0. i1 £
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OSSERVAZIONE 1. — Supponiamo che f, ¥; e ¥, siano elementi di
L7 (Q)); sicché per i = 1, 2, essendo:

Vi ¥
Avi =
. E + f
si ha (cfr. [6]):
v € H>? (ﬂ)

| vi lfzeay = cost (|| Wil + || f ey + e flieny) =

< cost (] Wi lltway 4+ [ F {leany)
nonché

| & llery = [[A W fhwny < cost (|| Wil + || F ).

Ne segue, per la (16):

i e lheoay = CCf ey + 10 iy + 1] W2 [focay)
con C = C (£, E).

Conseguenza dei teoremi 1 e 2 & il seguente:

TEOREMA 3. — Supponiamo 0 di classe C, a; € C* (), E dotata
in O di derivate parziali prime continue e limitate.

Se ¥, ¥, ed [ appartengono ad H'"(Q2)(p = 2), allora la solu-
zione u della (1) appartiene ad H>® (Q).

Dim. — E sufliciente stabilire che A u € H"? (2} (cfr. [6]).

All'uopo osserviamo subito che, in virtli del teorema 1 per quasi
tutti gli x appartenenti ad Q valgono le implicazioni:

u{x) = V()= Aulx) ={(x) + W (x),,".‘, u (x)
E (x)

V() <u(x) <¥{(x)=Au(x) =f(x)

u(x) = Va(x)= Au(x) = f(x) + ¥, (x) — 1 (x)
E (x)

Pertanto risulta:

{19) Au = {4 max {%0} -+ max {ME%,O} q.0 in 0

da cui Au e H'Y, in virti delle ipotesi fatte e del teorema 2.
10
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OSSERVAZIONE 2. — Dalla (19), tenendo conto della osservazione 1,
si trae immediatamente:

| 2 |lwwcay = C| flluany + || ¥r llmrecey + || Pz |[arncay)

con C=C(Q,E).

3. Vogliamo qui dare un esempio di problema della teoria del-
l'elasticita, che viene tradotto nella disequazione variazionale (1).

Nello spazio cartesiano x, ¥,z siano dati due corpi elastici, B
e B, aventi per comune proiezione sul piano z = 0 la chiusura di un
aperto limitato . Siano poi:

z2=Y(x,9) ; z2=Y(x,y)

rispettivamente l'equazione della superficie S, che delimita superior-
mente B, e quella della superficie S; che delimita inferiormente B:, -
e si abbia:

¥ (x,v) < Va(x, ) su £

in modo che B, sia sottostante Ba.

Assegnata una membrana elastica M tesa e fissata nei punti della
frontiera di Q in assenza degli ostacoli B, & B:, desideriamo deter-
minare la configurazione di equilibrio assunta da M quando essa viene
deformata per effetto della presenza degli ostacoli B; € B; e di una
forza distribuita ?

5

Supponiamo che f sia perpendicolare al piano xy, e che la de-
formazione degli ostacoli sia proporzionale alla reazione vincolare
secondo un comune coefliciente di proporzionalita espresso da una
funzione E (x, y).

Inoltre, detta F la componente secondo l'asse z della risultante
delle forze attive e vincolari agenti su M, ed indicata con z = u (x, ¥)
I'equazione della configurazione di equilibrio della membrana, suppo-
niamo che u verifichi il sistema ai limiti (eq. della elasticita linea-
rizzata):

Au=F in
(20)
u=2~0 su dQ
dove A ¢ l'operatore differenziale del secondo ordine che descrive
il comportamento elastico della membrana.



Sulla regolaritd della soluzione di una disequazione variazionale 135

-
Dunque, se f ¢ la componente di f secondo lasse z, avremo:
u=20 su 41, F=4

nei punti in cui la membrana non tocca gli ostacoli,
¥—u [ . Ve —

F=f+———|risp. F=f{+ 2 -—

f = [ P f B ]

nei punti in cui la membrana tocca (ed eventualmente deforma)
I'ostacolo B; [risp. B:1.

Quanto detto poc’anzi, si traduce, in virtit della (20) nelle re-
lazioni:

u=~0 sudQ

MS%::»AL{;{“;_..%%

(21) <
| Fi<u<=Au=1{
¥, — u .

uz¥=Au=7F+
E

Evidentemente la u verifica le (21) se, e solo se, risulta:

u=0 su 90

Vi +Ef<u+ EBEAu=<W¥.+Ef
(22)
Au—H"(u+EBAu — ¥ —EfH=0

(Au—fy (u+EAu—T —Ef) =0.

Pertanto, ambientando, com’® naturale, il problema posto nello
spazio H, in virtlt dell'equivalenza tra le (21) e (22), e tenendo conto
del teorema 1, possiamo asserire che:
nelle ipotesi su @, f, ¥, ¥, E ed A precisate nel n. 1, il problema
(21) ¢ equivalente alla disequazione variazionale (1), e quindi am-
mette un'unica soluzione, la quale, nelle ulteriori ipotesi del teorema 2
[risp, teorema 3], appartiere ad H** (Q) [risp. ad II** (2)].
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Numerical Inversion of Laplace Transform
by the Generalized Cardinal Series

Nota di Maria Luisa Dr CESARE ¥ € MaRIA ROSARTA MADDALENA *
presentata dal socio ordinario CArRLO CILIBERTO
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Ri1assunNto, — Ne! presente articolo viene presentaio un metlodo per determinare
numericamente l'antitrasformata di Laplace di una funzione F (z) mediante una serie
ottenuta sostitucndo formalmente alle funzioni Re {F(2)} ed Im {F (2)} la loro serie
cardinale gencralizzata., Si perviene inoitre ad una maggiorazione dell'errore indipen-
dente dalle derivate.

ABSTRACT, — In this paper a method is presented to evaluate the inverse Laplacc
transform of a function F (z) numerically by means of a series obtained formally

replacing the functions Re {F(z)} and Im {F(z)} with their generalized cardinal
series, Furthermore, a derivalive-free- bound-on- the remainder is stated.

1. - INTRODUCTION
Let f(t) be the real inverse Laplace transform of a [unction

Flx+iy)=ulx,y)+iv(xy).

As we know [3], il the Riemann's inversion formula holds, the
evaluation of f{¢) can be reduced to the evaluation of one of the
following integrals:

(1.1) f(t):zieﬂfu(x,y) cos (ty)d y >0
T
(1.2) f(i) = ¥Zef-fv(x,y) sin{ty)dy t>0

&

* Istituto Matematico «R. Caccioppoli» - Via Mezzocannone, § - Napoh.
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where x is a real positive number greater than the exponential order
x. of (i)

In the present paper we give a numerical method to approximate
f(t) by means of a series obtained replacing the functions u (x, y) and
v(x, v) in (1.1) and (1.2) with their generalized cardinal series and
then formally integrating termwise. A bound is obtained on the
difference between the sum of this series and the function { (¢} which
it approximates.

In section 2 we give some definitions and theorems that will
turn useful later.

In section 3 the numerical method is described and a derivative-
free bound on the remainder is stated.

In section 4 we give some examples illustrating the use of the
method.

2. - DEFINITIONS AND THEOREMS

We first recall and state some definitions and theorems.

THEOREM 2.1.!' — The functions
w(d,w) = _Fld+iw)+ Fld—iw)
2
(2.1) o .
v (d w) = F(d+iw)—F(d—iw)

24

where w — y -+ i &, are analyiic in the strip:
(2.2) El<d=x —x

Lemma 2.2.2 — The functions u(x,y) and v(x,y) satisfy the
identities;

ulx, y) =u(x, — ¥
(2.3)
v(x,y) = — v(x, - 3’)

DEFINITION 2.3.° — Let p = 0 be an integer and let h > 0 be real.
Given a function g:R—C, ge C°(R) the p — th cardinal series
of g with respect to the interval h, is defined by:

(2.4) ST Y g (mh)t, (2 — mh) z6C

m=—= gq=0

' Cfr, [51.
* Cfr. [5].
* Cfr. [2]1.
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with:

25) 1,(2) = f(

sin (r/h)z ¢! Uezaya
el _J

by L C
(n/h) 2 (p)[h Z) €€

—

where the by (p) are the coefficienis of the Laurent expansion

1 =, ba
Ly ) 0< |zl <=
SIDP+IZ r=0 ZP+1*2’
Remark. — The entire functions t,(z) have the same parity as g.

If p =0, the series (2.4) is the Whittaker’s cardinal series of g*.

LemmMa 24.° — FLet the function g be analytic in the strip
B=Rxil—d dlcC, d>0; then

i (2) g (2) — é ‘Z: g (mhyt, (z —mh =

Bi= =i

I_ e g(C)dl R .
2w S (’IT/I’J‘-)ZC (€ — z)sin*' (n/h) T z ¢ Ca

where C, denotes the boundary of the rectangle:

B, — [—(n + ;}h [n +%Jh} X i[—ddl B
[543
1if ze B,

X (@) = {0 if z ¢ B,

THEOREM 2.5.° — Let g be an eniire function such that:

lg(2)] = cehl z=x+iyeC

with real numbers ¢ = G and 0 < p < (p + 1)-%. Then the p—th

cardinal series of g with respect to h is locally uniformly convergent
for all z € C and its sum is equal to g(2).

* Cfr. [4].
3 Cfr. [2].
¢ Cfr. [2].
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DEFINITION 2.6. — Let d > 0 be real. Then Sq denotes the set of
all functions g such that:

@] =g +in] =2
x|

with |x| = 8,8 >0, |y| < d and A, B real numbers such that A >0,
8>1.

LEMMA 2.7. — Let p = 0 be an integer and h and t be real num-
bers such that
h>0
(2.6) O<ct< ™
h
Then
(2.6a) L - [u@etda< e (@=01...p)

where the functions t4(x) are defined by (2.5).

Proof. — From (2.5) we obtain for z = x: 7

bo_q (p) sin®" ! (n/h) x

i — +
') g (w/h)e! x
[ B
2 ba(p  sin”i{w/h)x
- zzzl:) q! (Tt/h)”‘*’lflf' gprl—la e
(p — g even)}
p—g-—1
R b () sinf*! (n/h) x
R = i e
(p — g odd)

Since

—g—1
l<p+1 —(g+2r) <p+1, (,,0,1’___{19;1‘]; q<p}
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the assertion follows if we prove that:

f sin*!' {n/h) x

X

e itdx <

This immediately follows, under the assumption (2.6}, if p is even,
making use of the identities:

TP+ 1 l #,1 — i — q p+1
sin [.3’1 x)cos(tx) (2 iy %( 1) [ 5 )X
—;---{sin((p-i-l2q)--£—+t}x+sin((p+l—2q) %—-ME]X}

T . _ 1 2 g p+1
sin (hx]sm(tx)_ (21')"_(12:(:)( 1)( ) )x

—I—{COS[(p-i—l—Zq)l—t}x—cos[(p+1—-2q) —Ts——i—z‘)x}
2 h h

and other similar relations that hold if p is odd.

THEOREM 2.8, — Under the assumptions of Lemuma 2.7, let a,, be
defined by:
1 2 "1+l
(2.7) Apg = Qpy (1) = __[__TE'] T, (1) (6] =01,..., P)
2l h

where the T, (t) are defined by (2.6a), and let

2T
ht

Then for the quantities ap,q”we have
i)
Aoy = 1
Apo = [1 — 4/(p* )] tp-20

apy = — [8i/(p? )] tp2e + [1 — 4/(p* s)] @p22
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(28)  apq = (2/PV @pozg—r — [Bif/(pPs)] apag 1 + [1 — 4/(P* )] @p 2,4
(g =2,3,....,p — 2)
appy = (2/pV Qpaps — [8i/(p*s)] @p2p

w = i)

if pis even, and
(oo = 1
dpo = [L—2/(p + 1) s] ap-10
(29)  apy = [=2i/(p + D] aoran + [1 = 2/(p + D) 5] @p1q
(g=1,2,...,p—1)
— 21 1 g

T

App =

2 n
if pis odd.

ii) The recursion formulae (2.8) and (2.9) are nuwmerically stable.
Proof.
i) The functions €® and e~ satisfy the assumptions of Theorem

25, if we choose 0 =p<(p+ 1)%. Therefore we get: ®

14
dr = YT XS (e) ety (z— mh)
e g=0

2
-

Ca— (—igye ™y (z—mh)

m=—ew g=0

If we multiply both sides of these identities by ¢~ ™ and integrate
over the interval [0, 2] of the real axis we have:

i —{m—1)

(2.10) f elte=tr d y — i Zp: (ip)s eite— b f ty(x)e *™dx
M= —c g=0
] —mh

8 Cfr. [2].
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h —{mi—1}r

o P
(2.11) fe‘“””"dx = Y. Y. (—ip)? e feromk f te(x) e™ ™ d x
Mm=—eca g=0
] —uiki

Setting p — ¢ = j ;‘ in (210) and p+ =1 :f in (2.11), for all j
T T

and n even integers such that 0 = j = p and 2 =n = p + 1 we have,
for Lemma 2.7

I wa

TR » q
fej” dx:'qL:"] [i[}'z + i;: )] f'tq(x)e“-‘dx

a — =

(G=2rr=0,...,[p/2D

ki =

: —in‘TE—.\- P . g 2 T g _ ity
e " dx=3.|—i|lmn T eh t(x)e ™dx
g=0

0 —

(n=2r7r=1,...,{(p+ 1)/2])

Thus, making use of (2.7) and evaluating the integrals on the left
sides, we are led to the system of linear equations:

(212) 0 =T [i[r n é-)]“ap,q

- {il,%z,...,ip/z p even
+1,£2,...,£(p—1)/2, — {p+ 1)/2 p odd

Define a polynomial p, of degree p, by:

p
pe(2) = QZ:':) Ap,q Z°

()

Then (2.12) read:

Il



144 M. L. De Cesare ¢ M. R, Maddalena

Hence:
po(z) =1
(2.13) v (2) =

= ,ii [(z/rY — (2i2)/(r' sy — 1/(F*s%) + 11,{p = 2,4,...)

(214) pr(2) =
= {(Z”@ ¥ 1} 0[P — QiD/67s) — (s + 11,
ﬁ (p=1,3..)

The indentities (2.13) and (2.14) can be written:

n r-2

g:"u Apg ' = {2/prz — [8il(pPPs)]z+ 1 — 4/(p* s} Z:::D p.q 2°
L — 1 q oe—i
Yo g T = [2"'1_ z+1 -~ #J Y Upg 2°
P+ (p+Ds |

Comparing the coefficients, we find the recursion formulae (2.8)
and (2.9).

i1} Denocte by:

M(k) = {m,; (k)} the (p + 1) x (p + 1) matrix defined for all
integers p and k = 2n, n =0,1,...,[p/2], as follows:

1 — 4/ s (r=12...,k+1,ij=71
P2 _ e
e (k) = — 8i/ks (r=23... ktLj=r—1)
4/k (r=34...,k+1;, j=r—=2)
0 (elsewere)

D(p)={d.;(p)} the (p+ 1) X (p + 1) matrix defined for all
odd integers p as follows:
1-2/(p+1)s (r=1,2,....,p4+1;j=1
dj(p) = ¢ —2i/(p+1) (r=23...,p+1 j=7r—1)

0 (elsewere)
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X (k) = {x,(k)} the column vector of order p + 1 defined for

all integers p and k = 0,1, ..., p as follows:
1 (k) = ( (r = 112,--‘,JTC—|—])
i Y (elsewere)

where the ax, 1 are defined by (2.7).
Then (2.8) and (2.9) can be written in vectorial form as:

C x X(0)if p is even

X(p) = { C x X(0) if p is old

where

C=M{(p)XM(p —2)x...x M(2)
C=D(p)xM((p—1)XM(p—3)x...xXxM(2)

If ¢(C) and p(C’) are the spectral radius of C and C’ respectively,
we have:

p(C)= T [1 4/ sy (even p)
o (C) = 1= 2/(p+ 1) s “’iﬁ” 11— 4/Cnsy| (odd p)

and for condition (2.6) we obtain
p(C) <1, p(C) < 1

From this the assertion ii) follows.

LEMMA 2.9. — Setting:

(2.15) T,(40) = if

sin”" (n y/h) cos (7 ) dy
L—v

where h >0, 0 < t<fl’ if £ =%41im, n> 0, we get, for even p
3

(2.16) T, (6,) — —*

. ginlp+ ki fﬁ (_ l)q ( r+ 1 ) @~ iyt /h COS(f Z_‘)
24y =0 q
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and for odd p

p—1
2
(2.17) J”(t’t"):(;)'li){ pinlp & 1mt/h g (— 1)q{p;- 1 ) e~/ cog (12} -
r+1
21 fp+1 .
+ (-1 = et
-n " (_p N 1}
2
where
_ [ riff=E+in
p=u@= {1 R R

Proof. — (2.16) and (2.17) are obtained evaluating the integral
(2.15) by means of the residue thecnique and using the identities:

- 1 n/2 o pt+t .
ity = e - (PP sint 1= 29)y, (p even)

sin’*ly =

—1
i P+l

N 1
1 {ZZ(i)q{p‘F ]COS(p-}-ngq)y-{—-(ﬁl) : (erl):l
! pl

T @i

2

(p odd)

3. - THE NUMERICAL METHOD AND THE ERROR-BOUND ESTIMATION
From (2.3), we can write (1.1} and (1.2) as:
J.' -
(3.1) () = ‘;[ u(d, v) cos (1y)d v >0
ot P _

(3.2) f() = - -ﬁe~fv(d, Y sin (1v)d y £ 0

where d is defined by (2.2).
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Setting

dr [p/2] 2g
(33) Lnun) = 2%"h {lz{h) e 1 (d, 0) +
i 2 a=0\ 2

o T2 ¢y -
+ 3 [ 5 [ - -} Apzg 20 (d, m b} cos (m h t) +

oyt - .
- [] Llpogr Y (d,mh) sin (mht) ] }

2g+1
(34) 1, 1) = ) pagrs VIV (d, 0) |

i 2 g=0 27

SRR
—2e I {__1 T [_411_

= [p/21 IT’l 2q =
+ 2. [ 2. [—J Apa, VO (d, m hYsin{m h t) +

m=1i g=10 2 1Tt
Pl
[ 2 ]71 Lo Yt -
+ [] i pag V'Y (d, mh) cos (mh 1)}}
g=0 27

where the weights a,:, & = 0,1,..., p, are defined by (2.7), the series
{3.3) and (3.4) can be used as approximate formulae for the evaluation
of {(#)°. Indeed the following theorems hold:

THECREM 3.1.% — Jf u(d, v) € Sq and eil 0, T[, then
7

f(l) +e () =L, (hou t)

with
—di{sf2—na)
(3.5) |e,(1)] = 2° cosh (4 1) — M (d) (p=2k k=0,1,.)
T sinh?#*! =
len ()] = ~ 2Md) e~ cosh (d t}) X
G6) msinbe ! dst
2
p+1 1 p+1
b 041 p+1 i+ P p+ljete-v3(p=2k+ 1, k=0,1,..)
2 2

* For p =0, we obtain the method described in [6].
% [Inder the assumption that the functions @ and v are elements of the set S,
certainly the Ricmann’s formula holds {see [1], pg. 42).
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where:
= + i
1 21 5
d="-,a>1 s = >2,M(d)={1u(d,§)!ds
o It J
0+id
Proof. — From Lemma 2.4 we get:

n ”
Yett (d, vy — ) yooud(dmh)yt,(y —mh) =
g=0

n=-i

(3.7)

— ~sinPtt Ty f_ u{d, g - de, y é C,
27 h PO (Y Sinpﬂ_};c

If we multiply ‘both sides of (3.7) by cos({y) and integrate over
{— oo, ), for Lemma 2.7 we have:

G+ V4l
u{d,yycos(ty)dy +

—(n+t Vi

I ir/23
- 3 [ u (d,mhycos(mhi)| ty (y)cos (ty)dy +
= —p qg=0

(3.8)

[ :
— Yo o ut* N {d,mh)ysin(mh t)f by (V) sin{ty)dy =

g=1

. Ty cos () u(d, %) it dy
2 ™ h F (Z _ y) Sinp-j-l 77’;:7 C
" 1

In order to evaluate the right side of (3.8), we interchange the order
of integration and discuss the case of even p and the case of odd p
separately.

ay p=2k k=0,1,...
In this case, from (2.16) and for { =E 4+ id, we get:

{3.9) |3, (t, 0| = e™" cosh (¢ d).
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Recalling the definition of C., we obtain:

i u(d,
(3.10) _ f ( ? 5, {t,0)d{ =
21 ¢ sinftt -
h
(n4+4 )0t id — (4 V5 id
1 i (d, d,
=L 2EE g g agy [ e85 (6 at +
21 sipftt - g J sin?+! -— C
(4 Yo)h—id (n+ a4+ id
—{n V¥ —id (n+W)h—id
B (YO R A P PR TG AR e T,
J sin?+! EC sinf ! —R—Q
~{(n VM —id 1 —(n+Vah—id

Now it turns out that:

(3 +id
(3.11) L “(dD 5,y dy| =
21 sinPt! = Z

x(n+W)h—id

< d cosh (1 d) max

nef —d,d]

u[&,i[n—l-% h+in}i

and, selting:
e ™" cash (1 d)

&, (t,h, d)y = ;
! ) sinh?*' w d/h
we get:
(n+Vidixid {nt+iahxid
Gap Lo wes g, a0l = Lawna [ 1a@nlds
21 sin?*l ¢ [ 2
— (14 Vidh=id h —{n+Vi)hxid

From (2.16), being u € S, and from (3.10) and (3.11), letting n— <o
in (3.8), it follows:

(3.13) f ul(d, y)cos{ty)dy +

11
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e

[2/2] ;
— 3 [ > u (d,mh) cos (mh t)f e {v) cos (t¥)dy +
a=0

M= — e

[ ] ) :
— N w8 (d, m h) sin (mht)ftzqﬂ (y) sin ({ y) a’.y] = E, (D)

q=0

where
sa 4 id

B/l ip+1-2g)t/h
B (0= (e P s 44,0 dt +
(2 i)+t a=o q sin?+! ig
h

— eo i

= —id

re—i(p+l—2q)ﬁl’,,’hcos(t§)
J sin?+t = ¢
h

— o —id

u(d, §) di}

With the aid of (3.12), we can estimate:

1 o + il i o — id i
B = Lok d) [Dj(d’de L!;z(oz,mds]
and by Lemma 2.2;
(3.14) |E, ()] = 2,(t h, d)f (40| ds

Comparing (3.13) with (3.1}, we have:

FO0) +e(t) =1{hut)
where:

er.l:

gp (1) = E, (1)

Therefore, by (3.14) we get (3.5),

byp=2k+1, k=01,...
In this case, from (2.17) and for £ = £ + i d, we have:

p+1 p+1
i-]-p(f; C)J < e T cosh (t d) 1 — —1' L—H ‘I’*’zpj—:l— pTH e
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Proceeding as in the case a), we get:

o1 =+ fef
T i(p+1-2g )t/ h _
B/(0= L (P I €os (18) 1y(a,0)dt +
(287 | a= q sinf ¥l =
— oo b id h
e — fel
—i(p+1—2q)nl/h
T <osUB) g,y ag| +
sin?tt —
— o —jd h
e+ id
R p+1
Ty it
+ (- Lz j ¢ w(@ ) de +
2 2 sin”“ _TLZ
— e il ]1
o —id
— it
+ | u(d,0)
sin”*t! — ¢
A h
Furthermore, the following bound holds:
E,(1)] = oz e 7 cash (1d) | 1 — % pi; +
sinh?*+! . 2 LaRS
h 2
ot id
71_ p+1 —dt r 7
21J+1 (p+1)e 'J !u(drc)lds
2 0+id

from which (3.6) follows,

In a similar way we state:

THEOREM 3.2, — If v(d,y) € S and te] 0, %F_ [ then
1

)((t) + EP(I) = IP (hl vlt)
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with

g~ dils/2—=) cosh (d I) M (d) (pzzk k=01 )

(3.15) |&()i=2

T sinh"”—-—_—s—t
2
(3.16) E, (1) < 2 M (d) e~ %9 cosh (d ) x
msinh?*tl dst
2
1 p+1 [ pt+1
L= | et || F g | e = 2 1 k=0 )
2 2
where;
_ oo 4
d=% ax1,5=-2" 2 8 =f v (d, Q)] ds
o ht ,
Ui
Rewmark. — Note that in the case when f(f) isn't a real-valued

function, the following identity holds [3]:

e.\’l’
2T

f(1) = U{F(xwy)n(x#iyn cos (1y)dy +

-I-if [F{x+1iv) — F(x —iv)] sin(ty)dy}

and hence, making use of (2.1), the method is valid again.
Finally, formulae (3.5) and (3.6), (or (3.15) and (3.16)) allow to
control the error suitably choosing the parameter 4.

4, .« NUMERICAL EXAMPLES

From the examples of this section we can get some idea of the
performance of the method described in this paper with different
choices of the parameter p.

All the calculations reported here, have been performed in single
precision (6 significant figures) making use of (3.3), with « and s
fixed and with the product d ¢ constant,
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In the series (3.3) a number of terms has been summed, such
that the truncation error is less than or equal to the magnitude of
the error «(#).

1 2

. _ — 2 o E3

I} Fi{z) = Pzl fi(t) = Vit e~"2sin(V3i/2)
__ v N

IT} ¥, (z) = EFRTI L) = 5 sin ¢

with z=x 4+ iy

In tables I, IT we report the values of the computed inverses
of the functions F,, F, respectively and the error bound esiimation
that can be compared with the absolute error.

TABLE T

Evaluation of {, = f, = 533507 {exact value of {,(f} for 1 = 1). Parameter values are:
s=5 dit=1266, a=11.

7 f, =1 (1) computed e, (1) ‘ f.—1, §

g 0.5323013 24920(— 1) 12059 (— 2)

1 0.5333209 46277 (—2) 18632 (— 3)

2 0.5335003 31783 (— 3) 65141 (— 4)

3 0.5335025 AT (- 4) 47684 (— 5)
TanLe 11

Evaluation of §. = f, (1) = 420735 (exact value of f,{{) for t = 1}. Parameter values are:
s=5 dit=1266, o =11

P f. =1 () computed e, (1) [1. - 1.

0 0.3853684 21990 35367 (- 1)
1 04176218 40837 (- 1) SH37 (- 2)
2 0.4205607 28047 (- 2) 17476 (— 3)

3 0.4208415 39508 (— 3) 10603 (— 3)
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I semi-invarianti ed il teorema del limite centrale
per campi aleatori

Nota di Roporro De Dominicis *
presentata dal socio emerito CARLO MIRANDA

{Adunanza del 4 marzo 1978)

Sunmniary, — By employing the apparatus of semi-invariants of higher-orders, the
author proofs the central limit theorem for random fields that verify the Rosenblatt
mixing condition.

The result presents, as corollary, a theorem employing the Dobrushin condition.

RIASSUNTD. — Scopo della presente nota & quello di indicare, attraverso l'utilizza-
zione dei semi-invarianti di ordine comunque grande, delle ipotesi sotto cui sia veri-
ficata ia proprieta del limite centrale per campi aleatori.

Il risuliato ottenuto reca, come corollario, un teorema contenente una condizione
dovuta a Dobrushin che viene ora dimostrata valida sotto ipotesi del tutto generali.

Sia 2" il reticolo intero in IR" e supponiamo che per ciascun
t € Z" esista una variabile aleatoria (v. a.) & .

Una famiglia di v.a. &, t ¢ Z" su uno spazio misurabile (8§, &)
viene detta campo aleatorio. Imponiamo che

Viezr E(g,):fg,dpo
8

dove P & la misura di probabilita su (8, ).
Consideriamo le somme

=&

tEUk

dove U & una sequenza di sottoinsiemi finiti di Z"; sia N, il numero
di elementi di Us.

* Dipartimento di Matematica - Universita della Calabria. Lavoro realizzato col
parziale contribute del Consiglio di Amminisirazione dell'Universita della Calabria.
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Diciamo che una successione m verifica la proprieta del limite
centrale se per k— « e a e IR, si ha:

a

. 1
1 pl- 2 - ] _f e #2 d x
) [ ok “7 V2r

dove g, ¢ la varianza di mq.
Scopo del presente scritto & quello di indicare delle ipotesi sotto
le quali sia verificata la relazione {1).

1. LEMMI PRELIMINARI
Se A e B sono due algebre di eventi, porremo per il seguito:

a (A, B) = sup |[P(ANB) — P(A) P(B)|

BeB
Siano U’ e U” due sottoinsiemi del reticolo Z*, poniamo;
a (U, U") = a (A(U"), A(U"))

dove A (U} & la o-algebra generata dalle variabili & per t € U,

Denotiamo con |U | il numero di elementi in U e con p (U’, U”)
la distanza euclidea fra i sottoinsiemi U’ ¢ U”, Definiamo quindi il
coefliciente di miscelazione:

(A) o (r) = su o (U U”)

P
P+ 0 = sz 0 U7 U s
essendo m un intero e r € R.
Supponiamo ora che 1 (¢} sia una funzione su Z" che assuma

valori interi non negativi e sia diversa da zero al pitt su un insieme
finito e definiamo:

lnl=ul); & = I(E; ul = e (D)!

In guesta notazione possiamo esprimere 1 momenti del campo £ nella
forma

(2) M.=E E”
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ed i semi-invarianti nella forma

(*" l)kﬁl le...ka
(3) Se=wn! )2l

k LTI T |

dove la somma ¢& estesa su tutti gli insiemi ordinati (v, ... ) soddi-
sfacenti la condizione v+ ...+ v = .

Sia T (u) = {t : u(z) > 0} il sostegno della funzione p.

Al fine di enunciare il teorema del limite centrale per campi alea-
tori, premettiamo 1 due seguenti lemmi:

LEMMA 1, — Siano p' e " due funzioni su Z" a sostegno disgiunto
tali che:
po=p 4+ p”
Sia
TW)=T,TW) =T, p(T,T)=7r>2
allora
(4) |Mp' — Mp/ Mp” | < 10C)0 ad 7" (1)
(4" dove C,=supE|&|]7; p=12,...
i

La dimostrazione del lemma 1 ¢ analoga a quella di un teorema di [3].
Deduciamo dal lemmma 1 il seguente:

LEMMA 2. — Sotto le ipotesi del lemma 1, per T' 7= ¢, T # ¢,
si ha:

(5) [Sul = 10C e [W ag” ™ (r)

Dimostrazione. — Sia v una funzione non negativa a valori interi
tale che v < p. Si ha ovviamente T(v)C T(u), ma di piil se p=n'+u”
con p’ e p” funzioni a supporti disgiunti, dette v/ e v" le restrizioni
divaT eT” siha:

v = ’V’ + 1;’!; T(vf) g TI; T('V”) g T”.
Poniamo allora:

(S’) Lp = M“' Mv"; Dv —_ My —_ Lp



158 R. De Dowminicis
Abbiamo l'identita
k
(6) M ...MV:EL‘,...LV D, M, ..M, +L, ...L,
& L=} 1 L-- c X

Y
Yy

Sostituendo la {6} nella (3) si ha:

k
g Lyl Dy MM,
—_— - L=1 -1 L L+
— ! a
(7) S, =p! X2 T N +

(—1)k ! L. ...Lv‘

+ ul Z N SR S
k 1 ... Vi !

Notiamo che la seconda somma nella (7) & nulla, infatti essa rap-
presenta l'espressione del semi-invariante S, quando il campo alea-
torio £ sia stato modificato in modo che i gruppi di v. a. & corrispon-
denti ai due insiemi T’ e T” sono stocasticamente indipendenti ed
identicamente distribuiti.

Notiamo ora che dalla (4") si ricava la seguente:

(71) ! Mv l < C\ /| /pln|

Pl
Per cui, utilizzando la 1* delle {5") e la (7'} si ottiene che:
(7 IL.| = chim
ed utilizzando la 2° delle (5) e le {7") e (7”) si ottiene che:
(7Hr) rDvi < 10 Cl."iE (p=-2)/r (T") < 10 C]VEI’P[EL| ;.U*Z)fﬂ (T)

7l

Per finire & facile verificare che

(8) ) I

R LT Y

La (7) con le {77, (7)), e (77"} e (8) forniscono l'asserto.

2. RISULTATI E DIMOSTRAZIONI
Siamo ora in grado di dimostrare il seguente

TEOREMA. — La relazione (1) & vera se sono verificate confempo-
raneamente le tre seguenti condizioni:

(B) Cp<°‘°,p:1,2,...
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(<) I (1) = sup (S| = 0(r )
Kiasr
(D} N ap— o, B>---;—, k — oo

dove m e g sono interi, re¢ IR e

8 (p) = supp (T, T")

essendo

T’i Cf) ; T”;‘é (;b; TrnT” —_ qb,

Dimostrazione. — Alla luce di un teorema di Markov {cfr. ad es.
[4]), & sufliciente far vedere che, sotto le ipotesi del teorema, i semi-
invarianti;

k) m! S,
® S = e —
g, [w]=n 1]

T(p)cUk

delle somme normate /o tendono a zero per m = 3,
Per verificare quanto detto scriviamo la (9) come segue:

1 1
(©) s =T Dy L Se

oy Lol o, T pl

dove

Ti={p:|pn]=m; T S U 8(n) <L}
L={p:lul=m; T() < U () > 1}

con L = 1.

Notiamo che per valori di 8 {p) = L, possiamo invocare diretta
mente la condizione (C) del teorema.

Per valori di §{u) < L possiamo sostituire al semi-invariante S,

la stima:
(10) S| = Cum™

La (10} si ottiene dalia (3) e dalla

(11) [ M“ E = CJJ‘I'J’I’” ’
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valida per |v| < m = |u|; infatti la (3) con la (11) fornisce

Cj\fl!,t’m . Ckaf,"m
(Sl = [u!] S
Vb= vl v
per la (8) con || = m si ha allora:
nieering
[S.|=C, " m",

e la (10).
Allora in ciascuna delle somime della (9), scegliendo il termine
max | S, |, (i = 1,2) e stimando il numero dei termini, otteniamo:
I,

(}2) f i’:) | < - N::l w1 2(?1:-—1)(u+1) (11’1‘. L)m(mfj) ,
Ty
P
k
-max | S} + ——max | S, |.
o Ty 1

Ponendo L = N, dove v < (38 — 1)/3n(m~— 1), applicando le (10),
{12}, e la condizione {C) si verifica I'asserzione del teorema. A norma
del lenvma 2 risulta evidente che la condizione {A) &€ una conseguenza
della condizione (C) del Teorema ; possiamo quindi fornire il seguente:

COROLLARIO — La relazione limite (1) & vera se sono soddisfatte
le seguenti condizioni:

(B) CP<°° L] pzlyzn"'
{A) a, (r) = 0(r %), p, q naturali; r indefinitivamente grande
D) N i oo, ks oo B>—-;--

Condizioni di miscelazione del tipo (A) sono state introdotte da
Dobrushin [1] che ha mostrato che erano soddisfatte per una larga
classe di campi aleatori. E essenziale notare che per un p prefissato,
la condizicne (A) impone vincoli solo sulle algebre di insiemi gene-
rate da p variabili £ (f). Parimenti nel caso unidimensionale la condi-
zione (A) & essenzialmente piu debole dell’analoga condizione imposta
sulle algebre A’ e A”, generate rispettivamente da & per ¢ < s e & per
t > 5+ 1.
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On a longstanding conjecture of G. A. Miller *

Nota di ELISABETTA STRICKLAND **

presentata dal socio ordinario Mario CURZIO

(Adunanza del 4 marxo 1978)

SOMMARI0O — Si considera la classe dei gruppi finiti in cui due elementi dello
stesso ordine seono coniugati. G. A. Miller ha dimostrato che nel caso risolubile gli
unici due gruppi appartenenti alla classe songe C,, gruppo ciclico di ordine 2, ed S,
gruppe simmetrico su 3 elementi, ed ha formulato la congetiura che tale risultato
¢ valido anche senza lipotesi di risolubiliti. Vengono pertanto dati alcuni risultati
in questa direzione, relativi a proprieta globali e locali dei gruppi assegnati e la
struttura dei loro sottogruppi di Sylow, con particolare rigunardo al caso p = 2.

INTRODUCTION

G. A, MiLLER has shown in [1] that the symmetric groups of
degree 2 and 3 are the only finite solvable groups which have the
property that all their elements of the same order are conjugate
for every such order. In the same paper Miller conjectures that
the statement is true without the hypothesis of solvability, This paper
gives results in this direction. Local properties of the class of groups
are listed and the Sylow subgroups S, are studied, with particular
attention to the case p = 2. it can be easily proved that the complex
characters of the groups we are dealing with are integer valued, i.e,
such groups belong to a very special subclass of the class of ambi-
valent groups, but this doesn’t help a lot, because there exist many
nonsolvable groups with all characters rational valued, while for
solvable groups the situation is much more special [2]. Looking at
the Sylow subgroups instead seems to be the shortest way to obtain
the proof of the conjecture.

* Supported by G.N.S.AGA. of CNR.
** Istituto di Matematica dell’Universith di Roma.
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NOTATION

Throughout this paper we shall adhere to the following notation.

(C) = the class of finite groups G such that any two elements
of the same order are conjugate

IP,IN, Z, C == the set of prime, natural, integer, complex numbers

Z(G) = the center of the group G

G’ = derived subgroup of the group G

S, = p-Sylow subgroup of the group G

o(x) = order of the element x in G

Ce (x) = centralizer of the element x in G

Clix) = conjugacy class of x in G

< x> = the cyclic subgroup generated by the element x in G

|G| = the order of the group G

Cu = the cyclic group of order n

H=G = H is a subgroup of G

H«G = H is not a subgroup of G

HAG = H is a normal subgroup of G

[G:H] = the index of the subgroup H of G in G

GxG = direct product of the group G with the group G

G=0G = the group G is isomorphic to the group G

g (1) = Euler’s function of the integer n

N (H) = normalizer of the subgroup Hof G in G

Cs (H) = centralizer of the subgroup H of G in G

Aut (G) = the group of the automorphisms of the group G

X~y = the element x in conjugate to the element v in G

§ 1. SOME RESTRICTIONS ON THE ORDER OF THE GROUPS IN (C)

Let G be a group belonging to the class (C). Such class has the
following group-theretic properties.

LEMMA 1.1. — If xe€ G and o(x) = n, then there are ko(n),
k e IN elements of order in G,

Proof. — In < x > there are ¢ (#n) elements of order »n and if
oy} =mn, then < y > contains o (1) elements of order n which can-
not coincide with anyone of the first list, otherwise < x> = <y >,
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LEMMA 1.2. — If x ¢ G and o(x) = n, then ¢ (n}/]G|.

Proof. — This is obvious, since Cl(x) gives the number of ele-
ments in G of order »n, and as | C/(x)|/| G|, by 1.1, 9 (n)/| G|.

CoroLLARY 1.3, — The order of G is even.
Proof. — If p is a prime dividing G and p is odd, then ¢ (p) =
= p — 1 divides |G, and p — 1 is even.
Let now H < G. We define, for every n e IN
(H)y={xeH|o(x)=mn}
and, for any p ¢ IP,
(H); = {xe H| x is a p-element}
Let S, be a p-Sylow subgroup of G. Then

Lemma 14, — Ca(S;)); =8,

Proof. — If xeCs(S;)~S, and x is a p-element, then < x,8> %8,
and <x, S,> is a p-group, which gives a contradiction.

COROLLARY 1.5. — If x € Z(8,), then o(x) = p.

Proof. — If o(x)=p" with k> 1, there are in G ko (p") =
=k p"'{p—1), kelN, elements of order p", that is to say [G:Ce(x}]=
=kp"i(p—1), so p/[G: Ce(x)]. But x € Z(S,) and so S, = Ce(x)
and | S, /| Ca(x) |, which gives a contradiction.

COROLLARY 1.6. — Z(S,) = C, X ... X Cp.

Now, if x €S, , prSylow of G and o(x) :p:‘, there are in
G ko(p') = kp~" (p: — 1) elements of order pl, so [G:Ca(x)] =
=k p/”' (pi— 1) that is to say p; " (pi— 1)/[G:Cc(x)]. On the
other hand < x> =Cs(x), so p,'/|Cs(x)|. This gives pr-p” /1G]
From this we obtain & = s; + 1/2.

We have proved that

ProposITION 1.7. — If x € G and o(x) = p!, where p:’ = |8, |,

(i=1,...8), h= (s + 1)/2.
The following statement will be of great importance in the rest.

12
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PrOPOSITION 1.8. — There exist in G elements of order pi — 1,
where p; is a prime dividing the order of G.

Proof. — Let x be an element of order p;and I = < x >, As H

is cyclic of order p:, N¢(H)/Cq(H) = Aute (H), where Auts(II) has
order pi — 1, So Ng(H)/Cs(H) is a group of automorphisms which
acts transitively, as the elements of the same order are conjugate
in G, Let y Co{x) be a generator of the quotient group. Then v has
order A(p; — 1), h ¢ IN and the conclusion is obvious.

ProrosiTioN 19, — |Z(G)| = 2.

Proof. — If p 2, and p/Z (G), then there exists x € Z (G) with
o{x) = p. But o(x) = 0(x%) = p and so there exists y € G such that
ylxy=x" As vlxy=1x (x ¢ Z(G)), we obtain x = 2%, and x = 1,
a contradiction. So {Z (G)|= 2" Now, if % > 1, there is a subgroup
of order 4 in Z (G) and this contains two distinct elements of order 2,
which being conjugate, produce a contradiction.

ProrosiTiON 1.10. — {G : G'] < 2.

Proof. —Ifae G, 0{a) = o(a"?) and so a ~ a'. Then a and a™*
belong to the same coset of the derived group, so aG' =a'G =
={(aG)!, and 0(aG’) =2, for any « in G. We have obtained in
this way that G/G’ has exponent 2, Now let ¢ G’, b G’ € G/G’ and let

ofla)y=2"k R k odd
o{b)=2"k
(i) m = n. Then, o (a*) = o(b") gives a* ~ b", so a* G’ = b"G'.

But ¢* G =(aGY =aG’, as k is odd and a G has order 2. In the
same way B"G' = bG, s0o aG = b G and G/G’ has order 2.

(ii} #m > n. Then
o [(a"}""] = o (b")

and so b" ~ (a*)"" € < a* > < (¢, and the only element not equal
to 1 is aG".

PropositioN 111, — If IG|=2py...p), 72, i=1,...,1¢,
then G = C, or G = S;.
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Proof. — In G there are no elements of order 2 k, with k/p' ... p}" |
otherwise their number would be a multiple of ¢ (2 k) = ¢ (k), which
is even and the centralizer of one of them should be of odd order,
which gives a contradiction, because it contains the cyclic group
generated by such element, of even order. On the other hand G
contains elements of even order, by 1.8, so |G| =2 - 3" Let S; be a
3-Sylow subgroup of G. Z (S,) is not trivial, so, if g € Z(Ss), |Ca(g) | =
=3"(]Z(G)| =2). So [G: Ca(g)] = |Cl(g)| = 2, there are only two
elements of order 3 and the subgroup generated by one of them is
normal. But then S; is cyclic and it contains an element of order 3"
This gives h < h + 1/2, so h < 1. This means |G|/6 and it's easy
to check that G = §; and G = C..

ProposiTION 1.12. — Z(G) =1 or G = C;.

Proof. — If |G| = 2p) ... p, then, by 1.11, the thesis. Let now
[G|l=2p...p/ and |Z(G)] =2.

S, cannot be a Klein group, so S;~ C;. There exists then an
element x of order 4, so 4/| Cc (x} |, and this implies that 2/[G: Ce(x)],
while on the other hand 2/[G : Cs(x)], because ¢ (4) = 2, a contra-
diction, If |G} =2p, ...p,, with s >3 and if [Z(G)| =2, in S
there is only one subgroup of order 2 and so, as it is well known
that if P is a finite p-group with only one element of order p, then P
is cyclic or generalized quaternion and that a group G which is
generalized quaternion, has order |G| = 2", with » = 3 and it con-
tains only one element of order 2"7!, we can say that S, contains an
element of order 2°~! or an element of order 2.

But then, by 1.7, s — 1 <5 + 1/2, and so s = 3, which gives a
contradiction. We are left with the case |G| =2p) ... p,".

There are no elements of order 8 and no elements of order
4p;(j=1,...1), because in such case 4 p; should divide the order
of the centralizer and o (4 p) = 2(p; — 1) would divide the index
of the centralizer, which is not possible. If g is an element of even
order, then g = g’ z, with z € Z(G), supposing that |Z(G)|= 2 and
o(g') is odd. Let now x € G with o(x) = p; and let x be a generator
of 7 ;( - ). But then there exists & € G such that A~' x £ = x" and so

hFxht = x*

By 18. p, — 1/o(h) and o(h) is even. Now, if o(h)=4, h=h'z,
with z € Z(G) and o (%) odd and

(WYyixh =h'xh
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so p; — 1/o ("), which gives a contradiction. We have obtained
o(h) = 4. But then i € Z(G), and

X =htxh=x

But the minimum k such that o* =1 (mod p;))is p; — 1,50 p; — 1 = 2
and |G |=2'3" If x is an element of order 3, since |Z(G)| = 2,
| Co(x)| = 3%- 2.

But it must be | Cs (x) |= 3* 2, otherwise there would be in Cg (x)
an element of order 4 and so an element of order 12, which is not
possible. Therefore there are 4 elements of order 3, and so two sub-
groups of order 3. But these two subgroups are conjugate and if H
is one of them, [G: Ng(H)] =2 and Nu(H) A G, that is to say
Neo (NG (H)) =G. But as S =< Ng (H), Ng (NG (H)) = Ng (H), a con-
tradiction.

From what precedes it results that if there exists a group G in
the class (C) besides C; and $°, then, by 1.10 and 1.11 it must be
perfect and have order which is divisible by 4, and its center is
trivial.

§ 2. THE SYLOW SUBGROUPS

Let A =Z(S;). Then Cs(A) & Ng(A) andS, < C; (A). So Ng(A) =
= N (Sp) Co (A)
by Frattini’s Argument, and

No (A) = (N6 (8,) N Ng (A)) Cc(A) = No(S,) Co (A)
50 we obtain

ProrosiTiON 2.1.

NG (Z (Sp)) = NG (SP) CG (Z (SP))

Furthermore Z(S,) & Ng(S,), because Z(S,) is characteristic in S,
and S, & Ng(S,). This gives

N (Sp) = Nugsy (Z(S;)Z(S,),
by Frattini’s Argument, and so
PropOSITION 2.2,

Ng (Sp) = (NG (S.v) N Ng (Z (Sp))) Z (SP)
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But then, as Z(8,) = Cc(Z(S;,)), from 2.1, and 2.2, follows that
PROPOSITION 2.3.

Ng (8.} = N (Z(S,))
and
Ng (Z (Sp)) = Neg (Sp) Ca (Z (Sp))

We are now going to use the isomorphism theorem on the subgroups
mentioned in 2.3

Ng (Z (S.ﬂ)) . Ng (Sp)__CG (Z (Sp))_ ~ NG(SP)

Co(Z(Sp)) Ca(Z(S,)) T No(S,) NCo (Z(Sy)

and by the N/C theorem we obtain

No (Sp)

Mo (SN Co(z (5~ ot £

that is to say N (S,)/Ne (S,) N Cs (Z(S,)) is a group of automorphisms
of the elementary abelian p-group Z(S,).

On the other hand, the prime p doesn’t divide the order of such
group, because S, = Ng{S,) N Cs (Z (S,), s0 No (8)/Ng (8,31 Cs (Z (S,))
is a p-group of automorphisms of Z (S;).

We can use the following [3], 5.2.3.

THEOREM 2.4. — If A is a p’-group of automorphisms of the abelian
p-group P, then
P=Cp(A) x [P, A]

This gives in our case

7.(Sp) = (Co{N6(Sy) — Co(Z(S))) - Z(8,) x [Z(S,), No(S;)]
Suppose now that Cg(Ng(S;) — Ce{Z (S))NZ(S,) > 1. Then there
exists an x € Z (S,) such that Cs(x) > Ng(S,). Let p > 2.

As 0 (x) = o (x?), there is y in G such that x* = %%, but x, x; € Z(S,)

A Cs(S,) and so vy cannot be chosen in No(S,) (fusion), which gives
x = ¥, a contradiction. So, if p > 2, we have proved the following.

PROPOSITION 2.5. — If Sp is a p-Sylow subgroup of G, with p > 2,

Z (Sp) =[Z (Sp); Ng (Sp)]
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Let now p = 2. With the same argument we obtain that

PROPOSITION 2.6, — If S; is a 2-Sylow subgroup of G,

a) 7 (Sz) = Cz
or:
b) Z (S:) = [Z(S:), Na(S2)]

PrOPOSITION 2.7. — Ce(S;) = Z(S,).

Proof. — It is suflicient to prove that Cs(S;) = S;. We already
know that Co (82)2' =< 5.

That is to say, if x € Cs(S:) — S; and x is not a 2-element, then
there is an y € Co(S,) such that o(y) = p, p odd and so S; < Ce(¥),
But the index of Cs(y) is k(p — 1), while, as S; = Ca(v), 22 =[S}/
/1Cs(¥), |, a2 contradiction.

Now let’s see what should be the conclusion. From the above
results it should be possible to prove that case b) in 2.6 cannot occur.
So one is left with Z(S;) = C;. From this one should derive that a
nonsolvable group in the class (C) has 2-Sylow subgroups cyclic or
generalized quaternions. But then W. Burnsipe ([3] VIII, 4.3) pro-
ved that a finite group with cyclic S; is not simple and R. Brauer
and M. Suzuki used modular characters theory to prove that a group
with a 2-Sylow subgroup which is generalized quaternion is not
simple, So there are no simple groups in the class {(C). On the other
hand we proved that such a group should have order divisible by 4
and be perfect. Now, if such a perfect group were not simple and
of composite order, its quotient group would have this property.
Hence it would result that the group of lowest order which could
have the property in question would be simpie and of composite
order, and this, together with the rest, would give the thesis.
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Simulazione col calcolatore della disposizione
delle molecole di un idrocarburo a catena lunga nel liquido;
confronto delle risultanze con dati sperimentali
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INTRODUZIONE

Numerose proprietd di sistemi macromolecolari in soluzione o
nello stato fuso dipendono dal valore medio di parametri legati alla
conformazione della macromolecole [1]. Tali medie, guali Ia distanza
quadratica media tra gli estremi della catena o il raggio di girazione
quadratico medio, possono essere calcolate per una macromolecola
isolata sia con metodi meccanico-statistici [2-3] che tramite simulazio-
ne diretta con tecniche di tipo Monte Carlo [6-11]. L'accordo dei valori
cost calcolati con quelli ottenuti sperimentalmente in soluzione di sol-
venti 8 [12-14] o nel fuso [2], permette di concludere che la confor-
mazione media delle macromolecole non & influenzata sensibilmente
dalla presenza del solvente e che il polimero fuso si comporta esso
stesso da solvente 0.

Nonostante cid, la questione relativa alla presenza o meno di
ordine locale in sistemi macromolecolari amorfi o fusi & tutt’oggi
dibattuta. Alcuni dati sperimentali sono stati infatti interpretati sulla
base di un modello contenente microstrutture focali costituite da
fasci di segmenti paralleli a contatto di catene adiacenti [15-17]. Con-
siderazioni teoriche sembrano inoltre indicare la formazione di tali
microstrutture come necessaria per l'impacchettamento delle mole-
cole di polimero alla densitd osservata [18]. E stato d'altra parte
evidenziato che la presenza di ordine locale del tipo descritto sarebbe
compatibile con una conformazione media della macromolecola iden-
tica a quella prevedibile per molecole isolate [18].

Sembra evidente che una risposta a tale problema pud essere
ottenuta solo con tecniche che permettano di esaminare in modo

* Tstituto Chimico, Universitd di Napoli.
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diretto la situazione locale istantanea nel polimero fuso, Una tecnica
sperimentale atta allo scopo & certamente la simulazione con l'uso
di calcolatori elettronici ad alta velocitd. Mentre pero i metodi di
simulazione di macromolecole isolate sono ben noti e di uso comune
[6-117, i problemi sia teorici che numerici legati alla simulazione di
insiemni di macromolecole interagenti non sono stati ancora superati
se non con l'uso di modelli estremamente semplificati [19].

In questo lavoro vengono riportati i risultati di una simulazione
con tecniche di Monte Carlo della situazione locale in un idrocarburo
a catena lunga (Cy Hg). Tali risultati permettono di affermare che
macromolecole in conformazione media impertubata possono coesi-
stere alla corretta densita in assenza di qualsiasi tipo di ordine locale.

MODELLO PI SIMULAZIONE

Agli scopi della simulazione una molecola di n-CxHe pud es-
sere considerata come un insieme di 30 unita (U,, ... Us) la cui distri-

s

buzione spaziale ¢ sottoposta ai seguenti vincoli:

a) la distanza di U; — Uiy, 1 < i < 30 & costante e pari alla
lunghezza di legame —CH—CH,—(1 = 1.54 &);

b) l'angolo U;_l IJT[’_J,-H, 1 =i < 30 ¢ costante e pari all’angolo
di legame —CH—CH,—CH,— (§ = 112°):

c} l'angolo diedro ¢ tra i piani individuati dai centri delle
unita Ui 1 UiUipy e Ui U Uz 1 < i < 29 (angolo di torsione sul le-
game U; — U;;)) pud assumere i valori tra 0 e 360° con peso stati-
stico p(o);

d) la distanza d tra unita U; e U; (i, j=1,...30; |[i—j| > 3),
pud assumere i valori tra 0 e 37,1 A {distanza tra unitd terminali nella
massima estensione) con peso statistico w{(d).

La simulazione di un insieme di molecole all’'opportuna densiti
pone l'ulteriore vincolo:

e) la distanza r tra unitd appartenenti a molecole diverse puo
assumere qualsiasi valore con peso statistico g (7).

Risulta evidente che una simulazione credibile pud essere otte-
nuta solo per un sistema contenente un numere sufficientemente ele-
vato di molecole. Cido & particolarmente vero se si considera che in
prossimita delle superfici limitanti il sistema simulato, la situazione
locale risulta perturbata dalla presenza delle superfici stesse. Tale
problema pud essere superato imponendo al sistema condizioni di
periodicita. Esso risulta allora costituito da un reticolo (Fig. 1) in
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cui I'imtorno di ciascuna unita della cella elementare & statisticamente
significativo purché i periodi di ripetizione siano abbastanza grandi
e qualsiasi proprieta di tali intorni venga determinata entro distanze

dall'unita considerata inferiori a meta dei periodi. In questa simula-
- . . . . a
zione & stata scelta una cella elementare cubica con assi di 30.5 A4,
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F16. 1. - Modello schematico bidimensionale di reticolo generato dallimposizione di
periodicita al sistema,
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contenente 31 molecole di idrocarburo, che costituisce un utile com-
promesso tra le esigenze statistiche ed una minore laboriosita di

calcolo,
La scelta delle funzioni

p(¢) = exp(— U(o)/RT)

w(d) = exp(— V{(d)/RT)

g (r) = exp(— E(r)/RT)
che caratterizzano il modello dal punto di vista chimico-fisico, & stata
operata tramite opportune modifiche di funzioni di letteratura. L'ener-

gia potenziale torsionale intorno al legame centrale del butano & stata
descritta come [20]

U(o) = %Ex(l—coscp)Jr(l — %) (1 — cos 3¢)]
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In questo lavoro le costanti U, e x sono state scelte rispettiva-
mente pari a 4100 cal mol~! e 0.163, in modo da fornire il miglior
accordo con i pin recenti dati sulla distribuzione degli angoli di tor-
sione nel n-butano gassoso [21].

L’energia potenziale di interazione tra umitad metileniche della
stessa molecola separate da piit di 3 legami & stata descritta in questo
lavoro come:

V{(d) = d <324
V(d)y=2739.10° exp ( —3.329d) —2.942-10°/d°+150  32A < d = 38A
Vid) =0 d > 3.8A

essendo V (d) espressa in cal mol~!. Questa costituisce una utile mo-
dificazione della funzione di potenziale di Mason e Kreevoy [22],
rilevante ai fini del contenimento dei tempi di elaborazione e in ac-
cordo, unitamente al precedente potenziale torsionale, con la distri-
buzione delle coppie di angoli di torsione nel n-pentano gassoso [21].

Uno dei principali problemi connessi alla simulazione con metodi
di Monte Carlo di insiemi disordinati di entitd non puntiformi, con-
siste nella formazione di situazioni locali che rendono indisponibile
una parte del volume ed impediscono l'ottenimento di elevati coefhli-
cienti di impacchettamento. Non & quindi possibile costruire «in
loco » in successione le molecole di idrocarburo direttamente con la
funzione E (r) = V{(r) se non utilizzando una temperatura di simu-
lazione molto elevata, che porterebbe ad un sistema senza alcun reale
significato fisico.

Una possibilith di aggirare tale ostacolo, esaminata in questo
lavoro, consiste nel rendere mobili le molecole nel modello simulato,
che pud essere in tal caso raffreddato in stadi successivi fino alla
temperatura finale di simulazione. La mobilita delle molecole & stata
realizzata con il metodo testa-coda, in cui upa unitd metilenica viene
spostata, come descritto nella parte sperimentale e coerentemente
con le funzioni di potenziale intra ed intermolecolari scelte, dalla
coda alla testa della molecola. In alternativa alla diminuzione della
temperatura, il raffreddamento in stadi successivi pud essere realiz-
zato anche con opportune variazioni delle funzioni di potenziale. In
questo lavoro si & difatti preferito operare alla temperatura costante
di 400 K, variando invece la funzione E (r)} in guattro stadi successivi
nel modo seguente:

Stadio 1, 2, 3 E({r)= « r=R
E(r)=20 r>R
Stadio 4 E{r)y=V({r)




Simulazione col calcolatore della disposizione, ecc. 173

ove R =254, 294 e 324 rispettivamente nei primi tre stadi. Cid
equivale ad un effettivo « raffreddamento intermolecolare » del si-
stema, porta a tempi di elaborazione accettabili e consente, come
descritto in sede di discussione, di osservare U'influenza della distanza
minima tra unitd di molecole diverse sulla conformazione molecolare
media. La simulazione ¢ stata in pratica effettuata secondo il seguente
schema:

A) 31 terne di unitd metileniche sono state collocate con le
unita centrali ai vertici di un sottoreticolo cubico a facce centrate.

B) Usando E (r) nella forma dello stadio 1, sono state costruite
le 31 molecole da simulare aggiungendo unita successive a molecole
scelte a caso; nel caso di molecole gia complete, I'unitd terminale
opposta a quella aggiunta & stata cancellata, realizzando cosi movi-
menti testa-coda.

C} La simulazione di movimenti testa-coda & stata proseguita
fino a totale perdita di memoria del sottoreticolo iniziale.

D} Usando E (r) nella forma dello stadio 2 sono stati effettuati
movimenti fino alla scomparsa di distanze tra atomi di molecole
diverse inferiori a 2.9 A. Tali movimenti sono proseguiti, allo scopo
di consentire una migliore equilibrazione interna del sistema, fino
a costanza della distribuzione di distanze tra unita di molecole diverse.

E) In modo analogo, il sisterna simulato & stato posto in equi-
librio con la funzione E () dello stadio 3 e quindi con quella dello
stadio 4. I movimenti sono stati interrotti, in quest’ultimo caso,
quando la distribuzione delle distanze tra unitd di molecole diverse
¢ risultata praticamente costante nella zona 3.2-3.8 & e coerente con
la Tunzione E (#) usata.

PARTE SPERIMENTALE

Dopo l'inizializzazione del sistema, un unico programma di calcolo
¢ stato usato per l'allungamento ed i movimenti delle molecole. In
questo, un insieme y di numeri pseudocasuali, uniformemente distri-
buiti nellintervallo [0,1[, viene generato col metodo congruenziale
ed i suoi elementi sono adoperati sequenzialmente per scelte casuali,
Un insieme @ di angoli di torsione, distribuiti con peso p(¢) nell'in-
tervallo [0, 2w[ viene generato nel modo seguente: scelto a caso un
angolo ¢, questo viene accettato se l'elemento di y attualmente in
uso & minore di p{¢). I due insiemi x e ® vengono rigenerati non
appena tutti i loro elementi siano stati wutilizzati.
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La posizione delle varie unita metileniche nella cella elementare
& conservata utilizzando coordinate cartesiane; le coordinate sono
arrangiate in memoria in modo tale che di ciascuna unita siano im-
mediatamente note la molecola cui appartiene e il numero d'ordine i
(1 = i = 30) che etichetta in sequenza le unita di ciascuna molecola.
Queste possiedono in tal modo una testa e una coda, che vengono
invertite saltuariamente.

FIG. 2. - Figura che illustra la generazione delle coordinate di una nuova unita U,
a partire da quelle delle tre uniti precedenti e dall'angolo di torsione sul
legame U,_, U,.

Una molecola viene scelta a caso ed una nuova unita metilenica
viene aggiunta alla sua testa nel modo seguente; se m ¢ il numero
d’ordine della unita attualmente terminale della molecola, il vettore
V.1 viene ruotato attorno alla direzione di V, di un angolo pari
all’elemento di ® in uso, dando il vettore V' che ¢ sommato ad U,
per fornire le coordinate della nuova unita U, (Fig. 2).

Allo scopo di determinare la compatibilita della unita U4 con
il potenziale V(d), viene determinata la sua distanza' dalle altre
unita gia presenti nella molecola e separate da essa da piu di tre
legami. A ciascuna distanza viene associato, gia presente in memoria,
il peso statistico w(d) e se I'elemento corrente di y & maggiore di
w(d), I'unitd U, viene cancellata e si passa ad un'altra molecola.

! 1a distanza non viene calcolata se una delle coordinate di U,., differisce dalla
corrispondente coordinata dell’'unitd considerata per pitt di 3.8 A.
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Terminati i controlli intramolecolari, vengono calcolate? le distanze
tra Unsr € le unita di altre molecole. Nei primi tre stadi, 'unita U,
viene cancellata ove una di tali distanze sia minore rispettivamente
di 2.5, 2.9 e 3.2.4; nello stadio 4 la cancellazione avviene se 'elemento
corrente di x & maggiore di w (7).

Una volta che l'unita U, sia stata accettata, se m = 30 'unita
U, viene cancellata e il numero d'ordine di tutte le altre uniti &
decrementato; in caso contrario non viene effettuata alcuna opera-
zione e si passa alla scelta casuale di una nuova molecola. Il pro-
gramma effettua un numero prefissato di iterazioni; la situazione
finale viene conservata in memoria, pronta per essere utilizzata in
nuovi cicli o per la determinazione di vari parametri. In vari stadi
successivi sono stati calcolati:

1) T quadrati delle distanze tra unita U, — Us.

2) Le proiezioni sull’asse x dei vettori U, — Us.

3) T valori medi degli inversi delle distanze tra unita U; e U;
della stessa molecola al variare di |i — j|.

4) 1 quadrati di raggi di girazione.

5) La frazione di angoli di torsione tra ¢ e ¢ + A o.

6) La frazione di angoli di torsione tra ¢’ e ¢’ + A ¢’ successivi
a un angolo di torsione tra ¢ e ¢ + A o.

7) La funzione di distribuzione radiale intramolecolare,

8) La funzione di distribuzione radiale intermolecolare.

9) La funzione di distribuzione radiale totale N (7).

10) L'intensita diffratta dal sistema ai raggi X.

11) L'intensita media diffratta da molecola singola ai raggi X.

12) 11 valor medio del parametro di correlazione = (r,) =

2

= 2% cosz&—il essendo & l'angolo tra vettori U; — U; .2 (i < 28)
di molecole diverse, al variare della distanza r,, tra le unita U, cen-
trali considerate,

La funzione di distribuzione radiale totale N () & stata calcolata
come numero di unita mediamente presenti a distanza compresa tra
r e r+ Ar da una unita data fino alla distanza di 15 &, inferiore a
meta del periodo d'identita, Tale distribuzione & stata calcolata anche
considerando solo distanze tra unita della stessa molecola (punto 7)
o solo distanze tra unita appartenenti a molecole diverse (punto 8).

* La distanza non viene calcolata se una delle coordinate di U,., differisce dalla
corrispondente coordinata dell'unitd considerata per pitt di 2.5, 2.9 e 324 nei primi
tre stadi e di 3.8 A nel quarto.
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L’intensita della radiazione X diffratta dal sistema & stata calcolata
come [23]:

I () f , senpr
— = 144xn | (p(r) —p) - —dr =
N (n) b
~1 4 4np.,(DCOSuD__seanD ]+ZN()senur
b 3 pr
ove U= s s);\‘en L (0 = angolo di diffrazione; ) = lunghezza d'onda

della radiazione X usata), f(u) & il potere diffrangente di una unita
metilenica, po ¢ la densita media espressa come numero di gruppi
metilenici presenti per unitad di volume, p(r) & il numero di gruppi
metilene attualmente presenti in media per unita di volume a di-
stanza  da un gruppo dato, D ¢ il raggio della sfera oltre la quale
la distribuzione di unitad metileniche & supposta cgntinua, N(r) e la

funzione di distribuzione radiale totale ed N = £ N (r). L'intensita
media diffratta ai raggi X da una molecola singola ¢ stata analoga-
mente ottenuta dalla funzione di distribuzione radiale intracatena
come [23]

i senpLr
19 . _ 1+ TN
N () E (= nr

Un valore di D pari a 10-12 & rende il calcolo meno laborioso e for-
nisce curve di intensita diffratta praticamente indentiche a quelle ot-
tenute con D = 15 A,

Utilizzando la periodicita del sistema, sulla forma finale di quest'ul-
timo & stato eseguito un calcolo dei quadrati dei fattori di struttura
della cella triclina (con a = b =c e a = B = v = 90°) nella forma:

F(hkl) _
NFf@W

= 930 2
= ﬁ H Z cos Zﬂ(hx.—]—ky;—l—lz)] (Z cos ZTr(hxi+ky£+lzl.)) ]

i=1

12 4 2 4 17
ove [ = gk : il L essendo, ¢ il periodo di identita e le

xi yi z: coordinate frazionarie. L'andamento della curva F?(p)/N (),
con F?(p) il valor medio di F2(h k!l) in un intorno di y, risulta in
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buon accordo con quello dell'intensita diffratta calcolata a partire
dalla funzione di distribuzione radiale.

RISULTATI E DISCUSSIONE

I risultati di questo lavoro rappresentano il primo esempio di
simulazione realistica della situazione locale istantanea presente in
una sostanza polimetilenica allo stato fuso. Tale simulazione & stata
effettuata su due sistemi indipendenti, mediando opportunamente i
risultati. In tabella 1 sono riportati i valori di alcuni parametri che

TaABELLA |
| 1
CELLA 1 g CELLA 2 | MEDIA
S I S
i ‘ ‘ !
stadio | sladio | stadio | stadio 1 stadic | stadio stadio | stadio stadio
I 11 | 111 finale ; 1 | 11 ‘ 111 i finale i finale
. 43 44 44 46 42 40 46 46 46
f. 57 56 56 54 58 60 54 54 54
< 2 < 82> L R L e T << 82 > [ni?
media o o
sulle
celle 354 49 7.2 5.1 0.71
calcolato
rif, 1 385 52 7.4 56 0.75

Valori di alcuni paramenti conformazionali ottenuti dai modelli simulati in vari
stadi e loro valori prevedibili secondo il modello rotazionale isomerico.

< r' > = distanza quadratica media tra unitad U-U, della molecola.

< §* > = raggio di girazione molecolare quadratico medio.

# = numere di legami della molecola

I = lunghezza di legame della molccola

caratterizzano i modelli simulati dal punto di vista conformazionale,
insieme con il loro valore prevedibile per molecole isolate secondo
I'approssimazione rotazionale isomerica [21]. In figura 3 & riportata la
distribuzione degli angoli di torsione ricavata dalla simulazione, e
in fig. 4 ¢ rappresentata la disiribuzione delle coppie di angoli di
torsione. I valori di tabella 1 mostrano separatamente i risultati ot-
tenuti nelle due simulazioni indipendenti nei vari stadi. Le figg. 3 ¢ 4
rappresentano invece risultati mediati sulle due simulazioni effettuate
nello stadio finale; tali distribuzioni sono risultate in pratica iden-




180 M. Vacatello, A. Tuzi, G. Avitabile e P. Corradini

tiche nei vari stadi della simulazione. Si pu® osservare come le
proprieta conformazionali dei modelli simulati siano in ottimo accordo
sia con i valori previsti per molecole isolate con tecniche meccanico-
statistiche [21], sia con i dati sperimentali di letteratura [24, 25]. La
invarianza delle proprietd dipendenti dalla conformazione al variare
del potenziale intermolecolare usato, mostra che la conformazione
molecolare media non & influenzata da esigenze di impacchettamento.

01

0 30 60 50 120 150 750 rE

FIG. 3. - Istogramma rappresentante Ia frazione di angoli di torsione in intervalli di 10°
di g tra @ =0 e g = 180° {x, = X30_,); risuliali dallo stadio finale.

In fig. 5 & riportata la funzione g (r), numero di gruppi metilene
per unith di volume mediamente presenti a distanza » da un gruppo
dato, ottenuta nello stadio finale. Si pud osservare come essa sia
consistente con i potenziali intramolecolare ed intermolecolare usati.
Si evidenziano in particolare massimi di densita in corrispondenza di
distanze pari a 3.1 4, 393 e 44 &, oltre ad uno alone slargato nella
zona 5-6 A. Tali massimi sono presenti in analoghe funzioni ottenute
in studi sperimentali sul polietileme amorfo a 400 K circa da vari
autori [26, 27]. In particolare i primi tre massimi possono essere
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attribuiti all’abbondanza relativa di distanze corrispondenti rispetti-
vamente a legami in conformazione gauche o trans nei primi due casi
e a coppie di legami gauche-trans nel terzo caso. L'alone nella zona
5-6 A sembra invece essenzialmente dovuto a distanze intermolecolari.

In fig. 6 & riportato un grafico di I(w)/N f(p) in funzione di p,
calcolato a partire dalla funzione di distribuzione radiale ottenuta

0 . 60 120 180
qu / \30/
¢ &1 KZ(//
10
60+

20
1201/ 10

\

180

FiG. 4. - Distribuzione delle coppie di angoli di torsione, come numero di angoli di
torsione @’ seguenti un angolo di torsione ¢. Risultati dallo stadio finale.

nello stadio finale. L'intensita diffratta risulta in ottimo accordo con
i dati sperimentali, presentando massimi a valori di y pari a circa
14 &', 328! ¢ 52&7"; in particolare 'alone amorfo caratteristico di
sostanze polimetileniche allo stato fuso, centrato intorno a p = 1.4 471,
viene riprodotto ottimamente sia in posizione che in intensiti. Tale
confronto & stato operato anche con spettri di polietilene fuso da noi
ottenuti,

Tutto cid mostra come il modello simulato possa essere ritenuto
fin d’ora una promettente approssimazione a quella che & la situazione

13
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Fic. 5. - Grafico della funzione p(r), numero & gruppi metilene per unitd di volume
mediamenie presenti a distanza r da un gruppo dato. Risultati dallo stadio
finale,

Ky}
Ntz(u)

i 2 3 1 5 " 6

FiG. 6. - Grafico di I (p)/N# () in funzione di p, calcolato a partire dalla funzione di
distribuzione radiale ottenuta nello stadio finale della simulazione.
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reale nel polietilene amorfo a 400 K. In figura 7 & riportata l'intensita
diffratta in media da una molecola isolata, calcolata dal modello si-
mulato nello stadio finale. Il suo andamento & risultato identico in

Ke)
Nfz{uy

3

] 1 2 3 4 5 I3 6

F1G, 7. - Intensita mediamenie diffratia da una molecola isolata nello stadio finale della
sirnulazione.

olr,)

0.5

—0.5

Fr16. 8. - Grafico del parametro di correlazione -t(r,) in funzione di r.
Dati calcolati dai sistemi simulati nelle loro configurazioni finali e mediati.
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tutti gli stadi della simulazione, il che conferma come la conforma-
zione molecolare media non sia influenzata, neppure a hivello locale,
da esigenze in impacchettamento,

In fig. 8 & riportato un grafico del parametro di correlazione < (r.),
ricavato dalle due simulazioni nel loro stadio finale, in funzione della
distanza r... Tale parametro & costituite in modo da assumere valore 0
in assenza di correlazioni di orientazione tra i vettori considerati,
mentre varia tra 0 e 1 nel caso di loro parallelismo preferenziale. Si
pud osservare che tranne per piccole deviazioni nella zona tra 3 e 54
di immediato contatto fra gli atomi, tale parametro & in pratica
sempre nullo, indicando l'assenza di qualsiasi genere di correlazione
di orientazione tra segmenti di catene diverse a contatto ed escludendo
quindi l'esistenza delle microstrutture postulate in letteratura .
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Sulle varieta segate dagli iperpiani
in varieta di Grassmann

Nota di Lora D1 Frore D'Onorrio (a Napoli) *
presentata dal socio ordinario ALFREDO FRANCHETTA

(Adunanza dell’l aprile 1978)

Riassunro. — Sia G {1, n) Ia varieth di Grassmann relativa alle rette di un S, :

. 1 g .
essa appartiene ad un §,, con r = 5 n{n+1)—1, ed & di dimensione 21 —2 e or-

. 1 2n—2 A s gt .

dine v = % . In questa nota si dimostra che una varieta V, di
n - 1

S le cui sezioni iperpiane sono G(f,#), per # > 3, & un vono, aventc per vertice

un punto.

Tl

SuMMARY. — Let G {1, n) bc the Grassmann manifold related to the S, lines: it

belongs to S, , where r = ; n{n+ 1} -1, it is of dimension 21 — 2 and is of order

T nly "
are G (1, n), being n > 3, is a point-cone.

v o= 1 [2 =2 ] . We prove that a manifold V;"_l of S,,, which prime sections

1. — E noto che una varieta algebrica di une spazio proiettivo
complesso segata dagli iperpiani in varietd di Veronese o in varieta
di Segre & un cono avente per vertice un punto [1], [2]. In questa
nota la proprieta viene estesa alle varieta le cui sezioni iperpiane sono
varieth G (1,n) di Grassmann, relative alle rette di un S, con # > 3.

La varieta G (1, n), com’e ben noto, & proicttivamente definita, ap-

. 1 . . g .
partiene a un S,, con ¥ = —— n(n + 1) — 1, & norimale, di dimensione
2
. 1 2n—2 . .
2n— 2 e ordine v = ——— . Vogliamo dimostrare che
n—1 ”n
una varieta V,,_, di S,.1, le cui sezioni iperpiane sono G(l1,n) per

n > 3, & un cono, avente per vertice un punto.

* Estituto di Matematica dell'Universita.
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2. — Richiamiamo una propricta delle G (1, n) dimostrata in [3]
ein [4] per n = 4 e per ogni n > 3 in [5].

Alla G (1, n) appartengono delle varieta G (1, n—2) rappresentative
delle refle appartenenti a un S, di S.. Fissiamo una G (1, #—2) di tali
varieta, che determina il proprio spazio di appartenenza S, di dimen-

sione ¥ = ———>4- e uno spazio S* di dimensione 2 n — 2, sghembo

con S. La proprietd in discorso afferma che la G (1, #n) si proietta
biunivocamente da S su S* e che nella rappresentazione cosi ottenuta,
le sezioni iperpiane di G(1,n) si trasformanc nelle quadriche di S*
passanti per una V., di un iperpiano di S% che & una varieta di

Segre degli indici (1,n — 2), rappresentativa delle coppie formate da
un punto di un S; e da un punto di un S,_:, ottenibile come luogo
delle rette congiungenti punti corrispondenti di due S,_. omografici,
sghembi fra loro.

3. — Cio posto, consideriamo una varieta ¥V, _, di S, le cui se-
zioni iperpiane siano G (1, 1), Fissato un iperpiano generico & di S,.,,
sulla G (1, 1) sezione di V con & fissiamo una G({l,n — 2) e indi-

nln—3)

chiamo con S lo spazio, di dimensione 7 = che la con-

tiene, Per la proprieta ricordata nel n. 2, gli spazi di dimensione # 4 1
di & per S segano G(1,n) e quindi V, fuori di G(1,#n — 2), in un solo
punto. Lo stesso accadrd per ogni spazio di dimensione 7 + 1 per §
e ne segue che V si proietta biunivocamente da § su uno spazio S:”_l
sghembo con esso.

Per determinare le immagini delle sezioni iperpiane di V nella
rappresentazione cost ottenuta, consideriamo un generico iperpianc =
per S e la sua sezione G (1, n) con V. Nella proiezione, le sezioni iper-
piane dclla G (1, 1) vanno, comc si & ricordato nel n. 2, in quadriche

-1

per una V|, di Segre, appartenente ad un Sz..:. Ne segue che una
sezione iperpiana di V si proietta in una quadrica di S,,_, passante
per una varieta V. ' di uno spazio ¢, di dimensione 21 — 2, le cui
sezioni iperpiane sono varieta di Segre. Per un risultato richiamato
nel n. 1, V:'fl & un cono ,avente per vertice un punto, che indichiamo
con 0. Siccome la V,, , & normale. avendo le sezioni normali, il si-
stema rappresentativo delle sezioni iperpiane di V,, , sara il sistema
® di tutte le quadriche di S,, , per V! '. Esse risultano essere tutte
tangenti in O a ¢, poiché O & doppio per le loro sezioni con ¢. Impo-
nendo ora ad una quadrica di ® il passaggio per un punto O infini-
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tamente vicino ad 0 ma non su ¢, la quadrica diventa un cono con
punto doppio O e si ha lo stesso sistema di coni con punto doppio O
qualunque sia il punto Q' infinitamente vicino ad O, Dungue l'intorno
di O (eccetto Q) rappresenta un unico punto P della varietd V, e due
sezioni iperpiane di V passanti per P hanno per immagini coni con
lo stesso vertice O, pertanto la varietd V & un cono di vertice P.
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Comportamento idraulico
di soluzioni solide di silicato tricalcico.
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Nota di Vinicio D1 Lupovico, VITTORIO SABATELLI
e GiAN LORENZO VALENTI

presentata dal socio ordinario RIccarng SERSALE

(Adunanza dell’l aprile 1978)

Rr1assunNto. — Sono state studiate le reazioni di idratazione del silicato tricalcico
puro e di sue soluzioni solide, alle temperature| di 20°C, 40°C e 60°C, nell’'ambito delle
prime ventiquattro ore di stagionatura.

L'influenza positiva della temperatura sul decorso delle reazioni & risultata in
stretta dipendenza con il tipo di ione presente in soluzione solida, I valori delle
energie di attivazione, calcolati in base ai dati sperimentali, hanno fornito atiii indi-
cazioni circa i meccanismi che regolano I'andamento delle reazioni di idratazione.

SumMARY. — The hydration of pure tricalcium silicate and of its solid solutions
have been studied, at 20°C, 40“C, and 60°C, during the first 24 hours of reaction.

It has been pointed out that the positive influence of the reaction temperaturc
on the course of the hydration, is strictly related to the ion present in solid solution.
The activation energy values gave moreover useful indications about the mechanisms
of the hydration reaction.

INTRODUZIONE

In precedenti note [1] [2] [3] [4] & stato studiato il comporta-
mento idraulico del silicato tricalcico e di sue soluzioni solide, ad uno
e a due componenti estranei, alla temperatura ordinaria e a tempi di
stagionatura compresi fra 1 e 28 giorni. Il presente lavoro ha per og-
getto lo studio dell'influenza della temperatura di reazione sull’idra-
tazione del silicato tricalcico puro e di alcune sue soluzioni solide.
Tale studio appare interessante sia sotto il profilo teorico che sotto
guello applicativo.

* Lavoro svolto con il contributo finanziario del Consiglic Nazionale delle Ricerche.
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Il primo aspetto & collegato all’effetto della temperatura sulla
transizione da uno stadio controllato da una reazione chimica ad uno
controllato dalla diffusione di reagenti e prodotti attraverso la pellicola
di fasi di neoformazione [5]; il secondo & collegato ad un prevedibile
incremento del valori di resistenza meccanica alle brevi stagionature,
imputabile ad una pitt pronta idratazione del principale costituente
del clinker di cemento Portland.
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Fic. 1. - Andamento, in funzione del tempo, della concentrazione dell’idrossido di calcio
prodotto a seguito dell'idratazione del silicato tricalcice.

In questa Nota si da conto dei risultati conseguiti nella valuta-
zione della cinetica di idratazione del silicato tricalcico e di alcune
aliti sintetiche, nell’'arco delle prime 24 ore di reazione, alle tempera-
ture di 20°C, 40°C, e 60 °C,

PARTE SPERIMENTALE

Sono stati sottoposti ad indagine:
a) un campione di silicato tricalcico puro;
b) un campione di alite contenente 1'l % di MgO;
c) un campione di alite contenente 1'l % di Fe,Os.




Comportamento idraulico di soluzioni solide, ecc. 191

Per la preparazione dei campioni si rimanda ad una precedente
Nota [3]. L'idratazione dei provini & stata eflfettuata alle temperature
di 20°C, 40°C e 60 °C, adottando un rapporto acqua/solido di 0,5; le
stagionature sono state fissate in un intervallo di tempo compreso tra
i 30 minuti e Ie 24 ore. I preparati sono stati mantenuti per il periodo
di idratazione prescelio in contenitori di plexiglass, fuori dal contatto
con l'aria, in un termostato atto ad assicurare una temperatura co-
parazione e la conservazione delle paste, 'arresto dell'idratazione ed
i successivi trattamenti di macinazione ed essiccamento si rinvia a
quanto descritto in una precedente Nota [1].
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Fic. 2. - Andamento, in funzicne del tempo, della concentrazione dell’idrossido di calcio
prodotto a seguito dell'idratazione dell’alite al magnesio,

L'idrossido di calcio prodotto a seguito dell’idratazione dei cam-
pioni in esame & stato assunto ad indice del grado di avanzamento
della reazione. La sua valutazione & stata effeltuata mediante estra-
zione chimica ed analisi termogravimetrica [6] utile, guest'ultima,
pure alla stima della perdita al fuoco a 1000 °C.

Per 'estrazione chimica & stato adottato il metodo di Franke mo-
dificato [7] che si basa sull'impiego di una miscela di alcool isobutilico
e di acetoacetato di etile come solvente e di una soluzione di acido
perclorico in alcool isobutilico come agente titolante.
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RISULTATI E DISCUSSIONE

Nelle figg. 1, 2, e 3 & diagrammata, in funzione del tempo di sta-
gionatura e per ogni temperatura adottata, la concentrazione di idros-
sido di calcio (espressa in percentuale ponderale su base ignita), pro-
dotto a seguito dell’idratazione del silicato tricalcico puro, dell’alite
al magnesio e dell’alite al ferro, rispettivamente. I/ influenza comunque
positiva della temperatura sul decorso dell’idratazione si esplica in
maniera assai diversa per i tre campioni. Gli incrementi di tempera-
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Fic. 3. - Andamento, in funzione del tempo, della concentrazione dell’idrosside di calcio
prodotto a seguito dell’idratazione dell'alite al ferro.

tura da 20°C a 40°C e da 40°C a 60°C provocano aumenti del grado
di avanzamento della reazione assai pilt sensibili nell’alite al ferro
{fig. 3) che nel silicato tricalcico puro (fig. 1), mentre nell’alite al ma-
gnesio (fig, 2) lincremento che si registra nel passaggio da 20°C a
40°C & molto pitt ampio di quello che si verifica innalzando la tem-
peratura da 40 °C a 60 °C. Dopo 24 ore di stagionatura, la percentuale
pitl alta di idrossido di calcio prodotta & presentata: a 20°C, dal sili-
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cato tricalcico puro; a 40°C, dall’alite al magnesio; a 60°C, dall’alite
al ferro. Le curve nelle figg. 4, 5 e 6 (ottenute per derivazione grafica
di quelle presentate nella figg. 1, 2 e 3), mostrano l'andamento della
velocita di reazione in termini di incremento di concentrazione di
idrossido di calcio nell'unita di tempo, in funzione del tempo di sta-
gionatura e per ciascun campione, alle temperature di 20°C, 40°C ¢
60 °C, rispettivamente, L'esame dei grafici consente di rilevare alcune
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Frc, 4, - Andamento della velocitha di reazione in funzione del tempo a 20°C.

analogie e interessanti differenze di comportamento da campione a
campione. A tutte le temperature esaminate, la massima velocita di
reazione & raggiunta nel tempo pit breve dall’alite al magnesio e nel
tempo pill lungo dall'alite al ferro: per la prima si registrano tempi
pari a 10h 30°, 1 h 15', 35", rispettivamente a 20°C, 40°C e 60°C; per
la seconda tempi pari a 15h 30°, 4 h, 1h 20’ relativamente alle stesse
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temperature, nell’ordine. La sequenza dei valori delle massime velocita
di reazione ¢ differente da temperatura a tempratura: a 20°C (fig, 4)
si ha C:S puro > alite al magnesio > alite al ferro; a 40°C (hg. 5)
alite al magnesio > €S puro = alite al ferro; a 60°C (fig. 6) alite al
ferro > alite al magnesio > (S puro. La massima velocita di idra-
tazione del silicato tricalcico che a 20°C ¢ il doppio di quella dell’alite
al ferro, a 60°C ne diventa circa la meta; 'alite al magnesio, la cui
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FIG. 5. - Andamento della velocita di reazione in funzione del tempo a 40°C (per il
significato dei simboli v. fig. 4).

massima velocitd di reazione & inferiore sia a quella del C:S puro a
20°C, che a quella dell’alite al ferro a 60 °C, supera entrambe di circa
il 30 % a 40°C.

In letteratura mancano dati cinetici relativi ad idratazioni con-
dotte a temperature superiori alla ordinaria su soluzioni solide di si-
licato tricalcico. KaNTRO, BRUNAUER, ¢ WEISE [8] hanno studiato la
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reazione di idratazione del silicato tricalcico puro alle temperature
di 5°C, 25°C e 50°C, OpLER e SKALNY [9] hanno seguito la stessa rea-
zione alle temperature di 25°C, 50°C, 75°C, 100 °C.

Tali studi hanno assodato che il ruclo svolto dalla temperatura
sulla idratazione & molto eflicace nei primi stadi di reazione e che
per tempi di stagionatura crescenti la velocita di idratazione dipende
in maniera meno sensibile dalla temperatura. I risultati del presente

lavoro mostrano che una simile linea di tendenza ¢ presentata anche
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Fic. 6. - Andamento della velocila di reazione in funzione del tempo a 60°C (per il
significato dei simboli v, fig. 4).

dalle soluzioni solide di silicato tricalcico, riscontrandosi, cost come
nel caso del GiS puro, una crescente prevalenza di fenomeni diffusivi
su quelli propriamente chimici, mano mano che lo strato dei prodotti
di idratazione durante lo svolgimento della reazione assume una certa
consistenza attorno al granello di sostanza non reagita [8]. E inte-
ressante comunque osservare che la presenza di joni estranei nel re-
ticolo del silicato tricalcico, pur non alterando la natura dei mecca-
nismi che regolano il processo di idratazione del CsS, influenza in modo
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significativo il momento di transizione dallo stadio di controllo pro-
priamente chimico a quello diffusivo, nonché la durata del periodo
di coesistenza dei due fenomeni, Cid risulia evidente dal grafico di
fig. 7, in cui sono diagrammati, in funzione del tempo per ciascuno
dei tre campioni in esame, i valori dell'energia di attivazione « ap-
parente » del processo nell'intervalle 40°C + 60°C, Tali valori sono
stati calcolati utilizzando i dati di velocitad di reazione, alle due sud-
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F1s. 7. - Energia di attivazione del processo nell’intervallo 40 +— 60*C (per il significato
dei simboli v, fig, 4).

dette temperature, in base alle ipotesi che la velocita di idratazione
sia proporzionale ad un’incognita funzione della composizione ¢ che
tale funzione abbia lo stesso valore ad ambedue le temperature per
un grado di idratazione fissato [10]. La diminuzione osservabile del-
Penergia di attivazione in funzione del tempo & da mettere in relazione
ad un cambiamento del meccanismo di idratazione, in quanto ad un
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processo regolato dalla diffusione spetta un’energia di attivazione piu
bassa di quella che compete ad un processo controllato da una rea-
zione chimica [11].

L'andamento delle curve in fig. 7 mostra chiaramente che la pre-
senza del magnesio nel reticolo del C:S provoca nei confronti del si-
licato tricalcico puro un anticipo della transizione dallo stadio di con-
trollo chimico a quello diffusivo e un pii1 rapido decadimento del-
I'energia di attivazione verso valori tipici della diffusione [127: la
presenza del ferro, al contrario, induce un ritardo nella comparsa del
fenomeno diffusivo e determina un ampliamento del pericolo di coesi-
stenza di tale fenomeno con quello propriamente chimico.

CONCILUSIONT

L'influenza della temperatura sulla cinetica di idratazione alle
brevi stagionature del Cs8 e di sue soluzioni solide contenenti singo-
larmente magnesio e ferro, & notevolmente diversa da campione a cam-
picne. La sequenza dei valori delle massime velocith di reazione &
differente a 20°C, 40°C e 60°C, anche se alle suddette temperature
la massima velocita di idratazione & sempre raggiunta nel tempo piut
breve dall’alite al magnesio e nel tempo piit lungo dall’alite al ferro.
La presenza del magnesio nel reticolo del silicato tricalcico induce ad
anticipo della transizione da un meccanismo di controllo chimico ad
uno diffusivo e riduce il periodo di tempo in cui i due meccanismi
operanc concomitantemente; la presenza del ferro gioca in senso dia-
metralmente opposto.

Gli Autori desiderano ringraziare il Prof. R. Sersale per le utili
discussioni e il Sig. A. Annetta per 1'assistenza tecnica.
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Contributo alla conoscenza geochimica
dei travertini campani: travertini di Paestum
e della Valle del Tanagro (Salerno)
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RiassunTto, -— Sono slate eseguite e confrontate analisi isotopiche e chimiche su
due serie di campioni di travertini provenienti dagli affioramenti di Paestumn (< 80.000
anni) e della bassa Valle del Tanagro (:» 80.000 anni).

T dati sono anche stati confrontati con la composizione chimijca delle acque mi-
neralizzate delle zone limitrofe e, per la bassa Valle del Tanagro, con i dati di un
campione di travertino recente della vicina zona di Contursi.

I dati isotopici hanno evidenziato, per 8“C, una deposizione in equilibric isotopico
con CO, atmosferica per tulti i campioni, tranne TC1, attuale (§°C =+ 7.27) ¢ TM8
(B"C = +6.05) per i quali si & ipotizzata una CO, di originc profonda: TM3b

(8"C = — 7.54), probabilmente di origine sccondaria, deriva da acque ricche di CO,
organica, Le temperature calcolate con §%0 non danno mai temperature > 20°C tranne
per FCIL

I travertini di Paestum hanno una composizione sia isotopica che chimica pidt
costante di quelli della bassa Valle del Tanagro.

La composizione chimica per quasi tutti gli efementi sembra ancora riflettere
queila delle acque di dcposizione, nonostante siano intervenute notevoli modifiche
diagenetiche, testimoniate anche dalla variabilitd dei dati chimici in ambedue le fra-
zioni analizzate (sclubile ed insoluble) soprattutio nella serie TM e nei lvell pit

ricchi in spatite chiara {vedi anche §C di TM3h) ed in guelli costituiti da materiale

sciolto,

ABSTRACT, — Two series of travertine specimens have been analyzed for their iso-
topic and chemical compositions: one series from Paestum ( < 80.000 years) and
the other from the low Tanagre Valley (3> 80.000 ycars).

The data have been compared with the ones existing of the nearby arcas mine-
ralized waters and, for a comparison with the low Tanagro Valley ancient travertines,
also a recent travertine from the nearby Contursi area has been analyzed.

The isotopic data have shown that deposition was at isotopic equilibrium with
atmospheric CO,; for TCl, recent (§%C =4 7.27) and TMS8 (§“C =+ 6.05) CO, had =a
deep origin; TM3b (§C =— 7.54) is sccondary cement, from waters rich in organic CO,.

* Istituto di Mineralogia - Universita di Napoli - Via Mezzocannone 8.
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Calculated paleotemperatures are always less than 20°C; only TCl1 has a greater
temperature {31°C).

Paestum travertine have an isotopic and chemical composition more regular than
those of low Tanagro Valley.

The ancient travertines chemical composition seems to reflect their deposition
water composition for most elements, because the differences between the two
groups of travertines are the same existing between the actual mineralized waters
of the two zones. This similarity can be identified even if quite a strong diagenetic
action interested most of all the low Tanagro Valley travertines, as is proved oy
isotopic (F.i, for TM3 specimen) and chemical data variability in both the soluble
and insoluble fractions for the specimens with light sparry caicite and for the loose
ones,

INTRODUZIONE

In questo lavoro si presentano i primi dati di carattere geochi-
mico di una ricerca interdisciplinare sui travertini della bassa Valle
del Tanagro (Brancacclo et al., in preparazione).

L'approfondirsi, in questi ultimi anni, soprattutto grazie alla
diffusione di nuove e pitt precise metodologie analitiche, delle cono-
scenze sul ciclo dellacqua e delle sue interazioni con quello delle
rocce, ha portato anche un rinnovato interesse nei riguardi dei tra-
vertini, allo scopo di ricavarne informazioni sulle soluzioni da cui
hanno tratto origine (Fritz, 1965; GONFIANTINI et al. 1968; FRIEDMAN,
1970; PanicHI e TONGIORGI, 1975; MaNFra et al., 1974; 1976; SAVELLI
e WEDEPHOL, 1968; DEMoOVIC et al,, 1972; CIPRIANI et al.,, 1972).

Tuttavia una esatta interpretazione dei dati forniti dalle analisi
dei travertini non pud prescindere dall’ipotesi che processi diagene-
tici possano averne modificato piti o meno profondamente la compo-
sizione originaria, sia per gh elementi maggiori ¢ in tracce (CIPRIANI
et al., 1972), sia per gli isotopi del carbonio e dell'ossigeno (MANFRA
et al., 1974; 1976).

Allo scopo di ottenere informazioni pili complete ed esatte ci ¢
sembrato opportuno in primo luogo eseguire delle campionature in
serie onde poter individuare le variazioni temporali attraverso uno
studio comparativo isotopico, geochimico e sedimentologico.

Sulla base delle considerazioni sopra riportate sono stati analiz-
zati i travertini di Paestum (piastrone alle pendici di Monte Soprano)
e quelli della bassa Valle del Tanagro. Per questi ultimi si ¢ cercato
di individuare se esistano o meno correlazioni con i travertini attuali
della vicina zona di Contursi (Fig. 1).

Dal punto di vista cronologico l'etd relativa di questi due afho-
ramenti pud stabilirsi rispetto alla duna di Gromola nella Piana di
Paestum (80.000 anni circa, Wurm 1 - Wurm II). I travertini di Pae-
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stum sono posteriori alla formazione della duna, mentre quelli della
Valle del Tanagro sembrano nettamente anteriori (BRANCACCIO, co-
municazione verbale).

B CONTURSI

DI
PAESTUM

FI1G. 1. - Ubicazione dei travertini della Campania considerati nel presente lavoro.

Per ogni campione & stata preventivamente eseguita una attenta
osservazione sia macroscopica che microscopica per il calcolo della
porosita % e della spatite di riempimento di cavita % sulla calcite
totale, allo scopo di separare, quando possibile, in piu frazioni quei
campioni che mostrano componenti nettamente diverse e di meglio
interpretare i dati isotopici. Il calcolo non & stato possibile per i
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campioni incoerenti o poco coerenti, fra TP7 e TP15, molto ricchi
in alloclasti, che rappresentano spiagge fossili con incrostazioni tra-
vertinose (Tab. I).

Sorio state eseguite analisi del 8°C e §"0 e calcolate le paleotem-
perature secondo il metodo di O'NEIL et al, 1969, ipotizzando un
8% delle acque = — 5,5 vs SMOW,

TaBeLLA [

Composizione isotopica, porositd e spatite in cristalli limpidi

, B #40  Porosita Spalite ‘ 55 C 850  Porosita Spatite
Camplone Vi PDB v SMOW g gy CATPIONE G pnB Vs SMOW g4 2
TPt — 4,00 20,27 9 13 TCL + 727 21,74 — —
TP2 — 2,25 25,19 i} 3
TP3 — 2,11 25,17 6 3
TP4 + 0,57 26,18 6 3 TML + 0,04 24,83 — —
TPS - 1,16 25,99 3 2 TM2 + 2,90 25,33 5 12

TPo — 1,50 25,29 9 8 TM3

TP7 — 0,81 24,87 — — TM4 + 0,60 25,65 22 8

TP8 +228 2563 20 0  TMS { a+2% BB
b 002 2435
TP L1444 2529 3 0 TMé 233 2503 —  —
TPIO  + 181 245 20 5 TM7  —176 2463 8 0
TPIL  +165 2606 18 5  TM8 4605 2518 13 0
TPL2  +162 2575 2 0 TM$ 230 2458 1 0
TPI3  +225 2635 7 3 TMI0 —169 245 2 0
TP14  +027 258 7 ¢ TMIL 028 2442 4 90
TPIS o081 262 —  —  TMIZ  —43 2640 — —

E stato inoltre calcolato il residuo insolubile di HCL 1IN (PEr-
507 e REMANE, 1976) nonché i tenori di Li, Na, K, Rb, Mg, Sr, Cr, Mn,
Fe, Co, Ni, Cu, sia per la frazione solubile che per quella insolubile,
mediante spettrofotometro ad assorbimento atomico, 1'SOs ¢ stato
determinato con metodo ponderale (Tab, IT e III).

Infine l'interpretazione & stata possibile sulla base dei dati gia
esistenti in letteratura ed inediti per le acque sorgive delle due zone
in esame
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CAMPIONATURA E PRESENTAZIONE DEI DATE

1) Il travertino campionato a Paestum costituisce la parte su-
periore di un carotaggio effettuato a circa due km dalla sorgente di
Capodifiume verso valle.

TABELLA II

Valori percentuali dei costituenti maggiori

Campione  R.I. MgCO, CaS0, CaCO, Campione R.I. MgCO, CaSO, C€acCO,
TP! 510 071 0016 94,17 TCl 079 08 2582 9579
TP2 074 078 0002 9848
TP3 131 079 0031 9786
TP4 051 168 008 9772 TM1 2748 069 0073 7175
TPS 439 083 0015 9476 T™M2 10,1 047 0017 8941
TP6 L06 1,11 002 9780 TM3 029 049 0006 99,21
TP7 1905 057 003 8034 TM4 L0 053 0058 9770
TP8 L0 14T 0199 9662 TM5 35 036 0814 9520
TPS 233 137 002 927 TM6 173 043 0073 9776
TP10 126 1,20 0199 9734 TM7 790 045 003 91,62
TPi1 130 161 0189 9689 TM8 1,20 04F 0061 9832
TPI12 025 161 0507 97,63 TM9 337 047 0039 9512
TP13 149 165 0259 96,60 TMI0 650 043 0044 92,62
TP14 189 073 0084 9730 TMIT 1146 036 0035 88,14

TP15 30,02 0,88 0,256 68,84 TM12 32,40 0,31 0,524 066,76

Le profondita che corrispondono ai singoli campioni sono le
seguenti:

TPI=0m TP2=3m TP3=6m TP4=8m TP5=9m
TP6=10m TP7=11m TP8=12m TP9=125m TPl0=13m
TPIl=135m TPi12=15m TPI13=18m TP14=19m TPI15=23m

2) Per guanto riguarda il travertino della bassa Valle del Tana-
gro, sono state campionate due serie a poca distanza una dall’altra
(circa una decina di metri), in localith Macchiatelle.

La prima serie comprende i primi termini di deposizione ivi af-
fioranti (TM1 - TM2 - TM3 - TM4 - TM5 - TMé dal basso verso Valto).
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ILa seconda serie comprende invece gli ultimi termini di deposi-
zione (TM9 - TM10 - TMI1 - TM12, sempre dal basso verso l'alto).

Inocltre sono stati prelevati alcuni altri campioni al di sotto della
seconda serie {TM7 e TMB8) e, in localitd Contursi Bagni (Terme Ro-
sapepe), un campione di travertino di recentissima formazione (TC1).

DISCUSSIONE DEI DATI E CONCLUSIONI

Le informazioni che ci siamo proposti di ottenere dallo studio
degli isotopi dell’ossigeno e del carbonio riguardano:

1) una valutazione relativa della temperatura dell'acqua di de-
posizione, a paritd di composizione isotopica di quest'ultima una tem-
peralura minore viene registrata da un §%) pit positivo del carbonato
deposto (McCREa, 1950: EpstEIN et al., 1951; 1953 ; O'NEIL et al., 1969);

2} le possibili fonti della CO, di deposizione: valori negativi di
82C sono a favore di una sua origine organica, valori molto positivi
a favore di una sua origine profonda, p. es. per decarbonatazione di
formazioni sedimentarie marine presenti nel sottosuolo, valori inter-
medi a favore di un equilibrio con CQ, atmosferica (Crais, 1963; Pa-
NICHI e TONGIORGI, 1975).

Per quanto riguarda §%C tutti 1 nostri campioni, tranne TCl e
TMS8, cadono entro lo stesso intervallo dei carbonati marini e lacustri
che si depositano in equilibrio isotopico con CO. atmosferica (DE-
GENS, 1967; TAYLOR et al., 1967). TC1 (§°C =+ 7.27) e TM8 (§C =+
=4 6.05} fanno perd ipotizzare un’origine almeno in parte profonda
della CO: di formazione sia dei travertini attuali di Contursi che di
quelli fossili della bassa Valle del Tanagro.

Per quanto riguarda 8“0, i valori ottenuti sono tutti compatibili
con un'origine prevalentemente meteorica delle acque di deposizione,
come d'altra parte & stato finora riscontrato (MANFRA et al., 1976).
Si hanno valori maggiori per i campioni TP che per i TM e TC, e
questo pud essere dovuto o ad una minore temperatura delle acque
di deposizione dei TP o a diversa composizione isotopica delle acque
stesse, dovuta a differenze locali e temporali e/o a mescolamenti con
altri tipi di acque.

Le paleotemperature calcolate ipotizzando §%0 delle acque sor-
give = — 5.5 non superanc mai i 20°C circa tranne per il campione
TC1, di 31°C, confrontabile alla temperatura reale alla sorgente, sui
39°C. "

Le differenze piu evidenti si sono ottenute per le due frazioni del
campione TM3, nel quale si & separata la calcite in grossi cristalli
limpidi (TM3b) dalla calcite in cristalli di dimensioni inferiori e di
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colore bruno (TM3a): per la frazione TM3b si sono ottenut1 §°C = —
=— 754 e 8%0 =+ 27.25, nettamente piQt negativo il primo e piu
positivo il secondo non solo di TM3a ma di tutti gh altri campioni
delle due zone. Questi valori stanno ad indicare per il TM3b un’ori-
gine organica della CO, ed una temperatura molto bassa.

Per i travertini di Paestum vi & una variazione abbastanza sen-
sibile da valori positivi a valori negativi di 8*C da TP7 verso l'alto,
concomitante alla presenza di calcite spatica di riempimento di ca-
vita (quasi assente da TP15 a TP17) (Fig. 2). Comunque, tale variazione
¢ riconoscibile anche per 1 campioni TM per quanto riguarda §“C, non
correlato perd alla percentuale in spatite chiara; tale andamento puo
essere atiribuito anche ad una minore velocith di sedimentazione
(DeEMoOvVIC et al., 1972).

La variazione della composizione chimica ed isofopica mostra
un andamento pid regolare per i travertini di Paestum che non per
quelli della bassa Valle del Tanagro (Figg. 2-3). La minore variabilita
nell’ambito della serie TP pud essere messa in relazione sia con una
diagenesi meno spinta sia con una maggiore omogeneita dell’ambien-
te di deposizione nel tempo rispetto ai travertini TM (CoRTESY e LEONT,
1958).

Tra gli elementi in tracce il litio si & rivelato caratteristico per i
travertini in esame, in quanto presente, sebbene in piccole guantita,
sia nella frazione solubile che in guella insolubile dei travertini della
Valle del Tanagro come pure nel campione di travertino attuale ana-
lizzato per confronto TCIl, mentre non & dosabile nei travertini di
Paestum: questa differenza & riconducibile alle acque di deposizione,
pilt ricche in litio a Contursi che non a Paestum (TALENTT e BORGIOLI,
1948; dati inediti del laboratorio dell'Istituto di Mineralogia),

Il rubidio mostra comportamento analogo al litio.

Na e X hanno un comportamento perfettamente analogo nella
frazione solubile dei campioni di Paestum ma non in quella dei cam-
pioni della bassa Valle del Tanagro, dove Vaumento in K nella fra-
zione solubile coincide per lo pitt con i valori pili negativi di 8"C,
correlabile con la presenza di materia organica all’atto della forma-
zione o durante processi di alterazione successivi. Il tenore in Na di
TC1 supera quello di tutti i campioni TM ma ¢ solo 1/3 della media
dei campioni TP. Cio riflette in parte la differenza nei tenori di Na
delle acque di Paestumm e di Contursi (nelle prime Na & circa dieci volte
maggiore che nelle seconde).

Il residuo insolubile, per il suo contenuto almeno parzialmente
argilloso, risulta naturalmente molto arricchito sia in Na che in K
rispetto alla frazione solubile in ambedue le serie; la corrispondenza

5

di comportamento fra i due elementi & minore che per la frazione
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solubile a Paestum e non esiste affatto per i campioni TM, ove Ia per-
centuale di residuo & maggiore.

Anche per quanto riguarda il magnesio abbiamo un tenore mag-
giore nella parte solubile di TC1 rispetto ai campioni TM, comunqgue
sensibilmente minore alla media dei campioni TP, ed anche per Mg
quesia differenza ne riflette una analoga nelle acque attuali delle due
zone, Il residuo insclubile & ugualmente pilt ricco in Mg nei cam-
pioni TT.

I tenori di Sr delle frazioni solubili dei campioni di Paestum
sono risultati maggiori di tutti quelli della Valle del Tanagro, ma mi-
nori di TC1. Nelle frazioni insolubili Sr presenta comportamento op-
posto. Poiché le acque attuali di Contursi sono piit ricche in Sr di
quelle di Paestum, come risulta d'altra parte anche dalla composi-
zione di TCI, si potrebbe pensare che le acque di deposizione dei tra-
vertini fossili fossero molto diverse dalle attuali, oppure che una
gran parte di Sr originario sia andato perduto, specie nella frazione
solubile dei campioni esaminati, per processi diagenetici di solubiliz-
zazione e mobilizzazione che hanno influenzato maggiormente guesto
elemento rispetto agli altri. Quest’'ultima ipotesi ci sembra piti valida
per le considerazioni riguardanti gli altri elementi. L'accentuata mo-
bilita di Sr ¢ evidenziata anche da SHROEDER, 1969; BaushH, 1968; For-
NASERI € GRANDI, 1968; KinsmaN, 1970; Cipriani et al, 1972; IRION e
MULLER, 1968. I valori di SO, sono alquanto dispersi nella serie TM,
mentre nella serie TP mostrano diminuzione dal basso verso l'alto,
nelle due serie i valori medi sono simili. Il campione attuale di Con-
tursi presenta il massimo valore; inoltre in esso & stato riscontrato
anche dello zolfo libero.

Il ferro presenta nella frazione solubile valori quasi identici nei
campioni di Paestum (iranne TP15, TP7, TP9) e grandi variazioni in
quelii della bassa Valle del Tanagro, dove mediamente & piit abbon-
dante. Un tenore in Fe alto nella parte solubile & da mettere in rela-
zione con un ambiente mantenuto riducente da abbondante materia
organica (KRauscorr, 1967); in questo senso sembra esserci per la
maggior parte dei campioni una correlazione con i valori negativi di
8"C. Nel residuo Fe risulta arricchito rispetto al solubile e media-
mente presente in percentuali simili nelle due serie.

I tenori in Mn sono in media maggiori nella Valle del Tanagro
che a Paestum per la frazione solubile e viceversa per il residuo: in
questo vi & dispersione nei valori soprattutto a Paestum.

I1 Co e il Ni risultano poco significativi in entrambe le frazioni
delle due serie, Il cromo ha una distribuzione piltt regolare nella fra-
zione solubile della serie TP che in TM; per linsolubile vi sono no-
tevoli variazioni nell’ambito di ambedue le serie. Il rame presenta
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valori mediamente pil alti nei campioni TM e, per entrambe le serie,
nella frazione insolubile.

Pertanto la composizione chimica dei travertini fossili per quasi
tutti gli elementi sembra ancora riflettere quella delle acque di de-
posizione, nonostante siano intervenuti probabili variazioni ambien-
tali e notevoli modifiche diagenetiche, testimoniate dalla variabilith
{specie per i campioni TM) sia dei dati isotopici che di quelli chimici
per quanto riguarda gli elementi maggiori e in tracce (soprattutto
Sr ed SO), in ambo le frazioni (solubile ed insolubile) analizzate,
nei livelli pitt ricchi in spatite chiara ed in quelli costituiti da mate-
riale sciolto.

I dati esposti hanno messo in evidenza una serie di problemi
legati, da una parte a processi diagenetici (p. es. presenza di spatite
secondaria) e dall'altra a diverse modalita deposizionali (porosita
primaria) Pertanto ci proponiamo, per il futuro , un confronto piu
completo con dati sedimentologici e lo studio di pil serie significative
in uno stesso bacino deposizionale per ricercare anche possibili va-
riazioni laterali.
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Applicazioni pseudoaffini
tra varieta differenziabili e loro proprieta

Nota di Rosa AnNA Marinoscr (Lecce) *
presentata dal socio corrispondente VITTORTO DALLA VOLTA

(Adunanza dei 6 maggio 1978)

SUMMARY, — Let M and M’ be manifolds provided with linear pseudoconnections
I" and I'” respectively; a differential mapping f : M — M’ is a pscudoaffine mapping if
/ maps each parallel vector field along each curve vy of M into a parallel vector
field along the curve f o y. In this paper some properties of pseudoafline mappings
are studied; in particular pseudoaffine transformations and pscudoaffine infinitesimal
transformations of a differentiable manifold M, are considered.

INTRODUZIONE.

Sia M una varieta differenziabile di classe @~ e di dimensione #,
se & (M) e l'algebra delle funzioni differenziabili su M, si denotera
con ®. (M) (r, s interi non negativi) I'§ (M)-modulo dei campi ten-
soriali differenziabili su M di tipo (7, s); se p € un punto di M, si de-
notera con T, (p) (r, s interi non negativi) lo spazio dei tensori di tipo
(r, s) sullo spazio T, (M) tangente in p ad M. Inoltre se f: M— M’ &
una applicazione differenziabile tra due varieta differenziabili M ed M,
si indichera con (f, ), il differenziale di f nel punto p € M; se poi f &
un diffeomorfismo ed X ¢ un campo di vettori su M, si denotera
con f, (X) il campo di vettori su M’ definito da:

(f—‘.’- (X))P' = (f-‘é ) —1(p*) (X]‘—l(p’)) per Ogni p’ € M.

In [1] ¢ stata introdotta la nozione di pseudoconnessione lineare
su uno spazio fibrato principale (P, G, ¥, M, II), come un campo ten-
soriale differenziabile T" di specie (1,1) tale che:

a) T, (X,) = 0 per ogni u € P e per ogni vettore tangente X,
verticale.

* Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo Nazionale per le strutture Algebriche e
Geometriche e loro Applicazioni.
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b) Tue (Vo) (X)) = (Wu)s, Tu(X.) per ogni ue P e per ogni
ae€G.

Se in particolare il fibrato principale & quello dei riferimenti [i-
neari sopra M, I' si chiama pseudoconnessione lineare su M, ed ¢ questa
la definizione a cui si fara riferimento nel seguito.

Nel presente lavoro dopo aver introdotto la nozione di applica-
zione pseudoaffine tra varieta differenziabili, se ne studiano alcune pro-
prieta geometriche: ad esempio si trova che ogni applicazione pseudo-
affine trasforma geodetiche in geodetiche, commuta con l'applicazione
esponenziale, ecc.

In particolare si studiano le trasformazioni pseudoaffini di una
varieta differenziabili M e si trova una relazione tra la nozione di
trasformazione pseudoafline e quella di pseudoconnessione lineare in-
variante rispetto ad una trasformazione di M. Infine il lavoro si con-
clude con lo studio delle trasformazioni infinitesime pseudoafhini di
una varieth differenziabile M, cioe di quei campi di vettori che gene-
rano gruppi locali di trasformazioni locali pseudoaffini di M; si di-
mostra che U'insieme A (M) delle trasformazioni infinitesime pseudoaf-
fiini di M & una sottoalgebra di @ (M).

I. - APPLICAZIONI PSEUDDAFFINT TRA VARIETA DITFERENZIABILI.

Siano M ed M’ varieta differenziabili di classe €~ e dimensioni
rispettivamente n ed n’; siano inoltre T' ed I'" pseudoconnessioni lineari
(cfr. [1]) rispettivamente su M ed M”; nel seguito si denoteranno con
A (A’) il campo tensoriale di ’{S)i (M) (‘,9: (M") associato a T (I') e con
Vxn Y{V ;{,m Y’) la pseudoderivata covariante di un campo di vettori'
Yt YO Y  t—=>Y ()} lungo la curval vy : I - M (v : I' > M)
nella direzione di X (¢) (X' (¢)) essendo X: t— X (1) (X' : 1 — X' (¢))
un campo di vettori lungo la curva v (y") tale che:

Ao (X (1) = v (D)

(Al (X (1) = ¥ (1))
Mantenendo le notazioni ora introdotte si da la seguente defi-

nizione:

DEFINIZIONE 1.1, — Siano T e I" pseudoconnessioni lineari sulle
varietd differenziabili M ed M’ rispettivamente; sia { : M— M una ap-

! Si sottintende sia qui che nel seguito che i campi di vettori e le curve sono
campi di vettori differenziabili e curve differenziabili.




Applicazioni pseudoaffini ira varieta differenziabili e loro proprieta 217

plicazione differenziabile di classe @, si dice che f é un’applicazione
pseudoaffine se per ogni curva vy : I— M su M, ogni campo di vettori
parallelo lungo v, si trasforma tramite la f in un campo di vettori
parallelo Tungo la curva v = f ¢ v,

Pii esplicitamente la def. 1.1 afferma che se X: r—X{{) & un

campo di vettori lungo [a curva y: IT— M, tale che Ay, (X (£) = v ()
ed Y: r— Y {i) & un campo di vettori lungo v tale che:

T(T"‘;;Z) (Y (t)) = Y (t2) per ogni t1, t: € I (essendo -c(,:_‘;:l) il tra-
sporto parallelo di Tvo) (M) in Tvy (M) associato alla curva v e al
campo di vettori di X - cfr. [1]), allora devono aversi le due seguenti

uguaglianze;

AL, (X (1) =+ () Viel
< Y (1) = Y (1) Vi, thel

essendo X' () = (f. Lo (XD ed Y (1) = (f, Join (Y (2)).

ProrosizioNE 1.1, — Sia f : M — M una applicazione pseudoaffine,
sey: I—-M é una X-geodetica? allora la curva v’ = f - v & una X'-geo-
detica, essendo X' 1 t = X' (1) il campo di vetiori lungo v definiia da:

X (1) = (f, b (X (1)) per ogni t € 1.

Dim, — Se v & una X-geodetica il campo X f — X (#) € un campo
di vettori paralleli lungo v, essendo f una applicazione pseudoafline il
campo X' { — X' {¢) risulta parallelo lungo la curva v, da cut si con-
chide che ' & una X-geodetica.

CoroLLaRIO 1.1, — Se f: M— M’ é uw'applicazione pseudoaffine
allora { commuta con lapplicazione esponenziale?, cioé:

feexpXo = exp e (f, )p (%)

per ogni punio p € M ¢ per ogni vettore tangente X, € T, (M),

* Per la definizione di X-geodetica si veda 13].
¢ Per la definizione di applicazione esponcnziale si veda [3].
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Dim, — Sia p un punto di M ed X, un vettore tangente in p ad M;
& noto che esiste un'unica X-geodetica yx definita in un intorno aperto
di 0 in R contenente 'unith, e tale che si abbia:

vx(0) =p
X(0) = X,
vx si chiama geodetica di condizioni iniziali (p, X.).
L'applicazione X — vx (1) definita in un opportuno intorno aperto
di T (M), contenenie M, ed a valori in M, si chiama applicazione espo-

nenziale; c¢ib premesso se f: M—» M’ & una applicazione pseudoafhine
si hanno le seguenti uguaglianze:

exp (f, XD =(feyv)x (1) =
= flyx(1)) =
= f (exp X)
dove X": t —X'(#) & il campo di vettori lungo la curva f = v tale che:
X (1) = (f< )y (X(2)) per ogni ¢ € 1.

DEeFINIZIONE 1.2, — Sia f: M — M’ ur'applicazione differenziabile,
un campo di vettori X su M ¢ f-related con un campo di veitori X' su
M’ se é soddisfatta la seguente condizione:

(fﬁ:« )x (XL) = X;(_.c) per Ogﬂi xeM
PROPOSIZIONE 1.2. — Sia { : M — M’ una applicazione pseudoaffine,

stanoe X, Y, 7 campi di vettori su M frelated rispettivamente con i
campi di vettori X', Y’ JZ' su M, allora valgono le seguenti proprietd:

(a) A(X) e frefated con A’ (X))
(b) VxY & {-related con Ve Y
(c) T(X,Y) é frelated con T (X, Y")

essendo T e T' i campi tensoriali di torsione * rispettivamente diT e T’
(d) R(X,Y)Z ¢ f-related con R(X, YNYZ
essendo R ed R’ le applicazioni di curvatura’® rispettivamente di T e T,

* 8i veda per la torsione [2].
* 8i veda per la curvatura {2].
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Dim.

(a) Sia x un punto qualunque di M, si considerino le geodetiche
v di condizioni iniziali (x, X.} e v" di condizioni iniziali (f (x), (f. (X))
Poiché f & una applicazione pseudoafline, per la prop, 1.1 trasforma
geodetiche di M in geodetiche di M’; si hanno allora le seguenti ugua-

glianze:

A;U) ((f )-‘c (X.\-)) = 'ir'(f) —
= FoD () = (Fe G0 = (e (A (X,

(b) Siano x, un punto di Me y: [~ & + 2] = M la curva inte-
grale di X tale che v (0) = x.,; tenendo presente la definizione di pseu-
doderivata covarianie associata ad una pseudoconnessione lineare *

si ha:
’ ’ “ 1 £h, s ”
(Vi Yy = Lim —— (=% (Y (R) — Y (0)) =

~ lim - ,L (vprse (e dea (Y () = (), (Y (0))) =

h—0

= Hm = (v GO (Y () — (F docos (Y (O)) =

i—0 h

i

(Fe Jrios }11_{;’1 % (Ti’,";’ (Y (h) — Y(0) =

= (fe ry (Vx Y,

essendo v la curva fey e ﬂr:_f‘xm (1(;7:3(), ) lo spostamento parallelo di
Toony (M) (Tyon (M) in Te (M) (T (M) rispetto alla curva y (y) ed
al campo di vetiori X {X).

{¢) Si osservi che se X ed Y sono campi di vettori su M, frelated
rispettivamente con i campi di vettori X', Y su M’, consegue che anche
il campo [X, Y] & frelated con il campo [X', Y] e quindi per la (a)
gia dimostrata si ha che:

[A(X), A(Y)}] & frelated con [A"(X"), A" (Y")].

Si ricordi inoltre che il campo tensoriale di torsione T associato
ad una pseudoconnessione lineare I' su M, sulla coppia (X, Y) ha

¢ Cfr. [11.
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espressione:
T(X,Y)=VxY — VyX — [X Y]a
essendo
[X,Y1. = [A(X), Y] + [X,A(Y] — A[X, Y]

Cio premesso fissato un punto x € M si hanno le seguenti ugua-
glianze:

(T (X Y Diw = (Vg Yo — (Vi X — ([X, Yo =
= () (Vx Y)e — (£ ) (Vv X)e — {[A"(X), Y]pewy +
+ XA (Y] — (A X, Y Do} =
= (F e (Vx Y)e — (f 1 (Ve X)e — {(f : [AX), Y. +
+ ([ A — (f ) (ALK, YD)} = (F (T (X, Y))x

da cui la tesi.

(d) La dimostrazione ¢ analoga alla (c), purché si tenga pre-
sente |'espressione dell’applicazione di curvatura:

RX,Y)Z=([Vx,Vy] — Vxn,)Z.

Nel seguito se f & un diffeomorfismo di una varieta differenziabile
M, f si chiamera trasformazione differenziabile di M.

DEFINIZIONE 1.3. — Una trasformazione pseudoaffine di una varieta
differenziabile M ¢ una trasformazione differenziabile di M, che é anche
una applicazione pseudoaffine rispetto ad una assegnata pseudocon-
nessione lineare T su M.

Siano f una trasformazione differenziabile di una varieta differen-
ziabile M e I una pseudoconnessione lineare su M, tramite f e T si
costruisce su M una pseudoconnessione lineare T, al modo seguente:
se A & il campo tensoriale su M associato a L e V & la pseudoderivata
covarianza di T si denoteranno con A e V rispettivamente il campo

tensoriale su M e I'§ (M)-omomorfismo X — Vx di ©, (M) in Endr
(91 (M)) cosi definito:

VxY = £ (Vi . (Y))

AX) =f." (A(f, X))
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per ogni X, Y € ®, (M). - La coppia (A, V) definisce su M una pseudo-
connessione lineare T' che si chiama la trasformata di T' tramite la f;
se I' = ', I' & invariante rispetto alla trasformazione f.

Una relazione tra la nozione di trasformazione pseudoafhine e
quella di pseudoconnessione lineare invariante, & messa in luce dalla
seguente proposizione:

ProposizZIONE 1.3, — Sia { una trasformazione differenziabile di
una varieta dierenziabile M, e sia T una pseundoconnessione lineare su
M, f & una trasformazione pseudoaffine rispeito a T se e solo se T & in-
variante rispetto ad f.

Dim. — 8ia | una trasformazione pseudoaffine di M; per ogni
X, Y € ©: (M), essendo f una trasformazione differenziabile, risulta:
X frelated con f,(X) ed Y frelated con f,(Y); inoltre essendo f pseuw-
doathine risulta anche A (X) frelated con A(f.(X)) e Vx Y frelated
con Vi, . f.(Y). Cid premesso si ha

(XY

AX) =f+' (Al (O = ' (f. (A = AX)

VXY = fi (Vg f (Y) = f5' (. VxY) = Vx Y

da cui si conclude che ' = T

Viceversa sia I' invariante rispetto ad §; sia inoltre Y un campo di
vettori parallelo lungo una curva v : [ — M nella direzione di un campo
di vettori X lungo v; si consideri un qualunque punto i, € 1, se v (f) =
7 0 esistono un numero reale positivo e e due campi vettoriali X" e Y’
su M tali che

X = X(1), Y., = Y( Vi€ [to—s Lo+ sl

ed essendo per ipotesi

Alf, (X)) = £, (A(Y'))
Vi F: (Y)Y = £ (Vx Y')

si ha:

v xan 1 (Y) =0 Vitelte—e to+ g]

5 v )

se pol v (#;) = 0 si ha anche facilmente che

vcm Lo XD f. (Y) =0
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e per l'arbitrarieth di f, si conclude che f,(Y) & parallelo lungo la
curva f ° v nella direzione f, (X) e quindi f & una trasformazione pseu-
doaffine.

OssErRvAZIONE 1.1. —- Se M ¢ una varieta dilferenziabile, si deno-
terd con 7 il fibrato L (M) — M dei riferimenti lineari sopra M. Ogni
trasformarzione differenziabile f di M, induce in modo cancnico una
trasformazione differenziabile § della varieta differenziabile L (M) dei
riferimenti lineari su M, tale che per ogni x € M e per ogni u =
= (X;, Xz, ..., X,) riferimento lineare in x, risulti:

Fla) = (£ (X0, oo (Fa Do (X)

7 & un automorfismo del fibrato 1 quindi lascia invariante ogni campo
fondamentale su L (M). Se f & una trasformazione pseudoafiine allora
7 trasforma il sottospazio orizzontale di T.{L (M)}) nel sottospazio
orizzontale di T, (L (M)), per ogni riferimento lineare u € L (M).

Si richiamera ora la definizione di campo di vettori basico ri-
spetto ad una assegnata pseudoconnessione lineare T' su una varieta
differenziabile M: per ogni £ = (E, £ ...,&) € R%, si chiama campo
di vettori basico associato a £ il campo di vettori B (§) su L (M) de-
finito per ogni u = (X, X;, ..., X,) e L (M) da:

(B(EDs = su (8 X))

essendo s, Tuuy (M)} — H,7 il sollevamento orizzontale definito per ogni
X e Towy (M) da: 5.(X) = T {(X) ove X & un vetiore tangente di
T. (L (M)) tale che (%, ). (X} = X.

Cio premesso si dimostra la seguente proposizione:

PrROPOSIZIONE 1.4, — f & una trasformazione pseudoaffine su una
varietd differenziabile M, se e solo se l'automorfismo | indotto da f nel
fibrato dei riferimenti lineari di M, lascia invariente ogni campo di
vettori basico.

Sia £ = (£, %, ...,8) € R", se f & una trasformazione pseudoaffine
e se B(E) & il campo « di vettori basico associato a £, per ogni u =
= (X, X;,..., X)) di L(M) si ha:

(}Z:a )u ((B (&))n) = (f:; )u (Su (E' Xi)) =
= (f )H (FH (Xi!)) = r7(u) ((71‘ )u (XH)) —

" H, & il sottospazio orizzontale di T, (L (M)), ossia H, = T, (T, (L (M))).
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= S {(fa dzen (B X)) = 39 (B (f: e (X)) =
= (B (D -

essendo (m, ). {X) = E'X; € Toey (M)

Viceversa sia f una trasformarzione differenziabile di M che lascia
invariante ogni campo di vettori basico; sia X un campo di vettori su
L(M), e sia u=(X,X,...,X) ¢ L(M); poiché (r,).(X.) = & X con
E=(E,...,EY e R", si ha:

(7 2 (B(E))) = (B (Esey

d’altra parte essendo (B (£}, = T}, {(F)« (X)) e (F)u (B (E}) =
= (F, (T (X.)), st ottiene l'alira eguaglianza

r?(n) ((FT )u (Xu)) = (?-‘:- )u (F,, ()—(u))

da cui si conclude che T" & invariante rispetto a f e quindi per la prop.
1.3 § & una trasformazione pseudcafline.

ProposizioNe 1.5. L'insieme 8 (I") delle trasformazioni pseu-
doaffini di una varieta differenziabili M, rispetto ad una assegnata
pseudoconnessione I' su M, & un gruppo rispetio alla usuale legge di
composizione di applicazioni.

Dim. — Si omette per brevita.

2. - GRUPPT LOCALT AD UN PARAMETRO DI TRASFORMAZIONT LOCALI PSEU-
DOAPFINI DI UNA VARIETA DIFFERENZIABILE.

In cio che segue si continuera ad indicare con M una varieta dif-
ferenziabile di classe @~ e di dimensione 1, con L (M) l'insieme dei
T
riferimenti lineari su M e con r il fibrato L (M) — M dei riferimenti
lineari associali ad M, di gruppo strutturale G = GL (#n, R). Cid pre-
messo si enuncia la seguente proposizione che sara utile nel seguito:

PrRoPOSIZIONE 2.1. — Ogni campo di vetiori X su M induce su L {M)
uno ed uno sole campo di vertori X soddisfacente le seguenii pro-
prietd:

ay X & invariante rispeito a G = GL{(n, R)
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by IL; 0=0°8
c) X & I-related con X

Viceversa ogni campo di vettori X su 1. (M) soddisfacente a) e b)
induce su M uno ed uno solo campo di vetiori X tale che X & Tl-related
con X.

Per la dimostrazione della prop. 2.1 si rimanda a [5] pag. 230.

DeFINTZTONE 2.1. — Sia T' una pseudoconnessione lineare su M;
un campo di vettori X € ®,{M) si dice che & una trasformazione in-
finitesima pseudoaffine se per ogni punto p € M il gruppo locale ad
un parameiro ¥} —eg e[ X U,— M generato da X in un intorno
aperto U, del punto p, soddisfa allo proprieta:

«Per ogni te] —eel[¥ :U,—-M & una applicazione pseu-
doaffine ».

E berne sottolineare che nella def. 2.1 si sottintende su U, la
pseudoconnessione I'|, restrizione di T all'intorno U, .

ProposizionE 2.1, — Sia T una pseudoconnessione lineare su una
varieta differenziabile M; un campo di vettori X su M & una trasfor-
mazione infinitesima pseudoaffine se e solo se la derivata di LieLg T

e uguale al campo ifensoriale nullo di ﬁ)i (L (M)},

Dim. — Sia X una trasformazione infinitesima pseudoaffine di M;
se p & un qualunque punto di M, considerato il gruppo locale ad un
parametro ¢: I, X U,— M generato da X, si ha che l'applicazione
T X II77(U,) — L (M) ¢ il gruppo locale ad un parametro che ge-
nera X, inoltre risulta Ts o ((§)e, (Yo) = (8., (Tu(Y.)) per ogni u €
€ T, (II"'(U,)) e per ogni Y, € T, (II"" (U,)); ma allora per il corollario

3.7 pag. 33 di [5] consegue che Lg T, Analogamente si dimostra il vi-

33 & [5] conseg
ceversa.

PrOPOSIZIONE 2.2. — Sia T una pseudoconnessione lineare su una
varietd differenziabile M di dimensione n; per ogni £ = (E', ... ,EN e R”

e per ogni trasformazione infinitesima pseudoaffine X di M, il campo
di vettori [X,B(E)] & un campo di vetiori orizzontale.

Dim. — Poiché ogni campo di vettori basico & orizzontale, per
ogni § =(E 8, ... ) € R" e per ogni punto p € M esistono un in-

# 1% 0 indica la derivata di Lie della [orma canonica ¢ di 7 rispctto al campo di
vettori X (cfr, [5] pag. 29 e pag, 118).
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torno U di p ed un campo differenziabile Z su II7'(U) tali che
B(E) iy = Tl (Z2); daltra parte se X & una trasformazione infi-
nitesima di M, per la prop. 2.1 risulta:

(L Doy (£) =0
cssendo perd

(Lf(m—l(U) F[H—J{U)) (Z) = [Xi[{—l([j) y ]-—‘f[[—ul(u) (Z)] -
- rll'{—l(U) ([Xh'i—l(U) . Z])

si conclude che
[th‘l([};; B (E) Eﬁfl(u)] - I‘[Hfl{U) ([X‘]’[fi(U) ’ Z])

da cui la tesi.

ProposIzIONE 2.3. — L'insieine A(M) delle trasformazioni infini-
tesime pseudoaffini di una varieta differenziabile M & una sottoalgebra
di B (M),

Dim. — Sia A(L{M)) l'insieme dei campi di vettori X su L (M)
che soddisfano alle tre condizioni: 1) X ¢ invariante per l'azione di
GL(nR); 2) Lz 0=0;,3)L3;T=0; essendo Lixv;—Lx* Ly — Ly * Lx
I'insieme & (L (M)} ¢ una sottoalgebra di 9, (L (M)). D’altra parte 'ap-
plicazione 9; (M) — 9, (L (M)) ¢ un omomorfismo iniettivo, inoltre se

X - X
Xe AM) allora X e &(L(M)) e viceversa se X e &(L.(M)) allora
poiché X verifica la 1) e 2) esiste uno ed uno solo campo di vettori
X su M tale che X = X; inoltre poiché Ly T' = T3y I' = 0, X & una tra-
sformazione infinitesima pseudoalline cioe X ¢ A (M), si conclude al-
lora che A(M) & una sottoalgebra di 9, (M).
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Due osservazioni concernenti forte paracompattezza
e numerabile paracompattezza

Nota di Fernanpo Bomsing *
presentata dal socio ordinaric CARLO CILIBERTO

(Adunanza del 3 giugne 1978)

RIassunTe, — Nelia presenie nota si stabiliscono condizioni sufficienti, coinvolgenti
ricovrimenti aperti ¢ localmenle numerabili, aflinché uno spazic topologico sia nume-
rabiimente paracompatto e fortemente paracompato,

SummarY, — In this note, two vesults arc cstablishcd concerning strong-para-
compaciness and couniable-paracompactness of topological spaces endowed with
suitable locally-countable open coverings fulfilling appropriatc countable-compactness
conditions,

Nella presente nota (nel n. 2) si presentano due risultati concer-
nenti forte paracompattezza e numerabile paracompattczza per spazi
topologici, dotati di ricovrimenti apeiti e localmente numerabili con
opportune ed accettabili condizioni relative alla {rontiera nel primo
caso e all’aderenza nel secondo caso.

Il materiale preparatorio, nonché opportuni richiami, vengono
presentati nel n. 1.

1. - RICOVRIMENTI LOCALMENTE FINITT

Si richiamono preliminarmente, per comodita del Iettore le defi-
nizioni ed i risultati di cui si fara uso sistematico nel seguito mentre
per quanle concerne terminologia e simboli ci si atterrd a quelli di

[1]le[7]"

* Istituto di Analisi Matematica - Universita - Bari.
! I numeri in [ ] si riferiscono alla bibliografia posta alla fine del presente lavoro.
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DEFINIZIONE 1. — Se (U1 & una famiglia di parti dell'insieme E
e se X & una qualunque parte di B, chiamasi stella di X in T per (U
Uinsieme degli v € 1 tali che U, N X £ @.

ProPOSIZIONE 1. — Siano (U una famiglia di parti dell'insieme
E, X ed Y due parti di E, Ix e 1, rispettivamente le stelle di X ed Y
in I per (U)er. Allora se X c Y risulta Ie & Ii

DEFINIZIONE 2. — Una famiglia (U.).a di parti dell’insieme E si
dice finita a stella se per ogni ) € 1 la stella I, di Uy in I per (U)u
¢ finita.

ProPOSIZIONE 2, — Siano (U e (V. due famiglie di parti del-
U'insieme E tali che per ogni v € I risulti U, < V..

Allora se (V.).1 & finita a stella (def. 2) anche (U).a & finita a
stella.

DEFINIZIONE 3. — Una famiglia (A).1 di parti dello spazio topo-
logico E si dice localmente finita (risp. localmente numerabile) se per
ogni x € E esiste V intorno di x tale che sia finito (risp. numerabile) l'in-
sieme degli v € I per i quali risulti A, N V= @,

PROPOSIZIONE 3. — Sia (A).«i una famiglia di parti di uno spazio
topologico E. Allora le seguenti proposizioni sono equivalenti:
a) (A).: ¢ localmente finita (risp. numerabile) (def. 3),
b) Per ogni x € E esiste un intorno V di x tale che la stella I di
V in I per (A). (def. 1) sia finita (risp. numerabile),
¢) Esiste un ricovrimento aperto (Upkex di E tale che per ogni
k € K la stella Izk di Ue in I per (A)wr sia finita (risp. numerabile).

PROPOSIZIONE 4. — Siano (A e (Bt due famiglie di parti di
uno spazio topologico E tali che per ogni v € 1 risulti A, < B.. Allora
se (B ¢ localmente finita (def. 3) anche (A).r & localmente finita.

PROPOSIZIONE 5. — Sia (A una famiglia localmente finita di
parti di uno spazio topologico E. Allora U A, = U A..
tel vel
COROLLARTO. 1. — La riunione di una famiglia localmente finita di

sottoinsiemi chiusi di uno spazio topologico & un sottoinsieme chiuso.

PROPOSIZIONE 6. — Se (At & una famiglia localmente finita di
parti di uno spazio topologico E, la famiglia (A).« & localmente finita.
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ProrosizioNE 7. — Sia (A).a un ricovrimento daperto e finito a
stella (def. 2) di uno spazio topologico E. Allora (A).a & una famiglia
localmente finita (def. 3).

Un interessante risultato concernente ricovrimenti localmente fi-
niti che G. Aouaro attribuisce a A. H. STONE, ¢ fornito dalla seguente

ProposizioNE 8. — Siano E uno spazio topologico, (A). una fa-
miglia di parti di B, 8(1) Uinsieme delle parti finite di 1. Allora, se
per ogni T e & (1) si pone Uy = M C(A) si ha:

1eC(J}
1°} Per ogni J € & (1) la stella I;J di Uy in 1 per (A & conie-
nuta in J e pertanto & finita.
2°) Se (A)wer & localmente finita, (Un)jeqiny & un ricovrimento
aperto di E

Dimostrazione di 1°). — Sia v € IEJ , allora Uy N A, = . Se fosse

1€ C(J) sarebbe Uy C{A) c C(A) e quindi U; N A, =@ il che &
escluso.

Dimostrazione di 2°). — Se {A).r ¢ localmente finita per ogni
J e (1) risulta (cfr. prop. 5) Uy = C( U A) = C( U A) donde U
& un insieme aperto di E. et

IY'altra parte, essendo (A,).c al pari di (A.)..1 localmente finito (cfr.
prop. 6) per ogni x € E esiste un intorno V di x tale che la stella
IV di V in I per (A.).: sia finita (cfr. prop. 3). Se v e C(Iy) risulta
VNA =0 ossia VcC(A) pertanto Vo N C(A)="U e quindi

LeC(T )
x € Vc U donde ('UJ)JG an & un ricovrimento di E

COROLLARIO 2. — Se {A).r & una famiglia localmente finita di parti
dello spazio topologico E, esiste un vicovrimento aperto (U di E
tale che card (L) = card (I) e per ogni , € L sia finita la stella di U,
in I per (At .

Dim, — Consegue dalla prop. 8 non appena si tenga presente che
card (& (I}) = card (I).

COROLLARIO 3. — Se (A & una famiglia di parti dello spazio to-
pologico E, denotato con 9 (1) Uinsieme delle parti finite di 1, se per

ogni J € & (1) si pone Uy = () C(A) le seguenti proposizioni sono
veC(T)
equivalenti:
a) (A).a & localmente finita,

b) (Udgeqqum € un ricovrimenio aperto di B.
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Dim. — Consegue banalmente in forza delle prop. 3 e prop. 8.

Levmma 1, — Siano (A una famiglia di parti di uno spazie to-
pologico B e (Bj)ia un ricovrimento chiuso localimente finito di E

(detf. 3) tale che per ogni j € J la stella I; di B; in I per (A, (del. 1)
sta finita. Allora esiste una famiglia (A, )1 di insiemi aperti di E tale
che:

19) Per ogni v el risulta A, A: :

) (tel, jel:ANB =0 a(A N B £0),

3°) La famiglia (A: Y1 & localmente finita,

4°) Se per ogni v€ 1 ¢ finita la stella JA di A in T per (B,
la famiglia (A, ). & finita a stella (del. 2).

Dim. — Sia, per ogni v e I, JA la stella di A, in J per (B} €

(1) Al =C( U B)

jeCtly )

Essendo per ipotesi, (B;).r localmente finita e per ogni j e J B;

insieme chiuso di E, |J B; & un insieme chiuso (cfT. coroll. 1) e per-
isc(J;L )

tanto quale che sia v € I, A, & un insieme aperto di E.

Dimostrazione di 1°). — Sia ve 1. Osservato che per ogni je C (J; )

risulta A, N B; = @ ossia A, © C(B;) si ha
Abc N CB) =cCc{ U B)=4,
jects, ) jecisy 3

Dimostrazione di 2°). — Tenuto conto di 1°), per ogni v € I ri-
sulta J, <7, (cfr. prop. 1).

Osservato che per dimostrare 2°) & sufliciente riconoscere che
J. ==J,, si passa a stabilire 'inclusione T, <J, .

A tale fine sia j e Jiﬂ e, ragionando per assurdo si supponga

i e C(J,). Allora

ANB#@ e B c U B =C(A)

)‘EC(JA‘)
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ossia simultaneamente
ANB#0 e A NB =0
il che & assurdo.

Dimostrazione di 3°). — Essendo (B;).: localmente finita esiste
un ricovrimento aperto (Ui di E tale che per ogni k € K Ia stella

J:;k di U, in J per (Bj).s sia finita {cfr. prop. 3.) Quale che sia k € K,
si denoti con IL}- la stella di Ug in I per (A: Yt

Siano ke K ¢ LEI;‘_.

Allora
(2) A NU# 0

D’altra parte a causa delle ipotesi

(3) E= U B;

jel

donde

jely, iely,

Tenuto conto di (2) e (4) : k

(3) U (A, NB)#0
Ty

e quindi
(6) Jjely, 3 A NB =0
donde, tenuto conto di 29,
(7) aje;rzka'ALr}B#@
0ssia
(8) ve U I

jEJ; i
k

e, per l'arbitrariethd della scelta di v in I;k ,

(9) I, © U I,
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Essendo, per ipotesi, I; finita per ogni fe€J e .T:;k finita, da (9)
consegue che Izk & finita il che, data l'arbitrarietd di k € K, dimostra

che (A] ). & localmente finita (cfr. prop. 3).

Dimosirazione di 4°). — Nelle ipotesi di 4°), denotata per ogni
Ael con I::. la stella di A; in I per (A" )1, si passa a riconoscere

che I::, ¢ finita quale che sia A € 1.
Sia : € 1. Osservato che
E=yUB =(UB)U(U B)={(UB)U(CMK
fel jEJ;; jeCiyy ) jely

risulta

(10) A
Sia ora pe I, . Allora
(11) AL DA ZO

donde, tenuto conto di (10)

(12) U (A, NB)#0
ieJA

e quindi

(13) djel, oA, NB =0

Da (13), in forza di 29,
Jjel, s’ANE =0

ossia
EI,r'eJ'; 3" p e I;j
donde
ve U IB
jeJ; /

by
il che, data l'arbitrarieta di p in 1, , dimostra
L

3% %
I, < U Iy .

1) Lo i
jel

A,
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Essendo, per ipotesi, J: finita e I, finita quale che sia e 7T,
% i

I, ¢ finita.
L

2, - ALCUNT RISULTATI CONNESSI CON LA NUMERABILE COMPATTEZZA E LA
NUMERARBRILE PARACOMPATTEZZA

LemMa 1. — Se (A).a & una famiglia numerabile localmente finita
di parti dello spazio numerabilmente compatio B, Uinsieme H degli
ve Tl per i guali A, 7 @ & finito.

Dim. — A causa delle ipotesi (cfr. n. 1, coroll. 2) esiste un rico-
vrimento aperto (Ugwk di E tale che K sia numerabile e per ogni
k€K la stella T, di Uy in I per (A)..r sia finita.

Essendo E mklmerabilmente compatto, esiste una parte finita L
di K tale che E = {y U;.

kel
Si passa a riconoscere che

s

(1) Hc 1 I, .
kel k
Sia ve H, allora A,==®. Se x € A, esiste k e L tale che x ¢ U,
donde, x € A, N U: e quindi A, N U, == @.
Pertanto

VieH ElkGLa'LEIE

k

donde la validita di (1).
Essendo L finito e per ogni k € L ng finita, la (1) dimostra I'as-
serto.

Osservazione 1, — 11 lemma sopra dimostrato & noto e trovasi
in [4] (lemma di pag. 215). La dimostrazione qui adottata si distingue
da quelle conosciute per l'utilizzazione del teorema di Stone (cfr.
prop. 8 del n. 1).

ProPoSIZIONE 1. — Se (A).er ¢ una famiglia localmente finita di
sottoinsiemi non vuoti di uno spazio topologico numerabilmente com-
patto B, l'insieme degli indici 1 & finito.

Dim. — Se 1 fosse infinito, denotata con I una sua parte infinita
numerabile, la sottofamiglia (A.).., essendo numerabile e localmente
finita per il lemma 1 dovrebbe essere finita, il che & assurdo.
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Ung caratterizzazione degli spazi topologici numerabilmente com-
patti si ottiene tenendo presente la prop. 1 e la seguente

ProPOSIZIONE 2. — Sia E uno spazio topologico di cui ogni fa-
miglia localmente finita di sotioinsiemi non vuoti abbia U'insieme degli
indici necessariamenie finito. Allora E & numerabilmente compatto.

Dim. — Sia (F,},.,y una successione monotona decrescente di in-

siemi chiusi non vuoti di E. Per una nota caratterizzazione degli spazi
numerabilmente compatti & sufficiente riconoscere che

M F, = 0.

nelN
Ragionando per assurdo si supponga E = I Ce (I,,). Posto per ogni

1neN
n € N G, = Ce(Fa), (Gi),. & un ricovrimento aperto di E ed inoltre

(1) (neN, peN, n<p)=(G.NF, =0

invero se m < p, a causa delle ipotesi, F, © F, e quindi G, < C(F,).
Pertanto per ogni n € N la stella NG di G, in N per (Fu),.y & fi-

nita perché contenuta in [0, n].. Allora (F.), .y ¢ localmente finita
{cfr. n. 1, prop. 3} e a causa delle ipotesi N & finito, il che & assurdo.

Una condizione necessaria per la numerabile paracompattezza di
uno spazio topologico & fornita dalla seguente

PrOPOSIZIONE 3. — Se A & unm sottospazio numerabilmente com-
patto di uno spazio topologico numerabilmente paracompatto E (cfr.
[1], def. 1, § 5), l'aderenza A di A & un sottospazio numerabilmente
compatto.

Dim., — Sia (U, una successione di insiemi aperti di E tale

HEN
che
(1) Ac IUU,.
neN
Si ponga per ogni n e N
y C(A) se n=20
(2) Vn - <

\ Un—l se 1 =n.
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Evidentemente (V,), . € un ricovrimento aperto di E, pertanto a

causa delle ipotesi, esiste un ricovrimenio aperto localmente finito
(W.),n di E tale che per ogni n ¢ N risulti

(3) Wn - Vn .

La famiglia (A N W,),,, costituisce un ricovrimento aperto, lo-

calmente finito e numerabile dello spazio numerabilmente compatto
A, allora in forza del lemma ! I'insieme

{4) P={neN|ANW,=0}

& finito.
Si riconosce che

(5) Ac UW,

invero che x € A esiste 7 € N tale che x € W,,, d'altra parte ANW, 7 @
e quindi n € P,
Ora 0 ¢ P, invero W, © V, = C(A) < C(A) ossia W, N A= 0.
Allora tenuto conto di (2), (5) e della circostanza che 0 ¢ P risulta

A [ U Up—-l

peP

e cidp dimostra che A & un sottospazic numerabilmente compatto
di E.

PrOPOSIZIONE 4. — Se (U,), . & un ricovrimento aperto (numera-
bile) dello spazio tepologico B e se per ogni n € N la frontiera Tr. (1)

s

& mumerabilimente compatta, esiste un 1'.icovrimenlo aperto finito a
stella (quindi localmente finito (cfr. n. 1 prop. 7)) (V.),.n di E tale
che per ogni n € N risulti V,  U,.

Dim. — Sia (A.),.n la successione di sottinsiemi di E definita po-
nendo
p s U, se n =20
i V N Au. -
(1) ne C

n—1i
N U, N(Ce( U UY) sel=n
=0
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Evidentemente
(2) (peN,geN, pZq)= (A, N A, =),
3 neN=A, [,
(4) U Un — U Au
weN neN
D'altra parte
(5) (neN,peN,n<p) = (U, NA =0)

inverosen < possian <p — 1

p—1i

Ap =U, N (CE( rL;J(} UI)} - Up N Ce (Un) < Ce (Un)

Ora per ogni x € E esiste n € N tale che x € U, e, per (5), tale
che la stella Ny di U, in N per (A,),.y sia finita,
Pertanto (cfr. n, 1 prop. 3)

(6) (A”)neN

¢ localmente finita.
Osservato che per ognime N, 1 <n

Fr.(A,)  Fr.(U,) U ( Q: Fr.(U))?

Fr.(A,) & un sottoinsieme chiuso dello spazio numerabilmente com-
n—1
patto Fr, (U)U( U Fr.(U;)) e, come tale, & un insieme numerabil-
=0
mente compatto.
Fissato n € N, tenuto conto di (6) e di quanto testé stabilito,

(7) (Fr. (A 1 Ap) e

¢ una successione localmente finita (cfr. n. 1, prop. 4) di sottoinsiemi
dello spazio numerabilmente compatto Fr. (A,).

2 Se (){L)LeI & una famiglia finita di soltoinsiemi di uno spazio topologico E ¢ se

X ed Y sono sottoinsiemi di § risulta
Fr.{UX) ¢ U Fr.{%), Fr.(X—Y} < Fr.(X) U Fr.(Y).

tel tel
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Allora, posto
(8) P, = {pe N|Fr.(A) N A, = @}

in forza del lemma 1, P, ¢ finito.
Si consideri la successione

(9) (A")IIEN

Tenuto conto di (4) e (6) (cfr. n. 1, prop. 6), (9) € un ricovrimento
chiuso localmente finito di E.
Si passa ora a riconoscere che per ogni n € N la stella N; di A,

in N per (Au),.n € finita.
Invero, tenuto conto di (2), se n € N, p € N, n  p risulta

AN A, = (A N (AU Ce(A)) N Ay = (A U (A N Ce(AD) N Ay =
= (A N Ce(A)) N A, = (A, N Ce(A) N A, = Fr.(A) N A,

donde N; & P,

D’altra parte

(10) (neN, peN, n<p) = (A, NA =0)
invero, tenuto conto di (5), A, = C (U,) e quindi, per (3), A, C (U, =
= C(U,) c C(A).

Tenuto conto di (10) per ogni n € N la stella NA di A, in N per
(A.),. € finita in quanto contenuta in [0, n]y .

Allora (cfr. n. 1, lemma 1) esiste una successione (G.),. di in-

siemi aperti di E tale che

(11) VneN:A cG,,
(12) (Gi) ,en € localmente finita,
(13) (Gi) hepy € finita a stella.

Ove si ponga

(14) VneN:V,=G,NU,
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evidentemente

{15) ¥ neN :V, & un insieme aperto di E,
(16) VnoneN:A cV,cU,

(17) ¥V uneN:V,cG,.

Da (13) e (17) consegue che (V,),., € finita a stella (cfr. n. 1 prop.
1); da (4), (15) e (16) che (V.},. & un ricovrimento aperto di E tale
che per ogni n € N risulti V, < U, .

Una generalizzazione della prop. 4 ¢ fornita dalla seguente

PrOPOSIZIONE 5. — Se {(U.).: & un ricovrimento aperto localmente
numerabile (cfr. n. 1, def. 3) dello spazio topologico E e se per ogni
v €l la frontiera Fr. (U} ¢ numerabilimente compatta, esiste um rico-
vrimento aperto finito a stella (V). di E tale che per ogni v € 1 risulti
V. U..

Dim. — Essendo (U,)..; localmente numerabile (cfr. [7], prop. 2)
esiste una partizione (1,)wa di I tale che

(1) (e eA e’ cA o =a" Vel, " el.)= (U NU, =)

e

(2) Y « e A : I, numerabile.
Si ponga

(3) VaeA: U, =UTU

el
@

Evidentemente ('U: Jeea €& un ricovrimento aperto di E formato da
insiemi a due a due disgiunti.

A causa delle ipotesi, in forza della prop. 4, per ogni o € A esiste
una famiglia (numerabile) (V.),, costituente un ricovrimento aperto
finito a stella di U, tale che per ogni € I, risulti V. « U,. Eviden-
temente (V.).1 ¢ un ricovrimento aperto finito a stella di E tale che
per ogni v < I risulti V. c U,

La definizione di spazie fortemente paracompatto trovasi, per
esempio, in [4] cap. V, pp. 228 ed essa puod essere formulata come
segue
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DEFINIZIONE 1. — Uno spazio topologico E dicesi fortemente pa-
racompalto se ogni suo ricovrimento aperto & dotato di un raffina-
mento aperto finito a stella,

In realta siffatti spazi erano stati gia studiati da K. Morra (cfr.
[6]) che li adoperd con la denominazione di « spaces with the star
finite property ».

CoroLLARIO 1. — Se E & uno spazio topologico tale che ogni suo
ricovrimento aperto sia dotato di un raffinamento aperto localmente
numerabile costituito da insiemi aperti la cui frontiera sia numera-
bilmente compatta, esso ¢ fortemente paracompatto (cfr. def. 1).

PrOPOSIZIONE 6. — Se (U.)a & un ricovrimento aperto localmente
numerabile (cfr, n. 1, def. 3) dello spazio normale B e se per ogni v e 1
Vaderenza U, di U, & numerabilmente paracompatta, B & numerabil-
mente paracompatto {cIr. [1], § 5, def. 1).

Dim. — Essendo (U.).r localmente numerabile (cfr. [7], prop. 2)
esiste una partizione (I ). di I tale che

() (e a”"eA, o’ #Za"', Vel €)= (U N U = @)

e

(2) ¥V o€ A : I, numerabile.
Si ponga

(3) VaeA: U =y U,

rel
@

Evidentemente (U, Ja € un ricovrimento aperto di E costituito
da insiemi a due a due disgiunti e guindi chiusi. Essendo E normale,

&

per ogni @ € A U_, in quanto insieme chiuso di E, & normale. D’altra

parte per ogni e € A e per ogni v € L., U.,, in quanto insieme chiuso

&

dello spazio normale U, & normale.
Tenuto conto delle ipotesi e di (3), per ogni o € A, U; & numerabil-

mente paracompatto {cfr. [5], Theorem 3.6 (i)). Essendo (U:)qu un ri-

covrimento aperto di E localmente finito in quanto costituito da in-
siemi a due a due disgiunti, E & numerabilmente paracompatto (cfr.

[11, § 5, prop. 5).
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Spazi metrizzabili con una distanza
di spazio completo

Nota di FERNANDO BoOMBINI *
presentata dal socio ordinario Carto CILIBERTQ

(Adunanza de! 3 giungno 1978)

Ri1assuNTd, — Lo scopo della presente nota @ quello di stabilire condizioni suffi-
cienti, coinvoigenti ricovrimenti normali, affinché uno spazio uniformizzabile possa
esscre munito di una struttura uniforme d&i spazio completo.

SuMMARY. —— The aim of this note consisis in giving a sufficient condition, in-
volving normal coverings, in order that a unilorm space can be equipped with an
equivalent complete uniformity. The result is then applied to two special cases.

Nella presente nota si stabilisce {Teor. 1} una condizione sufli-
ciente affinché uno spazic uniformizzabile possa essere munito di
una struttura uniforme di spazio completo, preservando la cardina-
lith di una base, a condizione che esista un ricovrimento normale
dello spazio i cui elementi siano sottospazi uniformi completi rela-
tivamente alla struttura uniforme inizialmente data.

Facile conseguenza di questo risultato & la possibilitd di metriz-
zare con una distanza di spazio metrico completo ogni spazio metrico
localmente compatto nonché, come & gia noto, ogni sottoinsieme
aperto di uno spazio metrico completo,

Per quanto concerne terminologia e simboli ¢i si atterrd a quelli
di 717, 127, [3], [4] e [5]! mentre eventuali modifiche saranno espli-
citamente segnalate come si fa introducendo la seguente

DEFINIZIONE 1. — Un ricovrimento & dello spazio topologico E
si dice normale se esiste una successione (#,),. di ricovrimenti aper-
ti di B tale che R, sia piit fine di & (cfr. [1], § 1, def. 2) e per ogni
neN, R, sia un raffinamenio a stella di K. (cfr. [1], § 1, def. 5).

* Istituto di Analisi Matematica - Universitd - Bari.
L | numeri in [ ] si riferiscono aila biblicgrafia posta alla fine del presente lavoro.
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ProPosIzIONE 1. — Se & & un ricovrimento normale dello spazio
topologico E (cfr. def. 1) esiste un sistema uniformizzante di Tukey
su B (cfr. [1], § 1, def. 9) la cui struttura uniforme generata (cfr.
[1], § 1, def. 8) & dotata di un sistema fondamentale numerabile di
adiacenze, (V.),.n, tale che (Vi(x))ice sia un raffinamento di & (cfr.
[1], § 1, def. 2) e per ogni ne N, Vup 0 Vuo © Va; inoltre la sud-
detta struttura uniforme induce su E una topologia meno fine di
guella di cui B, in quanto spazio topologico, é munito.

Dim, — Essendo & un ricovrimento normale di E esiste una

(12} T - . s . . (o}

. hem)nn di ricovrimenti aperti di E tali che (U.” )eto
{41}

sia pilt fine di & e per ogni m e N, {U,
stella di (U™ )sen.

Si ponga, per ogni n e N

successione ((U
}eemr1 Sia un rafinamento a

vV, = U (U:'n) X Uf”))

1eln
Allora (cfr. [17, § 1, coroll. 2 della prop. 3)
YuneN: V., o0 VoV,

nonché (cfr. [1], § 1, corell. 1 della prop. 3) (Vi(x))er & un ricovri-
mento di E piit fine di (U )r. e quindi pitt fine di &.

Palesemente la successione ((Uf") hetn) ey di ricovrimenti di B ¢
un sistema uniformizzante di Tukey la cui struttura uniforme gene-
rata, O, ha (V.),. quale sistema fondamentale di adiacenze (cfr.
[1], § 1, prop. 5).

Sia Tey la topologia su E dedotta da @ ed U un arbitrario ele-
mento di Tag. Se x & un arbitrario elemento di U esiste n € N tale
che V, (x) < U. Denotata con % la topologia di cui E & inizialmente
munito, si passa a riconoscere che V,(x} ¢ © stabilendo che & in-
torno di ciascun suo punto per la topologia %. Sia y un arbitrario
elemento di V. (x), allora (x, y) ¢ U (Ut") x U") pertanto esiste hel,

vein
tale che (x, y) € U™ x U, donde y € U} ; d'altra parte U)"” < Vi(x)

invero se z€ U™, (y,2) € U)” x U;” < V, donde, essendo (x, y)eV,,
(x, z) € V, e quindi z € V, {x).
Allora essendo U:ﬂ cGCeve U{l”) o Vo{x), Vo(x) & un intorno di

y per G.
Essendo x € V, (x) ¢ U, U & intorno di x per la topologia % il che
dimostra, x essendo un arbitrario elemento di U, che U ¢ %. Pertanto

Tey © meno fine di G.
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Al fine di stabilire un risultato che avra ufficio fondamentale nel
seguito si premette il seguente

LEMMA 1. — Sia E uno spazio uniforme ed (X.).a1 un ricovrimento
di E tale che esista una adiacenza V di B per cui (V (x))we sia un raf-
finamento di (X.).e1 (clr. [1], § 1, def. 2). Allora ogni filtro § di Cauchy
su E ha come traccia un filtro sopra almeno uno degli X, .

Dim. — Per dimostrare 'asserto & sufficiente riconoscere che

(1) Ahels'VFeF :FNX, =0

Ragionando per assurdo si supponga

(2) VieldF €& 33X c Ce(F)

Essendo & un filtro di Cauchy su E, esiste F € § tale che F X
Xx FcV,

Sia x € F, allora F < V(x) e, tenuto conto delle ipotesi, esiste
L€ I tale che V(x) ¢ X., donde per (2) F < Ce(F.) ossia FNF, =
contro uno degli assiomi di filtro,

TeoreMA 1. — Sia E uno spazio topologico uniformizzabile ed %
una strutiura uniforme su E, compatibile con la topologia di E, as-
soggettato alla seguente condizione: esiste un ricovrimento normale
(XDwe1 di E (cfr. def. 1) tale che per ogni € 1, X, sia un sottospazio uni-
forme completo di (E, &%),

Allora per ogni sistema fondamentale di adiacenze & di ¥ esiste
una struttura uniforme di spazio completo 98" su B, piit fine di o,
compatibile con la topologia di E ed avente un sistema fondamentale
di adiacenze B* tale che card ($*) < card (R).

Dim. — A causa delle ipotesi, in forza della prop. 1, esiste una
struttura uniforme ®’ su E avente un sistema fondamentale numera-
bile di adiacenze (V,),.x tale che

(1) (Vi(x))see € un rafinamento di (X,).cr
(2) VuneN: V0V cV,

Inoltre se T ¢ la topologia di cui & inizialmente munito E e se
Tap ¢ la topologia su E dedotta da 9’ risulta

(3) ‘G’qe, = "-G .
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Sia &’ l'insieme degli elementi di (V,)..x € sia & un sistema fon-
damentale di adiacenze di . Si consideri la struttura uniforme 94"
su E definita come estremo superiore di @ ed @’. " ha come sistema
fondamentale di adiacenze l'insieme &#* delle parti di E X E della
forma AN B con (A, B)e (B U &) x (B U 'SB).

Essendo &’ numerabile risulta card(&#*)<card (8 U B’) = card (B).

Denotata con Gep+ la topologia su E dedotta da ¥, Tep+ ¢ la
meno fine delle topologie su E pitl fini di Gey e Ggypr. Osservato che
Gor = G, tenuto conto di (3) Tag+ < G, d'altra parte © = Gaoy c Coypx
pertanto Tep+ = G e quindi #* & compatibile con la topologia di E.

Si passa ora a dimostrare che (E, ®*) & uno spazio uniforme
completo.

Sia § un filtro di Cauchy su (E, @£*). Tenuto conto di (1), in forza
del lemma 1, esiste almeno un €I tale che la traccia di & su X.
sia un filtro. Essendo @f* piti fine di @, § & un filtro di Cauchy su
(X., @x ) che, per ipotesi, & completo. Allora Fx, converge in X, verso
un punto x € X,, che viene ad essere punto aderente ad §x  in X. e
quindi aderente ad § in E. Essendo § filtro di Cauchy per 2" ed x
aderente ad §, § converge in E verso x. Pertanto (E, a{*) & uno spazio
uniforme completo.

COorROLLARIO 1. — Sia E uno spazio topologico quasi-metrizzabile
(cfr. [11, § 3, def. 7) con la quasi-metrica d tale che (E, d) sia com-
pleto. Allora per ogni insieme aperto U di E esiste una quasi-metrica
d’ su U compatibile con la topologia del sottospazio U tale che (U, d')
sia uno spazio quasi-metrico completo.

Dim. — Sia 9 d la struttura uniforme definita da d ed U un in-
sieme aperto di E. Essendo E quasi-metrizzabile esiste una succes-
sione

(1) (Un) en

di insiemi aperti di E tale che U= U U, e tale che per ogni n € N,
neN

U, c U (cfr. [1], § 4, prop. 3 e prop. 2).

Si passa ora a dimostrare che (1) costituisce un ricovrimento
normale (cfr. def. 1) del sottospazio U,

Osservato che U, quale spazio topologico in modo canonico, &
quasi-metrizzabile e quindi normale, per quanto segnalato da E. MI-
cuagL (cfr. [7]) & sufficiente dimostrare che esiste un ricovrimento
aperto localmente finito di U piu fine di (1). D'altra parte, essendo
U quasi-metrizzabile, per un noto teorema di A. H. STONE (cfr. [9]),



Spazi meltrizzabili con una distanza di spazio completo 245

U ¢ paracompatto e quindi esiste un ricovrimento aperto localmente
finito di U pit fine di (1).

Palesemente (U,), . , al pari di (1), & un ricovrimento normale
di U. D'altra parte, per ogni n € N, U, come sottospazio uniforme
chiuso di @ d & completo con una struttura uniforme, la (84 d)G"

indotta da ® d su U,, dotata di un sistema fondamentale numera-
bile di adiacenze &. Allora in corrispondenza di &, per il teor. 1,
esiste una struttura uniforme @’ di spazio completo su U compa-
tibile con la topologia di U avente un sistema fondamentale nume-
rabile di adiacenze. Allora U & quasi-metrizzabile e la relativa quasi-
metrica d’ realizza la tesi.

CoroLrarIO. 2. — Sia (E, d) uno spazio quasi metrico (risp. me-
trico) localmente compatto. Allora esiste una quasi-metrica (risp.
metrica) d° su E, compatibile con la topologia di cui é& canonica-
mente munito E, tale che (E, d’) sia uno spazio quasi-metrico (risp.
imetrico) completo.

Dim. — Sia G d la topologia di cui E ¢ canonicamente munito.
Essendo E localmente compatto esiste un ricovrimento aperto (U.)..r
di E tale che per ogni v €I, U, sia un insieme compatto. Essendo
(E, G d) quasi-metrizzabile, con argomentazione identica a quella se-
guita nella dimostrazione del coroll. 1, (U,).; & un ricovrimento nor-
male di E (cfr. def. 1) e quindi palesemente anche (U.)..; & un rico-
vrimento normale di E. Essendo, per ogni « € I, U, un insieme com-
patto, (U, dg ) (dy denota la quasi-metrica indotta da d su U.) & uno
spazio quasi-metrico completo. Denotata con @ d la struttura uni-
forme canonicamente associata a d e, per ogni . € I con 9 dg‘ la-strut-
tura uniforme associata a d,gl , osservato che 9f d; ¢ identica alla
struttura uniforme indotta da @ d su U,, per ogni . € I, U, & un sot-
tospazio uniforme completo di (E, 9f d).

Osservato che @ d ¢ dotata di un sistema fondamentale nume-
rabile di adiacenze, relativamente ad esso, in forza del teor. 1, esiste
una struttura uniforme @4’ su E piu fine di 9 d e tale che

(1) (E, ") & uno spazio uniforme completo
(3) 8f’ & dotata di un sistema fondamentale numerabile

di adiacenze.



246 F. Bombini

Tenuto conto di (2) e (3), E & quasi metrizzabile. Sia d’ la quasi-
metrica su E tale che &£ 4" = 9{’. Per (1), (E, d) ¢ uno spazio quasi-
metrico completo ed inoltre G 'd = oy = Gopr = Goa = Cd.

Se poi d & una metrica, © d essendo una topologia di spazio di
Hausdorff, G d’ ¢ una topologia di spazio di Hausdorff e quindi d” &
una metrica.
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Una formula di maggiorazione per il gradiente
delle soluzioni di un’eqguazione ellittica del quarto ordine
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(Adunanza del 3 giugno 1978)

SUMMARY, — In this paper an eslimate for solutions u«(x,») of the eguation
(A —a)(A—-—a)u=0 0<aqa £a, is obtained.

RIASSUNTG, — Si stabilisce una formula di maggiorazione per il modulo del gra-
diente delle soluzioni dell’equazione A —a)(A—a)u =0, 0a <4,.

E ben noto (cfr. C, Miranpa [7], S. AcMon [4], ecc.) che se
we C(NC (L) & soluzione di un’equazione ellittica del guarto or-
dine in un aperto limitatoe O, vale la formula di maggiorazione:

Cde
fgrad | < Kymax|u| + K; [max L —
) |

K e K; essendo costanti positive indipendenti da u.

Solo in casi particolari, perd, ¢ nota una valutazione esplicita
delle costanti K, e K;; un risultato di questo tipo, riguardante le
funzioni biarmoniche, & contenuto in una memoria di C. MIRANDA
(cfr. [8]). Recentemente A. CIorF1 (cfr. [6]) ha esteso tale risultato
alle soluzioni u € C'(Q)N C' (£}), nulle al contorno, dell’'equazione:

(1) (A —a)(A—a)u=20 0<a < a.

Si pone allora lo stesso preoblema per le soluzioni dell’equazione
{1} che non siano nulle sul contorno.

In questo lavoro mi occupo di tale questione e, utilizzando un
procedimento di C. MIrRaNDa (cfr. [8]), nonché alcuni teoremi di G.
ADLER (cfr. [1] e [2]) ottengo una valutazione esplicita di K; e K,
che estende al caso generale quella stabilita in [6].
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1. - NOTAZIONI E RISULTATI

Sia Q un dominio piano limitato di classe C?; indichiamo con X la
sua frontiera e con 24 il suo diametro. Sia L la lunghezza di X e siano
P e Q i generici punti rispettivamente di & e di Z. Denotiamo con ¢
Pangolo formato dall’asse O P con la normale interna v a = in Q, orien-

—_
tato nel verso che va da OP a v. Poniamo inoltre ® = max |¢|.
0

Supponiamo che esiste un numero p > 0 tale che, ¥ Q € X, i cerchi
di raggio p tangenti internamente ed esternamente a X in Q siano
contenuti rispettivamente in Q e in R? — Q; inoltre, ¥V Q € %, sull’arco
Zo () di T contenuto nella striscia di semiampiezza ¢ e parallela alla
normale v a © in Q, si abbia:

(1.1) ldsi< V2idr|

s essendo l'ascissa curvilinea con origine in Q e r la distanza del ge-
nerico punto di % da Q.

Detti @, e a; due numeri reali non negativi tali che:

(1.2) a d? < vi 1 @ < a
consideriamo il problema:

((A—Ch)(A—az)LI:O Vix,v)e
o i ul = f; %z—-— L =g fecC(Z) geC (D)

Dimostreremo il seguente;

TEOREMA. — Se u € C*(Q)NC' (D) é soluzione del problema (1.3),
sussiste la formula di maggiorazione:

| grad u | <K;max|g]| +—1§2-max|f] + K;(IPJ—I— 1+ p\/_&;] max |f|,
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dove:

. \/ p
K; = min . S —
S M2 4+2ad)]2 - VNV —-61L+8)

conle[B—\/g,—-"-l ],
l+2a1d2

K. = 10{K; 4+ 1),

K: = (4927 + 30 @) (K; + 1).
2. - MAGGIORAZIONT DEL GRADIENTE DELLE SOLUZIONI DELL'EQUAZIONE
(A —a)u = 0.

Sia C(P,,p) un cerchio di R? di centro P, e¢ raggio p, detto (2, §)
un sistema di coordinate polari di polo P,, consideriamo il problema:

AV =20 in C
(2.1) p(d) se (¥ <w
V(ac:
0 se ¥ >w

. . . T .
w essendo un numero positivo minore di — e ¢ {#) una funzione con-
2

tinua nell'intervallo (— w, w).

Come ¢ ben noto, (cfr. G. ADLER [11), esso ammette P'unica solu-

w

zione V (1, 1) = fcp ()

—t

pZ_ZZ

. d 7 continua e limi-
o+ 2 — 2ptcos (¥ — )

tata in C — {(p, w), (p, — w)} e per ogni ¥ # { — w, w} esiste finito il

limite By (3) = lim ‘; ‘rf (1, 9).

f—p
Ci& posto, consideriamo il problema:

AU —~alU=20 in C
(2.2}
U =V .
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Esso ammette l'unica soluzione U (¢, 3) continua e limitata In
C — {(s,w),(p, — w)}, avente l'espressione:

1 - I(P(T) ei!i1 d‘T.'

@3 UY=L aner

dove I,(Vat) & la funzione di Bessel modificata di 1* specie; per U
dimostriamo il seguente lemma:

LEMMA (2.1). — Per la funzione U(t, D) si ha:

(2.4) | Ul < maxig]
— <o
e per ogni ¥ = { — w, w} esiste finito il limite

(2.5) By (§) = lim %—U (1, %)
t—p t

e vale la maggiorazione:

4‘ i
(2.6) | Bu (3) | s%maxmﬂm(w.
Dim. — la (24) segue banalmente dalla (2.3). Cid detio, sia

Wz, 3) e H*{C)NC~{C) la soluzione del problema

AW —-agW-=—aV
2.7
W[aczo.

E subito visto che la tesi del nostro lemma & equivalente alla seguente
altra: per ogni ? € [0,2 =] esiste finito il limite:

(2.8) Bu (3) — lim 2% ¢z 9
~e gt

e si ha

(2.9) Bu@® = 4% max [of;

infatti fa funzione U = V <+ W & chiaramente soluzione del problema
(2.2) e verifica la (2.5) e la (2.6).
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Cio posto, denotiamo con Bw () € L’ [0,2 =] la traccia su d C di
EA

at
nemetrica di Fourier di Bw (2): a tal fine; poniamo:

(t,8) ci proponiamo di determinare lo sviluppo in serie trigo-

Z(H) — IJT(\/E“[) eiﬂﬂ 1n = (O’ _t 1’ i 2; LR J)l

come & ben noto si ha Az — az" = 0 da cui si trae che la funzione
Bw () ¢ soluzione del seguente sistema di equazioni di Fischer-Riesz
{cfr. C. Miranpa [7]:

27

1 . — — .
e | By () e dd = R — VI (Vat)e™dc:
2w f w(®) e e 2npl.(Vap) _! (Vat)e

(e}

da esso, con facili calcoli, si stabilisce per i coeflicienti di Fourier
Ci{n =0, £ 1,4 2, £ ..) di Bu(d) la seguente disuguaglianza:
¢l = 2248 max]g] —
7 nin 4+ 2)
da tale maggiorazione si deduce che Bw(#) & continua in [0,2%] e
per un risultato di L. AmERIo, [5] (cfr. teorema IT e III e dim.) sus-
siste la (2.8); la (2.9) ¢ poi ovvia conseguenza della stessa maggio-
razione; il lemma & cosi dimostrato.
Da tale lemma e con procedimenti analoghi a quelli del teorema I
di G. ApLER in {1] si trae il seguente:

LEMMA (2.2). — Se la funzione H (x, y) € C*(Q) ¢ soluzione del-
Vequazione (A — a)H = 0, si ha la limitazione:

max |grad H (x, y) [ =< [ 22/“; ] max | H |
dH 20 | PH
+ 5 max - max i
x ds V2o ‘ ds 1

3. - DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA

Costruiamo una soluzione z (P) e C' ()N C (Q) dell’'equazione (1)
tale che zz = f e che verifichi la limitazione

‘grad z(P)| < Himax |/ | + H:max ||

con H; e H, costanti dipendenti dai dati geometrici del dominio.
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1° Caso: 0 < a < .

Denotata con K. (x) la funzione di Bessel di seconda specie mo-
dificata e con r la distanza P Q poniamo:

(3.1) M) = ——T  (Ke(Varr) — Ke(Var)

lég_al — log a:
(3.2) A (r) = —a—zﬁ . {a K ( Va v) — @ K Va r);
- 1

essendo 29K (Vair) e sen20Ko(Vair) (i =1,2) soluzioni del-
I'equazione (A — a;)u = 0, la funzione:

(3.3) w{P) = —---214](2 oA (r) Fsen2oA: (N} (s)ds
* Z
& chiaramente soluzione della (1) in Q.
Scindiamo la w (P) nella somma:
{34) w{P) = w(P) + w2 (P) + w» (P)
dove:

W (P) = ;«I(Z(p + sen29)f' (s)ds,
TE
z

Wi @) = L [Qemi - ) ()ds,

i
2m

W (P) — f{seanp(Az(r) ) (s)ds.

Osserviamo che (cfr. C. Miranpa [8]) la funzione w'" (P) & di classe
C~ ()N C' () e per essa, detto Q, un fissato punto di X e <, e v, 'asse
tangente positivo e la normale interna a ¥ in tal punto e detto ¢

I'angolo formato dall’asse Q P con v, orientato nel verso che va PO
a v, si ha:

(35) [ﬁ;"”}m _ f(‘*cos‘f’cosz“’.-]P F(s)ds +

To 2w r

z

+ f’ (Qo) == Yt (Qc) + f’ (Qo)
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inoltre si ha (cfr. G. ApLeEr [2]):

(3.6) max | grad w®' | < %—(}:—F 4850]max 11,
O
(3.7 maXiX1|5—l(—L——5— 5)max|f’,
E 2r p
| I
(38) S R R L)
| ds 1 T P P

Ci proponiamo di ricavare disuguaglianze analoghe per w® (P)
e w¥ (P). A tal fine dimostriamo i seguenti lemmi:

LEMMA (3.1). — Per le funzioni Ai(r) (i = 1,2) valgono le limi-
tazioni:
(3.9) [PA (1) =" A/ ()] = = Va;
2 2
(3.10) |2 A (r)] < 3o
2

Dim. Tncominciamo con Posservare che valgono le disuguaglianze:

1

Xn+1

41 (

EE s
X

(3.11) K. ()] = - ; K, (%) =< n=01)

che si stabiliscono integrando opportunamente per parti nella se-
guente formula di rappresentazione per le funzioni K, (x) (cfr. Warson

[91):

I‘[n + 1—] 2"
2 cos X u
(312) Kau(x) = ) 1 (2 l)n+Vz
T [_J J
2

Cio posto, dimostriamo il lemma per i = 1.
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Dalla (3.1} per le note formule ricorrenti per le funzioni di
Bessel ! si ha:
2 5 o
(3.13) A = ——————imn Ku(\/I?’) dt =
log a dt

R

e

A

¥ —
s . [ — \/t - df,
loga: — log a .f 2Vt (V)

i
I

da cui derivando rispetto ad r e utilizzando le gia citate formule ricor-
renti segue:

@
z

{3.14) Al = T f — K (VIrdt
log a; — loga . 2

4

e quindi per le (3.11), restano stabilite le (3.9).
Derivande poi la (3.14) rispetto ad r si ha:

(3.15) A (r) = T }'j(~KJVEﬂ+-JﬂKmvﬁmdt
logas — loga, 2

e dalle (3.11) si ha la (3.10).
Il lemma risulta cost provato per ¢ = I; allo stesso modo si
prova per { = 2,

LeMma (3.2). — Le funzioni Ar (rY(i = 1,2} hanno un solo zero
in 10, + oof.

Dim. Proviamo 1l lemma per i = 1.

Incominciamo con l'osservare che la funzione p (1) = — Ko (3) +
+ 7 K;(7) ha un solo zero 7, per v € J0, + [, infatti & evidente che
limp{t) = — o, ed essendo K, (7) > K, (1), risulta p () positiva per

T

t > 1; inoltre ' (=) = Ki {7} — t K, (=} & positiva per © < I,

! Riportiamo le formule ricorrenti per le funzioni di Bessel di cui facciamo uso

K/ (0 = — - Ko() — Koo (05 K] () = —- Ky (9 — Ko@) K () = = Ko ().
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Cio detto, nell'integrale della (3.15) effettuando la sostituzione
= Vtr & ha

V'.l.l.zl'
(3.16) PAT(r) = - T f p(t)rd=
log a, — log @
\/ar
da cui segue:
>0 er r o> o
P Va
AT {r)
<0 per r < To
\/612
e per re€ [ To , To ] si ha che r?A] (r) & crescente; infatti per
Va: * Ya
tali valori di r la (3.16) pud scriversi:
T, \f_a;r
(3.17) 1A (r) = r [ Ju("c)’rd'c —i—fu(’c)*rd"c)
log a; — log a,
Var T

o

e i due integrali che figurano al secondo membro della (3.17) sono
funzioni crescenti di r. Il lemma risulta cosi provato, per i = 1; con
un procedimento del tutto analogo pud essere provato per { = 2.

LeMMA (3.3}, — Le funzioni w? (P) ¢ w®(P) sono di classe
C (N CH{Q) e per esse si ha:

(3.18) max|gradw?| = (1 + @) (; };,

£

IA

+ 4 + ZVEp)max PR

0

(3.19)  max|grad w?®| = (% +6 +3 \/Ezpjmax L.

Dim, Dimostriamo il lemma per la w® (P); per la w® (P} si pro-
cede in maniera analoga.

Detta ) una qualsiasi direzione e § I'angolo formato dall'asse QP

—
con A, orientato nel verso che va da O P a A, poniamo:

A] (1’) —1
r

M(P,Q) = — 2sen@ + 20cosBA, (r);
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con qualche calcolo si prova che:

o w?

(3.20) LY

_ : :
=t !M(P,Q)f ()ds:

dalla continuita di —j}-'%

edi A'(#), Vr=0, e di f(s) su %,

nonché dalla regolarita di £ segue pertanto che w®(P)eCH{)NC~(Q).
Proviamo ora la (3.18), Se il punto Pe ) & tale da risultare

min r = p, allora dalla (3.20) e dal lemma (3.1) segue subito la (3.18).
Qe

Sia quindi P € { e tale che minv = < p e sia Q, € T il punto
QeX

Dal lemma (3.1) discende subito che:
| . 1 L ,
32y I MP,Qf()ds | = —=-(1+®  max|f],
27 2 p
E-Z (¢}
In virth della (1.1} sull’arco Zq(p) st ha poi:
(3.22) (dsi= VZGlde]+]dr]),

e perr = p,
dal lemma (3.1) e dalla (3.22) si trae:

1
2T

<

UM(P,Q);"(s)ds

Z,(p)

_ w2
=2 e 71 [Ua@ =11+ @irAl (D de

©

+ f[fAl(ri—l_l___jL@iA; (?')l}dr] B

a

.2.;./?— max | '] (":(1 + @) + ; (1 + @) \/7119] =

IA

<(14+®)2 Vae+ 4)max |f];

da quest'ultima disuguaglianza e dalla (3.21) segue la (3.18); il lemma
resta cosi provato,
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Posto ora:

(323) [881/'-/(2)] Pfo Xz (Qu) e ( g w' ) — (QU)

Ta dT, JP=0

o

dimostriamo il seguente lemma:

LEnmna {34). — Per yz e ya valgono le limitazioni:
[ d 3 L — ,
(3.24) maxfd les (1+2(I))—2+2(1+fb)\/a2]max[fl,
: s p
| | _
(325) max ) _d xggs(&+8\/az]maxif|.
ds | o

Dim. Posto

N(P,Q),Z, ( — 2sen2 Y A (1’);1 +
o r
A (r) ’
+ (2sen2 + 2 ¢ cost i) Ty + 2psen’y A, (r) ] ’
P=0

si ha:
(3.26) d X2 | = 1 f(N (P, Q) f'(s)ds.

ds P= 2 ' =0

‘

Dal lemma (3.1) si deduce facilmente:

| P
(3.27) —21 Jovean., rerds =as 20) = max [ 7.
T ¢ P
)

Avendosi poi sull’arco Zg (p) (cfr, AbLER [2]):

2
[, T'Z?Pfﬁ!;

3
cose| = =

Ecosws%l%az;

o

? Sia I la circonferenza tangente internamente a % in Q,; per ogni P g Zo (g} sia

P’ il punto di I'; tale che la retta PP’ sia parailela alla normale v a £ in Q,, & & l'an-
golo formato da v e dalla retta per P’ passante per il centro di T;.
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dalla (1.1), con l'ausilio dei lemmi (3.1) e (3.2), per ¥ < p si hanno le
maggiorazioni:

1 . omax [l (= 3 | A(r) -1
s @ Qg s <MLL [ Z MO

zZ, (e Ty (8)

?3 7 'ﬁ' ’ g rr
s IO L e e ) ds + el al()]ds | <

Z,le)

reo

= 22 max | f | (;f;i Va: (24 ®)dr + 2@ max|A] (r)] ] <

<2 Va(l + ®) max|f|

e dalla (3.27) st deduce la (3.24). La (3.25) si prova allo stesso modo.
Poniamo ora

(3.28) P (Qo) = %1 (Qo) + %2(Qs) + x:(Qo)

Dai lemmi fin qui provati si deduce il seguente:

LEmMA (3.5). — La funzione w (P) & di classe C~ ()N CH(Q) e per
essa si hanno le limitazioni:

(3.29)  max|w| < 2(® 4+ 1)L max|{],

0

(3.30) max|gradw| <

L

x

E((3 + cD)—E- + (54 2d) \/azp+4860+4®)]max |

(331) max|e]| = ((3+<p) ]; 4+ (5+20) \/agp+11+4q)]max§f',

(3.32) maxd—(p 5({6+2®)I;+2+(10+2<D)\/?z]max|f’§.
g

o ds

Sia ora w e C” {)NC () soluzione del problema al contorno:

Aw — =10 in &

dw

) — o :
dS z
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dalle (3.5), (3.23) e (3.28) discende subito che su ¥ si ha:

(3.33) A W) = 1)
ds

da cui

{3.34) (w—wlz=f+c¢

¢ essendo una costante. Indichiamo allora con w: la soluzione di
(A — as)w; = 0, uguale — ¢ su %, Pontamo:

(3.35) H(P) = w(P) — w (P);
(3.36) 7 (P} = w(P) — H(P).

Risulta chiaramente che z (P) ¢ soluzione dell’equazione (1) in O
e che:

Dalle (3.34) e {3.35) discende che:

mzax{H(P)J < max | w(P)| + max ||

e dal lemma (2.2), nonché dal lemma (3.5), per aip* < = 8 —  si
ha allora che:
) 10
(3.38) maxgrad H| < - 5 max [f| +
0
+((47 + 29 @) I;— + (45 + 14 @) Vazp + (67 + 20@)] max | f
da cui:
10
(3.39) max | grad z| =< - ,  max o+
n

+ [(50+30cp) —I; + (50 + 16 @) \/Ep+4927+24q>) max | 1.

Siamo ora in grado di dimostrare il Teorema,
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Dalla (3.37) si ha:
((P) — z2(P))}z =0

e quindi dal teorema 2 di A, Crorrr di [6] si ha:

max | grad (¢ — z) | < K, max a4 (e — 2) ‘ =
5] T v i

< Ki(max | g| + max|gradz[);
0

da tale maggiorazione e dalla (3.39) discende il teorema.
Nei casi 0 < a;=a», e 0 = a < a; i1 Teorema st consegue allo
stesso modo del primo caso, ponendo:

Alr) = % Vair K (Var)

A (r) = % VarKs(Var) — 2nK (Va r)

se 0 < ay = az,

A[ (3‘") =1
A (r) = — = Kz( 25} 1’)
th ¥
seD=a < a.
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Main properties of the dansylated derivative
of seminal ribonuclease *

Nota di BENEDETTA FARINA, ANTONELLA CARSANA, PiERa QUESADA
e del socio ordinario Enzo LEONE **

{Adunanza del 3 gingno 1978)

SUMMARY. — Dansylation of seminal rtibonuclease has been performed by the
same experimental techniques described for dansylation of pancreatic ribonuclease
(RNAase A). It has been found that the seminal enzyme, a dimeric protein (m.w.
27,400}, usually binds from 2 to 4 moles dansyl chloride per mole, with a parallel
decrease of specific activity; the decrease amounts to about 50 % by the Kunitz assay
on yeast RNA, and to about 30% by the cytidine 2',3’-cyclic phosphate assay. Chro-
matography of DNS-seminal RNAase on a column of SP-Sephadex .50 has given a
peak with a molar DNS/protein ratic of 3. The w.v. spectrum of the homogenous
fraction of the dansylated derivative shows the characteristic peak at 330 nm, specific
of the dansyl group. Dansylation experimenis in the presence of phosphate, which
has a prolecting effect on the molecule active site, as well as experiments of different
duration and at different DNS-Cl concentrations, do not lead to significative changes
in the extent of dansylation and inactivation of the enzyme, relative to standard
conditions.

Riassunto, — La dansilazione della ribonucleasi seminale & stata effeituata seguendo
le tecniche sperimentali gia descrittc per la ribonucleasi pancreatica (RNAasi A).

L’enzima seminale, una proteina dimerica (p.m. 27.400), lega da 2 a 4 moli di
dansil-cloruro per mole di proteina, con un conseguente decremento della attivita
specifica di circa il 50 % usando come subsirato RNA da lievito (saggio Kunitz) ¢ del
3% con citidina 2'3'-fosfate ciclico.

La cromatografia della DNS-RNAasi seminale su colonna i SP-Sephadex C-50
separa una [razione con un contenuto di dansile pari a circa 3 moli per mole di pro-
teina. Lo spettro u.v. di una frazione omogenea del derivato dansilato della ribonu-

* Istitulo di Chimica Organica e Biclogica, Facolthd di Scienze, Universita di
Napoli.

** This work was done with the financial help of CNR, Contract N¢ 77.00343.85 of Pro-
getto Finalizzato della Biologia della Riproduzione.

Abbreviations: DNS, dansyl, (5-dimethylamino-l-naphthalenesulfonyi}
RNA, ribonucieic acid
Tris, tristhydroxymethyl)-aminomethane
t.l.c., thindayer chromatography
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cleasi seminale mostra il massimo di assorbimento a 330 nm caratteristico del gruppo
dansile.

Prove di dansilazione sia in presenza di fosfato, che protegge il sito attivo della
molecola, sia a diversi tempi di reazione e a differenti concentrazioni 4i DNS-CI,
non svelano varazioni significative ncl grado di dansilazione ¢ di inattivazione del-

I'enzima.

INTRODUCTION

The characteristic Tluorescence conferred to enzyme proteins by
reacting with dansyl chloride represents an advantageous procedure
of labeling which can be used for studying their structure, on the
basis of possible modifications of their physico-chemical and enzy-
mological properties.

Reaction of DNS-Cl with pancreatic RNAase A, studied by
WarITE [1], has shown that the enzyme activity remains totally unaf-
fected on dansylation which leads, in given experimental conditions,
to the binding of about 2 moles of reagent per mole protein. In a preli-
minary study, similar experiments [2] with seminal RNAase, mol.
wt, 27,400, have shown this enzyme, at difference with RNAase A,
to undergo on dansylation a decrease in activity. It may be inferred
that introduction of dansyl groups in the seminal RNAase molecule
leads to chemical modifications which are reflected on the enzyme
mechanism of action.

The purpose of the present work has been, therefore, to examine
some properties of the dansyl-derivative of seminal RNAase in order
to clarify the amount and the extension of modifications caused by
the reaction with DNS-CL

MATERTALS AND METHODS

Bull seminal ribonuclcasc has been isolated and purified follo-
wing a procedure worked out in our laboratory [3]. DNS-Cl and
cytidine 2",3"-cyclic phosphate were products from Sigma. Yeast
RNA (from Sigma) was purified according to SHORTMAN [4]. SP-
Sephadex C-50 and Sephadex G-25 were products of Pharmacia. Po-
Iyamide sheets were from BDH, silica-gel sheets from Merck.

The reaction of seminal RNAase with DNS-C] in « standard con-
ditions » was performed according to WmTE [1]. To an aqueous
solution of the protein (5 mg/ml), the pH of which was taken to
87 with 0.2 N NaOH, a DNS-CI solution (0.4 mg/ml) in acetone is
added, in the proportion of 4 moles per mole of dimeric protein, after
cooling at 4°C both solutions. The reaction is left to proceed in the
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dark for 3 hours at 4° C; the protein is then precipitated at — 5°C
by addition of 5 volumes of a mixture of acetone —N HCI (39: 1), and
the precipitate is washed 3 times with the same mixture, and twice
with ether at 0°C, After evaporating the ether at rocom temperature
the protein is dissolved in H;0 and dialyzed. The recovery of labeled
protein has been calculated both by the procedure of Lowry ef al. [5],
using as a reference a solution of non-labeled seminal RNAase, and
by dry weight determination with a Cahn-Gram electrobalance,

U.v. spectra were read with a Cary mod. 118 spectrophotometer.
Polyacrvlamide gel electrophoresis at pH 4.5 was effected according
to REISFELD ef al. [6].

For column chromatography, SP-Sephadex C-50 was equilibrated,
in a 0.8 X 18 ¢m column, with 0.005 M Tris-HCI buffer pH 7.0, in
the presence of 0.1 M NaCl, Following adsorption of sample (40 mg)
the column was eluted first with the same buffer as above (about 3
column volumes), and then with 0.005 M Tris-HCl buffer pH 80
containing 0.1 M NaCl (2 column volumes).

A linear concentration gradient was applied at this point, utili-
zing the above buffer solution with NaCl from 0.1 to 0.5 M. The
eluted fractions were read at 280 and 330 nm and the protein content
of single fractions, after desalting, was determined according to
Lowry et al. [5].

RNAase activity, with yeast RNA as a substrate, was assayed by
the Kunitz [7] procedure; activity towards cytidine 2',3"-cyclic phos-
phate was determined according to Crook ef al. [8].

The amount of dansyl groups bound, mole per mole, by the
dimeric seminal RNAase protein was calculated according to the
following formula:

where M is the mol. wt. of seminal RNAase (27,400), « is the reading
at 330 n, ¢ is the protein concentration and 3450 is the molar extine-
tion at 330 nm of the sulfonamide derivative of DNS-Cl, in agueous
solution at pH 5.0, which is assumed to be identical to the analogous
coefhcient of the protein dansyl derivative.

REsuLTs

Seminal ribonuclease binds from 2 to 4 dansyl groups per mole
of dimeric protein, when the same conditions are followed, described
by WHITE [ 1] for dansylation of pancreatic ribonuclease.
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Labeling of seminal ribonuclease leads to a decrease of enzyme
activity, the extent of which is related to the degree of dansylation,
when enzyme activity is measured by the usual Kunitz spectropho-
tometric assay with yeast RNA. So, with 3 to 4 dansyl groups per
mole protein, an inactivation of about 50 % is observed, and the
inactivation is limited to 35 % when 2 dansyl groups are bound per
mole protein. On the other hand, irrespective of the number of
bound dansyl groups, a 35 % inactivation is always observed, when
enzyme activity is measured on cytidine 2',3’-cyclic phosphate as a
substrate.

The dansylation reaction of seminal RNAase has been analysed
in function of time and of reagent concentration. Experiments have
been performed at different times (1,2,3,6,24 hours), and at different
DNS-Cl/protein molar ratios (4,6,8,10,20 and 50 DNS groups per
mole protein). In no instance dansylation extent and inactivation
degree could be considered to significantly differ with respect to
values observed in standard conditions. In fact, even with a 24 hours
reaction or with 50 times excess of DNS-Cl, at most 4 moles dansyl
groups per mole seminal RNAase are bound.

On the basis of such results, all dansylation reactions have been
routinely performed for 3 hours, with a reagent concentration equi-
valent to 4 dansyl groups per mole protein.

The possible effect of phosphate has been investigated, in order
to see whether a variation in the degree both of dansylation and of
inactivation occurred. Dansylation procedure was therefore modified
as follows: protein was dissolved in 0.1 M phosphate buffer pH 8.2
at a concentration of 5 mg/ml and reaction with DNS-Cl, in the
standard conditions, was performed at room temperature for 3 hours.
To get rid of non-bound reagent, of secondary reaction products and
of phosphate, the sample was successively chromatographed on a
Sephadex G-25 column (cm 1.8 X 25) equilibrated with H;O, which
was also used as an eluting medium. An experiment, performed in
parallel in the absence of phosphate but with all other conditions
unchanged, has shown that in both cases there is no variation either
in extent of dansylation or in activity levels. In fact, in both cases
4 dansyl groups per mole protein had been bound with 50 % or
35 % inactivation, depending whether calculated on the basis of the
Kunitz test on yeast RNAase (50 %) or of the cytidine 2',3'-cyclic
phosphate test (35 %); all of these values closely correspond to those
obtained in standard conditions,

In order to obtain a homogenous DNS-seminal RNAase prepa-
ration free from non-labeled protein an SP-Sephadex C-50 column
chromatography was performed. As it can be seen from Fig. 1, after
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a small protein peak which is initially eluted, and which probably
corresponds to a secondary reaction product, all ribonuclease activity
is eluted in a single peak in the ionic strength interval between 0.2
and 0.35 M NaCl.

This peak contains seminal RNAase species with different extent
of dansylation. All fractions showing a dansyl content of 3 moles per
mole protein were pooled together, concentrated and utilized in ana-
lyses aimed at a full characterization of the dansylated protein.
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Fic. 1. - 5P-Sephadex C-50 column (cm 08 x 18) chromatography of DNS-seminal

RNAase. Fraction volume, 1 ml; flow rate, 20 ml/hr. \ |, optical density
at 280 nm; |————|, eluant molarity; {—A—a—|, DNS content.

U.v. spectra of DNS-seminal RNAase and of DNS-RNAase A show
a marked similarity (Fig. 2 and 3).

Polyacrylamide gel electrophoresis at pH 4.5 of DNS-seminal
RNAase shows a single component with a mobility lower than the
native protein (Fig. 4).

To identily the aminoacid residues bound to dansyl groups a
hydrolysis of DNS-seminal RNAase in 57 N HCl for 18 hours at
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110° C was performed; the hydrolysate was then analysed by thin-
Jlayer chromatography on polyamide sheets according to the pro-
cedure of HARTLEY [9].
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FiG. 2. - U, v, speclrum of seminal RNAase (I mg/ml), native (|————{) and dansy-
lated (| —4) in 0.1 M acetate buffer, pH 5.0.

Bis-DNS-lysine and «- and/or eDNS-lysine were found to be the
only dansyl-aminoacids of the hydrolysate. The presence of bis-DNS-
lysine, which was confirmed by t.l.c. on silica gel with a benzene-
pyridine-acetic acid (80:20:2) system [10], shows that the labeling
occurs on the N-terminal residue of the protein. This result is a
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confirmation that the amino-groups of lysine residues are primarily
interested in the dansylation reaction, although a partial dansylation
of tyrosine and histidine residues as well [11] cannot be ruled out.

.600

600
fra
&
f ool
[
Q
.g 400
&
200
T T T T T T
250 270 290 310 330 350 nm
F16. 3. - U.v. spectrum of RNAase A, native (0,5 mg/mi, | ————1}) and dansylated
(0,6 mg/ml, \-———]), in 0.1 M acetate buffer, pH 5.0.
CONCLUSIONS

Seminal RNAase shows, in standard conditions, an extent of
dansylation comparable to that reported for RNAase A [1], if allo-
wance is made for the monomeric nature of the pancreatic enzyme,
which binds 1.8 dansyl groups per mole protein. The binding of 3.6




270 B. Farina, A. Carsana, P. Quesada e E. Leone

dansyl groups per mole of seminal RNAase, a dimeric protein, is
equivalent to 1.8 dansyl groups per monomeric protein. Dansylation
gives, however, quite different results on the enzyme activity; this
is unchanged in DNS-RNAase A whereas it undergoes a definite de-
crease in DNS-seminal RNAase. Moreover, the extent both of dansy-
lation and of inactivation of the seminal RNAase remains unchanged
if one increases time of incubation and dansyl concentration beyond
standard conditions (3 hours at 4°C, and 4 moles DNS-C] per mole

Fi6. 4. - Polyacrylamide gel electrophoresis at pH 4.5 of scminal RNAase, native (a)
and dansylated (b).

protein, respectively). This last observation gives support to the hypo-
thesis that native seminal RNAase occurs in such a conformational
state that the aminoacid residues accessible to dansylation are gquite
limited; for this reason an extended incubation time or an excess of
reagent have negligible effect both on dansyl binding and on enzyme
activity.

The different degree of enzyme mmactivation which results for
dansylated seminal RNAase depending on the adopted procedure
(50 % decrease by the Kunitz assay versus 30 % decrease by the
cyclic CMP assay) is probably explained assuming a major effect of
dansylation on the initial overall enzymic reaction, as measured by
the Kunitz assay, rather than on the hydrolysis of cyclic pyrimidine
nucleotides.

It appears significant the result that seminal RNAase dansylation
in the presence of phosphate does not carry any diflerence in the
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extent of dansylation and inactivation in respect to the protein trea-
ted in the usual, phosphate-less conditions. It is known from modifi-
cation studies of RNAase A [12, 13, 14] that phosphate has a protec
ting effect on lysine 41, which is essential for enzyme activity. In
this light, the decrease of seminal RNAase activity, which is observed
on dansylation both in the presence and in the absence of phosphate,
appears to rule out the implication of modifications at lysine 41; it
seems rather to be supposed that the introduction of dansyl groups
leads to specific interactions of these groups with aminoacid residues
which are not direct constituents of the active site but have however
an influence on its catalytic function, leading to a significant decrease
of activity. In RNAase A, on the contrary, it is probable that the
specific differences in the primary structure relative to the seminal
enzyme, together with its monomeric nature, do not lead, on dansy-
lation, to significant conformational changes of activity, which in
fact is left inaltered. On the basis of these observations further re-
search is being carried out with the aim of identifying the aminoacid
residues specifically reacted upon by the dansyl groups.
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Sulle derivate dei polinomi di Stancu

Nota di GIUSEPPE MASTROIANNI € MaRIO RosarRI0 (OCCORSIO
presentata dal socio ordinario FeEnertco CAFIERO

{Adunanza del 3 gingno 1978)

RiassunTo, — Si studia la convergenza delle successioni delle derivate dei polinomi
di Stanca associati ad una funzione sufficientemente regolare. Si dimostra che i po-
linomj di Stancu conservano l'eventuale concavitd (convessitd) della funzione,

SuMMARY. — The authors study the convergence of the sequences of the deriva-
tives of the Stancu’s polynomials for sufficiently smooth functions.

They show that Stancu’s polynomials have the same concavity (convexity) of the
related function.

1. - INTRODUZIONE

Come & ben noto, la pseudopotenza x" di base reale x, pseu-

e intero non negativo v e parametro reale & & defini -

doesponente inte egat t Ie ki & definita me
diante Ia posizione

1 per r =0

(L1} A =
MN{x—sh)y perr>0

s=n

Come & noto [1], i polinomi di Stancu si possono esprimere me-
diante le pseudopoienze. Invero, detto S, {a;f;x) il polinomio di
Stancu nella variabile x di grado m e parametro reale non negativo
«, associato alla funzione f € C° [0, 11, si ha:

(12)  Su (o f; x) = i( ”: J A R f( rffz J

o l(m.fm)

Le significative proprietd di cui godono i polinomi di Stancu, ne
consentono un proficuc impiego nella teoria dell’approssimazione delle
funzioni continue [1-2].
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Con questo lavoro si vuole contribuire allo studio dei polinomi
di Stancu. Si dimostra (cfr. n. 2) che Ia successione

{Sii) (a; f; x)}meN

delle derivate p-me dei polinomi di Stancu, associati ad una funzione
f e Cr 0, 1], converge uniformemente nell'intervallo [0, 1] alla de-
rivata p-ma della f, e si danno utili formule di maggiorazione dell’er-
rore. Si dimostra inoltre (cfr. n. 3) che se f € C* [0, 11 & convessa
{concava) di ordine p — 1!, i polinomi di Stancu di grado m (m = p),
associali ad f, sono convessi (concavi) dello stesso ordine.

2. - Posto nella (1.2):

[ g ]x(i.vz) (1 _ x)(m—i,—wu)

i

(21) Wi (n/"’p o, x) = l(m,—m)

derivando rispetto a x, si ha:

4 g, (0 f; %) =37 (—-i Ji wi (m, a, x)

dx m Jdx

Tenendo allora presente che risulta:

_d_ Hr+Lh — tk fc![ r+1 ](ﬁ_ R gtk
dx o k+ 1
con facili calcoli si ottiene:

d
dx

{2-2) - S (‘1; f; x) =

T
w—1 ) m—ji—1 Af:ll f[ 1 ]
= 3 ulaemyb, T wilm —j —1i,0,x -
o ° (7 + 1}/m

ove si & posto:

q.

i T om
bi,m = 1II -
a<0 1 —(m—¢g — a

! Una funzione f si dice convessa (concava) di ordine p — 1 in [a, b] se tutte le
differenze divise di ordine p su punti di [a, »] sono positive (negative).
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Si generalizza poi la (2.2) fornendo un’espressione della derivata
pma S '

m

{a; {; x). Posto invero:

h=, h,... }h)eN*

g, = 1; cn-:Z,-(h,-+ 1 s =1
1

L =[0m—0oioi— 110N

Jy=LhixLx...xI

P ftr hr Tt
=15, ., o {(m—o) |1 -
1 " =1 b x)

=+ )fm; vp=m —ap g — 1

procedendo per induzione si ottiene:

"

Y, p .
(2.3) Sif) (o; F;x) = 32 an 2 uwi(vp, 0, %) 1L L A, f[l—]
hed, o 1 (28} i

Isolando nella (2.3) il termine corrispondente al multiindice:

h=(0,0,...,0) =0e N

si ottiene:
v — 1
1 [

(p) ’ m r
(24) 87 (o f; 0) = pl 1L — i wi(m — p,a,zx)

t i+ 1 i+p.
[m’ m T m ’f}_i_

v

? P f
+ Yo an )i wilv, o, x) I :f A, o (I J
1 i i

hed,—{0} E 1

Posto poi:

\‘P 7 ]
(2.5) lrh,p (a' x) = dj Zi Wy (\)‘u, o, x) H_l' *i-- - A“‘ f {l ._)
o 1 7 !

(26) (Pm.p (Oﬂ, x) - Z )\""’P (C(,, x) ; B:xmp — H"
hed,—{0} bl (m—v)a
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la {2.4) si scrive:

m—p

(2.7) S (a; f; x) = p! af‘,,,,,};,- wi (m — p,a, x)
LI itp, .
[ e m T om0 f:l + P, (OL, A)

Dalla (2.5), con facili calcoli, si ha:

(2.8) Dy (00 8) | < ()™ 190

ove la norma ¢ quella di Tchebycheff, Dalle (2.6) e (2.8) segue allora:

1t o a Hi
Qunp (o, X} [ < [[f7] - [a R T 4}
# 2 [ ”f H 1 — am (1 . O’,T’f’l)z (1 - 0!’,3".’1!)'p
da cui, posto:
« 1 —(1 —am)y
(2‘9) in - - T ((Z mo< 1)
Yoo (1 — am)y
si ottiene:
(210) ! (P?’f).ll (G‘J x) l < ‘Y:!,p || f(P) H

Se in particolare nella (2.7) si pone o = 0, si ottiene la formula
di Popoviciu [3] relativa alla derivata dei polinomi di Bernstein.

Supponiamo ora che [ risulti continua in [0, 1]. Posto:
TP = [O; I] X [Or ti} X ... X [0: tnfi]
P v
dTp:defj}fje[O,I] =73 it
1 1

si ha l'identita [4]:

it [y 1

= p! f[ftp)(x) - f) [1:11(” dT,

T
»

211 jo(x) ~ p! [f RS S Y ;f]
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Inoltre, definito il resto tramite l'uguaglianza:

R, (OL,' f; x) = f(x) — Su (O'*; f; x)'

utilizzando le (2.7) e (2.11), si ottiene:
(2.12) R, (o; f; x) =

u m—p l+f
= p1 8, [ Towitm — po,x) [f“’) (x) — fo [—m ” 4T, +

T
I

+ (1 =8, ) fPx) = onplo,x)

Cio premesso, dimostriamo il seguente:

TeorEMA 1. — Se oo = ap = 0 (m™"), per ogni f € C* [0, 1], (p < m1),
st ha:

(p)

lim S, (a; f; x) = £ (x)

uniformemente rispetto a x € [0, 1].
Inoltre, detto w (f'7; 8) il modulo di continuita di ¥, sussiste la
seguente maggiorazione:

(2.13) RS (o f; 2 | < 20 (/% VB, (x)) +
(P} 71 .0
NG = B
ove

8.”“(x):7[1+0f-({’?’l—p)]x(1_x) N 3p

(1 4+ a)(m — p) m

Infatti, qualsiasi sia § reale positivo, sussistono le limitazioni:

‘ ”H?f wi (im -~ p, a, x)[f“”(x) — f“”(x _ i+t H \ <

a i

wm—p

< Y uwilm — poo,x)w [f‘ﬂ}; P L

m—p o 2
= w (f* §) {1 + _,,% 2w {(m —p,a,JC)(x .. ) }

19
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Dunque, per

n—p H I, 2
Y v (m—p,a,x)(x _ i )
si ha:

n—

(2.14) Z w; (m — p, e, x) [f“” (x) — f“”[x T r” =<

m—yp : 2
m(f“”; Z,-w,-(me,m,x)[X— l+r) }

Poiché ¢ poi:

ni—p . ¢ 5
)::i Wy (Iﬂ - p o, x)( X = 3 +__] <

m
[1T+a(m—p)lx( - x) n 3p
(1 +a)(m— p) .om
posto;
[1+a{m—p)]x{1 — x) ip
B (X) = . e
) At aym—p) m

dalla (2.14) si ottiene:

| —p

iwiim—pa 0| 26— o[ THL)] = 2067 VEL G

Tenendo conto di quest’ultima e della (2.10), dalla (2.12) segue il
teorema 1.
Ad esempio la successione

{ Sf”’ (1/?”'2; f; x)}meN

converge ad {7 (x) uniformemente nell'intervallo [0, 17,

Andremo ora a stabilire una stima dell’'errore nell’ipotesi che Ia
funzione f sia dotata di derivata (p + 1)ma continua. A tal fine di-
mostreremo il
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TEOREMA 2. — Se o = o, = o (m™Y), per ogni f ¢ C**! [0, 1] sus-
siste la maggiorazione:

(215) iR(p) (O!.; f; X)| < 2 \/Sm,p (x) w (f(pH); vslllli(x)) +

m

P p+1 ; _p” fp
L R e LV

Infatti, per il teorema di Lagrange, si pué scrivere:

_ [fuﬂ (x) — f(p)( i+t ” = flr+D (x)(x _ i*.i..f_] 4

17

 EE ) (IR Ea G

con

i+t‘

|xﬁ“gfi<!x~ - I.

Ne segue:
=, ( it P ;
e R Ll G | R R I

m—p i N
G iwi n - payx)x — + ‘ “f"’ D (x) — f“’“)(l'i't]}

1

da cui
]
,Yii““’p £ aan _ oam oa as) {il’u)f..,\ . l{u)( 1’ + t \-H - p I fo+8) 11
FARY LS IAN R Fi gy A} LI LA JJ& == " I T
|

ey i+t ‘ i+t
- Z wi (m — p,a, x) x - : w(f“’*”;x ot
|

Da questa si ricava, per ogni 8§ reale positivo

!ip w; (m — p,a,x) [f“” (x} — f“’)( e )” = kfz_ et +

i+t

- p
+ o (fP 8w (m — p,a, x)i r — -
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1

m—p ] ; t ’
-)::gwf(m—P.d,x)Hx— L ‘Jr 1 [xm%—;] }

.{1 +—;‘x— i+t |} _ ?}771 [0 g (f250; 5) -

o m &
Ne segue

1&1: wi (m — p, o, x) [f“’) (x) — ]c(p)[ K +L”

k m |

RLme)

P pern
< D ||| 4

Fo (58 Van e - (14
da cui, ponendo & = V&, (x), si ottiene:

i Hi—p

-;f wi (m1 — p, a, x) i:f(u) (x) — ]z(u)(_1+t_]] < p? e ||

FrL 1

Tenendo conto di quest'ultima e della (2.10), dalla (2.12) segue il
teorema 2.

Se, in particolare, si suppone che { sia dotata di derivata (p-1)-ma
lipschitziana con costante M, , dalla (2.15) segue:

m

(2-16) ]R(m (o; f; x)i < 2 Mppi Sy (x) + _f:? EI f(pH) “ =+

+ (% - s:,,,,] o]

(1 — an)?

Se infine { € C#*2 [0, 1], sussiste la seguente disuguaglianza di fa-
cile dimostrazione:

H

W, | £+ ] p (n+1)
(217) R, (a; f; x) | < 85 (x) 5 + o [ Fert |+

1 «
| o w3 ],
[ T 8 ,p]uf I

Si noti che le (2.13), (2.15), (2.16) e (2.17) restituiscono, per p = 0,
ben note diseguaglianze stabilite da Stancu [17] e, per a = 0, analoghe
maggiorazioni ottenute in [5].
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3. - Allo scopo di esaminare se 1 polinomi di Stancu S, (a; f; x),
associati ad una funzione f e C* [0, 1], conservino. al pari dei poli-
nomi di BErRNSTEIN [3], l'eventuale convessitd (concavitd) di erdine
p — 1 della funzione f, si osservi che, nell'ipotesi che f e C* [0, 1],
risulta:

Foo] i
31 in £ {x , = _ (7} .
(3.1) m.“mf (x) = III, ” A“f f( - J < m;a\xf (x)

Dungque, tenendo conto della (3.1) e delle relazioni

Y oan >0 S, (e; 1, x)=1 VY neN
hed,

dalla (2.3) si ottiene:
Sy (a; f; x)

Z [£57
hed,

(3.2) min 2 (x) < < max ' (x).

La (3.2) assicura che, se '’ risulta positiva (negativa) in [0, 1], al-
trettanto accade per le derivate dei polinomi di Stancu Sf:) (e; f; %)

(m = p). Quindi, tenuta presente la relazione che intercorre fra diffe-
renza divisa di ordine p e derivata di ordine p di una funzione, siamo
pervenuti, per funzioni f € C, [0, 1], ad una nuova dimostrazione del
noto:

TeEOREMA 3 (Poroviciu [3]). — Per ogni funzione convessa (con-
cava) di ordine p — 1 in [0,1] esiste almeno una successione di po-
linomi convessi (concavi) di ordine p — 1 uniformemente convergente
ad essa.
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Relazioni intercorrenti
fra costituzione di leganti sintetici,
reattivita con acqua e prestazioni meccaniche *

Nota di VITTORIO SABATELLI ¢ GIAN LORENZO VALENTI
presentata dal socic ordinario RICCARDO SERSALE

{Adunanza del 3 ghugno 1978)

RIASSUNTO. — Sono stati valutati e corrzlati al comportamento meccanico para-
metri quali: il grado &i idratazione e la compesizione del prodotte di neoformazione,
relativi alla reazione con acqua del silicato tricalcico e di sue soluzionmi solide con-
tenenti, singolarmente, alluminio, [erro, magnesio.

E stato posto in luce che la costituzione delle aliti esaminate influenza il loro
comportamento tecnico attraverso modiliche significative dei valori dei suddetti pa-
rametri.

Sono state riscontrate, in particolare, analogic di comportamento fra il silicato
tricalcico e la soluzione solida col! magnssio da un lato, fra le aliti contenenti allu-
minio e ferro dalf’altro.

SumMMARY, — The reaction degree and the composition of the newlyformed pro-
ducts concerned with the hydration of tricalcium silicate and its solid sclutions con-
taining, separately, aluminium, iron, magnesiium, have been evaluated and corrclated to
the mechanical behaviour. It has been pointed oul thal the constitution of the alites, ap-
preciably modifving the above mentioned parameters, can influence their technical
properties, In particular, analogics have been found belween tricalcium silicate and
its solid solution containing magnesium and between the aluminium and iron alites.

INTRODUZIONE

Il clinker, componente dei leganti idraulici piir diffusamente im-
Piegati, & costituito da silicato tricalcico, €S Y, silicato bicalcico, CsS,
alluminato tricalcico, C;A, e da una fase di composizione prossima a
CiAF, alluminio-ferrito tetracalcico.

* Lavoro svolto con il contributo finanziario del Consiglio Nazionale delle Ricerche,
! 8i adopera la notazione abbreviata adottata nella chimica del cemento in base
alla quale C = Ca0; S = 5i0,; A = AlLO;; F = Fe,0,.
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Le predette fasi non sono costituite da composti chimicamente
puri, ma da loro soluzioni solide con specie chimiche presenti in con-
centrazioni non elevate, provenienti dalle materie prime naturali (cal-
care e argilla) utilizzate per la fabbricazione del clinker.

Particolare interesse rivestono le soluzioni solide di silicato tri-
calcico (aliti), costituente fondamentale del clinker ¢ principale re-
sponsabile del processo di indurimento del cemento alle brevi stagio-
nature. Specie generalmente ricorrenti in soluzione nel silicato trical-
cico sono: Al*3, Fet® Mg+*? Esse, anche se presenti in concentrazioni
modeste?, sono in grado di influenzare in maniera apprezzabile le
proprieta meccaniche [2] [3].

Appare interessante quindi disporre di dati circa 'influenza eser-
citata dai suddetti joni sul complesso dei fenomeni che presiedono al
comportamento tecnico.

Oggetto del presente studio & pertanto la valutazione di parametri
connessi con le reazioni di idratazione di aliti preparate sinteticamente
in laboratorio, utili alla comprensione dei meccanismi attraverso cui
si esplica I'azione delle specie ioniche presenti in soluzione nel silicato
tricalcico.

PARTE SPERIMENTALE

Sono stati preparati, secondo le modalitd descritte in una prece-
dente Nota [2], un campione di silicato: tricalcico puro e tre aliti con-
tenenti separatamente 1'1 % di MgO, 1'l % di Fe0s, 'l % di ALO;;
le concentrazioni delle specie chimiche estranee al CiS erano inferiori
o uguali ai limiti di solubilita delle stesse ,a 1550 °C, nel silicato tri-
calcico [1].

Le prove di resistenza meccanica a compressione [4} sono state
eseguite alle stagionature di 1, 2, 3, 7, 28 giorni su provini di dimen-
sioni 40 x 40 x 40 mm, confezionati con 92 % di S o di sue solu-
zioni solide e I'8 % di una miscela gesso-quarzo nel rapporto 3 a 3:
il rapporto acqua/solido impiegato era 0,50, Lo stesso rapporto & stato
adottato per la confezione di provini in pasta, per la cui preparazione
e conservazione, unitamente alle procedure di arresto dell'idratazione,
di macinazione ed essiccamento si rimanda ad una precedente Nota
[2]; la temperatura di idratazione era 20 =C.

Il grado di idratazione e la composizione del silicato di calcio
idrato sono stati valutati a stagionature coincidenti con quelle previste

* I limiti di solubilitha di tali specie espresse come ossidi sono a 1550°C: 2,0 % per
MgO; 10% per ALO,: 1,1% per Fc,0, [{].
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per le resistenze meccaniche e inoltre a tempi di 7,5 h, 9,0 h, 10,5 h,
12,0 h, 16,0 h, 20,0 h, e 14 giorni.

Per la determinazione del primo parametro si ¢ valutata la fra-
zione di CS o di alite non reagita mediante analisi roentgenografica
quantitativa, impiegando ossido di magnesio come standard interno
[5]: i picchi di riferimento adottati sono stati quello a 41.30° 2 8 Cu
Ka per il 8 o l'alite e quello a 43.00° 2 8 Cu Ko per 'MgO.

Per la determinazione della composizione del silicato di calcio
idrato si & fatto ricorso all’analisi termogravimetrica [6]; essa, attra-
verso la misura dell’acqua proveniente dalla decomposizione termica
del silicato idrato, ha permesso di stabilirne il rapporto acqua/silice
e, mediante la stima dell'acqua perduta dall'idrossido di calcio pro-
dotto nell'idratazione, ha consentito di risalire, noto il grade di idra-
tazione, al rapporto calce/silice.

L'analisi termogravimetrica si & resa utile anche alla stima della
perdita al fuoco, necessaria per riferire i dati sperimentali al peso
iniziale di CiS o di alite; la velocita di riscaldamento della termobi-
lancia & stata di 5°C/min. "

RISULTATI E DISCUSSIONE

In fig. 1 & riportato il diagramma delle resistenze meccaniche a
compressione esibite dai campioni in esame, in funzione del periodo
di stagionatura. Nelle figg. 2, 3 e 4 sono descritti, nell'ordine, gli an-
damenti nel tempo del grado di idratazione e dei rapporti molari
calce-silice ed acqua-silice nel silicato di calcio idrato neoformato
[7] [8].

Dal confronto fra le fige. 1 e 2 risulta immediatamente che non
¢ riscontrabile, a parith di tempo di stagionatura, una correlazione
puntuale fra grado di idratazione e resistenza meccanica: & interes-
sante notare, d'altra parte, come le soluzioni solide coniznenti allu-
minio e ferro, che manifestano i valori piti bassi del grado di idra-
tazione durante le prime 24 ore di reazione, diano luogo, dopo due
giorni di stagionatura e in misura via via piu rilevante col trascor-
rere del tempo, a resistenze meccaniche pit elevate di quelle esibite
dal silicato tricalcico puro e dall’alite al magnesio.

Dall'esame delle fige. 3 e 4, si osserva che le soluzioni solide di
alluminio e di ferro producono, a seguito della reazione con l'acqua,
silicati di calcio idrati con un rapporto calce/silice relativamente
basso e un rapporio acqua/silice relativamente alto; & opportuno sot-
tolineare che le differenze piut consistenti si registrano durante le
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prime 24 ore di stagionatura e che tali differenze tendano ad atte-
nuarsi nel tempo, anche se la sequenza dei valori rimane immutata.

a
& 6,8 1% Mgo

v C,5 1% A0,

0 C,5 1% Fe,Qy
.
400 |
200 |. //

1 I 1 ) i
2 3 7 4 28

tempo, giorni

@
S
Q
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a compress., kg/cm’

resistenze mecc.

Fic. 1. - Andamento delle resistenze meccaniche a compressione in funzione del tempe
di stagionatura.

8o}

60 |
*

\

/

o

grado di idratazione ,

i i i I { H ]

0.5 H 2 3 7 14 28
tempo, gierni

Fic. 2. - Andamento del grade di idratazione in funzione del tempo di stagionatura,
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A rapporti calce/silice pitt bassi e a rapporti acqua/silice pil
alti corrispondono quindi valori di resistenza meccanica pit elevati,

B —
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F16. 3. - Evoluzionc ne¢l tempo del rapporie molare calce/silice nel silicato di calcio
idrato,
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Fi6. 4. - Evoluzione nel tempo del rapporio molare acqua/silice nel silicato di calcio
idrato,
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dal secondo giorno di stagionatura in poi: & presumibile che tale
influenza della composizione chimica del silicato di calcio idrato si
esplichi attraverso modifiche ,significative soprattutto nelle prime 24
ore di stagionatura, della sua superficie specifica piuttosto che della
sua morfologia [9].

Le analogie riscontrate tra alite all’alluminio e al ferro da un lato,
fra alite al magnesio e silicato tricalcico puro dall’altro, sembrano
indicare che la carica dello ione estraneo presente nel reticolo del
silicato tricalcico determini in maniera essenziale il comportamento
idraulico della soluzione solida.

Il magnesio, lone bivalente, & in grado di sostiluire solamente il
calcio; l'alluminio e il ferro, ioni trivalenti, possono sostituire sia
il silicio che il calcio ed occupare inoltre, sia pure in misura lmitata
e in determinate circostanze, alcuni siti ottaedrici nel reticolo del si-
licato tricalcico [10]. Un differente inserimento di ioni estranei nel
reticolo cristallino pud pertante modificare in diversa misura la di-
stribuzione dei difetti strutturali nella soluzione solida e conseguente-
mente il suo comportamento tecnico.

CONCLUSIONI

Nello studio del processo di idratazione del silicato tricalcico e
di sue soluzioni solide contenenti, singolarmente, Al, Fe e Mg, & stata
individuata una correlazione fra resistenze meccaniche da un lato e
grado di idratazione e composizione del prodotto di neoformazione
dall’altro. Le soluzioni solide contenenti alluminio e ferro, che mani-
festano a partire da due giorni di stagionatura resistenze meccaniche
pit alte di quelle mostrate dal silicato tricalcico e dall’alite al ma-
gnesio, presentano valori bassi del grado di idratazione durante le
prime 24 ore di reazione; le stesse aliti, per tutto l'arco di tempo esa-
minato e cioé fino a 28 giorni di stagionatura, producono un silicato
di calcio idrato avente rapporto calce/silice pitt basso e rapporto
acqua/silice piti alto rispetto a quelli dei prodotti di idratazione del
silicato tricalcico e della sua soluzione solida col magnesio, Tale com-
portamento pud essere collegato al differente inserimento degli ioni tri-
valenti rispetto a quello dei bivalenti nel reticolo del silicato tricalcico.

Gli Autori desiderano ringraziare il prof. R. Sersale per le utili
discussioni e la sig.ra Maria Palumbo per |'assistenza tecnica.

Istitute di Chimica Applicata - Facolta di Ingegneria - Universita di Napoli.
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Su un problema di selezione continua
di un’applicazione plurivoca ad n valori non tutti distinti

Nota di Mar1a Tuccr (Bari) *
presentata dal socio ordinario CArRLO CILIBERTO

(Adunanza del 3 giugno 1978)

SummMary, — In this paper a theorem of continuous selection is proved for n-valued
functions defined in a compact and convex subset of R¥, with values in a metric space,
when the n values are not all distinct,

INTRODUZIONE

In un suo recente lavoro [2] L. CarBonNE ha dimostrato alcuni
teoremi di esistenza per un sistema di equazioni funzionali, serven-
dosi essenzialmente di un teorema di selezione continua da egli stesso
stabilito in [1].

Tale teorema prova che se 8 ¢ un'applicazione plurivoca definita
su di un convesso compatto in uno spazio di Banach, ed & continua
ad n valori distinti in uno spazio metrico, essa ammette n selezioni
continue,

Mi ¢ sembrato non privo di interesse, anche ai fini di eventuali
applicazioni a sistemi di equazioni funzionali, studiare se un analogo
risultato sussiste nell'ipotesi in cui 0 sia un'applicazione plurivoca ad
1 valori non tutti distinti.

In effetti ho stabilito un teorema di selezione continua per fun-
zioni plurivoche definite in uno spazio S convesso compatto nello
spazio R¥, con k > 1 ad n valori distinti in uno spazio metrico, eccetto
che per un punto x, interno ad S, in cui assumono un numero di va-
lori minore di n.

La presente nota consiste di due parti.

Nella prima parte si riportano i risultati relativi alla costruzione
di n selezioni continue in S — I (x,, #), con I (x,, r) intorno di x, in R*
contenuto in S, e al loro prolungamento in S — {x,}.

* Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita dei Gruppi Nazicnali per la Matematica
del C.N.R. (GIN.AF.A).
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Il procedimento di costruzione seguito in questa parte & analogo
a quello seguito da L. CarBonE in [1], con opportuni accorgimenti di
cui si d& un cenno, omettendo, per brevita, le dimostrazioni che sono
contenute, in tutti i dettagli, in [3].

Il procedimento di L. CARBONE, perd, non permette assolutamente
di costruire selezioni locali in I {x,, r) quando 6 (x,} & costituito da p
elementi con 1 < p < n.

Nella seconda parte si dimostrano i risultati principali di questo
lavoro, attraverso un’opportuna definizione di molteplicita per gl ele-
menti di 8{x,) ed attraverso la costruzione di selezioni continue di 8
definite in un intorno I {x., r) di x., che si raccordano alle sélezioni
definite in 8§ ~ I (x,, r).

1. — Sia S un compatio convesso nello spazio euclideo R®, con

k> 1

Indicheremo con L uno spazio metrico e C (L) linsieme delle parti
chiuse e non vuote di L.

Con T(x.,8), x € S {risp. x, € L) indicheremo l'intorno circolare
in 8 (risp. in L) di centro x, e raggio 8.

Denoteremo ancora con d, quando non c'e¢ ambiguita, sia la di-
stanza in R% sia quella in L, sia Ia distanza di Hausdorff, in C (L) che
e cosi definita:

d:XxYeC(L)x C{L)— max {sup d{x, Y), sup d (v, X}}

xeX yeY

Data un’applicazione 8 : § — C (L), plurivoca, una selezione estratta
da & & un’applicazione ¢ da S in L tale che

p:x€S —» g(x)eb{x)c L

mentre per ogni x € S, diremo selezione locale estratta da § ogni ap-
plicazione ¢, definita in un intorno di x, I (x, 8§}, a valori in L, tale che

. veI(x,8 = o,(v)eb(y) L

Sussiste il seguente:

TeoREMA 1.1. — Sia & un'applicazione continua da S in C(L) tale
che 8 (x) é costituito da n elementi (n > 1), per ogni x € S, eccetto che
per un punto x, interno ad S, per il quale 8 {(x,) & formato da p elementi,
conl=p<n
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Allora per ogni I (x, r} intorno di x, in R* contenuto in S, la restri-
. . . . " L o
zione di 0 ad S — ¥ (xa, r) ammette n selezioni continue 6, , 8, ,..., 0,

definite in S — 1(x,, 7) a valori in L tali che:
(1) VxeS—T(x,r:8" (x) =8 (), i

Come detto nell'introduzione, per la dimostrazione di questo teo-
rema, si procede con la stessa tecnica adoperata da L. CARBONE per la
dimostrazione del teorema 1.1, di [1], costruendo dapprima selezioni
locali continue in un intorno di un punto di § — I (x,,7) e poi pro-
lungando con continuita tali selezioni a tutto S — I (x,, 7).

Sono perd necessari alcuni accorgimenti e, soprattutto, i risultati
contenuti nei seguenti due lemmi (per altro abbastanza elementari) il
primo dei quali rende possibile il prolungamento delle selezioni locali,
il secondo permette di supplire alla mancanza della convessita di
S — I{x.,r), convessith essenziale nella dimostrazione che fa L.
CARBONE.

Lemma 1.1, — Se S ¢ uno spazio convesso nello spazio R¥, con
k > 1, sia x, un punto interno ad S. Se r ¢ R, @ tale che 1(x,, r) & un
intorno in R* di x,, contenuto in S, allora per ogni 6§ € R, con

% & < r e per ogni seS—I(xo,r)eer[s, 25] — I(s,8), con

x ¢ 1(x,, r) risulta non vuoto linsieme
(I(x,8)NI(s8)—I(xe,7)

Lemma 1.2, — Se x, & un punto interno ad S, spazio convesso in
R, k> 1, ed 1(x.,7v) & un intorno di x. in R* contenuto in S, per ogni
§e R+ cond <r, eperogniseS —1(x., v eds e€i(s, 8 —I(x,r)

Uingieme

(I(5,8)NI(s,8)) —I(x,,7)
¢ connesso per archi in 8§ — I (%, 1).

Tenendo presente il modo in cui si sono costruite le selezioni di
cui al teorema precedente, st prova facilmente il seguente risultato:

Teorema 1.2, — Nelle stesse ipotesi del teorema 1.1., per ogni
v € R,

,f—,
Lt a0 )
delle selezioni 87 ,0," ,...,08, .

1l

i) , .
87 sono i prolungamenti

r n

PR T SN
v < v, le selezioni 0, ,0,°, ...

24




294 M. Tucci
Si puo, cosl stabilire il teorema seguente:

TeorREMA 1.3. — Se 8 & un'applicazione continua da S in C (L) tale
che 8(x) & costituito da n punti (n>1), per ogni x€S, eccetto che per
un punio x, interno ad S per il quale 8 (x,) & costituito da p elementi

I3 ’

. E . . . 4
con 1 = p < n, allora esistono n selezioni continue 0, ,0,,..., 08, de-
fimite in S — {x.} tali che:

(2) VreS—{x}:0 ()« 0x), i
Dim, — Per ogni i € {1,...,n} sia

9 S — {x,t>L

[3

cos definita {cfr. teorema 1.1.):
x€8 —{x}— 08" (»

dover € R+ ¢ tale che x € 8 — I (s, 1), con I{x,,r) intorno di x, in
R* contenuto in S.
Per il teorema 1.2. le applicazioni 8; sono ben definite, inoltre sono
continue in ogmi x € § — {x,}, data la continuita delle selezioni Bi.") )
Infine & ovviamente verificata la (2), in quanto ogni 8" soddisfa

Ia (1)

2. — Data un’applicazione plurivoca 8 da S in C(L) tale che per
ogni x € S 0{x) ha n elementi eccetto che per un punto x, interno ad
S, esaminiamo dapprima il caso particolare in cui 8(x.) & costituito
da un solo elemento,

Sussisie a tal proposito il seguente:

TeOREMA 2.1, — Se 8 : S— C (L) ¢é coniinua in S e per ogni x € S,
8 (x) & costituito da n punti (n > 1), eccetto che per un punto x, in-
terno ad S per il quale B(x.} & costituito da un solo elemento, allora

0 ammelte n selezioni continue 0,,0,,...,0, e inolire si ha:
(3) VXes$, xvx:0:(x)#0(x), i~]
Dim. — Posto 9 (x,) = {xi f,per ogniie {1,..., 1}, sia

9; :S—L
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cosi definita (cfr. Teorema 1.3.):

x Se X = X,
VxeS:0((x)=
0. (x) S€ X 7 Ko

0; risulta continua in S — {x,}, stante la continuita delle sele-
zioni ) , inoltre, essendo per la continuita di 0 in x.,

limn, 8; (x) = xlD

X=X
u

si ha che §; & continua in xl, , 9; & quindi continua in tutto S.
La (3) poil sussiste in quanto ogni B; verifica la (2).
L’asserto & dungque provato.

Se d:8-—->C(L) & tale che per ogni x € S §(x) ha un aumero fi-
nito di elementi, per ogni ¢ >0, x € S ¢ v € L, si pone:

(4) Bj,} (x)={x e 0(x) | d{xi,y) < e}
Essenziale per stabilire 1 nostri risultati & la seguente

DerINIZIONE 2.1. — Se x, € S, si dice che un punio v € 8(x,) ha
molteplicita m € N, m = 1, se esistono 8§ > 0 ed € > 0 tali che:

card. 6_: (x) =m Vael(x,8), x7 X

Allo scopo di stabilire un criterio di selezione continua, premet-
tiamo il seguente lemma:

Lemma 2.1, — Sia 8 wn'applicazione continua da S in C(L) tale
che 0(x) sia costituito da n elementi, n > 1, eccetto che per un punto
%, interno ad S per il guale 0(x,) ha p elementi, con 1 < p < n.

Se 8(x,) = {xf),xi,...,xi}eperognih e{l,2,...,p}x2ha mol-
teplicita py, {cfr, del. 2.1.) con 1 < pn < n, esistono . > 0 e § > 0 tali
che per ogni x € 1(x.,8) st ha:

(5) 8, (HN0°, (1) =0, VhKell,..,pl, h=l

o

(6) B(x) = u 0. (x)
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Inoltre posto L' = C(L) ed r = —;—-- 5, se C(L) dencta linsieme

delle parti chiuse e non vuote di L', munito della distanza di Hausdorff,
lapplicazione

8" : 1 (., #) = C(LY

cosi definita:

B (x) = {0°, (x), 0%, (x), ..., 0", ()]} se X 7 %
(7) o Rrs ‘o
0 (x) = {{x.}, {2}, ..., {1 s€ X = X,

¢ continua in I (x,, ).

Dim, — Per ogni he {1,...,p} siano &, > 0 e &, > 0 tali che

(8) card. 8%, (x) = p» V xell(x,, &), x 7 %
Si consideri &, > 0 tale che

1 , . . ’
(9) o < —— min{ min &, min d(x.,x )}
6 hefl,....p} hhell,... n}

e 8, > 0 tale che per ogni x € I(x., 8,) si abbia
(10) d(8(x), B{x)) < e

Se ora si pone & = min {8,, min &}, risulta, per ogni # h' €
fre{l,..., o}

e{l,...,p} h=k, verificata la (5).
Infatti se x: € 850_,, (x)M0°, (x), si ha

(11) d{x,-,xz) < £, d(x;,x’:) < g

i 1’ . N . z h
da cui d (x:, \ "CJO ) <2 g, il che & assurdo in quanto per [a (9) d{xL L X, ) =

= 6.
E, poi, per (10) ovviamente verificata la (6).
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Posto v = —; & proviamo che l'applicazione 8’ definita in T (x,, #)

come in (7) & continua in I (x,, ).

Siaxel(x,r) x%x.ede* >0conce" <sg.

Essendo per definizione, se ancora con d denotiamo la distanza
su C (L)

(12) d (0" (x), 8" (y)) = max { sup d (X, 0 (J’)).YE&I\?) d(0 (x), Y)}

dove

(13) d(X,0 (y)) = in(f d(X,Y)
Yeb'(y)

(14) d(®(x),Y) = inf d(X,Y)

Xet'(x)

¢ sufficiente provare che esiste & > 0, & < r, tale che per ogni
yeI(x,8%) < I(x,7)con vy~ x,, risulti:

(15) d(X, 0 (y) <& vV X €0 (x)
e inoltre risulti
(16) A (), Y) < e* VYe®(y)
In corrispondenza di £* < e, sia & < r tale che I (x, 8*)c1(x,,7) ¢
(17) d(0(x),0(y) < Vyel(x?8)

Consideriamo X € 0'(x) e y € I(x,8%) con v -~ x,. Per (7) sia per

esempio X = GE“\_,, (x)conhe{l,...,p}

Essendo per (5) GE"‘,, (x) € 8(x), da (17) consegue
d(x,0(y) < & V x:i € BE:_,i (x)

per cui, per ogni x; € GE°_,, (x) esiste y; € 0(y) tale che

(18) d(xi,y) < ¢
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Poiché 0§ (y) = CJ BE"_,, (v), in quanto d(x.,y) <8, si ha che

h=1 o

Vv € BE‘;,,, (yYcon W e{l,...,p}.

Risulta x7 = x| . Infatti che x. # x. , essendo
n’ Iz
d (v, x,) < g0, d (%, x,) < 2

per (18) si ha d(xﬁ %0} < 3, ilche & assurdo perché per (9)

d (xg , x:;') = 6 ¢, dunque risulta
yied’, ()

da cid e da (18) consegue

d(x, 07, ) <&, Vaed, (v
dunque, tenendo presente che Gc‘;h (x) = X, si ha:

sup d (x,8°, (¥)) <¢'

xieX o
Analogamente se Y == BE"‘,, (y) si ha:

sup d(X,y;) < &

y,e¥
In definitiva, per come & deflinita la distanza su C{L), si ha:
d{X,Y) <«
Per la (13) risulta:
d{X, 0 () <

da cui consegue la (15).
Analogamente sussiste la (18),
Con cid resta provato che 0’ & continua in ogni x € T (x,, 1), X 7 X..
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In modo analogo, con qualche ovvia variante si prova che ¢’ & con-

tinua anche in x,.
Il lemma precedente ci permette, ora, di costruire delle selezioni

continue in un intorno del punto =z, .

Teorema 2.2, — Nelle stesse ipotesi del lemuma 2.1., esistono
0.0, 0:.2,...,0:.n 1 selezioni locali definite in un intorno chiuso di
di x,, 1{x,,7), e ivi continue, tali che per ogni x appartenente a tale
tntorno risulti:

(19) B {x) 22 0. (%), =

Dim. — Sia ' 'applicazione continua di I{x,, ) in C (L") definita
come in (7) (cfr. lemma 2.1.).

Essendo I (x,, ) un insieme compatio convesso in S e inoltre per
ogni x € I{x,, ) 0’ (x) costituito da k elementi, per il teorema di se-
lezione di L. CARBONE !, esistono p selezioni di 8

B, :T(xe,7) — L' =C(L)

continue in I{(x., v) tali che:
Vxel(xo,r): 0, (x) #08, (x) VI e{l,...,p}, h=W
Da cio per (5) si ha:

(20) Vxel(x,?): B; (x) N B;, (x) =@, hzW

. - - ’ % z
Si osserva ora che per ogni selezione locale 8, e ¢" < g, se §, >0
[ 1 ~7 R . =4 . . . N 41 .
& tale che 8, << r e per ogni x,y € 1(x.,7), X% Xo, ¥ = ¥, si abbia:

d(8,(x), 8, () < ¢,

se, inoltre, 8 (x) = 0°, (x) e 6; {(y) = BE"f,, {(y), allora necessariamente
L I,'i I

o

L L
X, = X,
Lo stesso accade se x = x, oppure ¥y = x,. Dungue se si pone

& = {8; s 8; ted# = % 8°, le selezioni, che denotiamo ancora

f Cfr, Teorema 1.1, di {11
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con 0, , definite in I(x, ") e ivi continue, sono tali che:

I
{x.} se X = %

Vael(nr):0,(x)=/{ .
* € 1lx, 1) 2 8, (x) 81,, (x) se X = X,

ed inoltre, per come si & scelto & (cfr. dim. lemma 2.1.), essendo 7’ < 8,
per (8) si ha

card. 8:! (x) = card. 6E°\_,, (x) = pu, Vaxel(x,r), x+#x

\ I . . I
mentre & 0, (x,) costituito da un solo elemento x| .

Alle funzioni 8;1 ,he{l,...,p}, cosi ottenute per selezione da @,
possiamo ulteriormente applicare il nostro precedente teorema 2.1.

Questo infatti assicura l'esistenza, per ogni h e {1,..., pn}, di p: sele-
zioni 8, , continue in T (x,,7) tali che:
(21) Yeell etme b, = 0.0 127

Essendo pr + p2 + ... + p, = n, in definitiva esistono n selezioni

locali, che denotiamo con 0.1, 0:.2,...,0: ., continue in I (x,, ).
Inoltre per (20) e (21) sussiste la (19).

TeOREMA 2.3. — Sia S un connesso compatto nello spazio R¥, con
k > 1, L uno spazio metrico, § un'applicazione continua da S in C (L)
tale che 8 (x) sia costituito da p elementi con 1 < p < n.

1 2 P . h
Se0(x,) = {x,,x,,...,x, } e per ogni he {1,...,p}x, ha mol-
teplicita pn, con 1 = p, < n, allora 8 ammeite n selezioni continiie

0, 02,..., 0, e inoltre:
(22) VxeS x#£x, lx)=0(kx), i=j

Dim. — Per p = 1 la tesi ¢ contenuta nel teorema 2.1.

Sia p > 1. Fissato r > 0 come nel teorema precedente, i teoremi
2.2 e 1.1, ci assicurano l'esistenza di n selezioni continue in T (x,,7)
e di n selezioni continue in S — I (x,, 7).

Occorre dimostrare che le selezioni in I(x,,7), si raccordano
con continuita attraverso la frontiera &,(I (x,, 7)), alle selezioni in
S —I(x,, ).
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Fissiamo B . una selezione locale di 8 definita in T (x,,r), intorno
chiuso di x. ed se€ & (I1(x,7)). Posto 0(s)={s,5,...5}, se
0, (s) = s;, scegliendo opportunamente ¢, ¢ § € RJr , la selezione 6;”
definita in § — I (x,, r) ottenuta col procedimento di L. CARBONE ? come
prolungamento della selezione locale 8 definita in 1(s,8) — I{x,,¥),
¢ un prolungamento della selezione Jocale 8. .;, in quanto risulta, per
il corollario 1.1. di [1]:

On: (v) = 8" () Vyed (I(x, )

Si ottengono in tal modo # selezioni di 8, che denotiamo con
01, 8,...,0, continue in S a valori in L, che ovviamente verificano la
condizione {22).
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Convergence in category

Nota di ELzBIETA WAGNER
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(Adunanza del 3 giugno 1978)

SOMMARIO, — Per una successione di funzioni godenti della proprieta di Baire, viene
introdotta la nozione di convergenza in categoria, come duale della convergenza in
misura, Tale nozione, dopo alcuni risultati preliminari, ¢ confrontata con quella di
convergenza a meno di un insieme di prima calegoria (nearly everywhere) e con gli
usuali tipi di convergenza,

SUMMARY. — A notion of convergence in category, as dual of that of convergence
in measure, is given for a sequence of functions possessing the Baire property. Using
previos results, convergence nearly everywhere (except of a set of first category on the
line) is studied.

The notions of upper and lower limits in measure of a sequence
{f.} of measurable functions were studied by C. GorrmanN and D.
WATERMAN in [1]. Among others they have proved that a sequence
{f.} is convergent in measure to f if and only if the upper limit in
measure of this sequence is equal to the lower limit in measure and
both are equal to {.

It is well known (see for example [5]) that a sequence {f.} of
mcasurable functions converges in measure to f if and only if every
subsequence { f,.;” } of {f.} contains a subsequence { f,,,pn} converging

almost everywhere to f. Using the above fact we shall introduce in
a similar manner the notion of convergence in category of a sequence
{f:} of functions possessing the Baire property. We shall prove that
the set of all equivalence classes of functions having the Baire pro-
perty, where two functions are equivalent if they are equal except
on the set of the first category, is a complete lattice and we shall
introduce the notions of upper and lower limits in category of a se-
quence {f,}. At last we shall prove that a sequence {f,} is convergent
in category to f if and only if the upper and lower limits in category
of {f.} are equal to f{.
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Let (X, ©) be a topological space, #* — the class of subsets of
X having the Baire property and J — the ideal of subsets of the first
category in X. Identifying the sets A, B € #" if and only if AA B ed
we obtain a quotient Boolean algebra &”/J. The class including a set A
will be denoted by [A]. For classes [A], [B] € #/d the denotation
[A] c [B] means that A, — B: € J for every A, € [A] and B: € [B].

A statement that holds for all points of a set A except a set of
the first category will be said to hold nearly everywhere on A or for
nearly all points of A.

A real function defined on X is a null function if and only if it
vanishes nearly everywhere, two functions f and g having the Baire
property are called equivalent if and only if f—g is a null function.
The class of functions equivalent to f is denoted by [f]. For equi-
valence classes [f] and [g] the denotation [f] < [g] means that
fi (x) = g1 (x) for nearly all x € X when fi € [f] and g € [g].

LEMMA 1. — The Boolean algebra &%/ is a complete lattice if
and only if the family O of equivalence classes of real functions
having the Baire property on X is a complete lattice.

Proof. — The proof is similar to that of lemma 1 in [2].

Sufficiency. — Let [AJwr be a family of members of #*/d and
let f € sup [y, ], where y, is a characteristic function of the set A:.

Then 0 < f(x) <1 nearly everywhere on X. Indeed, suppose that
f(x) < 0 on a set of the second category, then we should have y, (x) <0
on the set of the second category for every ¢ € T, because [x,] =

< sup [x, ] = [f]. This is a contradiction. Suppose now that f (x) > 1

on the set of the second category. Then there exists a t, € T such that
xa, (%) > 1 on the set of the second category — again a contradiction.

Similarly one can prove that the set {x: 0 < f(x) < 1} is of the first
category. So f(x) = 0 or {(x) = 1 nearly everywhere on X. There exists
a set A c X such that f(x) = xa (x) nearly everywhere on X. All sets
A, and all functions %, have the Baire property and 91 is a complete

lattice, so f and at last A also have the Baire property. For every
t € T we have [y, ] = [f], so [A] < [A]. Moreover, if [B] € B*/d is

such that for every t € T [A] < [B] < [A], then for every teT
[xs 1 = [xs] =< [xa] = sup [x, 1. Hence [xs] = [xa] and [B] = [A],

so [A] = sup [A/].
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Necessity, — Let f, t € T be a family of functions having the
Baire property. Without loss of generality we may assume that all
functions f, are non-negative. For every ¢t € T we shall define a non-

decreasing sequence {f }..n converging to f., in a following way:

. k‘——l lf "k*l'ﬂfz(.X)‘(Jc",kzl,...,nz”;
fn (x) = 2r 2" 2

n if f:(x) = n

let B ={x:i(k—1).27"<f(x)<k 27, k=12,...,v—1

and let E' = {x:f,(x}) = n}, where v =n-2"+ 1. These sets, of
course, have the Baire property. For fixed n, let E. be an element

r

of sup [Efk] fork=1,2,...,v.Letf, =E.— U E,foreveryk —
b4

=+

k=1,2,...,v —1and let F,. = E,,. All sets F.x have the Baire pro-
perty, are disjoint and [ | Ful=[X]. Put g, (x) = kZl (k—1)-27".
k=1 =
- Y (%), for x ¢ U Fu g, is defined in arbitrary manner. For every
k=1

natural »n g, has the Baire property and [g.] = sup [f, ]. Indeed, sup-
H

pose that for some #, € T the set A = {x : g.(x) < {, (x}} is of the se-
cond category, Then there exists k. e {1, 2, ..., v — 1} such that
ANF, is of the second category. For x € F. we have g.(x) =
=(ky—1).2"" s0 f, (x) = k,-2"" for xe ANF, . Hence F,, N
N U Eu is of the second category, which is impossible. Then for
f=k +1

every t € T we have [f, ] < [g]. Suppose now that there exists a
function h having the Baire property such that for every t € T

(1) [f,1 < [h]

and the set A = {x : g.(x) > h(x)} is of the second category. We can
suppose that A takes only the values (k — 1) - 27", k=12, ..., v, in
contrary case it suflices to take a function Ak, defined in the following
way: . (x) = max {(k — 1) - 27" (k. — 1) - 27" < h(x)}. (Obviously f,
also fulfills (1)}. So there exists ko€ {2,...,v} such that AN F , is
of the second category. We have fi{x) < (ko — 1) - 2" for xe A N
NF, Simultaneously for every te T fi:(x) < h{x) except on a set

H, of the first category. Hence f'; (x)<(ko—1) - 27" forxe(ANF,, ) —
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ik nk
a

— H,, then ((ANF, } — H)NE,” =0. Soforevery t ¢ T [E,* ]

c [E,, - (ANF, )], hence sup [E'*] < [E, — (ANF, )]. Then
« . ; . .

we have B, ¢ sup [E"™ ], because ANF,, is the set of the second

category. This is a contradiction, so [g.] = sup [f, 1.
f

"1 for every t ¢ T and for every n,

then [ga] = Sltlp [f':] < sup [f:“] = [gur], 0 [g] = [g] = ... =<

Moreover, since [f,] < [f

< ...[lg:] =.... Hence lim g, = g exists nearly everywhere on X, g

Hpoa

has a Baire property and [g] = sup [g.] = sup [f 1= sup [f.].
7t 1,1 1

LEvma 2. — &%/ is a complete lattice.

Proof. — It follows immediately from the fact that #*/J is iso-
morphic with the algebra of regular open sets (see [3]).

CororLLARY. — 9T is a complete lattice.

We shall denote both [f] and its elements by f, hoping that no
ambiguity will result and that the reader will make suitable distinction
according to the context.

DEf. 1. — We shall say that a sequence {f.} of functions having
the Baire property on a set A € &* converges in category (o a function
{ having also the Baire property if and only if every subsequence
{f”,“ } of {f.} contains a subsequtnce {f,,,p" } converging nearly every-

where on A to f.
Obviously there exist sequences which converge in category but
not nearly everywhere on X. For example let X = [0, 1]. Put fi = w1,

f2 = x = x ,fa =% s = x and so on. Then
[, ] [5] [o+] [v+]

{f.} converges in category to 0 and does not converge nearly every-
where to 0 (it is a very well known example of a sequence conver-
ging in measure, but not almost everywhere).

We shall now define an equivalence relation for sequences of
functions having the Baire property. Let {/.} be equivalent to {g.} if
and only if {f, — g.} converges in category to zero.

Let {f.} be a sequence of functions having the Baire property
and let § be the equivalence class including {f.}.
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DEF. 2. — We shall say that U e 9 (L € 9N) is an upper (lower)
limit in category of a sequence {f.} if and only if

U = inf [].il'l'l sSup gs - {ga!} € g:]

N3 e

(L = sup [lim inf g, : {g.} € §1.

1= o

The existence of U and L follows from the corollary and from the
fact that for every sequence {g.} of functions having the Baire pro-
perty a function lim sup g, (lim inf g,) has also the Baire property.

LEMmA 3. — If U and L are the upper and lower limits in ca-
tegory of a sequence {f,}, then L < U.

Proof. — Suppose that U(x) < L (x) on a set of the second cate-
gory. Then there exists a sequence {4,} € & such that lim sup h,(x) <

< L(x) on the set of the second category and there exists a sequence
{g.} € § such that lim sup A, (x) < lim inf 2. (x) on the set F of the
second category. We have F = | {x:lim sup 4.(x)+w < lim inf g,(x)},
w0 n i
weW
where W is the set of rational numbers, so there exists a rational
number w, >0 such that the set {x:lim sup /4. (x) +w, <lim inf g, (x)}
is of the second category. Because lim sup h,(x) = lim (sup (h.(x),

H—ea

hati (x),...)) and lim inf g, (x) = lim (inf (g. (x), gns1 (x),...)), then

3o

{x:lim sup A,(x)+w, <lim inf g. (x)} = G {xisup (h.(x), hu (%), )+
n n 1

+ wo < inf (gn (x), gu+1(x),...)}. There exists a natural number #, such
that the set E={x:sup(h, (x),h, ,,(x),..)+w,<inf (g, (x), g, il s}

is of the second category. So for every x € E and for every n = 1,
we have g, (x) — h, (x) > w, > 0, hence {g,} is not equivalent {/,} — a
contradiction.

Now we shall suppose that all functions under considerations
are defined on the interval [0, 1] (and have the Baire property, of
course).

LEMMA 4. — If a sequence {f,} does not converge in category to
zero, then at least one of the following conditions is fulfilled:

1. there exist a subsequence {f, } of {f.}, a set A, [0, 1] of

the second category and a natural number k, such that for every sub-
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sequence {fu, } of {f, } lim sup f., (x) = k;' nearly everywhere on
A, " S "

}of {fu}, a set A, < [0, 1] of
the second category and a natural number k, such that for every sub-
sequence {fu p"} of {f’"n} iign inf fmp“(x) < —k, " nearly everwhere on

Ao

2. there exist a subsequence {f

"
M

Proof. — Suppose in contrary that for every subsequence {f,, }, for

every set A of the second category and for every natural number &
there exists a subsequence (f., } of {f, } such that lim sup f., (x) <

< k7' on the subset of A of the second category and that for every
subsequence {f 1, for every set A of the second category and for every

"
"

natural number k there exists a subsequence {fu, } of {f,, } such that

lim inf f.,, (x} > — k™' on the subset A of the second category.

Let {f,, } be an arbitrary subsequence of {f,}. Let A, = [0, ;—]
and let & = 1. There exists a subsequence {f:f)} of {f, } such that

i
"

lim sup f. {x) < 1 on the set of the second category E; [0, ;] .

Consider { f';i”}, A = [1, l]and k = 1. There exists a subsequence
2

{(£2% of {ff:)} such that lim sup ff') (x) < 1 on the set of the second

category E: [ ;, 1] . Observe that lim sup f.(x) <1 for x€EUE..

[y

Consider {fo'}, Ay = |0, —4] , k = 1. We obtain a subsequence {f'} of
)

o

such that lim =1 for xe E; U B, U0 E;, where E;

-~

£
!

b4

el

£ )y -
I Ay

- [O, A } is the set of the second category. Repeating this procedure
4

for Ay = [L , 1}, As = [1 , 3} and so on and for k=1 we obtain
4 2 2 4

a family of subsequences

(2) FA=2 U0 2 oo

such that for cvcryzhm supf (x) <1 for xe E4UE U...UE,

where E;c A; is the set of the second category.
i=1,..., i
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2(1)

Let {f,'} be a diagonal subsequence chosen from the family (2).

Then U E: < {x : lim sup 7

i=1 n
that B; has the Baire property. From the above construction it follows
that if [a, b] < [0, 1] is an arbitrary interval, then [q, b] N B, is of
the second category. Let Bi = 0 A P, where 0 is open and P is of the
first category. Then 0 is dense in [0, 1], so 0 is a residual set and B,
is also a residual set in [0, 1].
Now we shall consider the subsequence {7, } and we shall repeat

all procedure for the same sets A, A;,... and for k = 2. We obtain

a subsequence {fif)} of {7} such that the set B,= {x :lim sup fff)(x) £

(x) < 1} = B; and its is easy to verify

< ;} is residual in [0, 1]. Doing similarly for k = 3,4, ... we obtain
a family of subsequences

2(2)

(3) "M s %1 .o (f") o ...

such that for every 7 lim sup ff:} <% for x € B; and B; is a residual
set in [0, 1].

Let {f.} be a diagonal subsequence chosen from the family (3).
Then {x : lim sup 7. (x) = 0} > F\ B;, so this set is residual in [0, 1],

n i=1

in other words lim sup f.(x) = 0 nearly everywhere on [0, 1].

Using the second part of the assumption we can choose similarly
a subsequence {fu, } of {f.} for which lim inf f., = 0 nearly every-

where on [0, 1]. Then obviously lim f., (x) = 0 nearly everywhere on

f.’lp=
[0, 1], so we have proved that every subsequence {f, } of {f.} con-
tains a sebsequence {f., } converging nearly everywhere to zero — a

contradiction. The lemma is proved.

THEOREM 1. — A sequence {f.} converges in category to f if and
only if U=1L, and then f = U = L.

Proof. — Suppose that {f.} converges in category to f. Then a
sequence {f.} is equivalent to a sequence {g.}, where g, = f for n =
=1,2,... Obviously lim sup g.(x) = f (x), so U < f. Similarly one can

prove that L = f. Hence f<L <U<=<fand U=L.

21
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Suppose that U= L. We shall prove that {f,} converges in ca-
tegory to U. Without loss of generality we can suppose that U = 0.
Assume that {f.,} does not converge to zero and that the first con-
dition of the lemma 4 is fulfilled (in the remaining case the proof is
similar). To finish the proof we shall show that U(x) = k, ' nearly
everywhere on A, .

Let {g.} be a sequence equivalent to {f.}. Then g, = f.» + au,
where {a,} is a sequence converging in category to zero. Let {f,,,'} be a
subsequence described in the lemma 4. There exists a subse;;uence
{a,”p‘} of {amu} such that lim m,, (x) = 0 nearly everywhere on [0, 1],

more precisely for x € [0, 1] — C, where C is a set of the first category.
Let x € Ao—C. Then lim sup g, (x) = lim sup g, (x) =lim sup (fon, (x)+

+ am, (x)) = k'. So for every sequence {g.} € & lim sup g.(x) =
b 5 n sup g

= k;l nearly everywhere on A,. Hence from the definition of U we
have U(x) = ku_l nearly everywhere on A, — a contradiction.

It is easy to construct a sequence of measurable and having the
property of Baire functions, which is convergent in measure but not
in category / or conversely /. Indeed, let A, B < [0, 1] be a pair of
sets such that A is of the first category, B is of Lebesque measure
zero and AU B = [0, 1] / see [4], p. 5 /. If fu=(— 1) v, for every
n, then the sequence {f,} converges nearly everywhere / so also in
category / to the function f = 0 but {f.} does not converge in measure.
If we put g, = (— 1)"y5, then we obtain a sequence convergent al-
most everywhere to g =0 but not convergent in category. Obviously
every f, and g, is measurable and has the property of Baire.

A little more difficult is to construct a sequence of continuous
tunctions which is convergent in measure but not in category / or
conversely /.

Let A c [0, 1] be a closed nowhere dense set of positive measure
and let {(a., b,)} be a sequence of components of [0, 1] — A. Put

(=1) for xeA U Lj (an, b,)

i=n+l
fala) = { O for x € CJ [ai + (bi — ai) 27", bi — (bi — a;))27"]
i=1
linear on the intervals [a;, a; + (b; — a;) 27"]

\ and [b; — (bi — a) 27", b]fori=1,...,n

It is not dofficult to see that the sequence {f.(x)} converges to
zero for every x ¢ A, so {f.} converges in category to = 0.
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Simultaneously {f.} does not converge in measure, because this
sequence does not fulfill the Cauchy condition in measure. Indeed, for
£ < 2 we have the inclusion {x: |/, (x) — fun ()| > €} o A

Let now

1 forx e L_J [ L o1 - t + 1 j|
i=1 n+1 2n+107  n4+1 2(n+ 1)

1 1 n—1 I-
0 forxe |0~ — — cmemiee—| U [ 4
|: n+ 1 (n+ l)z} [ PR |

R [[E
n n
gn(x) =
linear on the intervals { t — 1 , — L
n - 1 (m+1¢  n+1

1
B 2(n+1)2} !

[I+ ! I+~-]]i:12
n+1 2(n—|—1)2’n—}—1 {n + 17 ' T

It is not difficult to see that the sequence {g.} converges in measu-
re to g=0. Indeed, the Lebesgue: measure of the set {x:g.(x)==0} is
equal to 2n:(»n + 1) We shall prove that {g.} does not converge in ca-
tegory. Let {g» } be an arbitrary subsequence of {g.}. We shall show
that the set {x : hm sup gn (x} = 1 and hm inf gn (x) = 0} is a resi-

dual set in [0, 1] Denote A, = Int {ﬂc g.{x}) = 0} and B, = Int
{x:g,(x)=1}. Then {x: hm sup gm (x) = 1} > f"l U Bu, . The

N=1 n=N41
set U B is open and dense in [0, 1]. Hence ﬂ L_J B is a re-
n=N+1 N=1 n=N41
sidual set. Similarly one can prove that {x: hm inf & {(x) = 0} o

5 N L_J Aw, is a residual set. From the fact that {g,, } was an arbi-
N=1 n=N+I[

bitrary subsequence we conclude that {g.} does not converge in ca-
tegory.
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Individuazione di un indice di normalita
in relazione al contenuto di alcuni meltalli pesanti
in Mytilus Galloprovincialis del golfo di Napoli
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R1assUNTO, — Si & indagato sul contenuto di alcuni metalli pesanti nelle valve e
nel corpo dei mitili prelevati da colonie provenienti da diverse stazioni del golfo di
Napoli, cercando di individuare un Indice di normalith quale indicatore delle capacita
disinquinanti dei mitili o della loro potenziale pericolosita.

SumMmMarY, — There was studied the content of some heavy metals in valves und
bodies of mussels collected from colonies of different stations of the Gulf of Naples,
trying to find an index of normality which indicates the capacity of the mussels
in cleaning up the sea water as well as their potential hazard.

Nell’ambito di ricerche sul contenuto di metalli pesanti & stato
riferito che le concentrazioni di Cr, Cd e Pb determinate nelle valve
(Cv) e nel corpo del mollusco (Cc), mostrano che il potere disinqui-
nante del Mytilus galloprovincialis rispetto ai suddetti elementi (Cv/Cc)

cresce dal Cromo al Piombo, mentre l'indice di pericolosita degli stessi
(Cc/Cv) aumenta in senso inverso [1].

Si & pensato di mettere in relazione il potere disinquinante e l'in-
dice di pericolosita individuando nel loro rapporto un indice che con-
sentisse di stabilire una condizione di normalita:

PoEre dishuingnts  _ In (Indice di normalita).

Indice di pericolosita

* Istituto di Biorganica Facolta di Farmacia Universita di Napoli.
** Stazione Zoologica Napoli.
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A tal fine si & reso necessario procedere alla sommatoria delle
concentrazioni dei metalli presi in considerazione, in quanto & l'in-
sieme dei metalli distribuiti in misura maggiore nelle valve rispetto
al corpo, a determinare il grado finale di capacith filtrante dei mitili;
pertanto si ¢ corretto rispettivamente il potere disinquinante e l'in-
dice di pericolosita [1] con la seguente formulazione: CMv/CMc e
CMc/CMyv.

Ponendo in rapporto tra loro tali indici si esprime l'indice di

EMV/CMe . cMe/CMy? = In (Tab. B).
CMc/CMv

Risulta evidente dalla Tab. A che i rapporti Cv/Cc e Cc/Cv con-
siderati per i tre metalli presi in esame singolarmente non sono so-
vrapponibili fra di loro in quanto & diversa la concentrazione del tipo

normalita;

TABELLA A

Concenlrazione del metalio !
|

(ug/g di sostanza secca) i . i
I | disinquinante

(Cmv/Cmc)

Patere Indice di
pericolositk
(Cme /Cmv)

Localita Valve (Cmiv) Corpo (Cmc}

H

1

I

|
| 3 i | | ;
;Cr;ca;Pb;cr!CdEPb3cr;Cd!Pb|cl~ca;Pb
! ; i i { ; | : | :

1. Cuma 115 50 e 78 14 197 15 306 31 07 03 03
2. Torre Gaveta 59 35 557 65 15 272 09 23 29 11 04 05
3, Punta Torre di

Fumo 60 52 408 51 28 154 12 18 26 08 05 04
4. Marina di Vita

Fumo 70 48 408 49 31 202 14 15 20 07 086 05
5. Miliscola 55 50 428 37 19 107 15 26 49 07 04 02
6. Capo Miseno 75 48 428 539 24 191 1,3 20 22 68 05 04
7. Porto di Mi-

SCN0 80 30 650 32 i8 185 19 1,7 35 05 05 93
8. Gerolomini 55 42 50 52 24 188 10 1,7 29 0% 06 03
9. Bagnoli 109 36 809* 75 17 8&.0* 14 2t 09 07 05 19

* Valori anomali.
CMv = Concentrazione dei metalli nelle valve,
CMc = Concentrazione dei metalli nel corpo.

di metallo nelle acque a seconda della vicinanza di varie fonti di in-

quinamento.
Infatti I'esempio fornito dalle colonie di Bagnoli & esplicativo in

tal senso data la presenza di un grosso complesso siderurgico.
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Quando il valore dell'In & minore o uguale a 1, la colenia dei
mitili considerata & in condizioni molto precarie, viceversa se tale In
& maggiore di 1. Quanto piu grande & l'Indice di normalita, tanto di-
venta migliore la capacita filtrante e quindi di sottrarre in maniera
stabile i metalli dall’ambiente circostante. La eventuale anormalita
cspressa con questi indici consiste nel fatto che la concentrazione di
alcuni metalli in qualche stazione (Tab. A) risulta quasi eguahmente
distribuita tra valve e corpo; cid pud essere interpretato con varie
ipotesi.

Come & noto, gli ioni, prima di essere incorporati nelle valve
devono diffondere attraverso il mantello nello strato di liquido pal-
leale [3].

Puo capitare che gli ioni inquinanti non possano raggiungere il
hHguido palleale e quindi andarsi a depositare nelle valve per una
inibizione dei meccanismi preposti a tale scopo; inibizione che pud
essere provocata, ad esempio, da una forte concentrazione di ioni
che pud risultare tossica per il metabolismo del mitile, oppure perché
i sistemi di trasporto degli ioni dal corpo al liquido palleale sono
saturati.

L'indice di normalita & stato calcolato per colonie di mitili pre-
levati in zone diverse, ottenendo cosi una graduatoria (Tab. B) in
cui si nota la presenza all'ultimo posto delle colonie di mitili prove-

TABELLA B
Indice di Normalita
- Potere Disinqgﬁ]}%]}tﬁ _ CMyv /:" CMc _ VCMVZ
Indice di Pericolosita CMc /| CMv CMc?
Graduatoria Localita CMv CMc In
1 Miliscola 533 16,3 10.6 Indice di normalita
1 Porto di Miseno 74,0 23,6 938
111 Cuma 71,1 289 71
v Gerolomini 63,7 264 58
A" P. Torre di Fumo 42,0 233 50
VI Capomiseno 55,1 274 40
VII Torregaveta 65,1 352 34
VI M, di Vita Fumo 52,6 28,2 34
X Bagnoli 95,4 94,2 1,0 Potenziale Pericolosita

CMv = Concenirazione dei metalli nelle valve,
CMc = Concentrazione dei metaili nel corpe.
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nienti dal litorale antistante Bagnoli ed al primo quelle provenienti
dal litorale di Miliscola (Zona priva di industrie e comunque la pitt
esposta al gioco delle correnti marine).

Possiamo ritenere quindi che l'indice proposto rappresenti un
facile parametro per la identificazione dello stato di salute di mitili
in rapporto al grado di inquinamento da metalli nell’habitat di pro-
venienza.

Parte sperimentale. ~ le tecniche e i materiali utilizzati sono
descritti nella nota precedente [1].
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I depositi argillosi
dal Cretacico Superiore al Miocene Inferiore
nella piattaforma carbonatica Campano-Lucana:
variazioni mineralogiche ed evoluzione paleoambientale
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e FORTUNATO ZENONE **¥
presentata dal socio emerito ANTONIO SCHERILLO

{(Adunanza del 4 novemhbre [978)

RiassUNTO, - Vengono presi in considerazione alcuni affioramenti di materiali ar
gillosi intercalati ai sedimenti calcarei della Piattaforma Carbonatica Campano-Lucana
da]l Cretacico superiore al Miocene inferiore. Le indagini mineralogiche effettuate su
tali depositi hanno messo in luce che per le argille del Cretacico superiore il costi-
tuente principale & dato da caolinite T ad alta cristallinitd, mentre nei depositi pa-
leocenici prevalgono fillosilicali del tipo illite e mixed-layer. Nelle argille residuali in
posizione superiore nella serie, oltre ad cssere presente caolinite a bassa cristallinita
e miixed-layer, sono state rinvenute notevoli percentuali di minerali detritici fra cui
quarzo, feldspato, zircone ¢ tormalina.

Tali diversita mineralogiche in un ambito tanto ristretto ci hanno portato ad
ipotizzare probabili fasi ripetute di emersione, convalidate da dati micropaleotologici,
fra il Senoniano ed il Paleccenc, olire ad un ringiovanimento deli’'evoluzione tet-
tonica della piattaforma interna, almeno limitatamente ad un periodo precedente al
Langhiano,

AsstrRacT. — Clay deposits interbedded within late Cretacecus to early Miocene
carbonates of Southern Apennines (Campania-Lucania Carbonate Platform) have been
studied

Mineralogic analyses indicates that the main component of the late Cretaccus
clays is highly crystallized T-kaolinite, while in the Paleocenic clays, illite and mixed-
-layer types predominate, The uppermost clays besides lowly crystaliized kaolinite and
mixed-layer, contain large percentage of detrital minerals (quariz, feldspar, zircon
and tourmaline),

The evolutionary trends clay minerals in a relatively short siratigraphic interval
allow to infer repeated emersion episodes, that are also supported by micropaleonto-
logical as well as sedimentological data.

* lstituto di Geologia e Geofisica dell'Universita di Napoli, lL.argo S. Marceltfino,
10 - 80138 Napoli.
** Istituto di Mineralogia dell'Universita di Napoli. Via Mezzocannone, 8 - 80134
Napoli,
*#%* CEMENTIR - Cementerie del Tirreno S.p.A. - Servizio Centrale Controlli &
Ricerche, Via Coroglio, 71 - 80124 Napoli.
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INQUADRAMENTO GEOLOGICO

I terreni in facies carbonatica, da cui sono in prevalenza costituite
le dorsali di M. Soprano, M. Sottano - Trentinara e M. Vesole (Cilento
Nord-orientale), appartengono alle unita della piattaforma carbonatica
interna (IpPoL1TO et al.,, 1975): essi comprendono essenzialmente ter-
mini de} Cretacico (inferiore e superiore) in facies calcarec-dolomitica
di retroscogliera, del Paleocene sup.-Eocene {Formazione di Trentinara,
SeLLI, 1962), nonché del Miocene (Formazione di Capaccio e Rocca-
daspide, SeLLI, 1962).

NAPOL |

1 : 800000 EZE:%OHM

Fic, 1. - Ubicazione geografica deil'area in esame.

Lo studio biostratigrafico della serie Cretaceo-Paleocenica nella
zona in esame si deve, oltre che a SELLr (1962} il quale, in riferimento
ai termini paleocenici istitui la Formazione di Trentinara, ed a SARTONT
e CRESCENTI (1963), che si occuparono piu che altro del Mesozoico in
generale, a SGrosso (1968) ed a SCORZIELLO e SGROsSO (1965), a cui fa
capo soprattutto la ripartizione delle facies nella parte alta del Cre-
tacico e l'individuazione dei rapporti fra quest'ultimo ed il Paleocene.

Dall'esame delle microfacies riscontrate da Scrosso {1968) nella
successione di M. Vesole si & potuta infatti accertare la presenza di
tutti i piani del Cretacico superiore, dal Cenomaniano al Senoniano,
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del Paleocene superiore (Eocene?), ed infine del Miocene. Ben carat-
terizzati sono il Cenomaniano ed il Turoniano e cosi pure la base del
Senoniano il cui inizio si fa coincidere con la comparsa di Accordiella
conica FARINACCI. Fra le altre forme di importanza stratigrafica rin-
venute invece nell'intervallo piti alto, si ricordano Montcharmontia
apenninica DE CASTRO, Rotorbinella scarsellai Torrg, Nummoloculina
robusta ToRRE, Sgrossoella partenopeia DE Castro ed infine Scandonea
mediterranea DE CASTRO la cui comparsa indicherebbe come minimo
la presenza dell'intervallo Campaniano-Maestrichtiano, se non il Mae-
strichtiano vero e proprio (De CasTro, 1974).

F16, 2 - Capaccio (Salerno). Argille caolinitiche intercalate nei calcari Senoniani.

Il passaggio Senoniano-Paleocene, da Scrosso (1968) descritto
come trasgressivo, non & rappresentato perd da una corrispondente
brusca variazione delle microfacies, dal momento che & stata verificata
la coesistenza, in alcuni livelli di ambienti particolari, (ad es. i livelli
a crostacei decapodi del M. Vesole), di forme ancora cretaciche uni-
tamente ad altre di forte affinith paleocenica (Spirolina, Rotalia, tro-
camminidi e nubecolaridi).

Fra il Senoniano e il Paleocene viene comunque ammessa la pre-
senza di pitt fasi regressive (almeno due), a cui sono probabilmente
connesse brevi lacune di sedimentazione e facies di acque salmastre.
La prima, localizzata durante l'intervallo Campaniano-Maestrichtiano,
¢ caratterizzata dalla presenza di un livello discontinuo lentiforme di
argille rosso-giallastre molto compatte e da « fiamme » rossastre nei
calcari (Bonr et al.,, 1979) (Fig. 2), un’altra da un livello calciruditico
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gia Paleocenico a matrice giallo-verdastra che ricopre i calcari sotto-
stanti secondo una superficie molto irregolare.

Dal punto di vista litologico la Formazione di Trentinara (Paleo-
cene-Eocene inf.?) & costituita da calcari compatti, calcareniti e talora
calciruditi di colore biancastro o grigiastro e di ambiente da marino
salmasiro a lagunare (SELLY, 1962).

Le calcareniti possono sfumare in brecciole e talora si hanno an-
che calcari pseudo-oolitici, mentre le calciruditi (pseudogalets), con
elementi arrotondati di dimensioni da 1 a 8 cm sono spesso cemen-
tate da marne calcaree giallo-verdastre. Tali marne, che passano lo-
calmente a vere e proprie argille verdi, rappresentano talvolta chiare
intercalazioni ricorrenti a pit altezze nella serie: il loro spessore mas-
simo pud superare il metro (Fig. 3).

FiG. 3. - Strada statale Trentinara-Montcforte Cilento, Formazione di Trentinara; Marne
verdi e brecciole con intercalazioni di letti pia argillosi.

Nella parte alta della serie paleocenica sono visibili brecciazioni
ed arrossamenti a cui si aggiunge I'impianto di un modesto carsismo
superficiale con sacche che possono raggiungere anche lo spessore di
8 metri. Tali fenomeni sono connessi al lungo periodo di emersione
anteriore alla trasgressione miocenica, cui si devono inoltre locali
spessi accumuli di argille rosse pilt o meno compatte, ricche in ferro
e in elementi terrigeni di provenienza alloctona (Boni, 1974).

Questo materiale, gid da molti rilevatori definito come « argilla
bauxitica », in base alla sua affinita litologica con le bauxiti della piat-
taforma Abruzzese-Campana, ne rappresenta anche il corrispettivo dal
punto di vista giaciturale (anche qui, infatti, viene marcata una lacuna
sedimentaria con emersione): il letto delle sacche, rappresentato esclu-
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sivamente dai gia descritti terreni paleocenici, presenta inoltre un car-
sismo simile per entita a quello che si riscontra nella maggior parte
degli afhoramenti bauxitici dell’Appennino, mentre ¢ meno spinto di
quello delle depressioni carsiche a letto delle bauxiti dell'avampaese
pugliese (BArRposSY et al.,, 1977). In ogni caso la carsificazione & ri-
stretta nell'ambito della Formazione di Trentinara e non giunge quasi
mai (almeno per quanto & possibile vedere) al sottostante Cretacico.
Risulta inoltre evidente la forma lenticolare delle sacche che, pur rap-
presentando un livello relativamente costante, sono distribuite lunge
il contatto Paleocene-Miocene in modo abbastanza irregolare. Vi sono,
infatti, zone dove il contatto & rappresentato dalla sovrapposizione
immediata delle calcareniti aquitaniane sui calcari paleocenici, senza
alcuna intercalazione di materiale residuale, mentre, a pochi metri di
distanza, si approfondisce una sacca di argille rosse con spessore anche
notevole. Viene pertanto a delinearsi, per i depositi in oggetto, una
origine legata allo sviluppo di un paleocarsismo epigeo, impiantatosi
sulla superficie dei calcari della Formazione di Trentinara, ed il cui
scarso approfondimento ¢ dovuto, probabilmente, all'interporsi dei
frequenti intercalari marnosi e argillosi della formazione stessa.

LocALIZZAZIONE DET CAMPIONI

I campioni esaminati provengono dai livelli Senoniano-Paleocenici
athoranti lungo la strada provinciale Trentinara-Monteforte Cilento,
intorno al Km 15, poco distante dal paese di Trentinara. Citeremo qui
soltanto i pit significativi (BonI et al., 1979).

Campioni 1-2-5-6: Calcilutiti biancastre con chiazze e laminazioni
giallo-rosate. Senoniano.

Campioni 3-4-11-13: Argilla rossastra di aspetto molto coerente,
intercalata in piccoli corpi lentiformi nell’ambito dei calcari Senoniani.

Campioni 7-8: Argille e argille marnose verdi, intercalate ai cal-
cari della Formazione di Trentinara. Paleocene.

Campioni 9-10-12: Brecce a cemento marnoso verde della Forma-
zione di Trentinara. Paleocene.

Per quanto riguarda le argille « bauxitiche », sono stati presi in
considerazione soltanto due affioramenti, I'uno localizzato ai piedi del
Monte Sottano, in un livello residuale abbastanza continuo, e laltro
nella zona di Madonna del Granato, Km 2.00, immediatamente al di
sotto del vecchio castello.

Campioni 14-15-16-17-18; Argille rossastre pili o meno coerenti,
con contenuto variabile in ooliti e pisoliti, provenienti dalla sacca B
del Monte Sottano,
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Campioni 19-20-21-22-23: Argille rossastre, abbastanza ricche in
pisoliti, provenienti da una delle sacche in localita Madonna del
Granato,

METODOLOGIA

I metodi di indagine da noi usati nel presente studio consistono
in analisi termo-differenziali, chimiche e roentgenografiche (diffratto-
metrie), queste ultime eseguite sia sui tout-venant che sulle frazioni
inferiori a 2 p. Su alcune di tali frazioni sono state inoltre eseguile
analisi di aggregati orientati, prove di espandimento reticolare col
glicole etilenico e prove di riscaldamento, onde accertare I'esatta na-
tura dei minerali argillosi.

I residui insolubili dei calcari e dei calcari marnosi sono stati ot-
tenuti mediante attacco con CH;COOH diluito allo scopo di eliminare
la frazione carbonatica.

Su tutti i campioni sono state eseguite inoltre osservazioni ma-
croscopiche e microscopiche, in sezione sottile, queste ultime prece-
dute da inglobaggio in resine, data U'esirema incompetenza della mag-
gior parte del materiale. In alcuni casi si & resa necessaria la frantu-
mazione del campione, con eliminazione della matrice argillosa me-
diante lavaggi e ripetuti attacchi con H,0,, HCI diluito e Desogen,
per poter effettuare una separazione fra clasti a differenti granulome-
trie, per determinarne la natura e le caratteristiche morfoscopiche.

E stato usato un diffrattometro Siemens Cristalloflex 800, con go-
niometro orizzontale, per bassi ed alti angoli e contatore proporzionale.

Condizioni di operazione:

Fenditura di divergenza: 1°

Fenditura ricevente: 0.1 mm

Fenditura di diffusione: I1°

Radiazione: CuKua (filtro Ni)

40 KV - 16 mA

Velocita del goniometro: 2 8/min

Costante di tempo: 2-4 sec

Impulsi al secondo 1 x 10°; 4 x 10¢

Velocita di scorrimento della carta: 1 cm/jmin

Per le analisi termodifferenziali é stata usata un'apparecchiatura

Dupont 990 Thermal Analyzer nelle seguenti condizioni:
Inerte di riferimento: AlO;
Velocita di riscaldaniento: 10°/min
Atmosfera: aria
Scala: per T-0.8 MV fin; per T-0.004 MV /in.
Per ogni analisi sono stati usati 50 mg di sostanza.
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ANALISI DEI RISULTATI

Campione 1. Calcare micritico ricco in fossili con cavita riempite
da calcite spatica. Talora sono presenti cristallini di pirite. Tra i fo-
raminiferi, per la maggior parte spatizzati, sono visibili resti di Thau-
matoporelle e di Rotorbinella scarsellai TorrE. L'ambiente ¢ di retro-
scogliera, probabilmente lagunare. Eta: Senoniano.

Allanalisi diffrattometrica il camp. 1 & costituito quasi esclusiva-
mente da calcite; il residuo insolubile mostra arricchimenti in cao-
linite prevalente, quarzo ed argille M-L.

L’analisi termodifferenziale evidenzia solo il picco endotermico ti-
pico della calcite. Anche dall’analisi chimica il camp. 1 si pud consi-
derare un calcare abbastanza puro, dal momento che le percentuali
combinate in $i0,, AL,O; e Fe:0; raggiungono a stento il 3 % del totale.

Campione 2. Simile al camp 1, con concrezioni algali ed un inizio
di dolomitizzazione. Eta: Senoniano.

Anche qui prevale di gran lunga la calcite, con tracce di quarzo.
Il residuo insolubile evidenzia un minimo arricchimento del quUarzo
ed una notevole precentuale di caolinite (il grado di cristallinita se-
condo il criterio di HinckLey (1963), & qui inferiore ad 1). Si rinven-
gono anche tracce di interstratificati.

All'analisi termodifferenziale si evidenzia la presenza di calcite,
ed anche dal punto di vista chimico il camp. 2 & analogo al camp. 1.

Campione 5. Calcarenite a matrice micritica molto sottile con
molti foraminiferi spatizzati. Sono visibili resti di Thaumatoporelle,
ed inoltre di Nummoloculina robusta Torre. Eta: Senoniano.

Dal punto di vista mineralogico & identico al campione 1: la cal-
cite & prevalente e vi sono tracce di quarzo. Nel residuo insolubile
quest’ultimo ¢ molto abbondante, per quanto sia prevalente la cao-
linite.

L’analisi termodifferenziale mostra il picco endotermico ben de-
lineato della calcite; chimicamente, infine, si tratta di un calcare ad
alto grado di purezza, superiore a quello degli altri campioni appar-
tenenti ai livelli Senoniani (CaCO; 99.14 %).

Campione 6. Calcare micritico molto sottile di ambiente relativa-
mente calmo. Tra le forme prevalentemente spatizzate si riconoscono
resti di Thaumatoporelle. Eta: Senoniano.

All'analisi diffrattometrica il camp. 6, come gia i camp. 1.2.5, &
costituito per la quasi totalita da calcite con tracce di quarzo. Il re-
siduo insolubile contienc alte percentuali di caolinite (a cristallinita
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FiG. 4. - a-b (campione 4), c-d (campione 13), Agglomerati caolinitici reniformi con
strutture vermicolari; 400 x,



I depositi argillosi dal Cretacico Superiore al Miocene Inferiore, ecc. 325

piuttosto bassa), con esigue percentuali di argille mixed-layer, di quarzo
e di idrossidi di Terro. Anche questo campione mostra all’analisi ter-
modifferenziale esclusivamente il picco endotermico della calcite, men-
tre chimicamente si differenzia dagli altri tre campioni simili per una
percentuale leggermente pitt alta di SiO; (1.13 %),

Campione 3. Argilla caolinitica dura, non plastica, a frattura con-
coidale e grana fine. In sezione sono visibili aggregati globulari at-
traversati da un reticolo misto di idrossidi di ferro e materiale orga-
nico (Fig. 4). Si rinvengono anche grossi cristalli di ematite a strut-

356 K
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F16. 5. - Campione 3 - Diffrattogramma dell'argiila caolinitica scnoniana.

tura fibroso-raggiata e chiazze di goethite altamente birifrangente. Lo-
calmente gli agglomerati di caolinite hanno aspetto reniforme, in cui
sono visibili 1 pacchetti di lamelle ad estenzione ondulata.

Allanalisi diffrattometrica risulta una prevalenza di caolinite ad
altissimo grado di cristallinita (politipo T, superiore all’'unitd secondo
Hinckrey, 1963) (Fig. 5). Si rinvengono anche piccole percentuali di
ematite e tracce di goethite, quarzo e argille mixed-layer. L'analisi
termodifferenziale comprova la presenza di caolinite (Fig. 6).

Dal punto di vista chimico, tenendo come base la formula teo-
rica della caolinite, si & ricavato per il campione in esame una percen-
tuale in caolinite intorno al 75 %; il completamento a 100 & espresso
come ossidi di ferro idrati, quarzo ed anatasio.

Le immagini elettroniche della caolinite mostrano qui lamelle
esagonali ben formate, tipiche del politipo T; molto comuni sono

22
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inolire aggregati a struttura tubolare di lamelle sovrapposte, gia del
resto osservati al microscopio ottico sotto forma di concrezioni ver-
miformi ad estinzione ondulata (Fig. 7).

Campione 4. Simile al camp. 3, in cui gli aggregati di caolinite,
a bassi colori di interferenza appaiono imbrigliati in un reticolo di
minerali di ferro.

All'analisi diffrattometrica il campione si rileva perfettamente ana-
logo al camp. 3; anche qui la caolinite presenta un rapporto di cri-
stallinitd superiore ad 1.

K
K
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Fi6. 6. - Campione 3 - Analisi termodifferenziale dell’argilla caolinitica senoniana.

Anche l'analisi termodifferenziale e quella chimica danno il me-
desimo risultato, anche se la percentuale in caolinite rispetto al cam-
pione precedente risulta alquanto pit bassa.

Campione 11. Molto simile ai camp. 3 e 4. La traccia diffratto-
metrica, probabilmente per le basse percentuali di ossidi di ferro pre-
senti (Fe;0; 3.90 %) & la migliore fra quelle dei quattro campioni che
abbiamo raggruppato come costituiti da caolinite prevalente.

Anche la traccia della termodifferenziale & pii1 netta; il tenore
in caolinite raggiunge qui valori di molto superiori all’80 %6.

E dal campione 11 che provengono inoltre i preparati meglio
riusciti, fra quelli da noi osservati al microscopio elettronico.

Campione 13. Argilla caolinitica di colore giallo-arancio, con il
solito reticolo di minerali opachi. Sono molto abbondanti le vene e
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le concrezioni ematitico-goethitiche, per la maggior parte dovute ad
ossidazione piu tarda.

La diffrattometria evidenzia la prevalenza della caolinite, oltre a
tracce di ematite, goethite ed argille M-L. Per quanto riguarda 1'ana-
lisi termodifferenziale, i risultati non sono diversi da quelli osservati

F16. 7. - Microfotogratie al microscopio clettronico (scanning) dell’argilla caolinitica

secnoniana.
a-b) Camp. 3. Agglomerati di cristalli di caolinite; x 3000.
c) Camp. 11. Cristallo esagonale di caolinite; x 5000.

d) Camp. 11. Aggregato di lamelle esagonali di caolinite; x 5000.

nei 3 campioni precedenti. Dal punto di vista chimico ¢ interessante
notare l'alta percentuale in TiO, (2.56 %), evidenziata all’analisi dif-
frattometrica come anatasio (3.51 &).

Campione 9. Brecciola calcarea debolmente cementata, con ma-
trice marnosa verde, talora attraversata da vene di calcite, Sono pre-
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senti molti Ostracedi ed una abbondante fauna di Rotaline. L'am-
biente di deposizione sembrerebbe lagunare. Eta: Paleocene.

All'analisi diffrattometrica il campione si rileva costituito per la
maggior parte da calcite, con minori percentuali di illite; sono anche
presenti tracce di quarzo. Lillite si evidenzia in sommo grado nel re-
siduo insolubile, di cui costituisce il minerale prevalente, insieme a
limitati quantitativi di argille M-L.

All'analisi termodifferenziale essa contribuisce anche a rendere
parzialmente asimmetrico il picco endotermico della calcite. Questul-
timo € comungue il minerale prevalente del camp. 9 (89 % CaCQOs); la
presenza dell'illite ¢ evidenziata gia dal tenore riscontrato in KO
(0.69 %), che & superiore a quello di tutti i calcari precedentemente
esaminati,

Campione 10. Brecciola verde, calcareo-marnosa, con clasti ricchi
in fauna, per lo pil cretacica rimaneggiata, in cui si riconoscono
esemplari di Eolisaccus. Nella matrice si rinvengono inoltre Rotaline,
gusci spatizzati di piccoli molluschi e di ostracodi, nonché cristallini
di pirite. L'ambiente & lagunare, abbastanza tranquillo, ma con pe-
riodiche frane ai bordi del bacino. Eta: Paleocene,

Anche qui prevale di gran lunga la calcite, con una piccola per-
centuale in quarzo. Come gia per il camp. 9, il residuo insolubile &
costituito da illite prevalente, con tracce di quarzo e di probabili in-
terstratificati,

Per quanto riguarda l'analisi termodifferenziale, la traccia ¢ iden-
tica a quella del camp, 9; pure simili sono i risultati dell’analisi chi-
mica, che rivela rispetto a quello, solo percentuali maggiori di CaCO;.

Campione 12, Calcare micritico a grana molto sottile, con una
fauna abbondantissima di ostracodi. L'ambiente di deposizione ne ri-
sulta pertanto fra lagunare e dulcicolo. Eta: Paleocene.

Ad ogni tipo di analisi il camp. 12 risulta simile ai camp. 9 e 10,
se si escludono il tenore pit basso in CaCOs rilevato dall’analisi chi-
mica e quello pit alto in SiQ, (6.34 %).

Campione 7. Argilla verde marnosa, che presenta a N+ i colori
d'interferenza dell'illite. Si riconoscono in essa rari, minutissimi cri-
stalli di quarzo (talora con inclusioni) e nuclei carbonatici.

All’analisi diffrattometrica & stata evidenziata la componente cal-
citica prevalente, accompagnata da basse percentuali dillite. Sono
anche presenti minime percentuali d’interstratificati. Questi sono
stati osservati anche nel residuo insolubile, dopo attacco con acido

acetico, naturalmente in quantita subordinate rispetto all'illite preva-
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lente. Tale minerale argilloso & del resto 'unico che compare all’ana-
lisi termica, con tutta una serie di picchi endotermici ben delineati.

L'analisi chimica, oltre ad evidenziare la componente carbonatica
(20.92 v CaCO0:), mette chiaramente in luce anch’essa la presenza del-
l'illite, mediante gli alti tenori in Si0O; (38.19 %), Al,O; (19.86 %) e so-
prattutto in K;0 (5.50 %).

Campione 8. Analogo al camp. 7, solo con la componente carbo-
natica praticamente assente. Anche qui si ¢ riscontrata la presenza
di sporadici cristallini di quarzo.

L’analisi diffrattometrica, come anche quella termodifferenziale,
mostra la presenza di sola illite; cid & del resto confermato anche dal-
I'analisi chimica, in cui compaiono tenori in X0 pari al 6.85 %.

Le immagini elettroniche dei cristalli di illite da noi osservate
allo Scanning, mostrano aggregati di lamelle ad andamento irregolare
e solo raramente siamo riusciti ad individuare forme grosso modo
esagonali,

Campione 14. Questo campione rappresenta la parte bassa della
sacca. E un’argilla molto friabile e facilmente riducibile in polvere.
La pasta di fondo non & omogenea e presenta zonature di vari colori.
Nella porzione rossastra si notano chiazze e concrezioni nere e lucide
e pisoliti concentrate localmente, le cui dimensioni raggiungono un
massimo di 2-3 mm. Nella zona pitt grigiastra non si rinvengono piso-
liti all'esame macroscopico.

Campione 15. Abbastanza simile al precedente; argilla poco com-
patta con pasta di fondo grigio-rossastra nella quale si notano talvolta
superfici nere e lucide. A differenza del precedente campione le piso-
liti sembrano perd del tutio assenti.

Campione 16. Argilla non molto compatta di colore da grigio a
rossastro, presa a contatto con i calcari paleocenici. La parte piu
grigia & abbastanza omogenea con numerose chiazze nere (ossidi di
Fe e Mn) ed & priva di piscliti. La frazione pill rossastra, invece, con-
tiene una notevole percentuale di pisoliti con dimensioni variabili fino
ad un massimo di 2-3 mm. Tale frazione, osservata in sezione sottils,
si presenta come una massa argillosa piuttosto scura, in cui sono
immersi un gran numero di granuli di quarzo (fino al 25 % del totale)
a contorno prevalentemente spigoloso. Nei granuli pitt grandi sono
visibili inclusioni di forma ovoidale o in aghetti rossastri (rutilo).

Le analisi semiquantitative effettuate con metodi diffrattometrici
hanno permesso inoltre di mettere in luce percentuali di caolinite che
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si aggirano intorno al 40 % e di ossidi ed idrossidi di ferro sul 10 %,
oltre a evidenziare la presenza di minimi quantitativi di gibbsite
(< 29%) e di altri minerali argillosi.

F16. 8. - Monte Sottano (Trentinara). Argille rosse « bauxitiche ».

Campione 17. Argilla marrone-giallastra a contatto con il Miocene
calcarenitico, che si sfalda prevalentemente secondo superfici chiazzate
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di ossidi ferro-manganesiferi, Sono presenti clasti di forma irregolare
e di dimensioni di circa 5 mum, probabilmente formati dall'unione
di pilt pisoliti. Queste sono comunque abbastanza numerose e di di-
mensioni variabili: quelle piit piceole, inferiori al mm, mostrano lu.
centezza metallica, le altre, pitt opache, raggiungono un diametro
massimo di 3 mm.

Campione 18. Arenite costituita prevalentemente da elementi ooli-
tici e pisolitici, immersi in una matrice di apparenza argillosa abba-
stanza sottile. I diametro massimo delle pisoliti & di circa 5 mm ed
esse si presentano qui molto irregolari, Nella matrice risultano ab-
bondantissimi 1 clasti di quarzo detritico {fino al 50 % del totale),
mentre nelle pisoliti non si giunge al 10 %. Olire al quarzo sono anche
visibili piccoli clasti arrotondati di zircone ad altissima birifrangenza,
oltre a molti cristallini pleocroici di tormalina, Come nel camp. 16,
sono anche qui riconoscibili nel quarzo inclusioni di aghetti di rutilo.
Piuttosto alta & la precentuale dei minerali ossidati di ferro (ema-
tite + goethite ~ 30 %), mentre piit bassa & invece quella della cao-
linite (< 30 %).

Campione 19. Argilla poco compatta di colore grigio-rossastro
con numerose incrostazioni ferro-manganesifere e rare pisoliti (1-3 mm
di diametro}. Rappresenta il sedimento della zona piti bassa della sacca
ed & costituita da caolinite prevalente (50 %) con minori percentuali
in quarzo (12 %) e minerali ossidati di ferro (goethite + ematite 20 %).
Benché non visibili in sezione sottile, sono presenti, come nella mag-
gior parte dei depositi di argille residuali, I'anatasio e poca gibbsite.

Campione 20. Abbastanza simile come mineralogia al camp. 19,
ma con maggiori percentuali di argille mixed-layer (15 %) che ap-
paiono alquanto ridotte negli altri campioni esaminati. Sono inoltre
fortemente arricchite Ie pisoliti, con dimensioni variabili da poco meno
di 1 mm ad un massimo di 2 mm di diametro.

Campione 21. Argilla molto dura e compatia con pasta di fondo
rosso scura con chiazze piti giallastre. Sono visibili numerose con-
crezioni ferro-manganesifere nerastre. Le pisoliti, molto diffuse, hanno
dimensioni massime 3 X 3 mm e si presentano interamente costituite
da materiale piuttosto scuro o dall'alternanza di gusci pitt duri e
neri con altri pit teneri e di colore giallastro. Il quarzo & piuttosto
abbondante, soprattutto nella matrice (25 %) e cosl pure ematite e
goethite (15 + 20 %), mentre la caolinite non arriva al 25 %. Anche

qui & stato individuato 'anatasio.
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Campione 22. 11 campione, prelevato nella parte alta della sacca
in esame, & rappresentato da un sedimento abbastanza duro di colore
marrone rossastro per alte percentuali di ossidi ed idrossidi di ferro.
Vi si rinvengono numerose pisoliti quasi completamente sferiche, con
diametro massimo di 7 mm. Queste risultano possedere un pucleo
spesso corrispondente ad una crosta ematitica, circondato poi da gusci
alternativamente sottili o spessi, di colore scuro. Le pill piccole pre-
sentano generalmente all’esterno un guscio di ossidi ferro-mangane-
siferi a lucentezza metallica. In ogni caso ematite e goethite non ri-
sultano qui particolarmente arricchite (6 + 8 %), al contrario del
quarzo {20 %). Alta ¢ anche la percentuale della caolinite (50 %).

Campione 23. Si tratta di un campione molto interessante, di
aspetto meno friabile, colore rosso scuro e ricchissimo in pisoliti. La
struttura varia da quefla di un'arenite a quella di un conglomerato
ad elementi minuti, immerso in una matrice piu sottile, costituita da
argilla caolinitica (10 %), goethite in vene e concrezioni (40 %) e da
piccoli clasti di quarzo detritico. Si possono suddividere le pisoliti, a
seconda delle loro caratteristiche, in 2 tipi fondamentali:

a} di forma sferica e non, a struttura concentrica con gusci
goethitico-ematitici e con al nucleo frammenti di croste ferrifere o
piccoli clasti di quarzo;

b) di forma grossolanamente arrotondata o irregolare, povere
in ematite sulla quale prevale la goethite, senza struttura concentrica
e contenenti frammenti detritici di pisoliti di prima generazione.

I clasti di quarzo presenti nella matrice (35 % del totale) sono
spesso pieni di inclusioni di zircone o rutilo, ed insieme ad essi si
riconoscono rari frammenti di feldspato potassico.

In talune piccole cavith di neoformazione fra le pisoliti sono stati
inoltre osservati feltri di cristalli aciculari di barite ad alto rilievo,
probabilmente formatisi in seguito all’azione di acque circolanti nella
parte alta della sacca nei primi stadi di ambiente confinato della tra-
sgressione miocenica.

DISCUSSIONE

Lo studio da noi effettuato sulle argille localizzate nel Senoniano
in facies calcarea della Piattaforma Interna, su quelle dei sovrastanti
livelli argilloso-marnosi della Formazione di Trentinara (Paleocene-
-Eocene inferiore?) e sulle argille rosse « bauxitiche » pre-mioceniche
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della medesima Piattaforma, ha rivelato profonde differenze minera-
logiche. Le argille Senoniane sono rappresentate da caolinite triclina
(politipo T), a cristallinita molto elevata: secondo HINCKLEY (1963)
Vindice di cristallinita calcolato si & rivelato per tutti i campioni da
noi esaminati di molio superiore all’'unith. Ulteriori osservazioni al
microscopio oftico ed elettronico non hanno fatto che confermare i
risultati delle analisi diffrattometriche, con il mostrare immagini di
aggregati vermicolari e tubuliformi di lamine caolinitiche a forma
esagonale, perfettamente terminate, molto simili agli agglomerati cri-
stallini rinvenuti nei « fonstein » dei sedimenti carboniosi (BoNT et al.,
1979).

Fra le caratteristiche delle argille Senoniane, oltre all’alta cristal-
linita (vengono infatti perfettamente risolti in diffrattometria i picchi
110, 111 e 021), compaiono l'estrema durezza, 'assenza di plasticita
e di superfici di scivolamento, la grana molto sottile e la frattura con-
coidale. Esse sembrano essere inoltre attraversate e come racchiuse
da un reticolo di sostanze apparentemente organiche, che delimitano
gli agglomerati pili chiari ed appiattiti, nei quali i cristalli di caolinite
si aggomitolano in piccole masse vermiformi (graupen) (SCHEERE, 1958 ;
Mer1aUX, 1972).

In base alle considerazioni esposte abbiamo avanzato lipotesi
(Bonz et al., 1979) che la caolinite in esame possa appartenere al tipo
flint-clay o tonstein (GriMm, 1968; KELLER, 1968; 1970: 1976 a e b;
LoUGHNAN, 1970 ; MooRrg, 1964 ; PATTERSON & HOSTERMAN, 1962; SCHEERE,
1958; SmrTH & O'BRIEN, 1965), argilla caolinitica particolarmente dura
€ ben cristallina, connessa spesso ai sedimenti propri delle serie car-
boniose. Ambienti relativamente acidi, quindi, e per lo pii1 a bassi Eh,
per quanto talvolta i flint-clays siano stati rinvenuti anche associati
a terreni laterici o bauxitici.

Per quanto riguarda Porigine dei flint-clays PATTERSON & HOSTER-
MaN (1962), nel loro studio sulle argille refrattarie di Olive Hill (Ken-
tucky) 1li considerano come il prodotto finale del dilavamento pro-
gressivo in situ dei sedimenti Pennsylvaniani in aree paludose acide.
Tale & anche 'opinione di SM1TH & O'BRrIEN (1965) per i flint-clays del
bacino dell'Tllinois e di Scueere (1958) per i tonstein caolinitici delle
serie carboniose Westfaliane dell’Europa occidentale.

Secondo EckaRDT e VON GAERTNER (1962) sembrerebbe che I'alte-
razione post-deposizionale ed il lisciviamento dovuto agli acidi umici
siano gli unici responsabili delle generali caratteristiche di tali argille,
mentre Moore (1964) & della opinione che i prodotti dell’alterazione
microbiologica della materia organica influenzino il grado di cristal-
linita della caolinite e le dimensioni dei cristalli stessi.




334 M. Bowni, D. Stanzione e F. Zenone

I1 concetto alternativo, che cioé i flint-clays rappresentino invece
essenzialmente prodotti detritici alloctoni, richiede necessariamente
aree di origine soggette a condizioni climatiche caldo-umide, del tipo
di quelle necessarie per la bauxitizzazione, capaci di fornire percen-
tuali notevoli di gel colloidali idro-allumino-silicatici la cui cristalliz-
zazione avverrebbe in aree paludose a basso pH. Secondo KELLER
(1968) & appunto l'effetto di cristallizzazione da un gel a conferire al
flint-clay le sue caratteristiche di isotropia, di grana sottile, di non
fissilita, e l'orientazione casuale dei cristalli di caolinite.

Ancora ScHEERE (1958) ¢ comunque dell’opinione che in partico-
lari condizioni fisico-chimiche e in ambiente di acque basse tali cao-
lini potrebbero essersi formati da sedimenti a grana fine consistenti
di argille micaceo-illitiche e PaATTERSON ¢ HOSTERMAN (1962) ribadi-
scono che la caolinite pud derivare da altri minerali argillosi preesi-
stenti tramite la rimozione di alcali e silice.

In conclusione, i microorganismi presenti, oltre a costituire i pro-
dotti umici dell’alterazione microbiologica, hanno probabilmente pro-
dotto anche l'ambiente necessario, in termini di pH di controllo, per
fa genesi delle particelle caolinitiche. La loro cristallizzazione sarebbe
comungue avvenuta in un mezzo ancora plastico, rappresentato da
un gel con associata sostanza organica; la presenza di radici e di piste
di organismi fossatori avrebbe inoltre prodotto locali condizioni di
maggiori pressioni risultanti nella riorganizzazione delle particelle in
modo tale da produrre aree vermicolari o irregolarmente cristalline
(Moore, 1964).

Per quanto riguarda piit specificamente i flint-clays Senoniani da
noi studiati, le rocce ad essi associate non solo non contengono car-
bone, come nella maggior parte degli afioramenti di flint-clays de-
scritti in letteratura, ma sono generalmente anche povere in materiale
organico, Vero ¢ comunque, che le argille vere e proprie presentano
tracce di pirite ormai trasformata in minerali ossidati di ferro e che,
come gia abbiamo detto, esse sono percorse da un reticolo di materiale
opaco assimilabile a sostanza organica, segni entrambi che, almeno
in una parte della loro storia deposizionale o diagenetica, si sono tro-
vate in condizioni riducenti. E inoltre da aggiungere che 1'ambiente
di deposizione dei sedimenti calcarei localizzati nella parte pit alta
del Cretacico presenta, nella zona di Trentinara, caratteristiche par-
ticolari da lagunari a salmastre (ScorzlELLO e Scrosso, 1965), a cui
sono inoltre connesse fasi regressive e brevi lacune di sedimentazione.
In una tale ottica & forse possibile inquadrare i nostri cosiddetti
flint-clays, benché al momento attuale sia difficile poter dire se l'ar-
gilla depositatasi originariamente fosse gia caolinite (naturalmente a
grado di cristallinitd pit basso, come & mostrato dal residuo insolu-
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bile dei calcari associati), oppure un altro tipo di fillosilicato, che sia
potuto passare a flinf-clay per perdita di cationi e riorganizzazione
diagenetica (BoNI et al., 1979).

Le argille verdi della Formazione di Trentinara, sia quelle appar-
tenenti ai livelli a carattere prettamente argilloso che quelle costi-
tuenti la matrice delle brecciole calcaree e degli « pseudogaleis »,
hamno rivelato invece una mineralogia ad illite prevalente, accompa-
gnata solo sporadicamente da altri minerali argillosi mixed-layer. Ed
ancora illite, senza alcuna traccia di componente caolinitica, si rin-
viene anche nel residuo insolubile delle calcilutiti e delle brecciole
calcaree della stessa Formazione di Trentinara ..

Sembrerebbe dunque gia evidente qui una brusca differenziazione
mineralogica, chiaramente corrispondente a cambiamenti di ambiente
deposizionale, e forse anche a diversita di apporti, che, come gia con-
siderato dall’analisi geologico-stratigrafica, si esplicano in un inter-
vallo relativamente breve, compreso fra il Maestrichtiano ed il Pa-
leocene.

Per quanto riguarda poi le argille rosse « bauxitiche » pre-aqui-
taniane di Monte Sottano (Fig. 8) e Madonna del Granato (Capaccio),
non sono risultati dal presente lavoro dei dati particolarmente diffe-
renti rispetto a quelli riscontrati per le stesse argille in zone pili me-
ridionali (Bont, 1974),

La litologia delle argille considerate & abbastanza simile a quella
delle bauxiti tipiche con ooliti e pisoliti, immerse in una matrice ar-
gillosa a grana molto pitt sottile. Delle pisoliti, alcune sono perfetta-
mente concentriche, altre sono soltanto dei clasti grossolanemente ar-
rotondati, di natura senz'altro detritica, originatisi da preesistenti
formazioni residuali. I minerali presenti nel sedimento in percentuali
variabili sono la caolinite, stavolta a bassa cristallinita, il quarzo,
Vematite, la goethite, le argille mixed-layer e I'illite. Si riscontrano
inoltre minori precentuali di anatasio, gibbsite e diasporo. Fra i clasti
di natura detritica sono stati riconosciuti, come gia nelle sacche della
zona di Sapri, oltre al quarzo prevalente con inclusioni di rutilo, mi-
nuti frammenti di feldspato potassico, zircone, tormalina e sporadici
clasti di metamorfiti,

Con tali argomenti sarebbe quindi da escludere, come gia ipotiz-
zato in precedenza (Bonr, 1974), un’origine completamente autoctona
delle argille rosse, che non vanno considerate, pertanto, come il re-
siduo insolubile, successivamente rielaborato, delle formazioni calcaree
sottostanti con i loro intercalari argillosi.

' Lo studio approfondito dei caratteri cristallochimici dei suddetti materiali argil-
losi, attualmente in corso, potrebbe comungue fornirci preziese indicazioni sulla loro
origine e sulla storia diagenetica.
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CONCLUSIONI

Per quanto riguarda l'origine di tutti 1 tipi di argille trattate nel
presente lavoro, la caolinite T dei calcari senoniani, l'illite della For-
mazione di Trentinara e le argille residuali pre-aquitaniane, mancano
ancora oggi chiare evidenze di apporti detritici sia pure sottili, nella
Piattaforma Interna prima del Langhiano (Formazione del Bifurto o
Flysch dei calcari).

Fino al Miocene inferiore, infatti, la piattaforma si configura com-
pletamente isolata da altre terre emerse per mezzo di bacini relati-
vamente profondi. Ma, come gia ipotizzato in precedenza (Boni, 1974)
si potrebbe comunque pensare che, almeno nell’intervallo compreso fra
il Paleocene superiore e I'Aquitaniano, un collegamento con una terra
emersa Vi sia stato {argille rosse residuali con clasti detritici di rocce
ignee e metamorfiche), una terra (coliri alloctone?), per di piit dove
erano probabilmente in corso processi di alterazione lateritica. Su
tali basi si renderebbe pertanto necessario anticipare quanto meno
al Langhiano, se non ad epoche ancora anteriori, il momento d'inizio
dei primi movimenti tettonici con conseguente erosione sulla piatta-
forma interna, premesso che si possano interpretare in tal senso an-
che gli sporadici depositi di argille Senoniane o quelle pin ingenti
della Formazione di Trentinara.

A questo proposito, ci sembra perd molto probabile che i flint-
-clays senoniani possano aver avuto originariamente la medesima mi-
neralogia ed origine delle argille verdi di etd posteriore della serie
paleocenica. Infatti persistendo bene o male le condizioni di deposito
marino almeno fino a tutto il Senoniano, resta diflicile da compren-
dere un arrivo di argilla gia caolinitica quando mancava nelle vici-
nanze ogni traccia di continente in alterazione. L'argilla sarebbe quindi
giunta ad interstratificarsi ai fanghi calcarei senoniani sotto forma di
illite (o addirittura di altro materiale silicatico inalterato) e le locali
brevi emersioni tra i Cretacico alto ed il Paleocene le avrebbero for-
nito le condizioni continentali necessarie alla perdita dei cationi.

Per quanto riguarda infine le argille rosse « bauxitiche », le va-
riabili percentuali degli apporti detritici in esse contenuti ed il lungo
periodo di emersione a cui sono state soggette, hanno senz'altro con-
tribuito a renderle di pit difhicile interpretazione.

Studi di pit ampio respiro sulla loro distribuzione e sulla varia-
zione delle loro caratteristiche mineralogiche e tessiturali dovrebbero
comungue rivelare ancora elementi di notevole importanza paleogeo-
grafica su questo livello « marker » della Piattaforma Carbonatica
Interna.
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Esistenza ed unicita di una soluzione generalizzata
del problema del tipo di Dirichlet
relativo ad una classe di sistemi degeneri *

Nota di PASQUALE BUONOCORE (a Napoli)
presentata dal socio ordinario CARLO CILIBERTO

(Adunanza del 4 novembre 1978)

RiassUNT0. — In questo lavoro viene dimostrato un teorema di esistenza ed uniciti
per il problema indicato nel titolo.

Summary. — In this paper we prove an existence and unicity theorem for the
problem in the title.

In una precedente Nota [2] ho considerato problemi del tipo di
Dirichlet in un aperto limitato e regolare © di R"*? (n = 0) relativi
ad un operatore

[(x,D)= ¥ a(x') D" X e, aeN'"’
lef <2
dove a* ¢ una matrice d'ordine 2 N i cui elementi sono funzioni reali
di classe Cl* (£1); tale operatore & fortemente ed uniformemente ellit-
tico in un aperto & su £, e degenera in un particolare sistema quasi-
ellittico nell'insieme ® = ) — &.
Nell'ipotesi che sia verificata la condizione:

(a, — lu)g = kHuHé

per tutte le funzioni u a valori in R?™, di classe [H2(Q)]* N [H:, (Q)1%,
ho provato l'esistenza di una soluzione debole, dotata localmente e
a distanza positiva da 99 — 9Q di tutte le derivate, in senso gene-
ralizzato, che figurano nell’'operatore (soluzione quasi-regolare).

Allo scopo di studiare l'unicitd mi sono posto nell’'ordine di idee
di A. Canrora [3] e di M. L. BENEVENTO - T. BRUNO - L. CASTELLANO [17,
i quali a tal fine, in riferimento a problemi similari concernenti equa-

* Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo Nazionale per 1'Analisi Funzionale e le
sue Applicazioni del C.N.R,
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zioni del quarto ordine, hanno opportunamente particolarizzato la
forma dell’operatore in prossimita delle zone di degenerazione.

Questo lavoro si ispira particolarmente alla su citata Nota [1]
e si collega al mio precedente [2]: considero una classe di problemi,
che rientrano tra quelli studiati in [2], cui mi & stato possibile esten-
dere le tecniche usate in [1] e [2] per stabilire un teorema di esi-
stenza ed unicitad per soluzioni generalizzate; rispetto al tipo di pro-
blema considerato in [2], le limitazioni che ho imposto, oltre la
forma della parte ellittica dell'operatore, riguardano sostanzialmente
il problema al contorno in quanto, per le zone di degenerazione adia-
centi a 3, le quali comunque hanno in comune con 9} una parte
connessa contenuta in un iperpiano ortogonale ad un asse coordi-
nato, & esclusa la possibilita che tale zona iperpiana sia ortogonale
ad una delle due variabili di degenerazione (cfr. n. 1).

La questione & sostanzialmente ricondotta ad un problema di pic-
colo parametro: la soluzione & ottenuta come limite debole di una
successione di soluzioni di problemi approssimanti; per tali funzioni
¢ possibile stabilire, in un opportuno spazio funzionale, maggiora-
zioni globali indipendenti dal parametro, cid proprio in forza della
particolare forma dell’'operatore intorno a 9.

Nel n. 1 & descritto 'operatore considerato, viene posto il rela-
tivo problema al contorno in forma generalizzata ed ¢ enunciato il
teorema di esistenza ed unicitd; nel n. 2 sono stabilite le formule di
maggiorazione per le funzioni approssimanti; la dimostrazione del
teorema si trova nel n. 3.

1. - Posizione del problema ed enunciato del teorema

Sia Q un aperto limitato di R"*? (n = 0) con frontiera di classe
C? e consideriamo l'operatore
1(x#,D)= Y a*(x')D* e ae N::”
lee| €2
dove a* & una matrice d'ordine 2 N i cui elementi sono funzioni reali
di classe CIl(Q)); supponiamo che risulta:

(1.1) (w, — lu)a = k||l !

per tutte le funzioni u a valori in R®, di classe [H* ()] N [H:, €0 ]

' (,)ne | -|lo denotano rispettivamente il prodotto scalare e la norma in [L, (1"
L'indicazione dell'insieme cui vanno estesi gli integrali mediante i quali si esprimono
prodotto scalare e norma, sara omessa quando non ci saranno possibilita di equivoci.

? Gli spazi [unzionali che considereremo sono sempre costituiti da funzioni a valori
in R,
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L'operatore [(x’,D) ¢ fortemente ed uniformemente ellittico in
un aperto & su Q.

L'insieme ® — Q0 — & & 'unione di un numero finito di domini
disgiunti ®1,...,9, nei quali l'operatore [(x’, D) assume la forma

I(x,D) = Hz; a* (x)D* + ¢(«; Dy, Dy)
<2
ove

¢ (x; Dy, D) = b’ (&) Dee + b” (x') Der

(x=(x1,...,24), t, t” sono le coordinate di x’, non necessariamente
nell’'ordine e non sempre le medesime in ogni 9,) e risulta:

(a) per [B| =2,
af (x") = (§; af (=", a? = CIEN,,-,l,l " i,j=1,...,2N
a" (x)EE = C|EP?, VxeR* VEeR, ¢>0
a;’k = a;.u’ g Wik =1,...,n
(b) b (x) = ((— 1Y 8:b, (x)y, b"(x) = @b, (x))y

ove si € posto:

5 — 1sei=j g”_{lsei+j:2N—§—I_
! Oseizj ! Osei+j#2N+1"'

’ ”

0 < b:’ = b;w,,-“ ’ 0 =~ b.” = szfiH ’ t = Lo , IV

In tali condizioni [ (x’, D), in 9, risulta quasi-ellittico (cfr. [2]).

Inoltre i domini 9., o sono contenuti in Q oppure hanno in co-
mune con la frontiera d Q una parte connessa contenuta in un iper-
piano ortogonale all’asse t' ovvero a qualche asse x;.

Ogni dominio 9, lo indicheremo con 55),(_” se & contenuto in ) op-
pure & tale che d 2Nd 9D, & ortogonale a qualche asse x,, con 5),(_2) se
d0NI D, & ortogonale all'asse 1",

Supponiamo che ogni dominio ED:,H) , p=1,2, abbia un intorno su

= (p) (p)
0, Q7 ,condQ

r

N d£ ancora iperpiana, tale che in esso 'operatore

* Qui, come nel seguito, si conviene di sommare sugli indici ripetuti in una stessa
espressione monomia, al variare di essi negli insiemi indicati.

23
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{{x', D) assume la forma

L (2", D)ur = (D (aj.'k D, w) + D (p* a; Dy u) 4+ D (p* a;' Do wy)) &

()
+oa; D vy A+ iy + Ly (x5 Do, De) wg

¥

sono del tipo descritto in (a) e (b) rispettivamente, e sono verificate
inoltre le seguenti condizioni:

ove p & la distanza del generico punto da ‘,D(_p), a;’k ed £;(x"; D, D)

(c) o> 1

!

* ’ ’ I I .
(d) CIJ- , Clj > 0, ﬂj = (lzi\,7j+l s ﬂj = dyn_jur , ]= E, e ,N

Supponiamo infine che £ = 39 — 30 abbia regolaritd tale che
g risulti almeno di classe C.

Problema al contorno — Sia

7 =Ud”, ar=ua”, p=12

r r

indichiamo con I' I'unione di 8 QN d @ e della parte di d Q adiacente
ad &, con 1“; (risp. T ) l'unione degli insiemi 3 QN3 ‘5),(,2) per i guali
la normale esterna a 9 & equiversa (risp. controversa) all’asse 1;
consideriamo il seguente problema al contorno:

lu={ in O

(12)

P ) | =
iy rur. Uail 0 ) ..., N

nonché, reiativamente aii'operatore aggiunto formale £ {x’, ), il pro-
blema:
Fv=g in O
(1.2)* :
ZVZJ o= 0 i=1,...,N

i
Vai-i Fur

frur,

Problema in forma generalizzata — Introduciamo una forma bi-
lineare & [u, v] associata al problema (1.2)}%
IO - D, a1 & un ricoprimento aperto di Q allora in viriit del teorema

di partizione dell’'unitd si ha che basla assegnare la forma di & {u, v] nel caso che
il supporto di u & in {3 — X, .Q.:,” s Q.(,Z) rispettivamente.
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1) se u ha il supporto in 2 — D allora & [«, v] ha I'espressione
di una qualunque lorma bilineare di Dirichlet in [H'(Q)]*¥ associata
ad ! (x', D);

(n)

r

2) se u ha il supporto in 27, p = 1,2, si pone

B [, v] = B lu,v] + B, [, v] + B [u, v]

ove
Rk o)
Bluv] = — (a; D_t, vy, D_\_k ujy + (ai.,.i Vi, D-"; t;) +

+ (ayve, u) + By b, vi, Do)

7

B, [uv] = — (a; ¢ Dovi, Diwy) — {a; ¢ Devy, Do)
ed inoltre per p = 1:
B’ [Ml V] = ((“ 1)" b: 'l)h D"’ 1"1’)

mentre per p = 2:

— (bzfj. Do vy, tyy) — (192',._1 vy, Ditiaj_s) se T ﬂQfZ) = O
B'lu,v] =
(792’,- Vo, Do) + (B, Do vajoa, vz} se I, N ﬂf,') = @

La forma bilineare & [w,v] & definita in X,{{) X J’th (Q1) ove
#, (2) ed X () sono i completamenti dello spazio delle funzioni di

classe C. (©) a valori in R™ rispetto alle norme {[| . ||| ||| - {|[* se-
guenti:
hell = delle +lelgq gypy + D @l + 11 Deo flar)
+ A Dl + 116 Do o )
LOLP
ove
Y =Un”
rnp
B ose ﬂf,") nr. -+ 0 nose ﬂip) nr’ = o
o= Ay =
0 negli altri casi 0 nmegli altri casi

e |l ¢l & definita come ||| ||| con % e ). che si scambiano.
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Ebbene, diciamo che u € X, () ¢ una soluzione generalizzata del
problema (1.2) se risulta:

(1.3) Bl v] = (v, VveH(Q)

analogamente, diciamo che v € }l’,: (£1) & soluzione generalizzata del
problema aggiunto (1.2)" se risulta:

(1.3)* B [, v] = (g, u) YuelH ()
Il teorema che si prova & il seguente:

TECREMA I — Nelle condizioni fin qui descritte per l'operatore
Hx', DY, il problema (1.2) ha una ed una sola soluzione generalizzata.
I g

2. - Maggiorazioni relative al problema approssimante

Posto:
B. [, v] = —e(D. vi, Dy i) e € (0,1)
B e, v] = B [, v] + Be [, v],

si consideri il seguente problema:

B.[u,v] = (v, ) Yv e [H ()P
(2.1)
U € {Hi Q)™

Osserviamo che &. [, v]1 & fortementie ed uniformemente ellittica
in {1 e che inoltre, per la condizione (1.1}, si ha:

U ||{H1(m12“

(22) — B[, ul = (u, —1u) + e} || D ulf = K.
7
Vue [C] ()],
per cui risulta

— B [u, 1] = K| vt |fimeayps Vuel[H (1~

ne segue che per ogni f € [L:(€)]*" il problema (2.1} ha una ed una
sola soluzione «'; tale soluzione, per le ipotesi di regolarita dei coef-
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ficienti, & anzi di classe [H?()71* e se D & un intorno su ) di P, si
prova che vale la seguente limitazione:
(2.3) | 4 lurca-pype < K[ f[lo

con K indipendente da ¢; tutto cid si stabilisce con considerazioni del
tutto analoghe a quelle svolte in [4] per le equazioni.
Si noti pure che per la regolarita di u', posto

l:” we=Lte). &-,-D:, 2
13 4
si ha
(v, 19 = B, [, v] = (v, ]) YvelC] (@]F

e quindi
[ e = f

inoltre dalla (1.1) si ricava:

Klle@l = (u —1u®) = — B|u, u®] = — (w9, f)

e quindi si ha:

(2.4) [ u? o = Kl

con k indipendente da =

Ci proponiamo ora di stabilire alcune maggiorazioni per la fun-
. - . . {r) P
zione # negli assiemi Q.7 , p = 1,2. Porremo per comoditad ' = u.

Indicheremo inoltre con ¢ una funzione reale di classe €, uguale ad
1 in un intorno su & di 9 ed uguale a zero in O — Q.

Proviamo che vale il segucnte teorema:

TeorEMA 2.1 — Sussistono le maggiorazioni:
(25)  2lDs, wlor + [ Dewll + [ Denfar = K 17l

con K indipendente da ..

Dimostrazione. — In forza della (2.3) basta provare le (2.5) con
Cu al posto di u. Per la diseguaglianza (2.4) si ha:

(— (= 1)0, Qus, Do (Ru)) + (= & b Cun, De(Guy)) = — K[HfIP?

5 D'ora innanzi indichiamo con K, K’ quantiti indipendenti da g, generalmente
differenti da formula a formula, ¢io anche ncll'ambito di una stessa dimosirazione.
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e quindi tenendo conto della condizione (a) ed utilizzando la disegua-
glianza di Young, & facile vedere che risulta:

B[—Cu,lul +B[—Cu,lu]= K;HD-\-“ (€ uy |P

— 2 LDy, @Qu P - kI

ove h & una quantitd positiva arbitraria e k (A) una quantitd che di-
pende da A ma non da e. Da tale limitazione segue:

(2.6)  LIID,Qu)lP = K(BI-Cu,Lul + BT—%u,Lul + [

Ovviamente si ha:
(2.7) B.[—Cu,Cul)=0;
inoltre si osservi che risulta:
Bo[—Zu,lul = (a, De(p* L), Do (0" L)) +
+ (@ Dr (¢ L), Dr (5 L)
— 2pa; Dr (" Guw), ¢ " pe L) — 2p(a) D (L), o' g Gut)
o a) o e L, e L)+ w2 (e o o G, 00 e L)
= K[ Do (" Cat) [P 4 | Do (e L u) |
— K[ Cull (| D (e Cun) [| + [ Do (e Catd || + [ C |
e quindi:
(2.8) Bol—Zu Cul = K{||De(e" L) " + || De(prCan) ) — K'[| S |1
d’altra parte si ha:
[ D (¢ 8u) [ = Ko De (Cu) I — K[| T ]?

e similmente per || Dy (p* L u) ||.
Allora dalle (2.8) e (2.4) seguc che

(29) B[ Cu,Qul = K([e* Do Q) [} + [ 0" D (Qu) [ — K7 [[f17)
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Tenendo conto di quest'ultima diseguaglianza e delle (2.6) e (2.7),
si perviene alla seguente:

(2.10) Dy, G F + e De @) [P+ (ot Der (B) IF

= K(B -, Cul + [P

Osservato che nella differenza #.[— Cuw, Lu] — B.[— u, Fu] la
funzione £ figura solo attraverso le sue derivate nel cui supporte sus-
siste fa (2.3), tenendo conto che

B[~ u,Cul =~ 8u)

si ricava:

B[~ L, lu] = Bl — 0, Cut] + (B[ —Cu, ] — B.[— u, T ua])
= - (L,Cw+K|fIP

Allora per la (2.4), dalla (2.10) si ha:

@11 T D @]+ D @i+ D Gull = K[ f]

Indichiamo con v il vettore la cui componente ima e v =
={— 1¥ D (€ w;); tenuto conto che a:ik = al.kh e che vale la (2.11)
si ha:

((— 1" 2/ Dy Dr (Lus), Ds, Gu)) = — K[IfIF,
(a)" Dy, Gy + agGuy, (= 1Y Do (Qu)) = = M| Do (G} [P — kO TP,
(= 1) 85 b De(Gud, Do (Cu)) = — M| Do (Lt} P
— o | D Cus) [~ ke (b o) 11T

ove A e ¢ sono quantitd positive arbitrarie, ed inoltre tenuto conto
ancora della (2.11) risulta:

(= 177 ¢ a/ D’ (Cu), De (ui)) = — M| Do (e | — kO F12,

£

(= D" p* a] DeDe(Gu), De(Gu)y = — ol Deluy P — k(o) [P

Allora risulia:

(212)  [|De L) [P <K& [Luv] +o||De(Cu) |} + k(o)1
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D’altra parte risultando:
B, Tvl=(f,Cv)
per la limitazione (2.3) si ha:
B (Cu,v] = B[, Tv] 4+ (B [Cr,v] — B[, Lv]) =
(f,&v) + KIIfIP

1A

che insieme alla (2.12) implica:

(2.13) [ D (Ca) |f = o || De (Cag) [P+ K () [ £

Al fine di valutare || D-({u)}l si pone vi = 8. Dy (Lun) e con
considerazioni analoghe alle precedenti si vede che vale la seguente
limitazione:

(2.14)  [De @) P = K| B [Lu, v]] + MIDe(Qua) [P+ L) F1F

essendo poi

(& [Cu,v] = | v + KfIP

ricordando la (2.13) si completa [acilmenie la dimostrazione delle

(2.5).
Proviamo ora il

TeorEMA 211 — Valgono le seguenti maggiorazioni:
(215) 10Dy, ully + [le* Deulla + | Druflo = Kjf]la
uniformemente rispetto ad e, ed inoltre se Q) NI @ risulta
(2.16) 1 Dty o < K|l f Il i=1,...,N

e se 0 NI, # @ risulta

(217) H D,ﬂ i ”g:_l} < K H f ”n i = 1, Cae, N
Dimostrazione. — Innanzitutto, ragionando come per la (2.11),
si ricava:

(218) 0 Dyutloor + 9 Deulls + ffe Dol < K| £l
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Supponiamo che Q fz) NT’ s @; tenendo presenti le relazioni sta-
bilite per provare la (2.14), si vede che anche attualmente vale la
(2.14) e quindi:

(2.19) | D (G ) [P = M| Do (i) [P + & OV [ P

Ora, indicato con v il vettore avente le componenti di posto di-
spari uguali alle corrispondenti di — Dv(Zu) e quelle di posto pari
nulle, risulta:

(2.20) Be[Co, v] = K| Dr (Crzia) [P — M| Do (Git) [P — V) || 1P
— (* ay,_, D}, (i), D (Gun-s)) — e(D} (§stziy, Do (G 14i1))
— (™ ay_, D D (G un-s), Do (§ thrioy))
ove si ¢ tenuto conto di alcune delle relazioni gia stabilite per pro-
vare la (2.12).

D’altra parte, ricordato che Qf_z) Nr’ #@, si ha:

4

— (0™ @y D(Z, (€ 212i-y), D (€ tt2i-1))

- 17 f e az,,- 1 (Dr‘(ﬁuzf l))2 do + L (Df’ (qua;s—l)’ (Df' (Z-' Ui 1))2) =
2 . 2

I'

> — M| Do (Qua) [P — KON || £

ed anche:

— £ (D,z (Z.; Liz;;l), D, (E_, uz,‘,f)) = f; f (D; (C L.[g,-_i))z doe =0

Osservato poi che risulta:

— (p™ 552’:4 Dy Dy (ﬁ i), D, (T i) = — O H Dy (Ctzi 1) HZ - IC(U)” f H2
dalla (2.20), tenuto conto della (2.19), segue:
(2.21) | Dy (Cunn)|f = K(B.[Ce, v] + || FIP)

Infine risulta:

B [Ce,v] — (19 (Cw),v) = — e (D (Latir), D (€ thai 1)1’
— (o™ ay_y Dr (Cunr), Dir (G 1))
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percio

B [Lu,v] < (f, v}k

allora dalla (2.21) consegue:

1D (Cuw) P < K| £IP

da questa e dalle (2.18), (2.19) si perviene all’asserto.

Per quanto concerne il caso SZ,{,Z) N I‘:r 7 @ il procedimento ¢ ana-

logo, basta scambiare i ruoli di wu. e wy.

3. - Dimostrazione del teorema I

Per i teoremi del n. 2 la famiglia {¢} & limitata in H.(Q) e
quindi da essa si pud estrarre una successione {u'%}, con g ->0,
debolmente convergente in #,(Qt) ad una funzione u € #. (1), per
la quale si ha:

(3.1) Hm & [u), v] = & [, v] Vv oex (@)

k—pee

D’altra parte, tenendo conto che la (2.2) sussiste per u = u'“,
si ha:

|20 Jingype < K || f1

Y
% Q

Per tale diseguaglianza e per la (3.1) risulta:

lim &., [e', v] = & [, v] Vo X ()

ke
e cioe
&[uw,v] = (v, Pa Yove J{: ()

Resta allora provato che u ¢ una soluzione generalizzata del
problema (1.2). Con cid ¢ provata anche l'esistenza di una soluzione

generalizzata v € J{: (©2) del problema (1.2)* e cioé tale che

(3.2) & [, v] = (g te Yue X, ()

essendo g una qualunque funzione di [L,{(Q)]*
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Scrivendo la (3.2) per una soluzione generalizzata u del problema
{1.2), omogeneo, si ha:

(e1, 8)a = 0 VeelL{)™

quindi u = 0, cid completa la dimostrazione del teorema I.

Si osservi che tenuto conte di quanto stabilito in [2], la solu-
zione & una soluzione quasi-regolare nel senso richiamato nell'intro-
duzione,
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Inibizione della reazione di ricostituzione dell’aspartato
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R1AssUNTO. — E stato dimostrato che il piridossale-5-fosfato riconosce i siti leganti
i nucleotidi nei numerosi sistemi enzimatici per i quali & stato impiegato come mar-
catore di affinita, Si pud ipotizzare che i nucleotidi in genere, o eventualmente qual-
cuno in particolare, possano riconoscere a loro volla specificamente il sito legante :l
piridossale-5’-fosfato negli enzimi da questo dipendenti. E stato percid intrapreso uno
studio sull’elfetto esercitato dai nucleotidi sulla reazione di ricostiluzione dell’apo aspar-
tato aminotransferasi citloplasmatica da cuore suino. Molti dei nucleotidi provati sono ri-
sultati essere ellettivamente degli inibitori di tale reazione; tra questi l'acido adeni-
lico (AMP) risultava l'inibitore piti eflicace con una costante di inibizione di 37 = 2 10— M.
I1 valore cosi basso di questa costante suggerisce un possibile ruolo fisiologico di qus-
sta inibizione.

SUMMARY, — Pyridoxal-P is an aflinity marker for several binding nucleotides en-
zymes. However the oposite effect, i.c. the recognition of the pyridoxal-P binding site
from nucleotides, on ecnzymes depending on this coenzyme, has not been reported. The
effect of nucleotides on the reconstitution reaction of the cylosolic apo aspartate
aminotransferase has been investigated. AMP resulied the most effective inhibitor
(K =37 £ 210 *M). Such a strong inhibition could be related to a specific physiolo-
gical role.

INTRODUZIONE

Il piridossale-5'-fosfato (PALP), il coenzima che interviene nella
maggior parte delle reazioni enzimatiche a carico degli amminoacidi,
puo fungere da marcatore di affinita per i siti leganti i nucleotidi per
un gran numero di proteine enzimatiche ([1, 2] e riferimenti ivi ci-

* Lavoro eseguito con il contributo del C.N.R.
** Istitulo di Chimica Organica e Biologica dell'Universita di Napoli.
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tati). Numerose evidenze stanno ad indicare che tale molecola, una
volta riconosciuto il sito cationico relativo all'interazione con il fo-
sfato, reagisce con il gruppo esamminico di una lisina presente al
sito legante con la conseguente formazione di un legame aldimmi-
nico [3]. Un effetto opposto, cio¢ il riconoscimento da parte di nu-
cleotidi del sito legante il piridossale-5'-fosfato nei numerosi sistemi
enzimatici da questo dipendenti, non & stato finora riportato. E stato
pertanto intrapreso uno studio sull'effetto esercitato dai nucleotidi
sulla reazione di ricostituzione di un tipico enzima piridossale-5-
fosfato dipendente come l'aspartato aminotransferasi (EC 2.6.1.1),
certamente il pitt studiato di questa classe di enzimi [4]. Questo tipo
di lavoro si inseriva nell’'ambito di ricerche gid condotte presso il
nostro gruppo di ricerca e che avevano consentito di mettere a punto
un semplice metodo grafico per il calcolo della costante di athnita
degli inibitori per l'apoenzima [5].

PARTE SPERIMENTALE

Materiali

Tutti i nucleotidi e il piridossale-5-fosfato erano della Sigma
Chem. Co. (St. Louis). Gli altri reattivi erano del tipo puro per ana-
lisi da varie fonti commerciali.

I'aspartato aminotransferasi citoplasmatica da cuore suino ve-
niva purificata essenzialmente come descritto da Banks e Coll. [6]
con la modifica introdotta da PErriLII e Coll. [7]. L'oloenzima ve-
niva risolto con il metodo descritto da Marino e Coll. [8].

Metodi

La ricostituzione dell’apoenzima veniva effettuata a temperatura
ambiente aggiungendo alla proteina in tampone Tris (idrossimetil)
amminometano—HCE 0,05 M, pH 8,25, una certa quantitd di piridos-
sale-5'-fosfato sciolto nello stesso tampone in rapporto molare di
circa 1:5 o 1:10.

Essendo la cinetica della reazione estremamente rapida, la rea-
zione stessa si faceva avvenire su una spatolina ricurva di plastica
che a tempi prefissati veniva immersa direttamente nella cuvetta con-
tenente la miscela di substrati. Per effetto della diluizione (il volume
della miscela di ricostituzione non superava i 50 pl contro un volume
di 3 ml della miscela di substrati} si poteva assumere che la reazione
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venisse bloccata e che pertanto l'attivita enzimatica registrata fosse
proporzionale alla quantitd di oloenzima ricostituito. Le prove di ri-
costituzione in presenza degli inibitori venivano eseguite in modo
analogo scegliendo in modo opportuno la concentrazione degli ini-
bitori. Al fine di poter calcolare la costante di inibizione per quei
prodotti che mostravano capacita inibente, veniva utilizzato il me-
todo gia precedentemente descritto in letteratura [5]. Tale metodo
si basa sull'assunzione che il processo di inibizione sia reversibile,
mentre guello di ricostituzione sia essenzialmente irreversibile. Esso
consiste nel riportare in grafico il rapporto della velocita di ricosti-
tuzione in assenza e in presenza dell'inibitore, secondo la relazione

v I
S, 1 _I__ R
Vi K
La determinazione dell’attivith enzimatica dell'aspartato ammi-
notransferasi veniva eseguita con il metodo di Banks e Coll. [6]. Le
attivitd enzimatiche venivano eseguite con uno spettrofotometro Pex-
kin-Elmer mod. 550 collegato con un registratore Servogor S 56.

RIsULTATI

La figura 1 mostra 'andamcnto della reazione di ricostituzione
dell'apo aspartato amminotransferasi in assenza ed in presenza di
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Ricostifuzione {unita arbitrarie)
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F16. 1. - Curve di ricostituzione dell'apo-aspartalo aminotranslerasi in assenza (A) ed
in presenza (O) di AMP. Il rapporto molare apoenzima - PALP era 1:60, quello
apoenzima - AMP 1:10,




356 R. Fiore, A. M. Garzillo, P. Pucci e G. Marino

AMP. Appare evidente come in presenza di AMP la reazione di rico-
stituzione dell’aspartato amminotransferasi venga inibita. Tale ini-
bizione risulta reversibile, in quanto essa vicne rimossa nel tempo,
come si pud notare dall’andamento del grafico di fig. 1. Nelle condi-
zioni sperimentali riportate in figura (rapporto apoenzima-PALP
1:60), non & perd possibile ottenere indicazioni sulla velocita iniziale
di ricostituzione, infatti come si puo vedere dalla figura, gia dopo 4

A
i

AMP

AGP

ATP

§ 3
93 ppM 70 uM 37 M g 26 40 50 80 100 [f] 700

Fic. 2. - Determinazionc delle cosianti di inibizione per I'AMP, 'ADP e T'ATP.

sec l'apoenzima & ricostituito per 1'80 %. Al fine quindi di poter ap-
plicare la relazione per il calcolo della costante di inibizione K., e
stato necessario abbassare il rapporto apoenzima-PALP a 1:5, e sce-
gliere un tempo di 4 sec per il quale la cinetica di ricostituzione &
ancora di primo ordine. La fig. 2 mostra un tipico grafico ottenuto
in queste condizioni con i tre nucleotidi adenilici, AMP, ADP, e ATP.

Altri nucleotidi 5’ fosfati disponibili, UMP, GMP e CMP, risul-
tano essere inibitori molto meno efficact (fig. 3). Per 'UMP & stato
possibile calcolare una K; = 117 £ 3 pM; per gli altri non ¢ stato
possibile otienere valori determinabili con accuratezza, essi sono co-
mungue nell’'ordine di grandezza di 1 mM.

La figura 3 mostra in paragone anche le curve di inibizione tra
AMP e il suo isomero 3’AMP; la costante di inibizione calcolabile
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per questo risulta essere intorno a 1,15 mM. L'insieme dei valori
delle K; & riportato nella tabella.

e
¥

3f

2p uMpP

SMP
A -
. I—AMP
!
R
1 ; 1 1 :

17 pM [ 20 40 50 [T 100 1tj 100

Fic. 3. - Determinazione delle costanti di inibizionc per P'UMP, il GMP.

TABELLA

Valari delta K, di vari nucleotidi, media di almenc cingue esperimenti,
determinari come descritio nella porte sperimentale

Inibilor K, M o 100
AMP 37 % 2
ADP 70 = 4
ATP 03 + 2
UMP 7 = 3
3-AMP 1150 = 80
GMP > 1000
CMP > 1000
DISCUSSIONE

I risultati sopra riportati verificano in parte, almeno per quanto
riguarda l'aspartato amminotransferasi citoplasmatica, I'ipotesi di la-
voro riportata nella introduzione, Risulta infatti evidente che i nu-
cleotidi adenilici, presentando valori della costante di inibizione com-
presa fra 0,04 e 0,09 mM, sono degli energici inibitori delia ricosti-

24




358 R. Fiore, A. M. Garzillo, P. Pucci ¢ G. Marino

tuzione dell’aspartato apoamminotransferasi. Perché la somma delle
loro concentrazioni nella porzione citoplasmatica cellulare ¢ dell’or-
dine di grandezza millimolare, ¢ possibile pensare che tale inibizione
possa avere un significato fsiclogico, per esempio livellando 1'atti-
vita della aspartato amminotransferasi citoplasmatica, enzima chiave
nel meccanismo dello « shuttle » del malato.

E interessante osservare che recentemente & stato suggerito che
la quantitd di acido e-ammino butirrico nel sistema nerveoso possa
essere regolata mediante un meccanismo di inibizione della ricosti-
tuzione delle glutammato decarbossilasi da parte del pool dell’ade-
nilato [10].

Dal punto di vista strutturale ¢ ragionevole spiegarsi il diverso
potere di inibizione dei nucleotidi adenilici in dipendenza dell’au-
mento delle unitd di fosfato che esterificano 1'ossidrile 53° di ribosio.
Si puo pensare infafti, che 'AMP da una parte possiede un gruppo
per riconoscere il sito di attacco del fosfato e dall’aliro, il nucleo
della adenosina potrebbe inserirsi nella cavith idrofobica [11] che &
stato supposio contenere la parte piridinica del coenzima; l'allunga-
mento della catena con uniia di ortofosfato, aumentando il grado di
liberta della porzione adenilica, diminuirebbe la popolazione di mo-
lecole nella conformazione adatta per realizzare la interazione. La
notevole affinita dei nucleotidi adenilici potrebbe inoltre essere do-
vuta alla presenza del gruppo amminico in posizione 4 che mima
if gruppo amminico in posizione 4 della piridossamina fosfato, E im-
portante sottolineare che l'isomero 3’AMP & un inibitore molto meno
eflicace dell'isomero 5. In questo isomero la posizione della porzione
adenilica & molto pil rigida rispetto al fosfato e cio renderebbe piil
difficile sia l'interazione con il sito cationico, sia con quello idrofobico.
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IT. Azione del progesterone e del D.S.D. sulla gonade giovanile
di Sepia officinalis

Nota di MArro Grasso*
presentata dal socio corrispondente GIovanni CHIEFFI

{Adunanza del 4 novembre 1978}

RIasSUNTO. — Embrioni di Sepia officinalis al XIV stadio di Naef divisi in due
gruppi ricevevano in soluzione oleosa nel sacco vitellino, il primo gruppo 40 ug di
progesterone, il secondo gruppo 50 pg di DSD. L'esame istologico delle gonadi al
decime giorno di vita post-embrionale, confrontate con quelli dei controlli ha messo
in evidenza che tali ormoni steroidi dei Vertebrati non modificance la struttura della
gonade maschile, ma agisconc sull’ovario anlicipando 'entrata in meiosi degli ovogoni,

Summary, — Embryos of Sepia officinalis (Naef's XIV stage) were divided in
two lots and injected, within the yolk sac, the first lot with 40 pg of progesterone
in oil and the sccond lot with 50 pg of dimetilstilbelstroiodipropionate (DSD) in oil.
Histological study of the gonads on the tenth days of post-embryonic life, compared
wilh controls, showed that these steroid hormones do not modify the structure of
the testis, but operate on the ovary anticipating the onset of meiosis.

INTRODUZIONE

Questa ricerca fa parte di una serie di indagini da me iniziate
alcuni anni or sono al fine di apportare il mio modesto contributo sul
problema del differenziamento sessuale nei Cefalopodi Dibranchiati.

I primi studi embriogenetici su tale argomento risalgono agli
inizi di questo secolo con indagini morfogenetiche eseguite da Faus-
SEK [}], TEICHMANN [2] e DisTaso [3]. Successivamente il problema
fu ripreso da MONTALENTI e VITAGLIANG [4], [5] che utilizzando le
tavole normali dello sviluppo di NaEr [6] stabilirono in Sepia offici-
nalis che il sesso dell'embrione & distinguibile solo al XVIII stadio
quando nelle femmine compaiono le ghiandole nidamentali e che il

* Istituto di Zoologia dell'Universitd di Napoli.
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differenziamento della gonade ¢ successivo alla schiusa delle uova
e precisamente tra il quarto ed il decimo giorno per le femmine,
verso il secondo mese di vita per 1 maschi .

Ricerche pit recenti di Bevcorr e Young [7] e di WELLS ¢ WELLS
[8] sul genere Octopus hanno potuto dimostrare che la maturazione
della gonade in ambedue i sessi, & legata all’attivita neuroendocrina
delle ghiandole ottiche; agli stessi risultati scno giunti DURCHON e
RicHARD [9] che in Sepia officinalis, mediante l'impiego di culture
organotipiche hanno messo in evidenza 'impossibilita degli ovociti di
raggiungere la vitellogenesi se nelle culture non era presente anche
Ia ghiandola ottica funzionante.

To stesso [10] alcuni anni fa ho voluto sperimentare l'azione
del testosterone sulla gonade embrionale di Sepia officinalis, met-
tendo in evidenza che l'ormone androgeno dei Vertebrati non modi
fica la struttura del testicolo, ma agisce sull’ovario bloccando l'ovo-
senesi nella fase di passaggio [ra il primo e il secondo periodo d'ac-
crescimento ovocitario. L'idea di saggiare gli effetti degli ormeoni
steroidi dei Vertebrati sui Molluschi non & nuova; Ausry [11] ha
ottenuto risultati apprezzabili sperimentandoli sulia gonade ermafro-
dita di alcuni Gasteropodi Polmonati. I¥altro canto Luro DI PRISCO
e Coll, [12] nell'Opistobranco Aplysia depilans e TesHiMA e Coll. [13]
nel Lamellibranco Tapes philippinarum hanno dimostrato che il co-
lesterolo pud essere ulteriormente metabolizzato fino ad arrivare a
composti steroidi non molto diversi da quelli noti per i Vertebrati.

F. in base a questi ultimi risultati che l'attuale ricerca s'inse-
risce in questa linea di sperimentazione allo scopo di continuare,
guesta volta saggiando l'azione di altri ormoni o sostanze ormono-
simili diversi dal testosterone sempre sulla gonade embrionale di
Sepia officinalis.

MATERTALE E TECNICA

Il materiale su cul & stata condotta la presente ricerca consiste’
di tre gruppi di uova di Sepia officinalis che al XIV stadio di Naef
ricevevano nel sacco vitellino, mediante microsiringa, il primo gruppo
0,02 ml di olio d’oliva contenente 40 pg di progesterone; il secondo
oruppo 0,02 ml di olio d'oliva contenente 50 pg di DSD (dimetilstil-
belstrolediproprionato); il terzo gruppo, che doveva servire da con-
trollo, la stessa quantiia di solo olio d'oliva.

Le uova cosi trattate sono state posie in vaschette separate, te-
nute alla temperatura costante di 24°C e gli animali schiusi sono
stati allevati fino al decimo giorno di vita postembrionale nutrendoli
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con forme larvali di Artemia salina. A questa data le seppioline sono
state fissate in Bouin, incluse in parafina e depo il taglio al micro-
tomo colorate con emallume-eosina.

RISULTATI E CONCLUSIONI

L'esame dei preparati istologici ottenuti da tutti e tre i gruppi
in esperimento ha fornito i seguenti risultati:

a) In tutti i gruppi, I'aspetto microscopico a piccolo ingran-
dimento della gonade di Sepia officinalis permette di evidenziare
immediatamente gli esemplari maschili da quelli femminili indipen-
dentemente dalla presenza o meno delle ghiandole nidamentali. In-
fatti, la gonade maschile risulta pitt piccola della femminile ¢ nelle
sezioni trasversali assume una forma a semiluna cvidenziando ele-
menti germinali che permangono allo stadio di spermatogoni; la sua
massa centrale connettivale manda pochi prolungamenti tra i goni
¢ si presenta poco vascolarizzata (Fig. 1).

La gonade femminile, al contrario, si nota pitt grande e risulta
cuoriforme; la sua massa cenirale connettivale ¢ piti vascolarizzata
e penetra pitt profondamente nella massa degli elementi germinali
fernminili (Fig, 2). Questi ultimi si trovano per la maggior parte allo
stadio di oveciti di I ordine in primo periodo d’accrescimento. Fram-
misti a questi si possono osservare aliri ovociti (in numero varia-
bile a seconda che si tratti di apimali trattati o no) all’inizio del
secondo periodo di accrescimento (stadic previtellogenetico) che si
possono definire col nome di auxociti. Gli ovogoni in riposo od in
mitosi sono sempre molto scarsi.

b) Per quanto riguarda gli animali traitati con DSD ¢ con
progesterone, ¢'¢ da notare che di 96 esemplari trattati, sopravvis-
suti fino al decimo giorno, 47 eranc femmine e 49 maschi, il che
permette di affermare che il trattamento stesso non induce una mor-
talita differenziale fra maschi e [emmine e non altera il normale
rapporto sessi di 1: 1.

¢} L'esame istologico degli animali trattati ha messo in evi-
denza che sia il progesterone che il DSD non hanno alcun effetto
sulla gonade maschile; i testicoli, infatti, si mostrano nella loro
struttura identici quelli dei controlli.

La gonade femminile, al contrario, risente in modo evidente del-
I'azione sia del progesterone che del DSD. Infatti, mentre nei con-
trolli il numero degli auxcciti non superava in media la decina (6,6)
per ovario, negli esemplari trattati con progesterone questi salivano
in media ad una ventina (16,2) per ovario (Fig. 3-4), per arrivare
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FiG, i, - Testicolo di un
csempiare di control-
lo, le cui cellule ger-
minali sono allo sta-
dio di spermatogoni,
350 %

Fig. 3-4. - Ovari di esem-
plari trattati con pro-
gesterone, Si notano
numerosi oviciti che
hanno raggiunto 'au-
xocitosi. 350 x

F1a. 5-6. - Ovari di esem-
plari trattati con
DSD. Si nota che gli
ovoeciti che hanno rag-
giunto l'auxocitosi so-
no in numero mag-
giore. 1530 x ¢ 350 x,
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Fia. 2, - Ovario di un
csemplare di control-
1o con ovociti in sla-
di simaptici alcuni dei
quali hanno raggiun-
to l'auxocitosi; al cen-
tro ricea vascolarizza-
zione, 350 x
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addirittura in media ad una trentina (25,5) per ovario negli animali
trattati con DSD (Fig. 5-6). Infine, ¢ stato messo in evidenza che
tali auxociti presenti nelle gonadi degli animali trattati sono in media
pitt voluminosi di quelli presenti nei controlli e che le ghiandole
nidamentali non sembrano risentire affatto del trattamento ormonale.

Dai risultati cosi ottenuti si pud concludere che, in armenia con
quanto & stato riferito nella mia precedente indagine [10], gli ormoni
steroidi sessuali dei Vertebrati, (alle dosi da me adoperate} non sono
in grado di modificare il differenziamento sessuale maschile o femn-
minile, della gonade nell’embrione di Sepia officinalis, ma soltanto di
interferire con i processi di maturazione delle cellule germinali in essa
contenute. Come il testosterone blocca nelle femmine i processi di
ovogenesi, senza accelerare nel maschio quelli di spermatogenesi, cosi
il progesterone e pitl ancora il DSD anticipano l'entrata in meiosi degli
ovogoni, senza avere alcun effetto sulla gonade maschile. Sempre da
questi risultati, almeno allo stato attuale delle nostre conoscenze sul-
l'argomento, si puo affermare che 'azione degli ormoni steroidi da me
adoperati abbiano dato 'impressione di avere soltanto un'azione far-
macologica che non influisce sulla fisiologia riproduttiva di questi
Molluschi, ma che assomiglia a quella che gli stessi ormoni esplicano
sulla gametogenesi di giovani gonadi di alcuni Anfibi.
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SUMMARY., -~ In this paper a necessary and sufficient condition for the comple-
mentary function to satisfy A,condition has been extended to general Young functions.
Theorems arc proved about the traces of [unctions belonging to Orlicz type spaccs. By
means of such theorems and some counterexamples the hypoteses introduced in a
previous paper (by the samec author) have been motivated. Finally an Hardy Lype
inequality has been proved.

In una precedente nota, prendendo spunto da un lavoro di M. T.
Lacroix, [41, e da alcuni lavori di J. L. Lions, [5] e [6], abbiamo
introdotto e studiato degli spazi di traccia del tipo di Orlicz, indicati

k L
con Tv,LM(ﬂ) € TV,EM([I)
Abbiamo pot, in analogia a quanio fatto da E. GAGLIARDO in [1]
e da J. L. LIoNs in [6], introdotto degli spazi intermedi mediante

-+ . ' - . - ~ k Ak
norme di Orlicz di rapporti incrementali, T, , eT,p . , ed ab-
PM M

biamo provato che, sotto opportune ipotesi per M, v, §), essi coinci-
dono con i precedenti.

Le ipotesi fatte su M nella definizione degli spazi di traccia e
nei teoremi sono automaticamente verificate per M (1) = |t |//p, p > 1,
ed i risultati ottenuti coincidono in tal caso con quelli classici, ma
le limitazioni introdotte sono solo condizioni sufficienti.

In questa nota c¢i proponiamo di illustrare e giustificare, prin-
cipalmente con controesempi, le ipotesi che, in [7], intervengono
nella definizione degli spazi di traccia e negli enunciati di alcuni
teoremi, nonché nella seguente diseguaglianza del tipo di Hardy,

X
|

E vl f fis)ds

< cost || " f {0,
M,(0, + =}

U

Lavoro escguito nell’ambito del G.N.AF.A.
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che abbiamo utilizzato in un teorema di immersione. Proviamo inol-
tre un'altra diseguaglianza del tipo di Hardy, cioe

=< cost x”fE|M,(o,+w)

M, (0, + =)

!
I

xt f;(s) ds

che utilizzeremo in un prossimo lavoro.

Preliminarmente dimostriamo che una condizione necessaria e
sufficiente affinché la complementare di una funzione di Young sod-
disfi la Asrcondizione, nota per funzioni di Young di classe C!, vale

in generale.
Richiameremo di volta in volta brevemente le definizioni e gli

enunciati a cui ci riferiremo.

Utilizzeremo in seguito il seguente

TeOREMA 1. — Se M ed N sono due funzioni di Young comple-
mentari, p e q le relative derivate destre, condizione necessaria e suf-
ficiente affinché sia

tq(i)

. gl Vi>te=0 > 1
(1) = S
& che sia
2 tp) e Vi>g(l)=0

M (£) o — 1

N.B. - Se p e ¢ sono continue il risultato & gia noto, vedi [3].

Dim, — Supponiamo che valga (1); dall'identita N (¢) =t ¢ (¢) -
— M (g (1), sostituendo nella disequazione (1), segue:

_tel e Vit
Mg() — a—1 ’

ma p{qg (1)) =1, quindi se r = g ()

pnr % ) o
M (r) = L Vreg(lis, + =[).

Se r>q(t) e r¢ q(lia,+ o[) esiste 7 tale che g(i") = r < g (¥);
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per definizione di funzione complementare p(#) = supt, quindi
qlt)=r

p(r) =1 per q(i7) <r =< q(i).
Poniamo ¢ () = 1, q (f) = r2; dalla relazione precedente segue che:
M(r) =M(@r) +p(r)(r—n) Vreln,n]
e quindi, Vre [r, ],

rp(r) _ rp(r) - rap(n) Lo
M(7) M) +p(r)(r—r)  M@E)+p(r)(n—r)  a—1

Ne segue la (2).
Supponiamo ora che sia verificata la (2); utilizzando come sopra
I'identita M(¢) =t p(¢) — N(p (1)), otteniamo:

_tp()
N(p(1) o Vi > gt

Sia t = q(r) > q (%), poniamo f. = g(r) —e con € > 0 tale che
te>q(1,): per la definizione di [unzione complementare p(g(r)—e)<r
Ve > 0, inoltre la funzione N (#)/t & strettamente crescente per t > 0,
allora:

[g(r) —elp(q(r) —¢) - [g(r)—e]r

N (p (g (r) —e)) N( r)

& =

Per 'arbitrarieta di ¢ ne segue la (2).

Osserviamo che se ¢ verificata la (1) allora:
{(3) N{ri) < rN{) Yr>1, Vit

e se & verificata la (2) si ha:

(4) M(rt) = :—’uff'M(t) Vr>1,Vt>q(t)

N.B. - Diremo che una funzione di Young N verifica la (1) con

5 s tql(t
costante « per indicare che sup &
>, N(1)

Analogo modo di dire useremo per la (2).
Questa proposizione da una condizione necessaria e sufficiente
affinché la complementare N [ = M] di una funzione di Young M ve-

= g < + oo



370 G, Palmieri

rifichi la Ascondizione, ciot affinché esistano due costanti positive
K e 1, tali che

(5) N2 =KN{() Vi>i,.

Infatti, come ¢ noto, vedi [3], condizione necessaria e sufficiente
affinché una funzione di Young N verifichi [a Arcondizione ¢ che
valga la (1).

Ricordiamo che se la (5) & verificata con #, = 0 si dice che N
soddisfa la Asrcondizione globale.

Siano Q un aperto di IR*, Q = ]0,1[ X &, v un numero reale,
K un intero non negativo, indichiamo con Wf,t:'m; o Wf;,lm) gli spazi
anisotropi formati dalle funzioni f definite su Q, ivi misurabili e tali
che " DY f(1, x), £ DI Df(1,x) appartengano, rispettivamente, ad Lu(Q)
0 En(Q), Vv e IN" tale che |y|<k+1 e Vy e N tale che |y |k,
dove D, e D, indicanc derivate nel senso delle distribuzioni. Tali spazi,
muniti della norma:

:\+1H eDY e, 1210 DY D f el

kit —
” f |EW\»,LM(Q) = max {M<. [risk

sono di Banach.
Osserviamo che se M{f) = |t /p, p > 1, allora

WL = (0 f e (0,1 WH (@), D, f € L7 (0,1; WP (@)}

. . . - k k v .
Gli spazi di traccia Tv'LM(m 5} Tv.EM(ﬂ) sono definiti a partire da

Wf;:m) 0 Wf’;;m} come gli spazi formati da tutte le tracce su £ delle

funzioni ad essi appartenenti. La richiesta spontanea & che tali spazi
siano contenuti, rispettivamente, in W* Ly (2) o W* Ey (Q1); questo ¢
sempre vero se v < 0 ed & vero se la funzione di Young N = M veri-
fica la (1) con costante a, t, =0 ed & v < 1/a.

Se M(t)=|[t]"/p, p>1, allora ¢ a=gq, t =0 e lipotesi
v<1/g=1-—1/p & quella abituale.

Non & vero in generale che, sev > 0, da f € ij;‘(m o fve;:I(Q) ,
posto u(x) = (0, x), segua u e WLu(Q) o ue W En(Q), vale in-
fatti il seguente:

TEOREMA 2. — Se M(#)<c# Vi>t[B>1]l ev>1-—-1/B o
in generale se v = 1, esistono funzioni appartenenti a Wf;l(m tali che
1 (x) = £(0, x) non appartenga a W* Ey (Q2) né a W* Ly (£2).
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Dim. — Sia u e CS*'(Q) tale che |D] u|=<1VyelN" tale che
|v|=k--1 e poniamo f(f,x)=u(x)logt; si ha fveElm) sev>1—1/B,
infatti [#D] | = 1/{ve)| D! u| = 1/(ve) inoltre mis (supp u) < + oo,
quindi # D) feEu(Q) VyeIN” tale che |y| <k + 1. Poiché |#D,DI f| =
=|'Dlul ="' Vv e IN® tale che |y | <k, se v =1 allora
[ D/ DY fl=1;sev<1, posto § = (fo/R}""!, ¥ > 0, si ha:

1

fdtf MDD fldx < fd:fM(w Ndx =<

Q 4] SuUpp

5

1
< mis {supp u) {ICXB - g JM (&Y d t} < - oo
o [

se v>1—1/B, quindi anche #D, D’ fe Ex(Q) Vv € IN* tale che
[v'| < k, mentre chiaramente f(0, x) non & definita.

Osserviamo che l'ipotesi su M fatta in questa proposizione & si-
curamente verificata se M soddisfa la (1) con costante B,

CoroLLARIO 3, — Posto B = inf {B: hm M)t %< 4 o} se

v>1—-1/B czllom Pinsieme delle tracce su Q delle funzioni appar-
tenenti a W (mnon & contenuto in W* By (Q) ne in WLy (£1).

Fin-

k41 A+l
me delle tracce su  delle funzioni appartenenti a W 1 {_ VE () ]
¢ contenuto in Wila(Q) sev<1l—1/p Isev=0per p~=1], men-
tresev>1—1/plsey>0per p=11non 2 contenute in W*L,; (O},

Non sappiamo dire niente per v=1—1/p se p = 1.
Abbiamo dimostrato, in [7], che

W Ly () = TVL (o € W En (0) & TvE ()

se v =0 ed anche se M verilica la (1) con costante 8 per t, =0 ¢
—1/B<v=0 Se M()=|t]"/p, p>1, allora & B =p e lipotesi
v > — 1/p & quella abituale.

La restrizione fatta su M per v < 0 dipende dal fatto che se M
cresce «velocemente» e v & «abbastanza piccolo» da feWi.LM(Q) segue

u(x) = f{0,x) =0 qo. in Q, quindi 'unica funzione di W**! Ly (Q)
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o W1 Ey (£2) appartenente a Tf‘E“(m ¢ la funzione nulla. Pilt preci-

samente vale il seguente

TEGREMA 4. — Se M) = Ct e >11Vit>t, ev< —1/d, 0
in generale se v < — 1, allora la traccia su & di ogni funzione appar-

1
tenente a W,; o, ¢ g.o. nulla.

Dim. — Procediamo per assurdo. Sia f e W;LM(Q) e (0, x)=0
>a

in un insieme di misura positiva, allora per qualche o >0 {f(0,x)
Vxelh <l con mis () > 0.

Dato che f e Wi.LM(Q) ev < 0 allora f € C°(0,1; Ly (Q)), (vedi [7]),
quindi per il teorema di Egoroff-Severini esiste 8§ > 0 tale che
Hf(t,x)| > 6/2 per (0 <)t <8 e Vxehc con mis (k) > 0.

Ne segue che V A > 0, posto & = min {8, (2 ¢,)/(c 1)'"}

fdtjM(kz“f(r,x))dx >f,dsz(kz“s/2)dx >

5

EC()\';—J fz‘”“'drfdx:Jroo per v = — 1/a’;
0

o]

in generale M(A " ¢/2) = t* M (ho/2) e quindi
1
JdrfM(kt“f(i,x))dx: + o per v= —1,
o 0

in entrambi i casi abbiamo ottenuto un risultato che contraddice

Vipotesi f € WiLM(Q). Dovra percitr essere §(0,x) = ¢ q.o.

Osserviamo che l'ipotesi fatta nel teorema precedente su M &
sicuramente soddisfatta se M verifica la (2).

COROLLARIO 5. — Posto & = sup {&’ : lim M {#) % > 0}, se

L

v< —1/a[v<0 se & &=+ o] allora la traccia su Q di una

. k N
funzione appartenente a W,y o ¢ q.0. nulla.
"M

Indichiamo con Tf.LM(m o TfJEM(m gli spazi formati dalle funzio-
ni « appartenenti a W¥ Ly (Q2) o W Ey () tali che Vy € INY, [y|= K,
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detta yo la funzione caratteristica di , A;, = #~'[D"u(x(,..., % +
+t.o.,%) —Dulx, ..., x)] %a(x1,..., % + ¢ ...,%,) appartenga-
no, rispettivamente, ad Ly (Q) 0 Ew(Q) per i = 1, ..., n. Tali spazi mu-

niti della norma

n
. . Y
H U ”Tf,LM(n) == ” u HkaM(n) -|—m2=k E ” Ai,\, u ”M,Q

sono di Banach.

Se Q ¢ un aperto [limitato] con frontiera dotata della C*'-regolarita
uniforme [di classe C*'], N = M verifica la (1) con costante a per
tb=0ed & 0 =v < 1/a, oppure se M verifica la (1) con costante {8
per to =0ed & — 1/B8 < v < 0, allora

o k k o k k
(6) TV,LM(m = Tv,LM(.Q) ) Tv,EMm) = Tu,EM(n) :

Per dimostrare questo risultato ci siamo valsi della seguente
diseguaglianza del tipo di Hardy, vedi [7]: sia f definita e misurabile

in ]0,a[,a €]0, + =], tale che 2" f € L (0, a) e sia g (x) = Iff(:?) ds;
x
se N = M verifica la (1) con costante a per t, = 0, allora

o

” xvf”:[,(u_a) Vv < 1/0(
1 —av

(7) % & lge =

dove con || - ||, abbiamo indicato la norma di Orlicz.

Se v < 0 il risultato vale in generale pur di sostituire a/(1 — av)
con — 1/v.

Se M(t)=|t|"/p, p > 1, allora &« = p/(p — 1) e la (7) diventa la
classica disuguaglianza di Hardy, vedi [2].

Una disuguglianza di questo tipo non vale in generale se v = 0.

Vediamolo con un esempio.

EsEmMPIO 1:

1 —: allora
xlog® x

f Fsyds, & @ Lafo,a ), Osser

Siano M (t) = [t|log(1 + |t]), a=e"!, f(x) =

7€ Lu(0,e™!) mentre se & g(x) = 1
;5
viamo dapprima che M verifica la Arcondizione quindi Ly = Ey .

23
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e—1

[uien e [t (1= L e
xloglx x log® x

1]

et

-3
<f{ulog(l+27e)+ 1 }dx<+w

xlog’x x log? x
quindi f € Lu(0,e""). Risulta g(x) = —1
2xlog?x
T 1
fM(Zg(x))dx :f log (1 + A‘} dx >
x log?x x log? x

et

S _fde: b oo
xlog’x

percio g ¢ Ly (0, e ).

Se a < + o« ed N =M verifica Ia (1), la (7) continua a valere
pur di moltiplicare la costante per a N{#,) + 1, mentre se a = + =
ed N = M soddisfa la (1) con t, > 0 non ¢& detto che valga una dise-
guaglianza del tipo (7). Vediamolo con un esempio.

EsemPIO 2:
Siano
/ iz
— L I per |tl<“3*1
M(t) = log|t]
el 12 —e™? per jt]=e!
0 per x=0, x>2
flx) = {x per 0<x=<l1
2—x per 1 <x=2

chiaramente f € Lu(0, + =); g(x) = Lf f(syds = RS per x =2, allo-
x x
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ra, posto a — max{ie 2}, VL > 0:

+ oo e - ,
= Ndx =} i dx = oo
J( M(hg(x))dx= J( MQOug(x)dx Jr lon (270) x = +

a 4

ne segue che g ¢ Lu(0, + o).

Abbiamo utilizzato, in [7], la diseguaglianza (7) per dimostra-
re che

(8) T\,,me) =T, © Tv,EM{ﬂ) = Tv,EM(ﬂ) )

gquindi per v = 0 abbiamo dovuto fare su M e v le ipotesi restrit-
tive che N = M verifichi la (1)} per ¢, = 0 con costante « e che sia
v << 1/a. Naturalmente, per v = 0, le stesse ipotesi su M e v sono
state necessarie per ottenere le (6). Tali ipotesi non sono sola-
mente dovute alla tecnica di dimostrazione, infatti si pud vedere
che le (8), e quindi le (6), non valgono in generale.

EseMmrio 3:

Siano
M) = [t]log (1 +[t]), @ =10, e,

1
(xz + 12) 1/2 10g3 (xz+ 12)1/2 !

Q=10,e[x]10, e ed {(rx)=

Si ha:

. S G , N

JM (f(t,x)) didx sJ d%} ﬁ—ij log [1 — , J dp < + o,
J . log’p plog’p

fo= o x log (x + 7 + 3 f= =1 log (x* - )% 4 3

* (xZ + I2)3/2 10g4 (.7C2+ fZ)l,t'Z ’ (xZ + tl)S,t’Z 10g4 (xZ_I_ 12)1/2 '

Indichiamo con 8; (0, e7%) la parte di cerchic di centro 0 e raggio
e~ contenuta nel primo quadrante del piano (¢, x):

fM(fx(t,x))dtdx: f M(fr(r,x))drdx—}-f MG (,0)dtdx

8,(0,e-3) Q) 8,(0,6-3)
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ma f: € C°(Q\S,)NL~(Q\S;) quindi

M (t,x)didx < + .

8, (,e-2)

Resta da valutare

I=| M({(f.(t,x))dtdx =

8,(0,-3)
/2 e-3
=fdﬁf {* cos ﬁﬁgp—_l_i log (I _ [Loatllage +3—)J} dop
plogtp o’ log'o
ma
og (1 _ cosﬁ(lOgP—l-3)] < Tog [1 " 1 )<
o’ log*p o logp
<log(l +9e% — logp’
allora

/2 e-3
I<J-dﬁf—cosﬁlogp+3 {log(1 +9e ) —2 logpldp < + =
plog'p

quindi f: € Ly (Q) e chiaramente f: € Ly (Q).

Concludendo f € W' Ly (Q) e u(x) = 1(0, x) = appartiene

1
x log* x
a TDALM(G_E_J, .

Vediamo ora che u ¢ T, . -

Applicando il iteorema (i'i Lagrange e tenendo presente che
xt>0ex+1t<e? siha

u(x 4+ t) — u(x) NL{ 1 B 1 }>
t t (x + ) log* (x + 1) x log* x
log(x +1)+3
(x + 0)?log* (x + 1)
ne segue

l5g (1 + u(x-l—l)—u(x).’] o

t

> log ((x + t)Plog* (x + t) — log (x + t) — 3) — log(x + )"
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e quindi
fM ( ulx+1—ulx) } Xen (X +0)dtdx =
g i
EIL { 1 — ! } {log {(x + tflog'(x + t) —
) t (x4 t)]log’(x + 1) xlog® x

—log(x + 1) —3) —log(x + "} e (x+8)dt dx.

Consideriamo inmanzitutto

L:f - { 1 1 } log(x + 1) v (et )i
Q

(x+t)log*(x+1) N x log* x t

per (x + ) < e~* si ha:

{(x + Hlog*(x + 1) — xlog’x
t

< log?(x + t) [log (x + t) + 3],

quindi

(x+ log*(x + 1) — xlogx log (x + t)
t x(x 4+ 0 log*xlog’ (x + )
log(x + 1)+ 3
x{x + t) logix

allora
log(x + t}+ 3

L >
viv 1 Y laad
FATR N 2 T L0 5 S
Q

K (t.e-n (x+0didx =

e-3—x

:fdxflog(x+t)+3 di = + o

x{x + t)log*x

Inolire se ¢ (x4 )< e allora log[(x+ tPlog'(x + 1) —
—log{x +t)—3] >0 e per e’ < {x + t}) < e”? l'integrando si man-
tiene limitato, concludendo

IM[“()C%II)LMM(X)JM.M Gt Odidx= 4 o
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Dato che M soddisfa la A,condizione, si ottiene che

u(x + t) — uix)
t

Xo,e- (x + 1)

non appartiene ad Ly (Q). Ne segue che u ¢ TU,LM(O,c—J) .

Questo esempio mostra che le {6) non valgono in generale per
v =0, se poi & v>0 le ipotesi su M e v sono proprio quelle che
compaiono nella definizione degli spazi di traccia e che sono giusti-
ficate dal colorrario 3. £ immediato vedere che le (6) non valgono
in generale neppure per v < 0. Basta considerare una funzione di
Young M (¢) che, per f— + o, sia infinita di ordine superiore a
qualsiasi potenza reale di ¢ e supporre che mis () < + , allora le

. . . =k -
funzioni costanti appartengono a T, , mentre dal corollario 5 se-
|

- . k .
gue che l'unica funzione appartenente a T,; , ¢ quella nulla.
M
Proviamo ora un’altra disuguaglianza del tipo di Hardy, che uti-
lizzeremo in un prossimo lavoro.

TEOREMA 6, — Se la funzione di Young M verifica la (1) con co-
stante B per t,=0 ed & v>1—1/B allora da xfe Lu(0,a),

a€ ]0, + =], segue x* g € Lu(0, a) dove g(x) = AL ff {s)d s, inol
x

tre indicata con || - || la norma di Orlicz, si ha:
(9) | 8 leon = B ey lwoo Yv>1-—1/8
o vi—-8+1 B

Se v > 1 la (9) vale per qualsiasi funzione di Young M con 1/(v — 1)
in luogo di 8/(vB — B + 1).

Dim. — Sia v € Ly (0,a), N = M, tale che p(v, N} = 1; per la di-

suguaglianza di Hoélder

5

= !ff(s)dsfx““v(x)dxgx

[

(10) "f

el

v (x) x“ldxff(s)ds

v}




Alcuni contributi alla teoria degli spazi di Orlicz-Soboley 379

@ 1 1

:st"f(s) ds.{y"*‘v(sy)dyf = ’fy"‘dy fs“ f(syvisyyds | <

o] o 9 o

1
< nyIWwﬂmﬂm v () o d .

(3]

Per il teorema 1 N = M verifica la (2) con costante B/(8 — 1) per
to == 0 e quindi

N(kt) < k¥C-UN() se O0< k<1, Vi>0;

ne segue che per A = y'~"# [ =< 1 visto che y < 1]

fNuv@wms—fN@vm) wauw“m

o

allora [|v (¥ ) |jno0 < ¥~ '+ Da questa diseguaglianza e dalla (10)
segue che, per v > 1 — 1/8,

& *
H g Hm,(o_a) = Slﬁz‘:] = H xvflim_(o,a}

lfv(x)x"“dxjf(s)ds

1

24 a *
, LIl F P S [ g
f y ¥ vB—6 1+ 1 J ﬂlm,(o,a)

[§]

In generale si pud dire solo che ||v{y-)llxwo < y~!, pertanto solo
per v > 1 siamo sicuri che

1
v—1

H X' g “;{,(l},u) = ” x'f H:\:i_(u,a)

Se ¢ M(t)=11/"/p, p> 1, allora B=p e la (9) coincide con

disuguaglianza classica, vedi [2].
Mostriamo con un esempio che in generale non vale una disu-

guaglianza del tipo (9) neppure per v = 1.
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ESEMPIO 4:
Siano M (¢) = ell —~ 1] = 1, f(x) = io—g}—; ¢ facile verificare che
1 x
xfeLu(0,1), mentre xg(x) = fglo__g_s__d s= — é— log’ x non appartiene
s

ad Ly (0,1); infatti ¢ 'loes >'1/x per x < e **, quindi VA >0
1 1
f MQOQuxgx)dx = f{ng—llogz»f —~ 2 tlogtx — 1}dx = + .

Le a < + o nel teorema precedente basta fare l'ipotesi che M
verifichi la (1) [la costante nella (9) dovrd essere moltiplicata per
aN(i,) + 1], menire se ¢ = + o questo non & pilt vero; infatti se M
verifica la (1) solo per f, > 0 da x f € Ly, 0,+=) non segue f € L' (x, 4 o),
x > 0. Vediamolo con un esempio.

Esemrio 5:
Sia

| 1] e per || <1
el per |t]| =1

M(t) = {

chiaramente M verifica la (1) con f = 2 per &, = 1, mentre non la
verifica per 7, = 0. Consideriamo la funzione

(e“ per d<x<e

f(x)=i q

per x> e
xlog x

e scegliamo v = 1. Verifichiamo che x f € Lu (0, + o ): osserviamo che
0<ixf(x)<1seD<h<1, quindi

e 4

4 oo
f MO xf()dzx =f—” e d x +f ------------ A gy < 4 e
24

o e

se 0 < A< 1, mentre f ¢ L' (x, + o).
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OSSERVAZIONE. Si pud dimostrare che la (9) & verificata se e solo
se N = M e v sono tali che valga la (7) in Lx con 1 — v in luogo di v.

BIBLIOGRAFIA

[17 E. GacsLrarno, Caratierizzazione delle tracce sulla frontiera relative ad alcune classi
di funzioni in n variabili, Rend. Sem. Mat. Univ Padova, 27, 284-305 (1957).

[2]1 G. H. Harpy, J. E. LittLEwoon and G. Povya, Imequalities, Univ, of Cambridge, 1952,

[3] M. A. KrasNosEL'sK1T and Ja. B, RuUTickII, Convex Functions and Orlicz Spaces, Noord-
hoff, Groningen, The Netherlands, 1961.

[4] M. T. Lacrotx, Espaces d'interpolation et de traces des espaces de Sobolev-Orlicz
d'ordre I, C. R. Acad. Sc. Paris, t 280 (3 février 1975) A 271 - A 274.

[51 . L. Lions, Sur les espaces d'interpolation; dualité, Math, Scand., 9, 147-177 {1961).

[6] J. L. Lions, Théoréms de trace e d'interpolation (IV), Math. Ann., 151, 42-36 {1963).

[7]1 G. PauMmirrl, Un approccio alia icoria degli spazi di traccia relativi agli spazi di
Orlicz-Sobolev, B.UM.I. (5) 16-B (1979).

La presente nota é stata giudicata degna di pubblicazione da una commissione
composta dai soci A, Avvanlaggiati, G, Scorza Dragoni e C. Miranda,







Complessi pentacoordinati olefinici del Pt (II)
con una etilendiammina sostituita:
aspefti strutturali e stereochimici *

Nota di MICHELANGELO SCALONE **, CARLO PEDONE **
e ACHILLE PANUNzI **
presentata dal socio ordinario PaorLo CORRADINT

(Adunanza del 4 novembre 1978)

SuMMARY. — Data on the structure and stercochemistry of the five-coordinate
complexes of the type [PtCl, {CH,(C,H,)CHN(CH,)CH,}, (rj-olefin)] are reported. Only
one absolute configuration is achieved by the prochiral nitrogen atoms of the dia-
mine, upon coordination. Aflter crystallization of the complexes of prochiral olefins
(propene, (E)-CN—CH=CH-CN) NMR spectra show that one enantiomeric face of
these ligands is mostly or totally coordinated.

The crystal structure of the ethylene complex has been elucidated by Xoray
structural analysis.

RIASSUNTO, — Si riportano dati sulla struttura e sulla stereochimica di complessi
pentacoordinati di tipo [PtCl, {CH,(C,H;)CHN(CH,)CH,}, (n-olefina)]. Per gli atomi
di azolo prochirali della diammina si riscontra una sola configurazione assoluta al-
I'atto della coordinazione. Gli spettri NMR mostrano che, dopo cristallizzazione, nei
complessi di olefine prochirali (propene, (E)-CN—CH=CH-CN), & coordinata, del
tutto o in buona parte. una sola faccia enantiomerica di questi leganti.

E stata risolta la struttura cristallina del complesso etilenico con analisi strut-
turale ai raggi X.

Il numero di coordinazione 5 & in generale da considerarsi poco
frequente nell’ambito dei complessi stabili dei metalli di transizione,
ed in particolare si conoscono ben pochi complessi pentacoordinati
degli ioni d* per i quali la coordinazione quadro-planare & forte-
mente preferita [1].

D'altro canto un cospicuo motivo per lo studio dei complessi
pentacoordinati & fornito dal fatto che sia le reazioni dei complessi

* Il presente lavoro & stato svolto con il contributo finanziario del Consiglio
Nazionale delle Ricerche,
** Istituto di Chimica. Universita di Napoli. Via Mezzocannone 4, 80134 Napoli.
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planari quadrati, sia quelle dei complessi ottaedrici coinvolgono
spesso intermedi pentacoordinati [2].

In relazione all'interesse che i complessi stabili del Pt (IT) con
olefine rivestono nello studio dell’attivazione, eventualmente catali-
tica, degli idrocarburi insaturi da parte di metalli di transizione [3],
& di recente iniziato presso questo laboratorio uno studio di com-
plessi pentacoordinati con olefine.

I risultati preliminari [4] hanno portato a concludere che una
opportuna scelta dei leganti conduce a complessi isolabili, di m-ole-
fine, anche quando gli altri atomi coordinati sono sostanzialmente
semplici donatori ¢ di una coppia elettronica. In particolare & stato
preparato il nuovo legante (R,R)-N,N’-Bis(1-feniletil}-N,N’-dimetil-1,2-
etandiammina, (« BFDE »), il quale ha dimostrato la migliore capa-
cita di « stabilizzare » [5] complessi del tipo PtCl; (diammina) (n-ole-
fina).

Vengono qui riportati dati strutturistici e stereochimici relativi
a complessi con BFDE del tipo citato, paragonabili a quelli ben noti
su analoghi sistemi quadrato planari,

PARTE SPERIMENTALE

Gli spettri IR sono stati registrati con un apparecchio Perkin-
Elmer 457; gli spettri NMR con un Varian Aerograph T60A e con
un Bruker 270 MHz, usando TMS come riferimento interno. Le mi-
sure polarimetriche sono state effettuate con un polarimetro Perkin-
Elmer 141 in celle da 1 dm.

Le misure di radioattivita sono state effettuate con un contatore
Geiger-Muller tipo SELO mod. DCI 331 con finestra sottile di mica
utilizzando come supporto per sostanze solide un dischetto di 3 cm?
di area. Tutti 1 solventi ed 1 reagenti utilizzati sono del tipo R.P.
La diammina & stata preparata con il metodo descritto in lettera-
tura [4]. La preparazione di Pt(C;H,) (diammina)Cl, (1) & stata ese-
guita con il metodo gia descritto [4].

Preparazione del composto K[PtBri(CH4)] - H,O

Si & preferita la seguente modifica del procedimento descritto
da F. PEsa et al. [6]. In un palloncino a due colli, in acqua, si sciol-
gono 1.0 mmol (588 mg) di complesso {Pt(C:Hs)Cl:},, 5.0 mmol di
KBr (594 mg); ad essi si aggiunge qualche goccia di soluzione con-
centrata di HBr. Si porta a secchezze la soluzione. Si estrae con ace-
tone, lasciando sul fondo del palloncino un residuo bianco. Alla so-
luzione acetonica si aggiunge eccesso di KBr (3.0 mmol, 357 mg) e
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qualche goccia di HBr. Si concentra in vuoto la soluzione. Si ri-
prende con poca acqua e si lascia per qualche ora a 5°C. Precipita
un composto cristallino di colore giallo arancio. Esso viene sciolto
in una soluzione di HBr a circa il 5%, da cui poi si allontana la
fase acquosa con una distillazione « flash » nel vuoto. Si ripete que-
st'ultima operazione. Il prodotto viene cristallizzato da soluzione
acquosa concentrata: si ottengono 200 mg (resa 40 %). Il composto
¢ stato identificato attraverso lo spettro IR,

Preparazione di Pt(C;H,) (BFDE)Br, (II)

Il complesso K[PtBry(C.Hs)] (1.0 mmol, 520 mg) viene sciolto
nella minima quantita di metanolo e ad esso si aggiunge, a 0°C e
sotto agitazione, una quantita equivalente di diammina, goccia a
goccia. Si ha immediatamente un precipitato di colore arancio cupo
che precipita completamente a — 20°C in congelatore. Si ricristal-
lizza da benzene-esano con scarsa resa. Il prodotto presenta il punto
di fusione a 110-113°C. Il suo spettro NMR, per quanto riguarda la
parte dei protoni olefinici, & riportato in tabella 1.

Preparazione della miscela Pt(C;Hs) (BFDE)XX'; (X X' = Br, Cl).

Una mmol di sale di Zeise (386 mg) viene sciolta in 20 ml di acqua
insieme a 2 mmol (238 mg) di KBr. Tale soluzione, cui si & aggiunto
un piccolissimo ammontare di acido trifluoroacetico, viene lasciata
andare a secco in circa 24 ore alla pressione di circa 20 mm Hg in
essiccatore su H,SO, concentrato. Il residuo viene estratto con meta-
nolo, filtrato e di nuovo portato a secco. Gli spettri NMR indicano
che nel materiale grezzo cosi ottenuto v'¢ una miscela di almeno
tre anioni di tipo [Pt(C.Hy)Br:_.CL,]- x =0 + 3.

Su di esso, basandosi sulla formula in cui x = 1, si & effettuata
la rcazione con la diammina in quantita equimolare secondo il me-
todo gia descritto per (I). Il complesso pentacoordinato ottenuto &
stato ricristallizzato da CH,Cl,/CH;OH ed & risultato dall’esame degli
spettri NMR (v, tab. 1) essere una miscela di (I), e (II) e Pt(C.Hs)
(BFDE)BrCl.

Ottenimento del composto Pt((E)-CN—CH=CH —CN) (BFDE)Cl,

Il complesso Pt((E)-CN—CH=CH—CN)(BFDE)CL: & stato otte-
nuto per scambio in condizioni analoghe a quelle gia note [4] a par-
tire da Pt(C,Hs) (BFDE)C], e da (E)-CN—CH=CH —CN.

I dati NMR sono riportati in tab. 1.

Analisi: Pt(calc.) 33.04 %; Pt(trovato) 33.53 %.
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Determinazione della strutiura del complesso Pt{CH,)(BEDE)CL,
Per cristallizzazione da CH,CL/CH;0H sono staii ottenuti cri-

gruppo spaziale e le dimensioni approssimate della cella sono state
ottenute dall’analisi di fotogrammi oscillanti e Weissemberg. Il cri-
stallo scelto per l'analisi strutturale & stato centrato su un diflratto-
metro semiautomatico Siemens collegato con un calcolatore Digital
PDP8/I, utilizzando la radiazione Ko del molibdeno (A = 0.7107 A).
I parametri della cella unitaria sono stati raffinati con un procedi-
mento di minimi quadrati degli angoli 29, x e ¢ di dodici riflessi
con alto valore di & (25°). T dati cristallografici ottenuti sono ripor-
tati in tabella 2. Le intensitd integrate dei picchi sono state misurate

TABELLA 2

Dati cristallografici
Complesso PH{C,H,) (BFDE) CJ,

formula molecolare C,H,CLN,Pt volume 2324 &*
peso molecolare 590 gruppo spaziale Pa2,2
sistema tetragonale Z 4
13,016 (3) A densitd osservata 1.70 gem 2
b 13.016 (3) & densita calcolata 1.69 gem—*
c 13719 (3} A o 07107 &
a=R=x elg ifemperatura 294°K

eseguendo uno «scan» §f — 23 con un discriminatore dell'intensita
degli impulsi per ridurre la radiazione di fondo e un contatore a
scintillazione, usando la radiazione Kea del molibdeno filirata con
zirconio,

Un incremento dell’angolo di «scan» di 1.0¢ & risultato sufli-
ciente per il campo di 29 esaminato {1°-80°) con una velocitd di 1
grado X minuto~!. Per controllare la stabilita elettronica dell’appa-
rato e un eventuale deterioramento del cristallo durante la raccolta
dati, si & fissato un riflesso di riferimento e lo si & misurato ogni 20
riflessi. Le intensita integrate, dopo avervi sottratto il valore della
radiazione di fondo, sono state corrette per gli effetti di Lorentz
e di polarizzazione nel modo solito. Tutti i riflessi aventiuna I, < 301,
furono scartati e per la risoluzione della struttura sono stati usati
789 riflessi.
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La presenza di 4 molecole per cella e la sintesi di Patterson
erano interpretabili assumendo la presenza di un asse binario nella
molecola passante per l'atomo di platino e coincidente con un asse
binario cristallografico.

La struttura & stata risolta con il metodo dell’atomo pesante.
Le posizioni degli atomi di platino e di cloro sono state individuate
con una sintesi di Patterson e rifinite ad un valore di R = 0.30 senza
tener conto degli atomi piu leggeri. A questo punto, con una sintesi
tridimensionale di Fourier, sono state ottenute le posizioni appros-
simative degli atomi piti leggeri eccetto gli idrogeni. Il raffinamento
dei parametri & stato eseguito con un metodo di minimi quadrati,
utilizzando un calcolatore Univac 1106, I fattori di struttura sono
stati corretti per lo « scattering » anomalo degli atomi di platino e
di cloro. I parametri di questi due atomi sono stati raffinati con
fattori termici anisotropi; fattori termici isotropi sono stati usati
nel raffinamento degli altri atomi.

L'indice di accordo R finale ¢ risultato 0.057. Nella fig. 3 sono
riportati i parametri pilu rilevanti della molecola.

RISULTATI E DISCUSSIONI

Aspetti stereochimici

CH;
| cl
CsH;CH—NCH;

A
CH,
' CHR

Pt 2
CH, Fd CHR’
N, S
CeHsCH—NCH;
Cl

CH,
F1G. 1.

Vari aspetti della stereochimica (fig. 1) di un complesso del tipo
in esame richiedono di essere chiariti. Si pongono infatti i seguenti
problemi:

1) Se in soluzione e/o allo stato solido la configurazione deghi
atomi di azoto coordinati sia influenzata dalla presenza dei gruppi
chirali (di configurazione R nel nostro caso) —CH(C¢Hs)CH; .
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2) Se il legante insaturo ruoti intorno al legame metallo-
olefina, con velocita eventualmente paragonabile a quella riscontra-
ta [7] per i complessi quadrati planari.

3) Se in soluzione e/o allo stato solido si abbia una configu-

H

razione preferenziale per gli atomi di carbonio =C< coordinati al
R
metallo.

Per quanto riguarda il primo quesito va notato che l'esame dello
spettro NMR del complesso etilenico induce a concludere che in
esso gli atomi di azoto si presentano in un’unica configurazione, ov-
vero che vi & completa induzione di asimmetria da parte del sosti-
tuente chirale. Cio & chiaramente indicato dalla presenza di un unico
segnale per N—CH,, e dalla corrispondente semplicita dei segnali
per N—CH (un quartetto) per C—CH; (un doppietto). Quando tali
dati vengono correlati con i risultati dello studio strutturale su cri-
stallo singolo (vide infra), si conclude agevolmente che anche in so-
luzione 'unica configurazione per entrambi gli atomi N & di tipo (S).

Anche sulla base degli spettri NMR degli altri complessi olefi-
nici [4] si ritiene di poter considerare in tutti i casi finora esaminati
il legante diamminico in configurazione « transoide » ovvero N(S),
N’(S), (fig.2). Premesso cio il secondo quesito non appare risolubile
attraverso l'esame degli spettri NMR dei complessi nella formula-
zione gia vista.

Infatti la configurazione « transoide » della diammina impone

C
che un asse di simmetria binario coincide con l'asse Pt—|, e che

per R=R’ non siano distinguibili la situazione di « non rotazione »
da quella di rotazione (in tempi rilevabili con spettroscopia NMR). Per
ovviare a cio si & proceduto alla sintesi del complesso Pt(CH,=CHz)
(BFDE) BrCl, nel quale la presenza di due diversi gruppi apicali evita
quelle dell’asse binario. Lo spettro NMR del complesso (tab. 1) non
& perd significativo ai fini richiesti e pitt precisamente la presenza
in esso di un multipletto complesso come segnale =C—IH non prova
I'assenza di rotazione nel caso esaminato.

Per quanto riguarda il terzo quesito, va ricordato che per i com-
plessi planari quadrati contenenti una olefina prochirale ed un le-
gante amminico chirale in posizione cis o trans, & possibile avere
informazioni sulla configurazione dell'olefina dal valore della rota-
zione molare [8]. I dati ottici per la prima volta ottenuti per i com-
plessi pentacoordinati e pili precisamente con etilene, propilene e
fumarodinitrile, indicano che questi ultimi due complessi contengono

25
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in prevalenza, se non unicamente, I'clefina in una delle configurazioni
possibili.

Infatti le attivitd molari dei tre complessi sono rispettivamente
560, 410 e 260 (in CHCIL;, ¢ = 0.5g/100 ml, A = 589 nm, t = 25°C),

CH,

V

csnsm..c-“”"

cl
«ICH
N\a CHR
Pt
CHR’
N
CH, 7 =
CeHs” =
CH,
FiG. 2.

il che appunto induce a considerare presente un sostanziale contri-
buto deiie olefine chirali,

Complessi con olefine sostiiuite

Risulta incoraggiante il primo dato ottenuto riguardo lisola-
mento del primo complesso del tipo in esame, contenente, come gia
ricordato, il fumarodinitrile.

Il complesso appare stabile indefinitamente allo stato solido a
temperatura ambiente, e presenta anche una buona stabilita in so-
luzione. Cio lascia sperare che si possano ottenere complessi almeno
di altre olefine con gruppi elettron attrattori quali sostituenti, e che
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la reattivita di tali leganti in un semplice complesso pentaccordinato
del Pt (II) possa finalmente essere studiata.

Struttura del complesso P{C:H:) (BFDE) Cl, .

1l modello molecolare & riportato in fig. 3 dove sono indicate
alcune delle distanze di legame pitt significative. Assumendo la mole-
cola di etilene come monodentata, la geometria della sfera di coor-
dinazione del platino corrisponde ad una bipiramide trigonale con

ciB

cm
/ 1,576 {80
Fl

cu /

Cl 7 - C'(‘”
c@ N Larzp2 - ;.;arfqu
mygm————= Pt

cao) c 1542 {30)

ci

j)

o=

Fi1c. 8§ - Struttura molecolare del complesso Pt(C,H,} {BFDE) Cl,

gli atomi di cloro che occupano le posizioni assiali e la molecola di
diammina due posizioni equatoriali.

Le due distanze Pt—N cristallograficamente equivalenti (2.372
(12) A) sono significativamente pit lunghe dei valori riportati in let-
teratura per complessi quadrati planari del Pt (II) [9] e per l'unico
analogo complesso pentacoordinato [10] noto dalla letteratura.

Tale distanza & la stessa nel complesso Pt{CH;—CH=CH,)

(BFDE)Cl; [11].
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Le due distanze Pt—Cl (2.319 {5} &) sono nei valori normali dei

complessi noti in letteratura [9], come la distanza Pt+—C(1) (2.087
{24) A). La distanza C(1}—C'(1) nell'etilene ¢ di 1.57(6) e appare su-
periore a guanto riportato in letteratura per complessi olefinici; &

da

[
[21

[3]
{43

[5]

[6]
[71

[8]
9

[10]

113

tener presente perd la larga deviazione standard associata.

BIBLIOGRAFIA

J. 8. Woon, Progr. Inorg, Chem., 16, 227 (1972},

F. Basoto e R, G. PrarsoN, Mechanism of Inorganic Reactions, J. Wiley & Sons,
ed. 1967.

J, HaererN, Adv, in Chem, Ser., 70, 19 (1948).

A. pE Rinzi, A, PaNUNZI, A, SAPORITO e A, VITacLiano, Gazz, Chim, Ital, 107, 549
{19773,

Il termine « stabile» & inteso in questo caso non in senso necessariamente ier-
modinamico.

F. Pesa, L. Spaviving ¢ M, OrcHIN, J. Coord. Chem., 4, 225 {1975)

Si vedano le citazioni in M. HerseruoLDp, Meial m-complexes, Elsevier, Vol II,
parte 2, pag. 57 (1974).

G. Parsro, Organomet. Chem, Rev., A, 6, 319 {1970).

Si vedano 1 dati riportati in: F. R, HarTiey, The Chamistry of Platinum and Pal-
laditm, App. Sc. Pab., (1973).

E. Maresca, G. NatiLg, M. Carircaris, P. DeList e L. Ranvaccio, J.C.S. Dalton,
2386 (1976).

B. D1 Brasio et al, Comunicazione privata.

La presente notw é stata giudicata degna di pubblicazione da una comumissione

compasta dai soci P. Corradini, M. Covello e L. Mangoni.




Regolarita di certe trasformazioni
integrali relative ad aperti di classe (!

Nota di RENATA SELVAGGI € IRENE Si1sT0 (Bari)
presentata dal socio corrispondente ANTONIO AVANTAGGIATT

(Adunanza del 4 novembre 1978)

Sumnary. — We investigate some regularity properties for the integral transfor-

mation f — I- KX —-0Q)f(Q) dQ. Here  is a bounded domain with a boundary of

an
class C' and K (z) is an analytic function in IR"\{O} wich is odd and positively ho-
mogenous of degree 1 — n.

SoMMARIO. — Si studiano alcune proprietd di regolarita per la trasformazione in-

tegrale f— f K(X—-Q)7(Q)dQ dove 2 ¢ un dominio limitato di classe C' e K(z)

a0
¢ una funzione analitica in IR"\{D}, dispari e positivamente omogenea di grado 1 — 1.

INTRODUZIONE

In [3] FaBes, JopeEIT e RIVIERE risolvono i problemi di Dirichlet
e Neumann per 'equazione di Laplace in un aperto limitato Q di IR”
(n = 3) attraverso la teoria classica del potenziale di semplice e doppio
strato, nell'ipotesi che la frontiera dQ di Q di classe C' ed i dati
sulla frontiera siano in 12 (d Q) (1 < p < + ).

A tale scopo, essi provano, tra l'altro, per il potenziale di doppio
strato

< X —Q,Ng >
= | TR d
v (%) f e @d@

con densita f € L”(d ), i seguenti risultati:

i) Per ogni o € 10, 1[ esiste & > 0 tale che la funzione massi-
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male non tangenziale di v f, cioé la funzione

(1) v, [(X) =
=sup {[vi(X)|:[X=-P|<§ <X—-P,N,> >a-|X-P|}

appartenga a LP (d Q) e H ‘V: 7 “Lp(an) =C- ” f “LP(aﬂ}I

ii) Per quasi tutti i punti P € d Q si ha che

<P - QN
v {(X) converge a f<—QQ> f(Q)d(Q) + 1 f(P)
| P . Q In 2
an

non tangenzialmente, cioé¢ per X—->PconX e Qe <X — Q,N, > > « -
| X =P

D’altra parte in [5] (teor. 2.4) C. MiranpA dimostra che se Q &
un aperto con frontiera di classe C'* e K & un nucleo di integrale a
valor principale positivamente omogeneo di grado 1 — 1 e di classe |
C'(IR™\{0}), posto '

©) uﬂm=me—Q%ﬂ®dmL

se f € L (d Q) per quasi tutti i punti P € 9 Q si ha che

(3) lim u f (X) =

£

=fK®®fmmo+ﬂm-wa_o+Naﬂm

™

e la funzione f— limu f(X) & un’applicazione lineare e continua da
2,
L2 (3 £) in sé.

Traendo lo spunto dai risultati citati, si & posto il problema di
provare la validita di (3) nel caso in cui 'aperto Q abbia frontiera di
classe C',

Nel presente lavoro si risolve il problema suddetto dimostrando
(teor. 3.1) che, se K ¢ una funzione positivamente omogenea di grado
1 — n, dispari ed analitica in IR"\{0}, se Q2 ¢ un aperto di classe C! e
se f € L7 (0 Q), per quasi tutti i punti P € 3 Q esiste il limite non tan-
genziale di uf(X) e coincide con il secondo membro della (3).
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Per far cio si ¢ dapprima provato (cfr. prop. 1.5) che uf(X) &
localmente il limite di w, f (X) = f K(X-Q){(Q)d(Q) dove (), &
an

una successione di aperti di classe CM* approssimante localmente 2.

Successivamente (prop. 3.1) si & provato che per ogni « ¢ 0, 1f
la funzione massimale non tangenziale u: { di uf appartiene a L (3 Q)
e lu, flven < C- [ oo .

Le tecniche adoperate si ispirano a quelle usate in [3] e si fon-
dano, come d'altra parte accade in [3], in modo essenziale su un re-
cente lavoro di A. P. CArpERON riguardante lintegrale di Cauchy su
curve di Lipschitz,

I risultati del presente lavoro trovano applicazione al caso in cui
K ¢ una qualunque derivata di ordine 2m — 1 della soluzione fon-
damentale di una equazione ellittica a coefficienti costanti contenente
soltanto derivate di ordine 2m (cfr. [4]) e possono essere utilizzati
per esempio per provare, in analogia con il risultato di [3], 'esistenza
di una soluzione del problema di Dirichlet per 'operatore A* nell'ipo-
tesi che d 0 sia di classe C! ed i dati su 8 Q siano in L?(8 Q). Di cio i
occuperemo in un prossimo lavoro.

In quanto segue, denotato con Q un aperto limitato di IR”, i punti
di Q (rispettiv, della frontiera 8 © di ) sono denotati con letlere maiu-
scole X, Y, ... (rispettiv. P, Q, .. .).

Da ultimo si fa osservare che se Q & di classe C', per ogni € > 0
si puod fissare un numero finito di sfere (B (P;, §))icj«i, P; € 30, tale

H
che dQ < U B(P;,8)e
i=1

an B(P,‘,Sf) = {(x, t) e R :r > ([)f(JC)} N B(P,‘,S,‘)

e ol simaen Ny 8@1(0) s | . + O o Y A S
con gy € O, (IR ), ¢; {0} = Twu, t=1,.,mn—1 ¢ max; Veix) =
= g dove
d o (x d g (x
V(p,-(x)—[ (91()"”' @ (x) .
BX[ axu

1. - RISULTATI PRELIMINARI

In quanto segue K (z) ¢ una funzione analitica in IR"\{0}, positi-
vamente omogenea, di grado 1 — » e dispari. Notoriamente si ha che
{cfr. lem. 3.1 di [1]):
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TeorEMA 1.1, — Esiste M > 0 ed esiste 9 € 10, 1] tale che, posto,
per ogni x, € IR con |x,| < 1

(1.1) Dy={x+iveCr:|lpn(x+iy)—pri(x) <?
' YVEik=1...,n}
K (x + iy} risulti analitica e limitata da M in Dy,

Sussistono le seguenti proposizioni:
ProposizionE 1.1. — Sia ¢ € CL(IR”“). Posto, per ogni x € IR,

(12 G (%) = sup | Guf ()|
dove, per ogni e > 0, &

(1.3) G.f(x) = fK(x—z.cp(x) e f@dz,

|x=zl>e

esiste mo > 0 tale che se m =max | Vol <m.el <p < + « lope
ratore G¥ risulti limitato su 1P {IR™") e inoltre si abkia

(14) EE G* f ”L‘U(IR"—U = CPJ":" ) “ f H;f’(an 1)
con C, ... costante dipendenie solo da p, m ed n.

Dim. — 8e £ > 0, applicando il metodo della rotazione a G. f (x),
(cfr. teor. 2, pag. 89, di [6]) si ha che

(15) 16 o = 5 (1T fllpgey do
SN

dove
E={ce R :|o| =1}, T, f(to + w) =

=sup§fK(cr,

EXO

ot +w) —ag(ro+4+ w) ] f(fﬁ'“l‘_w)idr !
|

t—vr r—r

[t—rj=z

e per ¢ € X ciascun x € IR"! & univocamente scritto come x = { ¢ 4+ w

con <o,w>=0e¢telR.
Per il teor. 1.1, se o0 € £, K (g, z), quale funzione della variabile
complessa z, risulta olomorfa per |z} < #. In aggiunta, per il teorema
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di Cauchy, si ha

(16 [k [o 2tstm) —potw) | fatw 4

. \ t—r J t—r
f—rl>e
1 flro+w) 1
Zﬁsz(c.’Z)dzf [Z _(p(l‘o‘—i-w)—q)(ro'—i-w)) t — ¥ 1
i=a =itz | 2 F

Da [2] (teor. 2) consegue, allora, che esiste m, > 0, tale che se
m<meel < p <<+ oo, risulti

”;T,f(zo- rwPdedw = cf!ﬁ(zﬂ dz- |11

I L7 Re-1)
Jef =0

con C,,, costante dipendente da p e m. Da cio e da (1.5) consegue
Passerto.

ProposIZIONE 1.2, — Sia ¢ € CL(IR”“). Posto, per ogni x € IR™,
(1.7) I'f (x) = sup | Lf () |

dove per ogni e > 0 ¢

(18)  Lf(x) = f K(x—zc+ o) —0@) - f(2)dz
IRr—1

esiste m, > 0 tale che se m =max | Vgl <moel < p< + o, l'ope-
ratore 1" risulti limitato in L7 (IR™Y) ed inoltre si abbia

(19) H I f EELP(JRu—l) = Comn “ f HLP(IRH 1)

con Cy,m,. costante dipendente da p, m e n.

Dim. — Essendo | V ¢| piccolo, see >0 e |x — 7| < %, risulta

% =jo{x) — 9 (z) + ¢ e, quindi,

I"fx) < sup { f K(x—ze+o()—o0@)-f()|dz+

E
x—z| <
fa=2] < £




398 R. Selvaggi e 1. Sisto

+ fK(xz,s + o (x) — 9 (2) —
e
~K (- 200) — @) 1@ [dz + | G () i} <
<= C-Mfx)+ G f(x)
dove Mf(x) & la funzione massimale di Hardy-Littlewood di f (cfr.

[7]) la quale & limitata in L7 (IR*").

PROPOSIZIONE 1.3, — Siano ¢ e 9, elementi di CL(lR“‘*). Posto, per
ogni x € IR"™,

(1.10) U f (%) = sup | U.f () |
dove per ogni e > 0, &
(1.11) U = [ K= 200 - n) -
|x—z}>e
— K(x — 2, ¢:(x) — 2(2))) - f2) d z
e posto
(1.12) m = max | V o]

i=1,2

esiste m, > 0, tale che se m< m, e | < p < + o loperatore U* risulii
limitato in 1P (IR"Y e, inoltre, si abbia

(1.13) ” u*f “L”(mu y = Cpomyn - | f “L"uRu—a;

con Cp ma costante dipendente da p, m e n

Dim. — Se £ > 0, applicando il metodo della rotazione a U.f (x),
si ha che
% 1
(114) ﬁ U f HLP(ER”—I) = 72 f ll Tﬁ'f HLPHRH—I) d c
z
dove
(115) T.f(to 4 w) = sup f[K [a,q"(“’“"’) —‘Pl(“*+..w)_) _
b r—r
‘lr—r[>s

_K(J’ cpz(tcr+wz—cpz(rq+W)D_ f(rfcr+W) dr
- F -7
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e per ¢ € I, ciascun x € IR*' & univocamente scritto come x = fo 4+ w
dove <o,w>=0etelR,

Per il teor. 1.1, se m < % si ha che

f (I_1)2 az

]i ri»e

T.f{to + w) = sup

(=21

K (51 ),(cpl(ta+w)—cpl(_ro'+w))—|;(1 —)\.)(tpz(fcr-l‘"wf)—(pz(fo'-l-w))] _
—

flro+w) - ((pi(to+w)—galto+w))— (i (ro+w) —@re+w))) d |

Da qui, posto, per ogni te€ R, g(t) =i (to + w) — g2 (f ¢ + W)
)=k -o{to+wW)+ (1 —N) - g(te+ w), consegue

T f(te + w) =

fofusoul oy

sup
3] i

dri e

b—rise

Sfﬂfd)“[ K(UZ) It z) dz

Z

Il

B
dove, se - i+ iv,
Z
(g(8) ~ g() - flro+w)
H, (¢, 2) =
e ;;[ (=) —u(a(D) = (D) — iv- (D)~ wrr

Dopo cid, posto per ogni r € IR, 7

=& (r) =r —~ ug (¥), essendo
ul<de m<é——

, @' risulta invertibile. Quindi, si ha

_ [ (gD — g 0(R) & (P f(OF) gt w
e (62) = (f =) —iv- (g 0(D) — g+ D (P

(-6 >¢
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:f.”df+fﬂ“df*HML@FHHua

[f=F[>2e jrrf<2e
EIORGIE

A causa del teor. 1 di pag. 62 di [7] si ha, intanto, che

|H: (1, 2)] = Cmax|V (g1 — @2)| - MF{t -5+ w)

dove M f ¢ la funzione massimale di Hardy-Littlewood di f che ¢ limi-
tata in L? (IR*™"). Inoltre, posto Z(s) =5 — iv - g > ®(s), risulta

e [(EOD g 0D :
HJL@—I G ha Y@ @@ e wdT,

]I—;" 26

Ripetendo, allora, per Hi un ragionamento analogo a quello fatto
in [2] per Bu(f) (cfr. [2]: p. 1), si ha che esiste m, > O tale che se
m < i, risulti

| S:)l‘]JE) | Hi (t,2) | l|ipgey = C- max |V (@ — @) -[[f( o+ w) 1

donde
H TO‘]( EELp(ggnu—x) = C : max| v (<P1 - (92)! ' ![ f HLpuRuq)

e quindi l'asserto.

PROPOSTZIONE 1.4, — Siano ¢\ e ¢, elementi di CL(ER’H). Posto, per
ogni x € IR",

(1.16) B f(x} = sup|B.f(x)]

dove, per ogni e >0 &
(1.17) B. f (x) :f<K<x—z,e+<p1(x)ﬂpl<z))—
IRA—1

—K(x —z, e + 020x) — () - f(2) dz
¢ posio

(1.18) m = max| V ¢
=12
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esiste mo > 0 tale che se m < m, e 1 < p < + « Poperatore B risulti
limitato in L* (IR" ') ¢, inoltre, si abbia

(119} B fll ruesy = Comn - max | V (g — ¢2) | - |1 f e

con Cy . costante dipendente da p, m e n.

Dim. — Tenendo conto della prop, 1.3, la dimostrazione & analoga
a quella della prop. 1.2.

PropPoSIZIONE 1.5, — Sia ¢ € C (IR"') e si ponga m = max |V ¢
Allora, se m < m, (cfr. prop. 1.1.) e se f € L7 (IR*), con 1 < P <+ w0,
esiste in L? (IR™") e per quasi tutti gli x € IR™! il

(120)  BmILf(x)=b(x)- (o) + fK(x —z0x) —e@)f()dz
IRu=1
dove

(1.21) b(x):fK(Z,1+<\7cp(x),z>)dZ

IR#—1

e gli integrali con * sono definiti assumendo come regioni di esclu-
sione nella (1.20) le sfere di IR* di centro x e raggio infinitesimo e
nella (1.21) le regioni di IR"' esterne alle sfere di centro l'origine e
raggio divergente.

Dim, — A causa delle prop. 1.1. e 1.2. & sufficiente provare la (1.20)
per quasi tutti ghi x € IR", nell'ipotesi che f € C, (IR*).

Si osservi, dapprima che la stessa & vera se 9 € Ci')' (IR*=1) (cfr.
Teor. 2.4 di [571).

Sia, ora, v € C (IR™), sia (\¥)),,,, una successione di elementi di
C *(IR*) tale che | %; — ¢ llc! qri-y = 0 per j— o e, per ogni j € N,
sia

(122) Gy f(x) = f K(x— 2% (x) — ¥ (2) f(2)dz

|Jx—z]>=

(1.23) Gif(x) = fK(xmz, ¥, (%) ¥ () f(Ddz.

|RA—1
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Tenendo presente le prop. 1.1. e 1.3., un ragionamento analogo a
quello seguito in [3] per provare la b) del lem. 1.1 permette di ricono-

scere che per quasi tutti gli x € IR"! esiste il lim G.f (x) = (K (x — g,
0
IRf—

o (x) — ¢ (2))f(2) dz. Invero essendo per la prop. 1.3. (Gjf),,, una
successione di Cauchy in L* (IR"™'), posto G f (x) = lim G; f(x) in

s

L7 (IR"=Y), se m > 0 risulta
{xe R lim” |G.f(x) — Gf(x)| >0} =
e—0

|
ﬁ‘{XEIR"] hm”|Gf(x) —G,—af(x ‘

\ =
gl S

=

+l {xe IR : lim | Gj. f(x) — Gf(x)| > 2

-..4__ -

C
= T(H Sup |G f — Gief | lrgmeny + 1Gif — Gfllrgee )

c
B T]p_ (maxl \Y ((P = ‘I’;)I HfHLPHRn 1) + HGJf Gf” P (1Rn 1)

donde | {x € IR"': lim” | G. f(x) — Gf(x)| > m}| = 0 e cid implica che
e—0

per quasi tutti i punti x € IR"™" si ha

(1.24) lim G.f (x) = G ().

Inoltre, essendo per il teorema della convergenza maggiorata di
Lebesgue

(1.25) lim | K(z, 1+ < V¥(x),z>)dz=
JRn—1

~ lim U Kz 1+ < V¥(x)z>)de +
Jz] <1
(K(z,1 + < VV¥(x),z>) — K(z, < V\If;(x),z>))dz} =
|z]>1

K(z,1 + < Veol(x),z>)dz

|Ri—1
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per (1.24} si ha

{1.26) lim lim | K(x —ze+ ¥ (x) — ¥, () f(2)dz =

Jes =l
|Ra—1

xfK(x—z,cp(x)—@(z))f(Z)derf(x) fK(z,1+<V<p<x),z>)dz.

{Rri—1 R

Infine, tenuto conto della prop. 14., ragionando come si & fatto
per provare (1.24), per quasi tutti gli x € IR* ! si ha

(1.27) lim I f(x) = limlim K(x — z,¢ + ¥ (x) = ¥,(2)) f () d 2.

Jree gl

Dopo cio, la {(1.20) consegue da (1.26) ed (1.27).

2. - TRACCIA NELLA DIREZIONE NORMALE

Nel successivo teor. 2.1, si considera in O la trasformazione

(2.1) w(X) = fK(X—Q)f(Q)dQ

e si studia la sua traccia su 9 Q nella direzione normale, quando Q
¢ un aperto di classe C'e fe L?{(8Q) con 1 < p < + oo.
Si prova preliminarmente la

PROPOSIZIONE 2.1. — Esiste § > 0 tale che posto per ogni P € 9 Q

(2.2) u* f{P) = ﬂsupsf w(P + rNp)!,

Poperatore u* risulti limitato in L (3 Q) e

(2.3) H u f HL”(am =C EE f ”L”(am

con C dipendente solo da p, 98 e n.

Dim, — Si consideri un numero finito di sfere (B {(P;, 8;D1<;<t con

H
P; € 91 in modo tale che 30 < U B (P}, §,), nonché
j=1

B(P;,48) N Q=B(P;,48)N{(x,t)e IR*: t > ¢ (x)}
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e | Vgl(x)| = m, dove m, & la costante la cui esistenza ¢ assicurata
dalla prop. 1.1. Usando una partizione dell’'unita subordinata al rico-
primento (B (P}, )<<, si pud supporre che il supporto di f sia con-
tenuto in B (P, §;). Posto, allora, § == min 8, se P ¢ B(P;,38;) e r < §,

1<i<!

per ogni Q € B(P;,§) risulta |P + r N, — Q| = §; donde

u*f(P)s-SET f @ 1dQ < €Il -

d B(P,5,)n50

Se, poi, & P € B(P;, 3 §;), si ha che

_ rV oo(x) B B
w f () = E}i”f R R REICE

77777 . Jf(z.,cp(z))'\fl+]V(p(£j_zclz:£

- o r VvV oo(x) _
< sup f } (¢ -2 e @ @

|r—z[<—-

- -
— ]f(z.cp(z)) NTTVe@F dz +

+ [ ‘K(x i — ;T;’f:(’xw o (x) = (2 +
Ex—z|>-;
r i
=+ \/IHVCP(X)[_T] — K{x —z,0(x) — () ‘ :

N Ge@ AT+ [Ve@T + fK(x—z,@(x)—cp(z»-

’
[.\—11)7

Sz e@) 1+ Vel 2612] < sup (Ki, f{x) + Ko, f(x) +

DEFES

IG (f-VIT+[VoP)
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Ora, se | V ¢! & piccolo e |x — 7| <—’2‘—, risulta 1 p(x) — @ (2) +

r !

N — - — —lz—x|=C-re, quindi,
VI+IVelo P |7 y1+4] <p( P |
sup [ Kir /()] = C - sup f T@laz < compon,
U<rad O<r<f "
fy—zf
!
Inoltre, essendo per # € 10, r[, | x — 2 — —. {}V_qo(x)ii
{}JV ()I \/l'i“iV(P(x)lz |
@ {x r
z|x—z ~zlx—z|-r{Vox)|z|lx—z|—— =
| - T Tvewp — *7 7
=z |{x—z} - |x; el = Ax—z2] . applicando il teorema del valor

medio a Ky f(x), si ha

sup Kuf(x)|=C. supj (I Y [f{z}|dz < CM{(x).
fep B i

B<rad
{Rri—1

Da quanto precede, tenuto conto della prop. 1.1., segue 'asserto

TeOREMA 2.1. — Se Q ¢ un aperto di classe C' e f € L7 (3 Q) con
L < p < + =, allora esiste in L* (3 §) e per quasi tutti i P e 80 il-

24) Tmu(® +rN) = a(P) - f(B) + [K(P-0) [(Q)d(@

2t

dove

(2.5) a(P)—fK(PQ—I—Np)dQ

™

con m iperpiano tangente in P a dQ e dove gli integrali con % sono
definiti assumendo come regioni di esclusione in (2.4) le porzioni di
d Q che hanno come proiezioni su n delle sfere di centro P e raggio
infinitesimo ed in (2.5) le regioni di « esterne alle sfere di centro P e
raggio divergente,

Dim. ~— Per la prop. 2.1. ¢ sufficiente provare che per quasi tutti
ipunti P e dQ esiste il limite (2.4). Ora, essendo Q di classe C!, esiste

27
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§ > 0 tale che per ogni P € d Q esista un sistema di riferimento con
origine in P tale che, rispetto a questo ultimo sistema di riferimento,
risulti

ONBE8) ={(x,De R :1>0(x)}NBPE e [Vo|l=<m

con <peCi,(|R”“),go(0) = -ad—cp(O):()peri: 1,...,n—1.

i

Pertanto, poiché si puo supporre il supporto di f contenuto in
B (P, 8), si ha

1_irQ u(P +rN,) = linol K(z,9(2))+ 7)) f(z,0(2)) -

V1 + [Vel(z)Pdz

e quindi l'asserto a causa della prop. L.5.

3. - TRACCIA NELLA DIREZIONE NON TANGENZIALE

Nel teorema che segue si prova che esiste il limite non tangenziale
di u f(X) e questo coincide con il secondo membro di (2.4), fermi re-
stando 'aperto Q di classe C' e f e L* (3 Q) (1 < p < + o). Si prova
preliminarmente la

PROPOSIZIONE 3.1. — Per ogni o. € 10, 1[ esiste § > 0 tale che la
funzione massimale non tangenziale di u (X), cioé

(3.1) u' f(P) =sup {{u(X)|: Xeq,
X —P|<8 <X—P,Ne>>a- |X-Pl}
sia in LY (3 Q) e

(32) ” Li*ﬂ'r_”(au) = C: H f ”Lp(im)

con C dipendente solo da p, 9 e n.

Dim. — Infatti, tenuto conto della prop. 1.1, con un ragionamento
analogo a quello del teor. 1.3. di 2, se f e L?(IR"™"), si prova che la
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funzione

(33)  Tf(x) = sup {! fK(x L t—e@) f@dz :

jRi—1

(o) e iR > g (x),

t = (i) — <Vo(x),x — x> >aVl+ | Ve(x)|-

e in L" {IR"Y) e, inoltre, che
(3.4) T F (o) ey = €Al fHroae -

TBOREMA 3.1. — Se Q ¢ un aperto di classe C' e f € L7 (3 Q) con
V< p <+ oo, per ogni o € 10, 1[ e per quasi tutti i P € 8 Q esiste il

(35) lim u (X) = a(P)f(P) + fK(P — Q) £(Q) d(Q)

dove

Cr={Xe€d: <X—-PNp> >a-|X—-P|}

ed a(P) e gli integrali con * sono definiti come nel teor, 2.1.

Dim. — Come nella prop. 2.1. si consideri un numero finito di

!
sfere (B (P;, 8)h<j<1, P; € 38, in modo tale che 30 « U B(P;, &) e
iZ1

B(P,46)Nn 0 ={(x,1) e R": ¢t > 0(x)} N B(P;,45)

o
-
porto di f sia contenuto in B(P;, 3§;). Dopo cid, se Ped,ej=1,...,1
¢ tale che Pe B(P;,38)), e, quindi, @ P = (%, ¢ () e X = (x, 1), te-
nendo presente la prop. 3.1, basta determinare il

con |V ¢| = -~ Inoltre, se j = 1,..., si pud supporre che il sup-

(3.6) lim fK (x—2f -0 e()dz
fx,)=lx ,0(x)) .
{.Y,r)eB(?i,SJ.)ﬂCP [Re~1
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per ogni g € CL(IR’H) 0, equivalentemente, il

(3.7) lim fK (to + ¥~z e+ 9() —0(@))glx)dz
A H ni}u \
(x,e)eB -

dove B & il trasformato di CpNB(P;, &) mediante la trasformazione
X— X=X 1 — @(x,) =¢&.
A tale scopo si consideri una successione (¥;),.,, di elementi di

C: (IR"") convergente a ¢ in C, (IR""?). Posto

(3.8) H;g{x,) = sup {| f(K (o + % —z¢e+ 0o(x) —o(2)) —

(x,£)eB i

|

1R1—1
con procedimento analogo a quello della precedente prop. 3.1. e tenuto
conto della prop. 1.4., si prova che esiste m, tale che se sup{max|V ¢
max | V ¥, |} < m, l'operatore H; sia limitato in L*(IR""") e

— Ko+ 7 —z e+ ¥ (x) — ¥ (2N gla)dz

3

(39) IE H!g ”Lp(mu—l; = C. max\ % ((P - \III')‘ ' H g H]_'HUR”—I)

con C costante dipendente solo da p, 92 e n. Inoltre, per j sufhicien-
temente grande, esiste & > 0 tale che

{(x, e IR 1 t — ¥;(x) — <V olx),x— x> >

>o V4 [ Vo) Vie — xP+ (0 — %) n
N{{x,t)eR": V|x — x P+ (t — ¥ (x,)F < 8} <
ci{x, e IR® 1 > ¥ (x)}

Pertanto, applicando il teor. 2.1. di [5], per j sufficientemente
grande si ha che

(3.10) lim fK (fo 4+ % — 2,6+ ¥ (x) — ¥ (2) g(2)dz =
(2,63 (0,0)
(%,e}eB IRe—%

- lim Kx—2z21—-¥)g)dz =
(.\'.1)—>(.tn.\l’j(.\'u))
r>\l'),(x) |Rn~1
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g () - fK(z,l + < V¥(x),z>)dz +
[RA1
+ | Ko — 2, V() — (2 g(@)dz = g(x) « a;(x) + G; g ().

iRu=1
D'altra parte, per la prop. 1.5, in L?{IR*~Y) si ha che -

lim (g (%) - @ (xa) + Gyg(x.)) =

e
= g{x) - fK(z,l + < Volx) z>)dz +

JRr—1

+_fK(%-—ZAPMJm(@)g&)dZ-

tRi—1

Da quanto precede, a causa di (3.9), con un ragionamento simile
a quello fatto per provare la (2.3), consegue che

lim [K(x—z,t—cp(z))g(z)dzz
(3, )=(x ,p{x ) .
(.t,r)GB(Pi,Ej)ﬂCJ’ TRn—t

= lim fK(xo+x—z,e+w(xa)—cp(z))g(z)dZ—
{x,e)=(0,0)
(feyeB  IRe!

lim [im K, + X —z 8-+ ¥(x)— ¥(2)gz)dz =
L e Oy SN ()
(Seep IR0

= g(x,) - fK(z,l + <Volx),z>»)dz +

Han—t

)

me—amm—@@Ma

[Ra-1
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La crisi in presenza di momento [lettente e taglio
nelle sezioni sottili dotate di simmetria biortogonale

Nota di MicHELE BRIGANTE *
presentata dal socio ordinario VINCENZO FRANCIOSY

{Adunanza del 2 dicembre 1978)

SoMMARTO, — II problema della crisi globale di sezione per l'azione combinata di
momento [lettente e taglio viene affrontato rigorosamente, con rifcrimenio a figure
dotate di doppia simmeiria ortogonale.

8i tracciano, con Jaiuto di un minielaboratore di dati, le frontiere dei demini ela-
stici in M — T. 1I criterio di crisi accettato & quelle classico di Hencky e V. Mises;
le applicazion: numeriche sono eseguite per la sezione rettangolarc ¢ per quella di
« poutrelle »,

SUMMARY, — The problem of the global crisis of a section owing to the binary
action of a bending moment and a shearing stress is dealt rigerously, referring to
figures which are gifted with a biorthogonal symmetry.

It is possible to characterize the outlines of the elastic domains making use of a

minicomputer,
Accepting Hencky's and V. Mises’s classical criterion of crisis, the Author executes
some numerical applications relevant to the rectangular section and to the « poutrelle »,

INTRODUZIONE

Anche se non frequentemente, accade di non poter trascurare il
contributo della sollecitazione tagliante nel calcolo del momento flet-
tente limite.

La letteratura scientifica [1] [2] [3] non ¢ priva di trattazioni
riguardanti il problema, che perd — per quanto lo scrivente ha po-
tuto rilevare — non sono ovunque rispettose del legame plastico.

Esse infatti prevedono che le zone piit distanti dall’asse neutro
stano soggette alla tensione di crisi di regime monoassiale, e quindi
non possono contribuire all’assorbimento del taglio. Quest'ultimo

* dott. ing. Michele Brigante - Facoith di Ingegneria - Istituto d{ Scienza delle
Costruzioni - Universith di Napoli.
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quindi genera tensioni solo nella zona centrale; nel caso di una se-
zione rettangolare cio si traduce nei diagrammi di fig. 1.

Ne consegue un dominio limite necessariamente approssimato
che ben si adafta — come si vedra — solo per particolari rapporti
M — T, cioé solo per valori del taglio non rilevanti.

o |

ro|=

e
[w] PP
Y

¥ Y
Fic. 1

Nel corso del presente lavoro — prendendo spunto da uno studio
condotto [5] per il caso della sezione rettangolare — ¢ stata rimossa
Vipotesi semplificativa prima detta e sono stati determinati in modo
esatto i domini nel piano M — T per la sezione rettangolare e la se-
zione a doppio T. Tali domini sono stati definiti considerando il cor-
retto diagramma delle tensioni puntuali normali e tangenziali per
diversi valori M — T calcolando la tensione equivalente di crisi con
il criterio di Hencky e V. Mises,

Il procedimento numerico che si propone & risultato notevol-
mente interessante soprattutto in considerazione del fatto che ¢ stato
eseguito con un normale minicomputer.

Le applicazioni del procedimento — pur limitato a sezioni con
simmetria biortogonale ed ai materiali omogenei — hanno posto suf-
ficientemente in evidenza i limiti di applicazione dei metodi appros-
simati prima citati. In particolare per il caso della sezione a doppio T
si & evidenziato che — per i profilati di serie (proporzionati fondamen-
talmente per resistere ad azioni flettenti) — l'approssimazione solita
di trascurare le © sull'ala pud ben accettarsi, mentre per profili com-
posti proporzionati per notevoli azioni taglianti (come ad es. le se-
zioni di nervature da ponte in prossimitd degli appoggi) si & visto
che il contributo a taglio delle stesse ali & considerevole; come pure
da tenere in conto ¢ la variabilith — lungo corde parallele ad x —
della tensione normale o, per la presenza delle .
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Anzi in alcuni casi (e cid in funzione del legame M — T) le ten-
sioni normali assumono i valori massimi solo in prossimita delle
fibre estreme laterali delle ali, presentando dei « picchi » che rapida-
mente decrescono in funzione dell’aumento delle = (figg. 13 e 14).

1. - STUDIO DI UN TRONCO DI TRAVE DI SEZIONE RETTANGOLARE.
Si esamini il caso di una sezione con simmetria biortogonale, per

esempio (fig. 2) un rettangolo sollecitato secondo una mediana; il
materiale sia isoresistente.

a* M T

g
—— — £
%o

Tiy)

Tdy

FI1G. 2

Adottando come criterio di crisi puntuale quello di Hencky, vale
la relazione limite tra ¢ ¢ ©

(1) Uz+3~cz:c'i

Fissato un determinato rapporto k=0 tra M e T:

M
2 — =k,
(2) =
si ponga:
(3) o =0c"M,

ove ¢*(v) ¢ una legge definita a meno di un parametro, con la sola
condizione di antisimmetria rispetto all’asse z.
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Il parametro & ottenibile dalla condizione

a &

M:2bf0'ydy=2bM(o"*ydy

Y
1
\

e gquindi

Assegnato M, dal diagramma ¢ (y) si ricava — supponendo T co-
stante con x — e nel rispetto dell’equilibrio

1 da
<) b P dz dz ¢

essendo A’ l'area al di sopra della corda ordinata y.
Essendo poi

do; * d M * % M
do. _ . dM .
dz dz k
ne Consegue
M [
(4) T(y) = — —-ja-- G dy

k
I

-
2

Otlenuto cosi = (¥), per ogni valore v si calcola la guantita

(5) v = VT F 37

ove si definisca poi

U= — Zo
Ceq max
Oo
'Y f—

Ty min
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pud scriversi, in aderenza al teorema fondamentale:

UM < Mg, < v M
(6)
l.lJT = chﬁ‘YT

chiamando My, e T, 1 valori limiti di M e T con riferimento al rap-
porto k scelto (fig. 3).

Y|
Mo
-+ retta M=KT
L
Ay
Mko A
M, ko
Avy
— T T
~To 0 To | To
~Mq
— v

L’intervallo ¢ tanto pilt ristretto quando pill Gems & vicina a
Ceqmin, OVVEro quanto pill appiattito il diagramma delle o.,. Pertanto
¢ conveniente adottare un diagramma delle ¢ che impegni maggior-
mente le zone pin vicine all’asse neutro.

1.1. Il procedimento numerico proposto.

Per la determinazione diretta del punto A & possibile seguire un
procedimento numerico. Si inizia considerando una sezione rettan-

golare b x h.. Si suddivide (fig. 4) il segmento [ - 121, 0] in n intervalli
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* *

. h . * LA . .
di lunghezza Ah = —- e siano o, , ¢, . ..o, i valori delle tensio-
2n
ni normali in corrispondenza degli estremi di tali intervalli.

—— 01‘ 1 h
o | Jan=
i
i
h
2
a, n
n
- -
'y
FiG. 4

Per l'intervallo i-esimo sara

(a) ci = Mo,
®  ow=- AR e 4o
k 2 =2
. E T T2
(c) a?eq - M? {O-!_"Z + 3[Ah_) I:)::(G’] + O‘f-")] }
4 k j=2

La soluzione del problema si ottiene ponendo ciascuna delle
Gieg = 0., cioe le condizioni di plasticita.
Per i — 1 la prima delle {(c) porge:

M’ o"f = crj
e guindi
o To
(d) v, = —
M

Per i = 2, ponendo

© oo (AR o2k
4 k 16 kwn?
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si ha

operando si trova

*

1\/1(‘7;)2(1+m)w (M:?-]-2a+(a—1)=0

o ]

o
. - . 2

la soluzione dell'equazione in M-—— porge
To

q O 2etVid d@—1) _ a-1
To 2(1 + a) o+ 1
e clog
w — 1 "
(f) g, = —— -2
o -+ 1 M

Si osserva subito che la condizione o, < 0 st identifica con & < 1
quindi per la (e)
3 ®

112 > T
16 kK

il

di qui la necessita, per valori di &k piccoli, di considerare un numero
n di intervall elevato.
Per { = 3, in generale ponendo

M it B " b
(g) Yolo,, + o )Y+o | = A,

To ! !
la (c¢) diventa, per crfeq = g‘j

+ )2 L2
(h) (_MO":) -ﬁ—O(’.[A‘% I;/[ o'i"J — 1 =0
la soluzione &
. —aA—Jl+a(l—A}) g

(1) v, =
14+« M
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Sek=oo(M=M,T=0)&u«a=0 e quindi la (i) porge ovunque

in questo caso perd ¢ ovunque ¢ = 0 e percio il procedimento cade
in difetto,
Scrivendo la (1)

¥ T
I g, = 5§ -
(D ; M
ove
CaA— 1 4a(l— Al
(m) Si = ,
4o
e
Lo
5p == —
Go

L'espressione del momento M in funzione dei termini scritti ¢

e ) I
M= —2boa, {Z S S g [(n —i)Aah + A—h—} + su A----——}

i=1 2 2 3
ed ancora
(0) M = 0 M
ove

1 it-1 ) 1 2
(p) b= - (s A sy fr—di e T S

1’ i=1 2 3




La crisi in presenza di momento fleitente e taglio nelle sezioni sottili, ecc. 419

Se poi si pone

(a) t = —

dalla (4) si ha

¥y . » ¥
M T dy' 1 f oy 1 f
fowy — — e = PO g = 2 s d Y
62] % f ) % . ¥ A yyady
h R h
) Tz 2

€ come sommaioria
i—1 i—1
(r) = 3 Su Sk oy _hf: (S5 + Sia1)
k »5i 2 4kn =1
(i =2,3...n4+1)
In conclusione, quindi, fissato il rapporto M/T = k dalle (0) si
trova M, da cul Ty = AI;:“ ; le (m) e (v) forniscono — a meno

di oo — i diagrammi ¢ e 7.
Il valore T & dato da

[v]

T:be-:dy = 2b6(,ftdy,
i

2 2
e cioe
o1 f2 ol 1 !
I'=2ba, L AR+ Y — --‘----AhJ,
i=2 2
e quindi
(s) T =TT,
ove
V3 :
(1) ¥ = ":fz + 2 (6 + tm)] .
2n S dm2

Per verifica deve risultare M/T = k.
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Il procedimento numerico & stato eseguito con un minielabora-
tore HP 97 dotato di stampante, secondo lo schema di fig. 5.

A
B — c
n-t#{
n-i1=0
i
Fua 5

Il programma si articola introducendo i valori di § ed n avendo
posto:

(w) Ek=1083h
) “ = 16 n? {32
e quindi

_ V3w
(z) f = 2 3

La prima fase A calcola a e s: poi rimanda alla fase C che cal-
cola t; e rimanda al blocco B in cui si calcola s; e poi al C per il
calcolo di #.

L’esecuzione C = B si itera n — 1 volte e si trovanc i valori

Siy L

Poi si passa al programma D che calcola p e 2.
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1.2. Risuliati numerici.

Nella tab. 1 sono riportati 1 valori di p e & per cinque valori di B
calcolati per n — 10 e n = 100.

TaBerLA 1
B 4,025 | 0,125 0,250 i 4,300 2,500
i 0,05774 | 0,28868 | “0,57735 | 1,15470 5,77350
Vn 7 100 J 1000 10 | 100 —10 “ 100 7 10 10{;_ 710 .100

i — — | - S —fe—

0,05678 | 0,25481 10,26481 047534 0,48217 i 0,77167 | 0,77414 : 0,98673 | 0,09500
|
0,98345 | 0,88951 §0,91733 0,82525 | 0,83514 | 0,66821 | 0,67042 | 0,20447 | 0,01748
i | i

wo | 005617
& | 097319

Per il caso di § = 0,025 si ¢ dovuto considerare n = 1000 e n = 100,
Nella seconda riga sono risportati i valori di § calcolati attraverso
la (z); i due valori p e # forniti dall’elaboratore rispettano tali rap-
porti.

E opportuno diagrammare 1 valori di p e di & ottenuti al variare
di 8: essi rappresentanc proprio My, e Tw a meno — rispettiva
oo b

mente — di - - e T, bh (fig. 6).

//ﬁ=0500

£=0.250
7

A=0125

\

8=0025

@ diagramma p (%) reale

@ diagramma p (#) approssimato
F16. 6

28




422 M. Briganite

Nella stessa figura 6 viene riportato {curva 2) il diagramma ap-
prossimato.

La curva 1, chiusa, & la curva limite A della sezione ed & inter-
secata in un solo punto da qualsiasi semiretta uscente dall'origine.
Pertanto ¢ immediata la definizione di punto infermo ed esterno al
dominio limite. L'insieme dei punti interni & il dominio elastco D.
della sezione, I'msieme di quelli esterni & il dominio plastico; la
curva limite ¢ fromtiera comune dei due domini elastico e plastico.

La curva di fig. 6 pud essere estesa ai quattro quadranti con
condizioni di simmetria.

Nella fig. 7 sono disegnati i diagrammi u(B) e ¥(8); mentre
parte daO e tende ad 1, & parte da I per § = O e tende a 0 per § = <.

/

02505 086 B

[

Fic. 7

E interessante osservare che per f§ = 0,86 risulta p = 0,9, e cioe il
momento limite & decurtato del 10 %. Perd deve considerarsi che il
rapporto > 0,86 si verifica solo per travi abbastanza alte. Infatti
per una trave incastrata uniformemente caricata, in condizioni di

2
completa plasticizzazione sotto M, = + W%i 2 si ha alle due estre-
mita:

M — pk
16
T = P [
2
_____ M o_ 1
T 8
e quindi
M 1
B =~ =
Th 8 h

e cio risultera (< 0,86 fiinché h > “sg € cio e abbastanza raro.
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Infine nelle figure 8 ¢ 9 sono disegnati, a meno di &, i diagrammi
c(v)e t(y) per =05 ¢ p =25

M=05Th
TR
B=05 h — A
n=10 I o
-1 . 0000
{ 0,985 0,099 T l y
0196
0286
0368
0439 .
0497 K= 05h
0540
0567
0577
0.57735 g
Myo= 0772 M, ¥ ¥ Ty =0668T
Frc. 8

Nel primo caso il diagramma delle ¢ non si discosta molto da
quello lineare alla Navier ed il diagramma delle © da quello para-

M=25hT
B= 2,5 ,’77/7/7/7/
n=0 T h —
1 i
0959 0,0200 y
0998 00400 '
0,935 0.0559 _
k 0.990 00797 LLELA
| 0,985 hi2 00995]
0978 01197
0971 01386
\ 0967 0,579
\ 0,952 01771
— 0,000 1 -
067735 ?
Myo=0,987 M, y vy Tio=0,204 To
Fie. 9

bolico; nel secondo invece il diagramma ¢ ¢ molto prossimo al ret-
tangolare, menire la sollecitazione tagliante & assorbita prevalente-
mente dalla zona centrale della sezione,
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1.3. La trattazione approssimata della seziome rettangolare.
La trattazione usuale della sezione rettangolare soggetta a mo-

menio flettente e taglio si basa sulla seguente legge delle &, per
M=0 (hig. 1):

v € P CL] —0=—0
L 27 2 ’
[« a} Go - 2y
yeE | ——, — -5 = —
L 2 2 a
yegi h} S o=0
72,2 a

Si osserva che si ipotizza una completa plasticizzazione da sola
sollecitazione normale nel primo e terzo intervallo, mentre in quello
centrale si segue la legge di Navier.

In tale ipotesi la zona centrale pud ancora assorbire sollecita-
zioni taglianti; la <, per ragioni di equilibrio, & quella defla fase
elastica ordinaria, e cioé & parabolica:

2
7).

aZ
Ponendo <., = 1, si ha
T = 2 ab t,
3
d’altro canto & pure
2
ST PR
L L L L\~ “ 7 §]
e cioé
M — ﬂ(g,hz - a?)
12
Eliminando ¢ si ha
s 9 T
4 bt 'cj
2 2 2
_ 602[3 o 2 T J _ bR {3 _ 2 Ti_)
b~ 3.4 4 T




La crisi in presenza di momento fletiente e taglio nelle sezioni sottili, ecc.

¢ cioe
2
T
4 T,
La Jegge che lega M e T & percid
M 3 T2
) M, 4 T,

=]
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questa ¢ (fig. 10) una parabola. Per M < 0 la (%) & sostituita dalla
parabola simmetrica. Il dominio elastico D. & percio lintersezione

delle due parabole, e la curva limite A & la frontiera di D..

M
" x
%\ >
Mo
J 2/3T, | 23T, I
| |
! 2 1 L T i
'ER Vs
Frc. 10
All'ordinata generica v € [— —_—, J si ha
2
o= 0" 2y T = —0-2[1 - 4y
a V3 at

e quindi
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Ponendo 2 - —27 = x, nell'intervallo suddetto, considerato aperto,

& x < 1; quindi si pud scrivere

(**) ye:|_a,i’:_>o_eq<au
2 2

Cio significa che il valore M(T) & tratto nel rispetto dello equi-
librio, ma le corrispondenti tensioni principali definiscono, nel tratto
(# %), un punto interno all’ellisse di Hencky; la sezione non & quindi
tutta plasticizzata, ed il valore di M (T) & calcolato in difetto.

2 , 2

Per T = 3 T., risulta dalla (¥) M = 'y M, .

Si osservi che la trattazione & basata sull’assunto che le © devono
essere equilibrate nel tratto {**) in cut le ¢ variano; quindi per
M < Ms [e ciot M < iMO) la T & comungue pari a—;- T,, poiché la

T (v) & comunque fornita da

2
Tﬁ’tu(l—ﬁl Y
h?

Se ne trae che il dominio limite & lintersezione di quello gia
ottenuto (fig, 10) con la striscia di piano definita dalle due disequa-
Zioni

21, =T= 2

3 3

T,

Nella fig. 6 & riportalo, assieme alla curva reale, quella oflenuta
seguendo guesto procedimento approssimato.

2. - IL CASO DELLA SEZIONE A DOPPTO T,

L'estensione del procedimente proposto al caso della sezione a
doppio T consente di definire il dominio esatto nel pilano M, T.
L'ipotesi da rimuovere — rispetto alla trattazione approssimata —
& quella di considerare una tensione normale costante lungo una
corda paralella ad x dell'ala. Si vuole cioé tener conto anche per
Pala della presenza delle © che comportano una variazione di o. se-
condo x.

Si vedra che tale variazione & pili 0 meno spinta a seconda che
si abbia un predominio di M su T o viceversa e pertanto la rimo-




La crisi in presenza i momento fleitente e taglio nelle sezioni sottili, ecc. 427

zione dell'ipotesi suddetta risulta necessaria e significativa solo per
particolari geometrie del profilato e per particolari valori del para-
metro 3.

L'estensione al caso della sezione a doppio T pud effettuarsi con-
siderando la sezione come composta da pit rettangoli, per ciascuno
dei quali valgono le relazioni riportate per la sezione rettangolare
bxh.

Nella fig. 11 st riporta un diagramma probabile delle tensioni
o e 7 che rispeiti la relazione fondamentale di Hencky.

T

012\,‘,1“3'[-'5‘ '51=2'5n 01/62

-1 Gy

B {
1

Fic. 11

Pu® applicarsi ripetendo per ciascuno dei rettangoli costituenti
il profilato a doppio T la considerazione faita per la sezione rettan-
golare con l'aggiunta perd di una equazione di equilibrio che lega
le t nell’'anima a quelle dell’ala.

2.1. Il procedimento numerico applicato alla sezione a doppio T.

Si schemitizzi la sezione come in fig. 11 dividendola nei rettan-
goli 1, 2 e 3.
Per il rettangolo 1 rimane completamente valido il programma

. . . . . .
che fornisce 1 valori s; e #; 2 meno di N‘i’— L'unica accortezza & quella

relativa alla scelta del parameiro B (attivatore del programma) che
¢ legato all’altezza della sezione

M=8TH
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e dunque per un cerio valore

M,
T
si ha
k
b= H

e quindi se si sceglie un 8 relativo alla sezione globale, vi sara {3,
per l'ala, funzione di quello globale pari a:

—p-
8. =8 B

ove H = altezza del profilato

B = base del profilato

SEZIONE N ESAME

|,62=10mm
[ ]
!
0=20mm
H=1000mm
; 1 ]
‘ R =50 [
it T v T i
1 1
Fis. 12

Il programma 1 dunque fornisce
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Per l'attivazione del programma sul rettangolo 2 occorre imporre
una condizione di equilibric che fornisca i valori della o e della <
sulla corda iniziale. Essi sono forniti dalla condizione di equilibrio

(2 Tu 5)1 = (T1 8)2

rzy(x] su meld ala G, {x) su meta ala

=)
- =)
i
Bt e P o 2
o |13 | | L LR L L Ly
ooodooooo

<

aS]
—.—

——
=]
.
)
.

H=1000mm
B= 500 .
- gt B
g = 0025 2
n=10 0,571
o120
0,010 G571
G’Z (y) 0'004 0,57?
su mets
anima {0002 0.571 o)
Ty ly
0,571 zy
0.0009 [ su metd
covoz |2 0571 | anima
00001 | 8571 |
A 0,571
My, =010 0.571
Tio =0,999
0,571
4 =040 AN
# =0999 | [osn
y ‘1"
Fic. 13

e della condizione di Hencky scritta sulla prima corda del rettan-
golo 2

o + 31, =1
ponendo

o, = 1
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Pertanto i successivi valori o:, =, sone forniti dalle relazioni

(a") o = MO';?
’ M AJIQ d k3 *
(b S I I
k 2 iz !
rzy[x)su meta ala o, (x)su metd ala

W
7}
W
o3 2
S%
o®
L Telllsl —
=) (= P o | e Ei
o nfolioliolo)io)
S o|od|o|oiolol

B
=
=

)

I

Jj
S

)

= 1000 mm
B = 500 »
61: 10 »
o= 20
M=8TH
§ = 0125 0143 -
n =10 0,010 £= 057
: 0,571
. 0,004
Mo = 0,229M, 0571
T o = 09997, %002 e
0,0008 ' .
T
# =0229 0,0002 |hj2 RALANE S
& =0,999 00001 0571 |anima
0571
0,000
a,(y) su meta 2571
anima 0,571
057
¥
Fic. 14
e quindi
(') ol =M o 4 = Yo (o, + o))
ieq i 4 k T -1 i

Per il rettangolo 2 quindi, detti

*

g, =4

o+

T, = b
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noti in quanto legati a quelle del rettangolo 1, si ha:

(d") g = g
M

e per i = 2 la (¢’) fornisce:

Tzy(x) sumeta ala az(x) su meta ala

F—

0567
Uz(v)t\ {0136 e sl
sumeta
anima 110,128 0:967

My = 0.298 M, | 0118 0.989 oo (y)

0569 | FzvtY

su meta

Tio=0.9827T, Homm (b2 | :
0.570 anima

{0,103 |
0,570
1w =0,298 [ 0,096 |
0,571
#=0982 ooes =
0,083 ‘
o 0571
0,000 _4
Y |
F1G. 15
posto
s 3(ARN? 3 2
(¢ “= =2 T
4 k 16 n2k?
oo — 1 o
(f") fy = e 2

431
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Per i = 3, e ponendo

(g")

si ottiene

(k')

ovvero

(i’

Go

M [:Z;i (cri,

Tzy{x)sumetd ala

i

6,(x) sumetsd ala

P

Py
23338788888
SodocosIddood Lelolo
m o
O [RYFBT O
F — OO
Bf2 | | B/2
T T r
Myo=0.758M, M=8TH H=1000 mm
Teo=0719T; g -0.50 B= 500 »
p =0.758 ) = 10w
& ~0.719 n =10 4= 20 ¢
0711 o 0405
0,700 0,405
0,670 0,405
0,659 0405
0,405
o, (y) Tzyly)
Slj metd hi? 0.406 sumetd
anima 0403 anima
""" 0407
0,407
0,408
0,570
Frc. 16

—ocA,vﬁ\/l—l—on(lwAf) 5.

. 1+ o M
w Co
o = s T
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ove

—aA 11 a(l =A%)
A0
1+«

()

5 = -

Ty (x} sumeta ala o, (x) sumetd ala

0219
1,000

(2]
S
N
e
——

M=§TH M, =097M,
B :100 Tk0=0,196TD
® =097
n =10 & = 0196
0,925 o
0,921
0,908
0,905
0892
gyl [T — 0220 Tzyly)
su metd 0885 ta
) | hj2 10220 sumetd
antma 0887 antma
iy 0,220
B 0878 __lozo
0881 | | {22
0858
0.000
1 0577 .
¥ A
Fic. 17
Ed ancora, posto
T
r [ —
G()
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e ciogé

1 il
f=— —
k fi=1

\ " 1 i—1
St S A= - T (s Sen)
2 dfn =1

i=12...n-4+1

In modo dunque perfettamente analogo al caso del rettangolo,
si definiscono

Mo = M,
ch- - ﬁ To

ove M, e T, sono rispettivamente il momento ed il taglio limite di
espressione:

2
D .
4 2

Tu = To 82 H

e quindi p ¢ & rappresentano i rapporti adimensionali

b= My,
M()

5 = Lk
T,

Nella tab. 11 sono riportati i valori di u e & al variare di f. I
caleoli sono stati condotti con riferimento ad un unico profilato com-

TaprLLA T
i 0,025 0,125 0,250 | 0,30 0,75 1,00 2,50
/8 T,ll(} 0,;199 G,294 1,05 1,782_ ) 47549 - 770,7879
_n_ - ,121 _— _10_ 107 . " . - . 10..... " -
_p,_ 7 70,1107 0,489 0,289 07;8 B E&E . U_,()?OV ?9;0_
_i} 7"0,9;; . 7b,999 7 0,982 0,719 0,5070 : (}71;6 | .0_,691
i

posto con piatti (fig. 12) facendo variare il parametro B. I diagrammi
delle tensioni ¢ e t sull'ala e sull’anima sono riportati nelle figg. 13,
14, 15, 16 e 17.
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In queste si & disegnato solo metd ala superiore e metd anima,
data la simmetria biortogonale.

Dai diagrammi poi si risale ai valori M e Tk che definiscono
il dominio per quel profilato.

E interessante notare come il dominio & funzione del profilato
scelto e che la sua forma varia al variare di questo; in particolare
cio e evidenziato dal fatto che per valori di B crescenti si registra
un valore di M costante fino ad un particolare 8 (8 limite) risultando
cosi al variare di M (in un certo intervallo definito da [B =0, Ginl)
uguali valori di T. Cio ¢ chiarito bene dai diagrammi delle tensioni
rportati nelle figg. (13..17). Si osserva infatti che per § = 0,025 (fig.
13) le tensioni normali sull'ala diminuiscono con una legge molto
rapida, ed altrettanto rapidamente aumentano le © che raggiungono

0.250 .
0125 050 075 100 25

F1c. 18

il valore massimo tu. = 0,571; aumentando B (B = 0,125, B = 0,250)
varia solo la legge delle ¢ e © rimanendo perd 1a tme = 0,571. (E ciot
i valori sulla prima corda del rettangolo 2 sono sempre gli stessi).

Questo succede fino ad un certo valore di f, che varia per ogni
profilato, dopo del quale la distribuzione varia e quindi il dominio
si stacca da quello di Rankine.

Questa corrispondenza che lega ad un valore di T pit valori di
M si giustifica considerando che, per valori M — T particolari, e cio¢
B molto basso, le ali non danno notevole contributo al taglio; il
valore del taglio ammissibile dipende unicamente dalle dimensioni
dell’anima e pertanto finché sulla ala non si registrano valori di o
tali da imporre una riduzione cospicua delle t© sull'anima, cioe finché
il valore estremo di = sara 0,571 = V3 ¢,, Ti sara praticamente ugua-
e aT,.

E chiaro quindi che all'aumentare di M, e quindi di B, si esa-
spera la costanza delle ¢ sull'ala figg. (15-16-17) riducendosi la © e la
curva del dominio si distacca da quella alla-Rankine (figg, 18 e 19).
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Il distacco del dominio esatto da quello di Rankine avviene tanto
piti rapidamente per quanto maggiore & lo spessore dell’anima rispetto

a quello dell’ala.
Infatti se si aumenta il valore dell'anima rispetto a quello dell’ala

{questo funziona per travi che devono sostenere forti valori del ta-

Ly
) < R Daminio g, %
P=Mko/Moi QL:L Qg. % Qé//
L M=8TH
H=1000 mm
@ B= 500 n
; &= A0 n
@ 0290 6= 20
/%20!125
/
3=0,025
|
3 F t } } 1 1?k=ch.'IT0

@ Diagramma p {$) approssimato

(@) Diagramma p (#) reale
FiG. 19

glio) succede che la © all’estremo superiore dell’anima si riduce {per
rapporti 8,/8; > 1) rispetto a quella dell’ala essendo

Tanima = 2 Talo 51/52

e quindi pitt rapidamente si ha Te 7= Ta.

Per i profilati normali (serie IPE ed HE) il tratto costante con B
¢ pilt ampio essendo per quest profilati &; > 8. e cioé per questi
profilati, proporzionati soprattutto per azioni flettenti, occorrono alti
valori di B per trovare uno scostamento del dominio di Rankine.
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Alcuni omomorfismi tra reticoli di sottogruppi

Nota di Francesco de Grovannt (a Napoli)
presentata dal socio ordinario Mario Curzio

{Adunanza del 2 dicembre 1978)

Summary., — Let G be a p-group (p > 2), not locally cyclic, and verifying the con-
dition on normalizers, H a group and ¢ :!(G) = /{H) a v-complete homomorphism
such that ¢ (I (G)) = sn(H); then H is a pgroup, locally finite and |Gi=|H]| Besides
if G is an abelian torsion-free group, H is locally nilpotent and @ is complete, also H
is an abelian torsion-free group.

SoMMARIO. — Siano: G un p-gruppo {p > 2) non localmente ciclico & verificante
la condizione dei normalizzatori, H un gruppo e o:1(G)—1(H) un omomorfismo
v-completo tale che ¢ (1(G)) = sn (H); allora H & un p-gruppo localmente finito e
1G| = j H|. Inolire s¢ G & un gruppo abeliano senza torsione, H & localmente nilpo-
lente e @ & completo, anche H & abeliano senza torsione.

N. 1. — T sottogruppi di un gruppo G costituiscono un reticolo
1(G), non sempre l'insieme s1(G) dei sottogruppi subnormali di G
pud essere strutturato come un sotforeticolo di 1(G).

Nel presente lavoro si considerano alcuni omomorfismi ¢ : 1 (G) —
— [ (H) tali che ¢ (1(G)) = sn(H); in questi casi sn (H) & ovviamente
sottoreticolo di { (H). Se G & un p-gruppo verificante la condizione dei
normalizzatori e se p ¢ un primo > 2, supposto ¢ V-completo' e G
non localmente ciclico, si prova (cfr. N. 2) che H & un p-gruppo lo-
calmente finito ed equipotente a G, Nel N. 3, se G & abeliano aperio-
dico ed H localmente nilpotente, si riconosce che la completezza di ¢
Implica che H & abeliano senza torsione.

Nomenclatura e notazioni sono per lo pit quelle usuali, in parti-
colare si fa riferimento a [1] e [6].

T Bia ¢ : £ — £ un omomorfismo di reticoli. Dicesi che ¢ & v-completo (A -completo)

se, e solo se, si ha ¢ (vx)=voux.{p(Ax)=A¢px) per ogni famiglia (x) _di ele-
iel jel rel iel fel
menti di £; un omomorfismoe alio stesso tempo V e A-completo chiamasi completo.

29
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N. 2. — HEINEKEN [4] ha dimostrato tra l'altro che se G & un
p-gruppo finito non ciclico e se p > 2, l'esistenza di un isomorfismo
[(G) — sn (H) comporta |G| = |H|. Allo scopo di conseguire una ge-
neralizzazione di questo risultato, si premettono alcune proposizioni.

2.1. — Siano: £ ed £ reticoli dotati di massimo e di minimo,
o : £ — £ un epimorfismo. Se x & un atomo duale di £ e se ox # 1,
@ x & un atomo duale di £’

Dimostrazione. Negando la tesi si abbia ¢ x < v < 1 per qualche
y € £'. Considerato un x" € £ tale che ¢ " = y, non puo essere x’ < x
in quanto si avrebbe y =¢ x' < ¢ x, riesce cosi’ 1=¢(1)=¢(x V ') =
=oxVox'=90oxVy=y <1, cio che ¢ assurdo

2.2. — Siano: G un p-gruppo finito non ciclico, ¢ : [(G)— [ (H)
un omomorfismo tale che o (1(G)) = sn(H) ed H 1. Allora, se p > 2
o se G ¢ abeliano, si ha |G| = |H|.

Dimostrazione. Per un teorema® di SUZUKI ¢ & un isomorfismo,
dopo di cio (cfr. [4]) risulta |G| =|H|.
Si ¢ ora in grado di ottenere il

TEOREMA 2.3. — Siano: G un p-gruppo verificante la condizione
dei normalizzatori e non localmente ciclico, ¢ : [(G)— [ (H) un omo-
morfismo \V-compleio tale che ¢ (I(G)) = sn(H) ed H 5 1. Allora, se
p > 2 o0 seG é abeliano, H & un p-gruppo localmente finito ed |G| =
= |

Dimostrazione. L'omomorfismo ¢ & V-completo e percio si trova
un sottogruppo finito A < G tale che ¢ (A)+# 1, ma esiste anche
un sottogruppo finito non ciclico B = G e, tenuto conto * che |AV B | <
< e, K=AV B & un sottogruppo [inito e non ciclico e ¢ (K) == 1.
Riesce G = V X con ogni X finito ed includente K, si ha pure ¢ (X) =1

Xel
e ¢ subordina un omomorfismo Y : [ (X) =1 (o (X)) con ¢ (I (X)) =
= sn (9 (X)), e per la 2.2 si ottiene | X| = | ¢ (X) |.
Da quanto precede discende facilmente che H & un p-gruppo lo-
calmente finito. Si provera per induzione transfinita che |G| = |H].

? Ovviamente: @ (1) =1 e ¢ (0) =0.

* Siano: G un p-gruppo finito, £ un reticolo non banale, ¢ un epimorfismo 1(G) —
— &. Se ¢ non ¢ un isomorfismo, G & ciclico o quaternicnale (cfr. [7]).

* Un gruppo verificante la condizione dei normalizzatori ¢ localmente nilpotente

(cfr. ad es. [6]).
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Il gruppo G verifica la condizione dei normalizzatori e quindi esiste
una scrie ascendente

I=H. <H <..<H.<He.<...<H;, =G

a fattori di ordine p. Posto K, = o{(H.,), si assuma come lecito
Ka == Ky per o= 6.

Assunto | K. | = | H. |, si riconoscera che [Kuyi| = [Hay: |- La re-
strizione di ¢ ad ! (H..:) & un omomeorfismo [(H.,)—1(K..1) tale
che @ (! (H.1}) = 517 (Kuy) ed inolire (cir. 2.1) K, & normale massimale
in K..1, percid, essendo H localmente nilpotente, riesce [Kuii/Ka| = p
e quindi | Ker1| = | Hevt |. Se poi a & un ordinale limite e | Kg| = | Hg |
per ogni B < &, K. = |J Ky & ovviamente della stessa cardinalita di

Bzo
H. .

OSSERVAZIONE., — Nel TeoreMa 2.3, se G non & abeliano, non si
puod prescindere dall’ipotesi p > 2. Esistono controesempi con G fi-
nito o non, come illustra la situazione seguente: G localmente qua-
ternionale, H un gruppo semplice = 1, o : [{G) — [ {H} dove ¢ (1) =
=1eo(K)=H per K+ 1.

Si tratterad ora il caso dei p-gruppi localmente ciclici.

24, — Sia G un gruppo z'perabeliano“con sn (G) catena ascendente
di tipo ordinale w. Allora G & isomorfo a qualche 7.(p”).

Dimostrazione., Ogni sottogruppe subnormale H < G & metabe-
liano e finito?, inoltre G & unione insiemistica dei suddetti H. Ne
segue che G & metabeliano e che quindi G’ < G. Dopo di cio G’ & fi-
nito in quanto sottogruppo subnormale proprio di G.

Il gruppo G/Zs{G") ha ordine finito al pari di G’ e, siccome ogni
quoziente = 1 di G & infinito, si ottiene G’ < Z (G); in tal modo G
risulia nilpotente e, poiché sn{G) ¢ una catena, si ha G = Z (p~).

TeEOREMA 2.5. — Siano: G un p-gruppo localmente ciclico, H un
gruppo iperabeliano =1, ¢ : [{G)— [(H) un omomorfismo Y -com-
pleto tale che ¢ (1{G)} = sn (H), Allora H é un gruppo di uno dei tipi
seguenti:

(1)} gruppo ciclico primario;
(2) di ordine g* - * (g, t primi) a sottogruppi di SyLow ciclici e
con Zu(H') = H’;
(3) isomorfo a qualche Z(g~).
* 5i constala facilmente che H & fnito, come discende dalla finitezza di sn(H) e

dail’'essere H iperabeliano. Dopo di ¢io {(cfr. [2]), H & a sottogruppi di SyLow ciclici
e percid metabeliano,
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Dimosirazione. 11 reticolo sn(H) & una catena di tipo ordinale
o= w, Se a < w, a risulta fAinito e quindi (cfr. [2]) G & un gruppo di
uno det tipi (1) € (2). Se o = w, la 2.4 assicura che G & isomorfo a
qualche Z (g=).

N. 3, — Siano: G un gruppo abeliano aperiodico, H un gruppo
localmente nilpotente, ¢ : [ (G)— [ (H) un omomorfismo completo tale
che ¢(I{G)) = sn(H). Si dimostrera che anche H & abeliano senza

torsione.

31. — Siano: G un gruppo aperiodico, ¢ : [{(G) = [ (H) un omo-
morfismo compleio iale che o (1(G)) = sn{H). Allora H non possiede
sottogruppi subnormali semplici = 1.

Dimostrazione. Negando la tesi, sia K= 1 un sottogruppo sem-
plice e subnormale di H. Considerato un K = G per cui ¢ (K) = K,
o determina un epimorfismo completo di [ (K) su {1, K}; in tal modo
K # 1 & periodico ® e si perviene a un assurdo.

3.2, — Siano: G un gruppo aperiodico, H un S-gruppo risolubile,
w : 1{G)— [ (H) un omomorfismo completo tale che ¢ (I (G)) = sn (H).
Allora I é aperiodico.

Dimostrazione. Se H & abeliano, 'asserto segue da 3.1. Suppo-
sto H di lunghezza derivata n > 1, si fara induzione su n. Conside-
rato un K = G per cui ¢ K = H’, ¢ subordina un omomorfismo com-
pleto [{(KY—I(H") e st ha ¢ (! (K)) = sn{H"); per l'ipotesi induttiva
H’ & aperiodico, Negando la tesi, esista un x ¢ H di ordine primo.
Riesce H' < x > € sn(H) ed inolire H' < x > = H x < x > in quan-
to H & un S-gruppo; ne segue < x > € sn(H) e cid & assurdo per
la 3.1.

Si & ora in grado di ottenere il

TEOREMA 3.3. — Siano: G un gruppo abeliano aperiodico, H un
gruppo localmente nilpotente, ¢ : 1{G)— [ (I} un omomorfismo com-
pleto tale che 9 (I(G)) = sn(H). Allora T & abeliano senza torsione.

Dimostrazione. 1] reticolo si (H) ¢ modulare tale essendo [{G),
sicché lo & pure [(H) (cfr. [5]). T classici teoremi di Iwasawa sui
gruppi modulari assicurano che H & risolubile, ma allora (cfr. 3.2) H

®* Stano: G un gruppo aperiodico, £ una catena finita con |¢|> 1. Allora non
esiste alcun epimorfismo completo di 1(G) su £ (cfr. [8]).
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& aperiodico. La dimostrazione si completa osservando che ogni gruppo
modulare aperiodico & abeliano.

OSSERVAZIONE, - Nelle ipotesi del Teorema 3.3, G ¢ H possono
non essere isomorfi, Se G & il gruppo additivo razionale e se H & ci-
clico infinito, esiste infatti un epimorfismo completo di /(G) su {{H)
{cfr. [8]).

Si concludera osservando che

TeEGREMA 3.4. — Siano: G un gruppo abeliano libero, H= 1 un
gruppo localmente nilpotente, ¢ : 1(G)=—> [ (H) un omomorfismo com-
pleto tale che o {l(G)) = su(H). Allora H e G sono isomorfi.

Dimostrazione. H & abeliano aperiodico (cfr. Tror. 3.3) e, ci0 os-
servato, si supponga in primo luogo G ciclico. Considerati un sotto-
gruppo K# 1 di H e un K = G tale che 9 (K} = K, ¢ subordina un
epimorfismo ! (G/K) — 1 (H/K), onde H/K ¢ finito tale essendo G/K.
Per un teorema di Feporov [3] larbitrarietd di K assicura che H ¢
ciclico. Si abbia ora G = X G; con ogni G; ciclico infinito. Riesce’

iel
9 (G) =1 e ¢ determina un epimorfismo completo [(G) — 1 (g (G)),
per quanto sopra visto G, e ¢ (G;) sono isomorfi, onde G ¢ isomorfo
ad H = X o (G}

iel

7 Siano: G un gruppo aperiodico, ¢ un epimorfismo completo di 1(G) su di un
reticolo non banale, Aliora da A< G e ¢ (A) =0 discende A =1 {cIr. [8]).
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Sul prolungamento delle funzioni
numerabilmente additive

Nota di IMMACOLATA DEL PRETE
presentata dal socio ordinario FEDERICO CAFIERO

(Adunanza del 2 dicembre 1978)

R1assUNTO, — L'autore da una generalizzazione di un teorema di prolungamento
di J, Von NEUMANN relativo a funzioni numerabilmente addilive in un half-ring, sosti-
tuendo alla struttura di half-ring una struttura pitt generale.

SumMMARY, — The author generalizes a Von NEUMANN extension theorem for
countably additive functions on an half-ring by replacing the structurc of half-ring
with a more general one.

Rimonta a J. voN NEUMANN un notevole teorema di prolungamento
concernente le funzioni numerabilmente additive in un half-ring '.

Una generalizzazione di tale teorema di prolungamento ¢ stata
data da F. CAFIERO? che ha sostituito alla struttura di half-ring una
struttura pit generale, quella di famiglia generatrice di un clan’.

Un'altra generalizzazione del citato teorema di J. VON NEUMANN
¢ stata data da A. C. ZaaNEN* che ha sostituito alla struttura di half-
ring quella piu generale di semi-ring>.

! Cfr, J. Von NEUMANN [6], p. 94 th 10-1-12; p. 95, th 10-1-14. Cfr. anche P. R.
Harnmos [4], p. 37 (5).

Un insieme H non vuoto di parti di un insieme S chiamasi half-ring quando le
intersezioni di coppie di insiemi di H appartengono a H e per ogni differenza propria

X-Y di insiemi di H, esiste una famiglia finita crescente (H,, H,,...,H,), n>1, di in-
siemi di H, di primo elemento Y e di ultimo elemento X, tale che le differenze pro-
proprie H;,; — H; appartengono a H per ogni ie {1l,...,17 —1}.

2 Cfr. F, Cariero [2], p. 89, proposizione 4.

! Un insieme § non vuoto di parti di un insieme S chiamasi famiglia generatrice
di un clan quando l'insieme delle unioni finite di insiemi mutualmente disgiunti di &
& un clan (per la nozione di clan, cfr. N, DINCULEANU [3], p. 1). Si verifica facilmente
che: condizione necessaria e sufficiente perché un insieme non vuoto § di parti di un
insieme S sia una famiglia generatrice di un clan é che le intersezioni di coppie di
insiemi di § e le differenze proprie di insiemi di § siano unioni finite di insiemi niu-
tualmente disgiunti di § (cfr. F. CAFIER0, G, LEITA e A. ZITAR0SA, Misura e integrazione,
Liguori editore, in corso di stampa).

+ Cfr. A, C. ZAaNEN [8], p. 22-27.

5 Un insieme § non vuoto di parti di un insieme S chiamasi semi-ring quando
le intersezioni di coppie di insiemi di & appartengono a §, e le differenze proprie di
insiemi di § sono unioni numerabili di insiemi mutualmente disgiunti di 8.



444 I, Del Prete

Poiché la suddetta proposizione di A, C. ZaaNEN non & confron-
tabile con quella di F. CAFiERO, si pone la questione di una ulteriore
generalizzazione del teorema di J. von NEUMANN contenente le citate
proposizioni di F. CAFIERO e A. C. ZAANEN,

A tale questione & appunto dedicata questa nota, nella quale si
da una generalizzazione del teorema di J. von NEUMANN sostituendo
alla struttura di half-ring una nuova struttura, piit generale di quelle
considerate da F. CaFIBRo e A. C. ZaANEN, che viene chiamata nucleo
(cfr. n. 1).

La ricerca & condotta fruendo della teoria degli insiemi misura-
bili (secondo CARATHECDORY) rispetio a una misura.

1. — Un insieme non vuoto 9T di parti di un insieme S sara
detto un nucleo su § quando per ogni coppia (X, Y) di insiemi di 8¢
esistono una partizione di XY e una di X — Y con gli elementi in
9, entrambe numerabili®.

In proposite, utile & Fosservazione seguente:

(1.1) Una funzione numerica ¢ non negativa, numerabilmente
additiva in un nucleo &, & numerabilimente sub-additiva in senso
forte’.

Dim. — Se X & un elemento di 9 e (X,)e: & un ricoprimento nu-
merabile di X con gli elementi in 9T posto Y, = X; ¢, per ogni in-
dice 1 > 1,

-1
le — Xrl _ U Xf;
i=1
per ogni # € I esiste evidentemente una partizione numerabile (Z, ) di
Y.NX con gli elementi in 9.
Poiché risulta
X = Uuz,

n k

¢ Precisiamo esplicitamente che in questa nota chiamiamo numerabile un insieme
che sia equiponente a una parte di N,

" Una funzione numecrica ¢ non negativa definita in un insieme J di parti di un
insieme S dicesi finitamente (risp, mumerabilmente) sub-addittiva (in ) in senso forte
quande, qualunque siano l'elemento X di J ¢ il ricoprimento (X,) finito (risp. nume-
rabile) di X con gli elementi in ¥, risulta

@ (X} =< o X).

# Qui e nel seguito supponiame che linsicme degli indici di un ricoprimenio nu-
merabile sia un intervallo di N di primo elemento 1.
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per la numerabile additivith di ¢ risulta
e(X) =12 chp(Z,”j);
essendo inoltre, per ogni n eI
UZ, <X,
.
per la super-additivita di ¢ si ha evidentemente:

); 9 (Z,) < o (X)
e quindi

e (X) = ; o (X,)

Una condizione sufficiente per la misurabilita di un insieme X
rispetto alla misura esterna y, generata da una funzione (non ne-
gativa) v+ ™ & fornita dalla proposizione seguente:

(1.2) Un insieme X & misurabile rispetto alla misura esterna v,
generata da una funzione vy (non negativa) se, per ogni elemento Y
dell'insieme di definizione & di esisiono una partizione nuwiera-

Y}

* Una funzione numerica ¢ non negativa definita in un insieme § di parti di un
insieme S dicesi super-additiva {in ) quande qualunque siano Uelemento X di & e 1a
famiglia finita (X,) di elementi di J contenuli in X e mulualmente disgiunti, risulta

pX)=zZo X

Si verifica facilmente che una funzione ¢ non negativa numerabilmente additiva
in un nuclco 8¢ & super-additiva.
Detto infatti A un clemento i 90 e (A} una famiglia finita di elementi di 87
contenuti in A, poiché
A—UA, =N - A)
u "

esiste una partizionc numerabile (B,) di A —UA, con gli elementi in 8.

Dalla rclazione
A = {(UAJUI(UB,),

in virth della numerabile additivith & ¢ si ha quindi

oA} = Zo (A

¥ Chiamasi misura esterna una funzione nulla sul vuoto numerabilmente sub-
additiva in senso forte in una iribnt ereditaria (per la nozione &i tribl ereditaria,
cfr, N. DincULEARU {3], p. 64).

Se y & una funzione numerica non negativa definita in un insieme § di parti
di un insicme S$ al quale appartenga il vuoto, nulla sul vuoto, ¢ se &(J} & la pitt
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bile (Y. ) di YNX e una partizione numerabile (Y))di Y — X con gli
elementi in J, tale che

Y(¥) = Ty (V) + v (Y,).

Mn

Dim. — Se Y & un elemento di 8 ()" e £ & un numero reale po-
sitivo, esiste un ricoprimento numerabile (¥,} di Y con gli elementi
in o tale che

(1) Y (Y) + &= X‘; Y (Yu.)-

In virtl delle ipotesi fatte esistono, per ogni #, una partizione nu-
merabile (Z,:") di ¥.NX e una partizione numerabile (Z,’:") di ¥. - X,

entrambe con gli elementi in J, tali che

v (V) = v (Z)) + Ly (Z.").

h

Poiché risulta

Y (Z,") = v, (Y.NX)

iy (Z,") = v, (Y. — X)
si ha anche

;Y(Yn) = ZY (¥,.NX) + Z*r (Y. — X).

Essendo

YAXCU(Y.NX) e Y-XcUXF, —X),

in virtlt della sub-additivitd in senso forte di v, si ha

;Y(?TI) = Y (Ynx) + 'Y.-,-. (Y - X)

piccola tribii ereditaria di parti di S centenente d, denotato, per ogni X di & (&N, con
%, l'insieme dei ricoprimenti numerabili di X con gli elementi in J, l'applicazione
definita in & (J):
¥+ :X— inf Ty (X))
(XH € g\) "

& la pilt grande misura csterna in § {J) avente restrizione a J minore o uguale a 7.
Essa dicesi misura esterna gencrata da y ed & un prolungamento di y se y €
numerabilmente sub-additiva in senso forte.
U Cfr. nota 10.
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e quindi in virta della (1)
Yo (Y) = v, (YNX) 4+ 7, (Y —X)

e che implica ['asserto.
Utile ¢ anche osservare che:

(1.3) Due misure positive in una tribit T sono o-finite* e uguali
se tali sono le loro restrizioni a un generatore  di G tale che, per
ogni coppia di suoi elementi, esista una partizione numerabile, con
elementi in &, della loro intersezione.

Dim. — Poiché il reticolo & generato da J & l'insieme costituito
dal vuoto e dalle unioni finite di intersezioni finite di insiemi di
e d'altro canto ogni intersezione finita di insiemi di J ammette una
partizione numerabile con gli elementi in J, si verifica facilmente che
due misure positive in T w e p», coincidenti e o-finite in J, coincidono
e sono o-finite in &.

Invero p e p» sono evidentemente o-finite anche in & e coinci-
dono sulle intersezioni finite di elementi di J, Conseguentemente, es-
sendo modulari in & (in quanto modulari in %), coincidono anche
sulle unioni finite di intersezioni finite di elementi di J" e quindi
in &.

Poiché, in virtl della o-finitezza di p e e in &, la tribu generata
da & coincide con la tribli generata dal sottoreticolo &’ di & costi-
tuito dagli elementi di & sui quali le misure sono reali, I'asserto sara
acquisito se faremo vedere che p, e p, sono o-finite e uguali sulla tribit
gencrata da R’

Ora, poiché il clan @ generato da &’ & l'insieme delle parti di S
ognuna delle quali ¢ una unione finita di differenze proprie mutual-
mente disgiunte di insiemi di &', si ha che p, e p, coincidono e sono
o-finite su @.

 Una funzione numerica ¢ non negativa definita in un insieme J di parti di un
insieme S dicesi g-finita in J quando, qualunque sia l'insieme X di &, esiste un rico-
primento numerabile (X,) di X con gli elementi di J, tale che

o (X,) < + oo

per ogni .
" Se ¢ e una funzione modulare in un reticolo &, qualunque sia l'intero positivo
n=2e ln pla (X,,X,,...X,) di elementi di & risulla
T oe(NX) +o(UX) = = ¢(nX)
Ie}’ =1 iel
dove P, e P, denotano rispettivamente l'insieme delle parti di {1,...,n} il cui car-

dinale & dispari e quello delle parti non vuote di {1,...,1} il cui cardinale & pari.
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- Resta da dimostrare che p. e p2 coincidono sulla triblit T gene-
rata da &.
Detto K l'insieme degli elementi di G su cui w e p: coincidono,
chiaramente si ha

Cch G

Se A, & una successione crescente di elementi di J{, posto

A=UA,,

n

si ha che

i (A) = linm w (A = 1i£n t2 (Ay) = pz (A)

e quindi A appartiene a .
K & pertanto un insieme monotono ¥ contenente € e quindi ne-
cessariamente

HA=%"H

La o-finitezza di s e y» consegue dalla osservazione che ogni in-
sieme di © & contenuto in una unione numerabile di insiemi di J.

2. — Denotato, per ogni insieme non vuoto J di parti di S con
8 (J) la tribu generata da J, dimostriamo la proposizione seguente:

(2.1) Se la funzione y o-finita in un insieme J & tale che gli insiemi
di J siano misurabili rispetto alla misura esterna v, generata da ¥,
Pinsieme OV dei v, -misurabili appartenenti a & (J) é il compleiamen-
to di 8 (&) rispetto alla restrizione di v, a 8 ().

Dim. — Poiché § & contenuto nella tribit 9T risulta:
8 () c 9.

Cid posto dimostriamo innanzitutto che per ogni X € & (J) esiste
un elemento Y di 8§(J) (e quindi di 91T) tale che

Y2 X e 7. (Y) = 1. X)

4 Cfr, N, DiNcuLeaNu {31, p. 9.
15 §i osservi che la tribll generata da un clan @ & il pit piccole insieme mono-
tono contencite &,
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Ovviamente, per ogni k € N, esiste un ricoprimento (X:) di X
con gli elementi in &, tale che

1

Posto Xy =UX, si ha per la numerabile sub-additivita di vy,

Yo ()= w2 Dy (X)) = v, () + o

Allora l'elemento di $(J)
Y = N X
k

contiene X ed & tale che
v: (X) = v (V)
Dimostriamo ora che se A & un elemento di 9T, A & del tipo
A=AUA"

dove A’ appartiene a 8§ (J) e A” & contenuto in un insieme B di & (J)
tale che v, (B) = 0.

Sia A e 9 e sia v, (A) < + . Per guanto detto esiste un ele-
mento C di 8 (J) (e quindi di M) tale che

C2A e v, (C=~,(A)
ne segue che
v, (C —A) = 0.

Sia D un elemento di §(d) contenente C — A e tale che
v (D) = v. (C—~A)=0
¢ sia ancora E un elemento di § (J) contenente AND e tale che
v« (E) = v.(AND).
Essendo evidentemente
v+ (AND) = 7,(D) = 0

si ha v, (E} = 0.




450 [. Del Prete

Poiché risulta A — (C — DYU(AND) I'asserto &, nel caso in esame,
dimostrato.

Sia ora Ae O e v, (A) = + . In virtit della o-finitezza di v e
della misurabilita degli insiemi di J esiste una successione (A,) di in-
siemi misurabili e di misura v, finita la cui unione & A",

Allora, per ogni », risulta

A, = A UA]

dove A, & un elemento di §(J) e A & contenuto in un clemento
B, di §(3) tale che
T (B") =0
Poiché
A = (UA, JU(UA))

e inoltre UA,

i

UB, che & un elemento di 8§ (J) su cui v, ha valore 0, 'asserto & di-

n
mostrato.
Siamo ora in grado di dimostrare la proposizione seguente

& un elemento di 8 (&) mentre UA;' ¢ contenuto in
1

(2.2) Se p & una funzione o-finita numerabilmente additiva in un
nucleo O, la misura f indotta dalla misura esterna p, generata da
w & ofinita e completa ed & 'unica misura che sia un prolungamento
di p sulla tribi O degli elementi n, -misurabili di & (90). La tribit
O ¢ il completamento della tribit § (D) generata da 9T rispetio alla
resirizione di p, e & (9T).

Dim. — Poiché p & numerabilmente additiva in 9T, in virth della
(1.1) & anche numerabilmente sub-additiva in senso forte: ne segue
che Ia misura esterna p, (generata da p) € un proiungamenio di p.

Poiché inoltre gli elementi di U sono p,-misurabili (soddisfano
infatti alla condizione enunciata nella (1.2)) anche la misura { in-
dotta dalla misura esterna p, & un prolungamento di p.

Evidentemente {i & completa ed & (cfr. 1.3)) l'unico prolunga-
mento o-finito di p sulla tribu 9T degli elementi ., -misurabili di
B (9).

Dalla (2.1) segue infine che T & il completamento di 8 (9T) ri-
spetto alla restrizione di p, a & (9C).

% fnvero l'insieme A & contenuio in una unione numerabile di insiemi di d,
epperd anche, in virth della g-finilezza di v, in una unicne numerabile di insiemi
di cui J su cui y & reale.
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Alcune osservazioni sui gruppi i cui sottogruppi massimali
hanno indici primi

Nota di ANNA FrRANCHETTA (a Napoli} *
presentata dal socio ordinario Mario CUrzIO

{(Adunanza del 2 dicembre 1978)

SomMMARI0. — Sia (P) la classe dei gruppi G tali che G e (P) sc¢, e solo se, tutti
i sottogruppi massimali di G hanno indice primeo. In questa nota si caraticrizzano i
gruppi G ¢ (P) iperfiniti ¢ iperabeliani periodici, 8i prova inoltre che ogni gruppo
policiclico G e (P) & supersolubile.

SumMMARY, — Let (P) be the group class such that G e (P) it, and only il, every
maxima} subgroup of G has prime index, In this paper we characterize hyperfinite
or periodical hyperabelian groups G e (P), Furthermore, we prove that every poli-
cyclical group G e (P) is supersolubie.

Sia (P) la classe dei gruppi G tali che G € (P) se, e solo se, tutti
i sottogruppi massimali hanno indici primi. Un ben noto teorema
di B. HUPPERT assicura che ogni gruppo finito G € (P) & superso-
lubile. Le classi dei gruppi iperciclici e dei gruppi ipociclici si pre-
sentano come le pill naturali estensioni della classe dei gruppi su-
persolubili. Un gruppo infinito G € (P) pud essere metabeliano e

o temnc non inociclico nd inercichico (ofr N 2Y nmud s
AL Lt.luk.al\.rll\.'\_l LEA. J.J_J\.ax\,lk,xlpu Llll, 4N 4., PuU oo

sere iperciclico e non ipociclico (ad esempio il gruppo Z (p) X Z{p=~)),
mentre esistono gruppi G ¢ (P) policiclici e ipociclici (cfr. N. 4).

Nel presente lavoro si caratterizzano i gruppi G € (P) iperfiniti
o iperabeliani periodici, e si trova che ogni gruppo policiclico G € (P)
¢ supersolubile. Si riconosce inoltre che la proprieta (P) implica
I'essere ipociclico il quoziente di G rispetto al suo sottogruppo di
FraTTINI @ {G) mentre, diversamente da quanto accade nel caso
finito, non suggerisce molto per quanto riguarda ipo- ed iperci-
clicita di G.

* Lavoro eseguito nell'ambito dei G.IN.SAGA. del CN.R.
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St avverte che nomenclatura e notazioni sono quelle usuali in
teoria dei gruppi.

N. 1. - Nel seguito si fara spesso uso dei seguenti teoremi:

L. - (BaEgr, [1]) — Un gruppo G & iperciclico se, e solo se, ¢
localmente iperciclico ed ogni quoziente G/N =41 possiede un sotto-
gruppo normale H/N £ 1 finitamente generabile.

1.2. - (Baer, [1], p. 23} — Per un gruppo G sono equivalenti le
proposizioni:
(1) G & iperciclico;
(2) i fattori principali di G hanno ordini primi ed ogni G/N 7 1
possiede un sottogruppo normale H/N - 1 finitamente generabile e
col derivato finito.

1.3. - (P. HavLL, [2]) — Sia G un gruppo finitamente generabile
dotato di un quoziente G/H nilpotente con H abeliano. Allora G é
residualmente [inito,

14, - (K. A, HirscH, [3]). — Un gruppo policiclico ¢ residual-
mente finito.

1.5. - (B. Huppert, [4]) — Un gruppo finito G € (P) ¢ superso-
lubile,

1.6. - (K. Iwasawa, [5]) — Un gruppo libero & residualmente
p-gruppo fmito (per ogni primo p).

1.7. - (A. 1. MAL'cRy, [6]1) — Un gruppo lineare finitamente gene-
rabile é residualmenie finito.

1.8, - (J. D. RoBINSoON, [7], part 2) — Sia G un gruppo iperabe-
liano a sezioni abeliane di ranghi {initi. Allora:
(1) G/@ (G) ¢ residualmente finito;
(2) i fattori principali di G sono finiti;
(3) i sottogruppi massimali di G hanno indici finiti.

1.9. - (J. D. RoBINsoN, [7], part 2) — Siano H e K due gruppi
iperabeliani residualmente finiti e a sezioni abeliane di ranghi finiti.
Allora ogni estensione di H mediante K ¢ residualmente finita e a
sezioni abeliane di ranghi finifi,
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N. 2, - Si caratterizzano nella classe (P) i gruppi iperfiniti e i gruppi
iperabeliani periodici, Si premettono alcune considerazioni
generali sui gruppt G € (P).

2.1, — Un gruppo residualmente finito G € (P) & ipociclico.

Dim. — Basta provare che, se 1 < N <] G, esiste un quoziente
ciclico N/JH =1 con H <] G. Dall’essere G residualmente finito ed
N 24 1, segue l'esistenza di un sottogruppeo M <] G, con M + N ¢ G/M
finito e percid supersolubile (efr. 1.5.); allora esiste un X <] G, di
indice primo in NM, con M < X < NM. Essendo NM = NX; si ha
NM/X = N/NNX, e NNX & il richiesto sottogruppo H.

Osservazione — A proposito di 2.1, si noti che un gruppo ipo-
ciclico e residualmente finito pud non appartenere a (P). Infatti, sia
G un gruppo libero non abeliano; allora G & residualmente super-
solubile finito (cfr. 1.6.) e, ragionando come nella prova di 2.1, si
vede che G & ipociclico; d'altra parte, ¢ ben noto che non tutti i
sottogruppi massimali di G hanno indici primi. L'argomentazione
usata mostra inoltre che un quoziente (anche finito) di un gruppo
ipociclico pud non essere ipociclico.

2.2. — Sia G un gruppo appartenente a (P). Allora G/@ (G) é re-
sidualmente finito,

Dim., — Ci si riduca, come ¢ lecito, al caso @ (G) = 1. Detio T
I'insieme dei sottogruppi massimali di G, si ha che 1 =NX=
XeX

=N (NX*); siccome ogni X € £ ha indice primo in G, ognuno dei
XelL geG
sottogruppi NX* & normale e di indice finito, per cui G ¢ residual-
eeG

ente finito,

TrOREMA 2.3, — Se G & un gruppo appartenenie a (P), G/®{(G)
& ipociclico,

Dim. — Segue da 2.1. e 2.2., una volta osservato che l'essere
G e (P) equivale all'essere G/® (G) € (P},

Come facili corollari si ottengono:
24. — Se G é un gruppo iperciclico, G/® (G) é ipociclico.

Dim. — Segue dal Teor. 2.3.
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2.5. — Sia G un gruppo lineare finitamente generabile. Se G € (P),
G ¢ ipociclico.

Dim. — Segue da 1.7 e 2.1.

Per quanto concerne i gruppi iperfiniti, si ha:

2.6, — Sia G un gruppo iperfinito e residualmente finito. Allora
sono equivalenti le proposiziont,
(1) G appartiene a (P);
(2) G & residualmente supersolubile;
(3) G ¢ localmente supersolubile;
(4} G ¢ iperciclico;
(3) i fattori principali di G hanno ordini primi.

Dim. (1) = (2) — Se G appartiene a (P), ogni suo quoziente
finito & supersolubile (cfr. 1.5.) e la (2) segue subito dalla residuale
fmitezza di G.

(2) = (3) — Essendo iperfinito, G & localmente finito. Da cio
e dalla (2) segue che ogni sottogruppo finitamente generabile H < G
& finito e residualmente supersolubile. Allora H & supersolubile.

(3} = (4) — Segue da 1.1

(4) = (5) — Evidente.

(5) = (1) — Valida (5), G possiede una serie principale di com-
posizione G, =1 < Gi < ... < Gy < Gupy < ... < Gg = G a fattori di
ordini primi. Considerato un sottogruppo massimale M < G e detto

v il minimo ordinale tale che G, £ M, v non ¢ limite e quindi si ha
MNG, = G, ; ne segue che (G: M) = |G,/G,_! & un numero primo.

Si & ora in grado di provare il

TEOREMA 2.7. — Per un gruppo iperfinito G sono equivalenti le
proposizioni:
(1) G appartiene a (P);
(2) G/0(G) & residualmente supersolubile;
{(3) G/®(G) & localmente supersolubile;
(4) G/D(G) & iperciclico,;
(5) i fatiori principali di G/®(G) hanno ordini primi.

Dim. — L'essere G € (P) comporta che G/®(G) € (P) ed & resi-
dualmente finito (cfr. 2.2.); cio prova che (1) = (2). La dimostrazione
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si completa osservando che in 2.6. le implicazioni (2) = 3) = (4) =
= (5) = (1) non dipendono dalla residuale finitezza.

CorOLLARIO 2.8, — Sia G un gruppo iperfinito e residualmente
finito. Allora G ¢& iperciclico se, e solo se, lo ¢ G/® (G).

Dim. — Se G ¢ iperciclico, si ha G € (P) e quindi G/® (G) &
iperciclico (cfr. Teor. 2.7.). Viceversa, dall’'essere G/® (G) iperciclico,
discende che G € (P) e per la 2.6. il gruppo G é iperciclico.,

Per cid che concerne i gruppi iperabeliani G € (P), valgono le
considerazioni seguenti:

2.9. — Sia G un gruppo iperabeliano a fattori principali di ordini
primi. Allora si ha G e (P).

Dim.' — Si considerino un sottogruppo massimale M < G ed
una catena ascendente 1 =G, <G < ... <G, <G < ...<G =G
con ogni G. <] G e con ogni G..i/G, abeliano. Il minimo y tale che
G, €M non & un ordinale limite, per cui si ha G =G/ M, G, =
=MNG, <G e (G: M) =|G,/MNG,|. Basta provare che G,/MNG,
¢ un fattore principale di G. Negando la tesi, esista un sottogruppo
H<]G per cui MNG,<H<Gy;sihaG, = HMNG, = H(MNG,) = H,
e cio & assurdo.

Osservazione — A proposito di 2.9, si osservi che esiste un
gruppo metabeliano G € (P) con i fattori principali non tutti di or-
dini primi. Sia infatti A = Z (2%) x Z(2”) e sia G l'estensione di A
mediante 'automorfismo ¢ che agisce nel modo seguente:

(o, 9} = (mip, %)

Il gruppo G & ovviamenie meiabeliano, appariiene a (P) in
guanto ®(G) = A e quindi G/® (G) risulta ciclico, e i fattori prin-
cipali di G non sono tutti di ordini primi perché il sottogruppo di
ordine 2? di A ¢ normale minimale in G. E infine evidente che G non
¢ iperciclico né ipociclico.

2.10. — Sia G un gruppo iperabeliano periodico e residualmente
finito. Allora sono equivalenti le proposizioni:
(1) G appartiene a (P);

(2) G & residualmente supersolubile;

! La dimostrazione segue uno schema adoperato in [7], Part 2, pp. 136-137.
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(3) G é localinente supersolubile;
(4) i fattori principali di G hanno ordini primi,

Dim. — Le implicazioni (1) = (2) = (3) si ottengono come nella
dimostrazione di 2.6, La {3) = (4) & ovvia per un noto teorema di
Mal'cev. Da (4) segue (1) a causa di 2.9,

TEOREMA 2.11. — Per un gruppo iperabeliano periodico G sono
equivalenti le proposizioni:
(1) G appartiene a (P);
(2) G/ (G) ¢ residualmente supersolubile;

(3) G/®(G) ¢ localmente supersolubile;
(4) i faitori principali di G/® (G) hanno ordini primi.

Dim. — Segue dal Teor. 2.3. e da 2.10.

COoROLLARIC 2.12. — Sia G un gruppo iperabeliano periodico e
residualmente finito. Allora i fattori principali di G hanno ordini
primi se, e solo se, G/® (G) & a fattori principali di ordini primi.

Dim. — Segue da 2.10 ¢ dal Teor. 2.11.

TEOREMA 2.13. — Sia G un'estensione finitamente generabile di
un gruppo abeliano mediante un gruppo nilpotente. Si ha G € (P)
se, e solo se, i fattori principali di G hanno ordini primi.

Dim. — Supposto G € (P), sia N/H un sottogruppo normale mi-
nimale di un quoziente G/H 3£ 1. Allora G/H € (P) ed & residualmente
finito (cfr. 1.3.) e quindi & ipociclico (cfr. 2.1.); ne segue che |N/H|
& un numero primo, il che prova che i fattori principali di G hanno
ordini primi. I viceversa segue da 2.9,

N. 3. - Si denotera con (C) la classe dei gruppi iperabeliani a se-
zioni abeliane di ranghi finiti?

3.1. — Un gruppo periodico G € (C) ¢ iperfinito.

Dim. — Basta provare che ogni quoziente G/N = 1 possiede un
sottogruppo normale finito H/N - 1. Detta P/N una componente

2 Una sezione abeliana ¥ di un gruppe G si dice a ranghj finiti se, e solo se,
sono finiti il rango lineare e tufti i pranghi di ¥ (per ogni numero primo p).
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primaria non identica di un sottogruppo normale abeliano non iden-
tico di G/N, il socle? s{(P/N) & finito.

32, — Per un gruppo G ¢ (C) periodico e residualmente finito,
sono equivalenti le proposizioni:

(1) G appartiene a (P);

(2) G é residualmente supersolubile;

(3) G ¢ localmente supersolubile;

(4) G ¢ iperciclico;

(5) i fattori principali di G hanno ordini primi.

Dim. — Basta tener presente 3.1. e 2.6.

TEOREMA 3.3. — Per un gruppo periodico G e (C) sono equiva-
lenti le proposizioni:

(1) G appartiene a (P);

(2) G/D(G) ¢é residualmente supersolubile;

(3) G/@(G) ¢ localmente supersolubile;

(4) G/® (G) é iperciclico;

(5) i fattori principali di G/® (G) hanno ordini primi.

Dim. — Segue da 1.8, e da 3.2

Osservazione — Si noti che un gruppo localmente supersolubile
G € (C) appartiene a (P), a prescindere da periodicitad o da residuale
finitezza. Cio si pud provare o sfruttando un noto teorema di Mal'cev
che assicura che i fattori principali di G hanno ordini primi e la
2.9., o direttamente, nel modo che segue. Sia G € (C) localmente
supersolubile, ¢ sia M < G un sottogruppo massimale; M ha indice
finito (cfr. 1.8.) e quindi anche H = NM® <] G ha indice finito in G.

e
Ne segue che G = HN con N finitamente generabile. Il quoziente
G/H = N/HN N & supersolubile al pari di N; da cid segue che (G : M)
& primo.

CoroLLARIO 3.4, — Sia G € (C) un gruppe periodico e residual-
mente finito. Allora G é iperciclico se, e solo se, tale & G/® (G).

Dim, — Segue da 3.2. e dal Teor. 3.3.

* 11 socle 5 (G) di un gruppo G & il sottogruppo generato dai sottogruppi normali
minimali di G.
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3.5, — Siano He (C) e K e (C) dei gruppi periodici e residual-
mente finiti. Per ogni estensione G di H mediante K sono equiva-
lenti le proposizioni:

(1) G appartiene a (P):

(2) G ¢ residualmente supersolubile;

(3) G é localmente supersolubile;

(4) G & iperciclico;

(5) i fattori principali di G hanne ordini primi,

Dim, — Segue da 19. e da 3.2,

Si ha ancora:

3.6, — Per un gruppo residualmente finito G € (C) sono equiva-
lenti le proposizioni:

(1) G appartiene a (P);
(2) G ¢ ipociclico ed & supersolubile ogni quoziente finito
G/N =1 con N = 5(G).

Dim. (1) = (2) — Evidente a causa di 2.1. e di 1.5.

(2) =» (1) — Valida (2) e detto 11 un sottogruppo normale mini-
male di G, per l'essere G ipociclico, H ha ordine primo. Sia ora
M < G un sottogruppo massimale di G e si assuma in primo luogo
M ¥ s(G). Allora G = MIH per un conveniente H normale minimale
in G e (G:M)=|H| & primo. Sia invece M > s(G) e quindi
NM: = s(G);, G/ ﬂGMg ¢ finito (cfr. 1.8.) e risulta supersolubile per

; o

2eG

{'ipotesi (2); allora (G : M) & primo.

Si concludera con il

TEOREMA 3.7. — Per un gruppo G € (C) sono equivalenii le pro-
POSiZiont:

(1) G appartiene a (P);
(2) posto A = G/®(G), A é ipociclico e sono supersolubili tutti
i quozienti finiti A/N 7 1 tali che N = s(A).

Dim. — Segue da 3.6., tenendo conto del fatto che G/©(G) ¢
residualmente finito e che G e (P) equivale a G/ (G} e (P).
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N. 4. - Si provera in questo numero che sono supersolubili i gruppi
policiclici G € {P).

TEOREMA 4.1. — Per un gruppo policiclico G sono equivalenti
le seguenii proposizioni:

(1) G appartiene a (P);
(2) i fattori principali di G hanno ordini primi;
(3) G ¢ supersolubile.

Dim. —— (1) = (2} — Valida (1}, si consideri H/N normale mini-
male in un quoziente G/N; si ha G/N € (P) ed inoltre G/N & residual-
mente finito {cfr. 1.4.). Allora G/N ¢ ipociclico (cfr. 2.1.) e H/N ha
ordine primo.

(2) = (3) — Nell'ipotesi (2) sia H/N il penultimo termine della
serie derivata di un quoziente G/N non identico. 1l gruppo H/N = 1
¢ abeliano e finitamente generabile, Dalla arbitrarieta di G/N e dalla
1.2. segue che G ¢ iperciclico e quindi supersolubile per 'essere
anche policiclico.

{(3) = (1) — Evidente.

Dopo quanto sopra, analogamente a guanto accade nel caso
finito, si ha:

CoroLLARIO 4.1, — Un gruppo policiclico G ¢ supersolubile se,
e solo se, tale & G/®{G).

Dim. - Sia G/® (G) supersolubile, Si ha G/® (G) ¢ (P) e percio
G € (P) e per il Teor. 4.1. G & supersolubile

Si concludera notando che esistono gruppi G ¢ (P) simultanea-
mente policiclici ed ipociclici, mentre & chiaro che un gruppo po-
liciclico G € (P) & pure ipociclico {cfr. 1.4. e 2.1.).

Esempio — Sia A= <x> X <¥> con <x> e <y> ifi-

niti, e sia @ l'automorfismo (di ordine 2% di A che opera nel modo
seguente:

(xm yn)w = x " ym_

- L'olomorfo G di A rispetto a ¢ & ovviamente policiclico, Posto,
pern>1, A" = <a”/ae A > e H,= < A", (xy)"" >, riesce H, <] G
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e i quozienti A/H;, Hi/A?, A’/H,, H,/A%, ... hanno tutli ordine 2. Si
provera che G non & supersolubile riconoscendo che un sottogruppo
ciclico B < A & normale in G se, e solo se, B =1, Infatti, da B =
= < x"y" > < G discende

X" ym
xfm. yu —_ (xn ym)q) — <
(xn ym)—l

da cui m =n =0e B =1, Dal Teor. 4.1. segue poi che G ¢ (P).
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Un semplice modello reticolare per lo studio qualitativo
dell’effetlo stafta sulla duttilita di un tronco plasticizzato
di conglomerato armato

Nota di Grorcio FRUNZIO *
presentata dal socio ordinario VINCENZO FRANCIOSI

(Adunanza del 2 dicembre 1978)

SoMMARI0. — Lo studio trae origine dalla preoccupazione invero eccessiva che ca
ratterizza le raccomandazioni CEB, e quindi le norme italiane, dinanzi alla possibilita
del manifestarsi in concreto di tutte le cerniere previste in sede di calcolo teorico in
un meccanismo di labilizzazione plastica, Poiché da pili parti si & manifestata la con-
vinzione che gran ruolo giochi il passo delle staffe nella zona di snodo, si ¢ voluto ini-
ziare su un modello di estrema semplicita uno studio teorico — e soltanto qualitativo,
come ovvio — del fenomeno. I risultati sembrano abbastanza significativi, e comunque
non indegni di attenzione,

SUMMARY. — The autor shows a study on a very simple reticular model. A theoric,
only qualitative, study on ductility of concrete and related fenomena. So it has been
studied the problem of stirrups with variable spacing in arca of the joint. These data,
also if preliminary, are discording from what raccomanded by CEB and so they can
open an interesting point of study.

1. - GENEST DELLA STRUTTURA RETICOLARE.

La deformazione di rottura del conglomerato si trae dal dia-
gramma bilineare consigliato dal C.E.B. [1], e riportato nella Fig. 1.
La deformazione limite ¢ del 3,5 %o.

gﬁ.:ié"&* £=35 & %o

F1c. 1.

* Dotl. ing. Giorgio Frunzio, Facolta di Ingegneria dell’Universita di Napoli, Istituto
di Scienza delle Costruzioni.
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Il modulo elastico si assume, sempre in aderenza alle suddette
raccomandazioni, pari a:

’

(1) E = 18.000 /R,,k
y

Con riferimento allo schema strutturale rappresentato in Fig. 2,
si prenda in esame la porzione di trave delimitata da due piani orto-
gonali all'asse, di cui il primo passante per A ed il secondo per la
prima staffa successiva, e dal piano neutro. Geometricamente ne ri-

(T T @
! N
Adl's |

sulta un elemento di forma parallelepipeda avente una dimensione
pari all'interasse tra le staffe, I'altra pari alla larghezza della sezione
trasversale, ed altezza pari alla distanza dell'asse neutro dal bordo
compresso (Fig, 3).

Interessa analizzare il comportamento di questo elemento sup-
posto soggetto ad una distribuzione uniforme di forze agenti sulle
facce normali all’asse di intensita crescente e tali da garantire
'equilibrio globale.
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Qualora non si tenesse conto della presenza delle staffe, ne ri-
sulterebbe un regime monoassiale, per cui i valori della tensione e
della deformazione limite sarebbero coincidenti con quelli ricavabili
da una prova di compressione standard.

Diversa ¢ la situazione in presenza delle staffe. In questo caso
nei punti interni all’elemento si instaura un regime tensionale bias-
siale risultante dall’azione di contenimento laterale esercitata dalle
stalfe; questa azione sara tanto pia efficace quanto minore & il passo
della staffatura. La soluzione del problema dell’equilibrio elasto-pla-
stico di un siffatto elemento strutturale sarebbe conducibile con le
usuali tecniche di discretizzazione (differenze finite o elementi finiti);

——

Fic. 4. - AB = CD Monlante di caicestruzzo di lunghezza «a» pari alla distanza fra
le staffe; BC = AD Stalla d'acciaio di lunghezza « b » pari alla larghezza della
lrave; AC = BD Diagonale di calcestruzzo di lunghczza « ».

ma, ai fini di un valutazione di carattere qualitativo della influenza
della staffatura sulle deformazioni unitarie a rottura, conviene svilup-
pare una prima indagine su un modello. Tale modello nasce dalla
sostituzione dell’elemento continuo con un elemento discreto di tipo
« traliccio reticolare » a nodi cerniera, il cui comportamento appros-
simi il pilt possibile quello dell’elemento reale.

Il pitt semplice tra i tralicci ipotizzabili & quello mostrato in
Fig. 4. Dalla figpura resta indeterminato lo spessore del modello stesso
che deve rappresentare la distanza y. dell’asse neutro dal lembo com-
presso, ma essende in ogni caso lo stato di sollecitazione bidimen-
sionale, possiamo considerare rappresentata dal modello una lastra
di spessore unitario.
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Ciascuna delle forze F applicate ai nodi B ¢ C uguaglia la risul-
tante delle tensioni sulla meta della faccia di traccia B C, e di area

(2) A=15b

Per quanto attiene le dimensioni trasversali delle aste, si ¢ attri-
buito: alle stafte meta delle aree che effettivamente hanno; ai mon-
tanti area pari alla meta della superficie caricata:

(3) A, = 1b
2

ai diagonali, infine, area variabile secondo la seguente legge:

lae®

2

4) A =

(=

L'espressione (3) si ¢ ottenuta in base alla considerazione che
segue. Se non fossero presenti le staffe si avrebbe nei montanti una
tensione di compressione pari a quella che si avrebbe su un piano nor-
male al carico del modello reale. La presenza delle staffe genera uno
stato tensionale bidimensionale, per il quale, secondo il criterio di
plasticita parabolico (Stassi) si ottiene un valore della tensione di
rottura in compressione maggiore di quello che si avrebbe in regime
momnoassiale.

Infatti I'espressione del criterio di cui sopra & (o; = 0):

(5) Uz+o‘ifﬁgf5’n~—(p—|—1)0‘;(0‘;+0‘n)+p6;2=0

dove

4 r . i . . . . . - .
con ¢, e ¢, tensioni limite rispettivamente in trazione e in compres-
sione. Per il calcestruzzo si pud assumere g = — 10 con questa posi-
zione la tensione di crisi in compressione varia tra il valore:

"

(6) o, = — 100,

in regime monoassiale, e il valore
(7) G, = — 18540,

quando ¢z = o, .
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Di questo risultato si & tenuto conto nell’attribuire le arece alle
aste del modello, mantenendo costante }'area dei montanti e facendo
varjare quella dei diagonali secondo la {4), la cui definizione fa rife-
rimento a due condizioni limite: se il passo delle staffe tende a diven-
tare infinitamente grande, l'effetto cerchiante delle stesse diviene tra-
scurabile e pertanto 'area dei diagonali dovra tendere a zero: se, al
contrario, il passo tra le staffe tende a zero Varea di ciascun diago-
nale tende alla meta dell’altezza del modello essendo I'azione di con-
tenimento molto maggiore.

Una volta definita la geometria e i parametri meccanici del mo-
dello, nonché i carichi, si passa alla formulazione matematica del
problema.

Si & utilizzato, a cio fare, il principio di stazionarieta dell’energia
potenziale totale, operande in seconda approssimazione {degli sposta-
menti nelle coordinate lagrangiane).

Iniziando da considerazioni geometriche si puod scrivere

(8) P=a+ b

ed indicando con Aa, Ab e Al (Fig. 5) le rispettive variazioni di lun-
ghezza, si avra

(9) (I+AaD=(a+Aaal+(b+ AbY

Ab

il

B
AHI Bl ST

/
.

=p . S D'
A=A ) 5

F1G. 5.
Sviluppando e trascurando le parti di ordine superiore si ha

al= % aa+ U ap

I1 principio di stazionarieta dell’energia potenziale totale si scrive

C=eq & &§E =0 Méc
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dove E: = L + P; L & l'energia di deformazione, che per aste soggette
a sforzo normale vale

XAc
2

(10} L =

con X il valore dello sforzo e A ¢ variazione di lunghezza dell’asta.
Essendo poi:

(11) X = “EA
[
si ottiene subito
L = EA (Aac)y
2¢c

Quindi nel modello si ha per il montante

B A

Lag = (Aap
2a
per la staffa
Lo = 220 (aby
2b

e per il diagonale

E. Ac a? b? ) ab
Lie = - 2} —12 (A a)2 4+ ? (A b)- 4 2 12 Aa Ab

L'energia potenziale dei carichi &
P=-2FAa

I'energia potenziale totale risulta in definitiva:

E:—2FAa+—ECA—C——(ACI)Z—}—%(AZ?)Z+
a
(12)
E.A. [ @ b? ) ab
+ - ° ,,,_lzf(Aa)2+ : (A D) +27AaAb
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Annullando le derivate prime si ha, per il principio di staziona-
rieta, il seguente sistema lineare in Ag e A b

9E B A

= - 2F “+ 2 - Aa _|_
dAa a
E. AL @ E.A.ab
+ 2 e Aa 42— =0
! P
E.A. b E.A ab
_9E _ 2 EcA: Ab 42 Ab4+2 — " Aa=20
JAD b I P

Ordinando si ottiene

E. A & E.A ab
Aa FeAc + o .........__.C_____J + Ab ( ] — F

a P P
(13)
E.A ab t E.A. b?
Aa( ] Ab( E. A, )z
B B
Si pone
E. A, E. A &
fo= T + B
E. Aj ab
(14) Cliz = Cy = =
13
E. A, E.A b
Cr = b ,23 _
e risolvendo si ottiene
{15) Aa:]_?icu,z - Ab:—}:—"nfﬂjm i
CiCn — Cypy Culn — €

E opportuno ricordare che, atteso il segno dato a P, si considera
la F positiva se di trazione per il montante. Si ha poi

X(: = F EG AC ‘2 2 N X{ = — F Er Ar e ‘12 g
a CiiCn — Cyp b CiuCn — Cp
(16)
E- A: Cnd — Cp2 b

il 2 2
i Cy €z — €

31
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Con queste espressioni si pud seguire il comportametno del mo-
dello al crescere di F fino a che in uno dei tre elementi non si rag-
giunge il valore limite della X,

Dal calcolo numerico risulta che, per l'usuale campo di varia-
zione del diametro delle staffe, il primo elemento che si plasticizza &
il montante, In questo caso riducendo 'ampiezza della forza F (sempre
crescente) del valore dello sforzo di rottura del montante per garan-
tire I'equilibrio del nodo, possiamo continuare a seguire il compor-
tamento plastico del conglomerato con espressioni del tutto analoghe
a quelle trovate in precedenza. Ponendo F = F — X, si ha:

E: A,

17 E=—-2F
(17) + b

(A bY +

E.A.
21

2 2
4 [“ May+-?z(Aw2+2£f)AaAb

12

Derivando ed annullando le derivate si perviene al sistema

() (B )
VY ki PP = F
B P
ECA:ab A, ECA:];Z
[ BE) (B

Si pud porre

(18)

E A, o

(19) d“ = 7i2 R dZZ = C1; dlz = d21 = {12

e quindi

{20) Agd = F e L; Ab = _F 7 digiz
dndy — dp dydn — d,

da cui

(21) X = _-? EtAt d]z . X* ——ﬁ :E,,AL dzzﬂ__dlzb
b dn d;:.z — dzu ’ ¢ 2 du dzz _ diz

Si pud procedere cosi ad incrementare la F fino a che non si pla-
sticizza la staffa o il diagonale. Se si plasticizza il diagonale il modello
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non ha piu la possibilita di assorbire ulteriori incrementi di F ed in
base al valore di A« si pud opportunamente ricavare la ¢ per il con-
glomerato.

2. - DIAGRAMMA DI FLUSSO DEL PROGRAMMA,

Per eseguire I'analisi del modello prima descritto si & preparato
un programma scritto in linguaggio ForRTRAN V per la soluzione incre-
mentale dei sistermni di equazioni (13) e (18). La tavola rappresenta il
diagramma di {lusso del programma principale.

Si precisa che il programma & predisposto per eseguire l'analisi
di numerosi casi in successione mantenendo costanti:

a} il modulo di elasticitad dell’acciaio;
b) la tensione di snervamento dell’acciaio;
c) la tensione di rottura del calcestruzzo;

d) il medulo di elasticith del calcestruzzo in funzione della sua
tensione di rottura.

Come dati variabili sono previsti.

a) la larghezza della trave;

b) I'area delle staffe;

¢} 1l passo tra le staffe;

d) Yincremento tipo per la forza F;
e} il valore iniziale della forza stessa.

I passi di incremento della forza F sono stati racchiusi in sotto-
programmi per un piu facile adattamento del programma all’analisi
di diversi modelli; anche la stampa dei risultati avviene in questi
sottoprogrammi per consentire di seguire il variare delle grandezze in
gioco ad ogni incremento della forza F.

3. - INTERPRETAZIONE DEI RISULTATI,

Mediante l'applicazione del programma descritto nel paragrafo
precedente, si & proceduto all’analisi dei diversi casi fissando per tutti;
il modulo di elasticita dell’acciaio E, = 2.100.000 kg cm ™%, la tensione
di snervamento dell’acciaio o, = 3.800 kg cm~?; la tensione di rottura
del calcestruzzo o, = 250 kg cm~? il modulo di elasticita del conglo-

merato E. = 18.000 V| o.. | ; la larghezza della trave b = 25 cm; il va-
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{ intzio )
lettura dati
costanti

lettura variabile\l
inizio sottoprogremma
calcolo cestanti e
variabili di comodo

incr. ciclo incrementale fino
allaprima plasticizzazione

controlio
piasticizzazions plasticizzazione
iagonale a
d I staff
plasticizzato|il montante

F=F-XCO

SegnaFazioneH segnaEazione\-—-j
segnalazione
diago ]
ciclo incrementale fino

Nalla_rottura V4

fine paccon. MO

dati

Tavora 1,
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lore iniziale della forza F: = 0 kg; Vincremento tipo F = — 100 kg.
Facendo invece variare: il diametro ¢ delle staffe ed il relativo passo

nel modo descritto nella tabella.

N N % e | Pam @B /o LT
4 1,00 1,078 2,354 3,515 8 1,00 1,259 3322 3,739
0,75 1,059 3,923 3,527 a,75 1,212 5,483 3,925

0,50 1,039 8,015 3,560 0,50 1,134 11,001 4,456

0,30 1,023 24,729 3,666 6,30 1,062 25411 6,157

0,20 1,015 60,238 3,874 0,20 1,030 49,203 9,478

6 1,90 1,169 2,971 3,576 10 1,00 1,259 2,745 4,084
0,75 1,127 4,712 3,635 0,75 1,232 4,361 4,538

0,30 1,084 106,114 3,802 0,50 1,135 8,561 5,834

0,30 1,050 29,444 4,340 0,30 1,063 19,958 9,987

0,20 1,030 70,707 53391 0,20 1,030 39,524 18,092

* Calcolato secondo la formula di Tassios e Prainis [9].

I risultatj ottenuti hanno messo in luce che il meccanismo di rot-
tura resta costante al variare dei diversi parametri; infatti, incremen-

s ] ] '
3800 L]
b
$=4mm
3600 Ay
3400
a=1
Q.75
seoolf/ A1 L b i
| e 8.20
30001 -
0 g 15 24 32 40 48 56 54 72 £%he
Fic. 6a.

tando la forza F, si giunge sempre alla rottura del montante e, incre-
mentando ulteriormente il valore della forza, si perviene alla rottura
o del diagonale o della staffa secondo il diametro della staffa stessa.
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I risultati del calcolo sono consegnati nei diagrammi delle Figg. 6;
sulle ascisse sono riportati i valori delle deformazioni e sulle ordinate
i valori della forza corrispondente. L'esame dei diagrammi mostra

[i¢
gJ\
3800
$=Gmmn
= =2
3s00| [ o b
/ 075
34000 / 0,50
7
/ =
2900 / , __(.).2 i
T
3000 -
0 8 16 24 32 40 48 56 54 72 Ly
Fia. 6b.

che per un fissato valore del diametro delle staffe la ¢ di rottura cresce
al decrescere del passo tra le staffe, variando tra un valore minore
del 3,5 %o con passo di 25 cm e valori assai maggiori con passi minori;

Kg
| P
3800 I
075
$=8mm
I
3500 b
/ 0,50
3400|{/ /
| »030
/
3200 e L 0,20
:______.__._-—-——-——'——"""_—'
3000 -
0 8 16 24 32 40 48 56 64 72 &%

F1c. 6¢.

questo risultato si riscontra per tutti i valori dei diametri presi in
esame,

La successiva Fig. 7 mostra il modo di variare della ¢ di rottura
al variare del diametro delle staffe per fissati valori del passo tra le
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stesse. Emerge chiaramente come per ciascun valore del passo esista
un valore del diametro per il quale la £ di rottura raggiunge un valore
massimo. Da questa considerazione si pud supporre, ai fini del miglio-
ramento delle €, che per ciascun passo tra le staffe esista un diametro
per il quale si ha la massima duttilita.

Kg

\ =1

3800 I -

/ ¥
/ #=10mm
=2
3600 . b )
/ 'pO 50
3400 / S

|~+030
32001, A Y
SR —
3000 -
0 8 1% 24 30 40 48 56 64 72 &%

Fie. 6d.

I risultati ottenuti sono comunque confermati, almeno qualitati-
vamente, da considerazioni di carattere sperimentale; infatti espe-
rienze eseguite da Tass1os e PrLaints [9] e [10] sono riassunte nella
relazione:

gr = 3,5 + 100 (4.)?
dove

g _ V.o,
' V.o,

Questa formula nei casi analizzati, fornisce i risultati riportati in
tabella; dove per il volume del calcestruzzo si & preso un prisma a

base quadrata di lato b ed altezza pari ad a (passo tra le staffe}, mentre
T @

il volume dell’acciaio si & calcolato come: 4 b

Altra conferma & quella che si puo avere dalle considerazioni
svolte dal SARGIN [3], dove studia tutti i fattori che influenzano il
diagramma o, ¢ per il calcestruzzo citando anche numerosi autori che
hanno proposto formule che tengono conto della staffatura nella de-
terminazione della e, . 8i riportano qui solo le formule che si riten-
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gono pill interessanti ai fini del presente studio, rinviando al citato
testo per maggiori dettagli.

Indicando p” il rapporto tra volume di una staffa e il volume
di calcestruzzo racchiuso tra due di esse, k. I'altezza della trave all'in-

€ oo}

72

oSN
. N

40
a=5cm
320
/‘L\-.._
24 r/ \\‘15_ |
15em
16
| 125em
S I mumn, Al et
185em
L
0 e
4 5 6 7 8 9 10
CIAMETRO tmm}
Fic. 7.

terno delle staffe e s passo delle staffe, Roy e S0zEN [4] hanno trovato
sperimentalmente [5] e confermato teoricamente la seguente espres-
sione:

g = 0,75 p" hufs

Se k & il rapporio tra la distanza dell’asse neutro dal lembo com-
presso ed altezza utile, e f, & la resistenza cilindrica a compressione
del calcestruzzo in k p - 51, RUSCH propone [6]:

g, = 0151 + 1,5p” + (0,7 — 0,1 p™) / (k — 0,1 f.)]
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4. - CONCLUSIONI.

Il limite dello scorrimento plastico del calcestruzzo imposto dalle
raccomandazioni CEB [1] nel 3,5 % pud essere considerato troppo
prudente. Infatti nello studio eseguito si & visto come esista una no-
tevole variazione della deformazione limite con il passo delle staffe,
e come tale deformazione aumenti notevolmente al diminuire del
passo tra le staffe.

Con questo modello estremamente semplificato non si possono
certo indicare valori per la e, , ma emerge chiaramente come guesta
sia molto maggiore e, = 3,5 % imposto dalla normativa attuale. Lo
studio ha carattere qualitativo, ma puod essere di stimolo per studi
pitt accurati, preferibilmente sperimentali, che possano portare a de-
finire una pitt equa legge di dipendenza tra ¢., e staffe, come passo e
come diametro.

Altra considerazione, che ci sembra abbastanza degna di sviluppo
¢ che possa esistere per ogni passo un diametro ottimale sotto il pro-
filo della deformazione di rottura.
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R1AsSUNTO. — Viene presentato un modello idrogeologico su basi strutturali che
si ritiene valido per la gran parte dell’Appennino meridionale.

In questa catena la tettogenesi miocenica ha determinato la sovrapposizione di
unita stratigrafico-strutturali a diversa permeabilita; la tettonica disgiuntiva del Plio-
cene superiore-Quaternario ha individuato nell’ambito di queste unitd una serie di
blocchi. Tra questi, quelli rialzati, costituiti da rocce carbonatiche, rappresentano
delle grandi idrostrutture, a loro volta divise in sub uniti (es. gruppo di M. Marzano -
M. Ogna e M. Alburni). In queste il deflusso delle acque sotterranee & condizionato
dalla quota della soglia laterale di permeabilita o anche dalla giacitura delle unita
impermeabili inferiori (es. Monti della Maddalena). In altri casi le idrostrutture sono
rappresentate da pieghe anticlinaliche mioceniche. La tettonica quaternaria, l'ero-
sione ed il sovralluvionamento hanno condizonato infine la ubicazione delle principali
sorgenti (es. M. Motola, M. Cervati e M. Soprano).

ABSTRACT. — A tectonic model for the hydrogeologic pattern of Southern Italy
is presented. It is assumed that the above pattern is controlled both (a) by the
alternation of very permeable (mostly carbonate) and not permeable (mostly terri-
genous) units in the thrust sheet pile and (b) by later normal faulting as well as
by folding, which delimitate large hydrostructures, Locally, the variable position of
the permeable bodies versus the morphology and the elevation dictate the location of
the main springs. Several examples are given to point out the interrelations among
the controlling factors.

INTRODUZIONE

Nella Campania meridionale, a sud del fiume Sele, larga parte
dei rilievi sono costituiti da rocce carbonatiche che hanno notevole
importanza idrogeologica ed economica per l'intera zona.

* Istituto di Geologia e Geofisica, Universitd di Napoli.
** Istituto di Mineralogia, Universitd di Napoli.
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L’assetto strutturale riscontrabile dal basso verso l'alto ¢ il se-
guente (PESCATORE & ORTOLANT, 1973; D'ARGENTO et alii, 1973; PESsca-
TORE et alii, 1969; ScaNDONE, 1972; ORTOLANT, 1975):

a) terreni arenacei, argillosi, marnosi, silicei e calcarei, potenti
da 1000 a 2000 m, riferibili alle unita lagonegresi, poggianti tettoni-
camente su terreni arenacei ed argillosi, potenti alcune centinaia di
metri, appartenenti alle unita derivanti dalla deformazione della piat-
taforma abruzzese campana;

b) terreni carbonatici (dolomie in basso e calcari in alto) rico-
perti da terreni argillosi ed arenacei, potenti alcune migliaia di metri,
riferibili alle unitd derivanti dalla deformazione della piattaforma
campano-lucana;

¢) terreni argillosi, arenacei, marnosi e calcarei riferibili alle
unita delle Argille varicolori ed alle unita del flysch del Cilento (spes-
sore complessivo variabile da alcune centinaia di metri a circa 4000
metri).

Nelle zone strutturalmente depresse di quest’area si trovano in
contatto stratigrafico, con discordanza angolare, depositi arenacei ed
argillosi del ciclo Pliocene inferiore-medio e depositi alluvionali qua-
ternari costituiti da ghiaie, sabbie e limi (hg. 1).

In seguito alla tettonica compressiva del Miocene inferiore, re-
sponsabile della costituzione di gran parte della catena sud appen-
ninica, si sono avuti i seguenti sovrascorrimenti (PESCATORE & ORTO-
LANI, 1973):

1) unita delle Argille varicolori e del flysch del Cilento sulla
Piattaforma campano-lucana;

2) unitad derivanti dalla deformazione della piattaforma cam-
pano-lucana sui depositi del bacino lagonegrese;

3) terreni della parte occidentale del bacino lagonegrese su
quelli della parte centrale.

La fase tettonica tortoniana ha determinato la sovrapposizione
di tutte queste unita, pitt i depositi del bacino irpino (Cocco et alii,
1972), sulla copertura terrigena della piattaforma abruzzese-campana
(OrTOLANI, 1975).

Ulteriori traslazioni sono state determinate dalla fase tettonica
messiniana per cui parte di queste unitd possono essere sOvVrascorse
su depositi evaporitici (D1 NOCERA et alii, 1975).

Tutti questi sovrascorrimenti hanno causato una intensa defor-
mazione generale ed un ripiegamento dei terreni carbonatici della
piattaforma campano-lucana affioranti nella parte meridionale del-
'area,

In particolare alla fase tettogenetica langhiana ¢ da attribuire la
individuazione delle strutture anticlinaliche di M. Motola, M. So-
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depositi alluvionali quaternari.

depositi del ciclo Pliocene inferiore-medio.

unita irpine (Langhiano-Tortoniano).

: unita lagonegresi (Trias medio-Miocene inferiore).

unita delle Argille varicolori (Cretacico-Miocene inferiore).
unita della piattaforma campano-lucana (Trias superiore-Miocene inferiore),
unita del flysch del Cilento (Cretacico-Miocene inferiore).
sovrascorrimenti langhiani.

anticlinali langhiane.

faglie dirette quaternarie.

Fromroaogs
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prano, M. Sottano, M, Chianello, M. Cervati, M. Cocuzzo, M. Forcella
¢ M. Bulgheria (D1 NocgrA et alii, 1976).

Questa tettonizzazione ha predisposio le vie al successivo intenso
carsismo intervenuto, a pill riprese, nei calcari quando nel Pliocene
superiore e Quaternario la tettonica disgiuntiva ha individuato, solle-
vato e ruotato grandi blocchi (M, Marzano-M, Ogna, Monti Alburni,
Monti della Maddalena), provocando U'erosione totale o parziale della
copertura impermeabile.

La giacitura regionale, di individuazione plio-quaternaria, di tutta
questa parte della catena & di tipo monoclinalico con immersione
verso SW (OrroLany, 1975).

La tettonica disgiuntiva plio-quaternaria, sovraimposta a quella
miocenica, ha originato depressioni interne, ora sovralluvionate (Vallo
di Diano, alta val d’Agri, bassa valle del Tanagro, piani di Palomonte
e S. Gregorio Magno) ed il grande graben costiero della piana del
Sele, riempito, nella parte centrale, da circa 2000 m di depositi con-
tinentali quaternari prevalentemente conglomeratici (IPPOLITO et alit,
1973).

L'evoluzione tettonica ora brevemente schematizzata ha deter-
minato l'attuale assetto idrogeologico.

In base alla permeabilita e alla posizione geometrica i varl ter-
reni sovraindicati si possono raggruppare, dal basso verso lalto, in
quattro unitd principali (fig. 2):

1) terreni impermeabili inferiori (depositi arenacei ed argil-
losi} della copertura miocenica delle unita derivanti dalla piattaforma

>

F16. 2. - Schema idrogeclogico della Campania meridionale.,

A: terreni a bassa permeabilith generale, costituili da alluvioni quaternarie
{ghiaie, sabbie e limi).

B: terreni impermeabili superiori, costituiti da: arenarie cd argille della co-
pertura miocenica della piattaforma campano-lucana; argille, marne, cal-
cari, arenarie e conglomerati delle unita delle Argille varicolori (Cret.-Mioc.
inf.) e del flysch del Cilento (Cret.-Mioc, inf.); argille, arenarie e conglome-
rali delle unith irpine (Langhiano-Tortoniano}); argiile ed arenaric det Plio-
cene inferiore-medio.

C: Terreni molto permeabili per fratturazione ¢ carsismo, costituiti da: do-
lomie e calcari della piattaforma campanc-lucana (Trias sup-Mioc. intf)),

D: terreni complessivamente impermeabili inferiori, costituiti da: arenarie,
argille, marne, radiolariti e calcari delle unith lagonegresi (Trias medio-
Mioc. inf); argille, arenarie e marne della copertura miccenica della piat-
taforma abruzzese-campana.

E: sorgenli con portata media superiore a 1 mc/sec.

F: sorgenti con portata media inferiore a 1 mc/sec.
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abruzzese-campana e (depositi arenacei, argillosi, marnosi, silicei e
calcarei) delle unitad lagonegresi;

2) terreni fortemente permeabili per fratturazione e carsismo
delle unita carbonatiche individuatesi dalla piattaforma campano-
lucana;

3) terreni impermeabili superiori costituiti dalle argille, marne,
arenarie e conglomerati delle unitd delle Argille varicolori e del
fllysch del Cilento;

4) terreni a bassa permeabilitd costituiti dalle alluvioni qua-
ternarie.

Queste distinzioni hanno valore a scala regionale e permettono
di delineare le principali caratteristiche dei grandi circuiti delle ac-
que sotterranee. Nel presente schema, per semplicita, sono stati
considerati unitamente ai terreni impermeabili inferiori e superiori
anche quei livelli che, in realth, per limitate aree di afhoramento,
presentiano una discreta permeabilita (es. i « calcari con selce » delle
unitia lagonegresi e i conglomerati e le arenarie del flysch del Cilento).

TETTONICA ED IDROGEOQLOGIA

I terreni carbonatici delle unitd derivanti dalla deformazione
della piattaforma campano-lucana costituiscono 1'acquifero principale
dell'area in esame. Essi a sud delle valli del Tanagro e del Calore
sono stati deformati essenzialmente dalla tettonica del Miocene infe-
riore (strutture anticlinaliche di M. Motola, M. Soprano, M. Chia-
nello, M. Cervati, M. Cocuzzo, M. Forcella ¢ M. Bulgheria). A nord
delle valli del Tanagro e del Calore sono invece molto marcate le
strutture connesse alla tettonica disgiuntiva quaternaria che ha in-
dividuato grandi blocchi rialzati (M. Marzano-M, Ogna, Monti Albur-
ni, Monti della Maddalena) e ribassati (Valle del Sele, bassa valle
del Tanagro, Vallo di Diano e alta val d'Agri). Nelle aree ribassate
strutturalmente si sono conservati i terreni impermeabili superiori
ed inoltre si sono accumulati i depositi alluvionali quaternari.

I blocchi rialzati, costituiti da rocce carbonatiche e ben sepa-
rati dai blocchi ribassati, con limitate aree di contatto, costituiscono
delle grandi strutture idrogeologiche in cui si possono riconoscere
delle sub unitd idrostrutturali dovute sia alla tettonica disgiuntiva
che a quella compressiva.

A sud del Vallo di Diano dove la tettonica quaternaria non ha
determinato notevoli sollevamenti e dove le unita carbonatiche erano
gia notevolmente ripiegate, le strutture mioceniche costituiscono idro-
strutture in cui gli effetti della tettonica recente, 'erosione, carsismo
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e sovralluvionamento controllano la ubicazione delle sorgenti prin-
cipali.

In tutte le strutture, in genere costituite da calcari in alto e do-
lomie alla base, tamponati dai terreni impermeabili delle uniti lago-
negresi e della copertura terrigena miocenica delle unitd derivanti
dalla deformazione della piattaforma abruzzese-campana, si ha una
forte permeabilita dalla sommita alla base, sia pure con differenze
qualitative e quantitative dipendenti dalla litologia, tettonizzazione
e carsismo.

Le masse calcaree presentanc molto spesso evidenze di uno svi-
luppato carsismo epigeo ed ipogeo, preferenzialmente impostato su
faglie e fratture (es. Monti Alburni e M. Cervati); a volte pero i fe-
nomeni carsici superficiali sono molie limitati (M. Motola, M. So-
pranc ¢ Monti della Maddalena).

E da notare che la parte dolomitica, dove affiora, presenta sempre
una intensa fratturazione diffusa quasi capillarmente in tutta la roc-
cia, che la rende notevolmente permeabile.

I calcari, oltre alla notevole fratturazione, che raramente & cosi
spinta e capillare come nelle dolomie, presentano una buona rete di
condotti carsici (in prevalenza verticali dalla superficie al livello di
base, e orizzontali alle quote in cui risultano tamponati lateralmente)
che garantiscono un ottimo drenaggio verso i punti di emergenza
della falda.

Poiché i blocchi carbonatici si sono sollevati in piu fasi, & va-
riata nel tempo la quota di tamponamento laterale; questi eventi
spiegano la presenza di vari condotti carsici ad andamento orizzon-
tale connessi alle varie fasi di carsificazione, sospesi rispetto all’at-
tuale livello di base della falda.

Dove ['acquifero dolomitico viene a contatto laterale con quello
calcareo, il pit facile drenaggio all'interno di quest’ultimo fa si che
mentre lungo l'area dolomitica, a contatto con i terreni meno per-
meabili sovrapposti geometricamente, si hanno pit punti d'acqua
con portate limitate, ai piedi della zona calcarea, allo sbocco dei
condotti carsici si hanno grandi sorgenti che drenano anche l'acqua
in falda nelle dolomie (es. Monti della Maddalena nell’area compresa
fra Sala Consilina e Padula).

Nell'Appennino meridionale, quindi, non & valida la netta diffe-
renziazione idrogeologica tra dolomie e calcari messa in evidenza in
altre situazioni stratigrafico-strutturali, pur esistendo alcune dife-
renziazioni quantitative e qualitative per quanto riguarda ad esempio
la permeabilita e 'andamento della superfice piezometrica degli ac-
quiferi.

32
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STRUTTURE IPROGEOLCGICHE CONTROLLATE DA DEFORMAZIONI QUATERNARIE
a) Strutture senza i terreni impermeabili di base affioranti

In questo gruppo vanno inquadrate quelle grandi strutture rial-
zate costituite nelle parti sommitali da rocce carbonatiche e indivi-
duatesi nel Quaternario. Questi blocchi sono delimitati da faglie di-
rette con notevoli rigetti verticali, anche superiori ai 2000 metri, in
cui le strutture mioceniche non hanno grande influenza sulla circo-
lazione delle acque sotterranee. I terreni impermeabili di base, in-
fatii, si trovano sempre a profonditd superiori a quella della soglia
di permeabilita laterale dell’acquifero carbonatico; quest'ultimo quin-
di, & sede di una unica grande falda che viene drenata in pitt punti
che corrispondono alle massime depressioni della soglia di permea-
bilita, Strutture secondarie possono aver determinato, all'interno
della unitd principale, la individuazione di sub unita idrogeologiche;
mentre reti carsiche sospese possono controllare falde secondarie.

11 ruolo della tettonica gquaternaria, sovraimposta su quella mio-
cenica, & stato di aver sollevato grandi blocchi mettendo a contatto
laterale i carbonati con i terreni impermeabili superiori prevalente-
mente argillosi. Le fasi pitt recenti inoltre hanno da una parte deter-
minato bacini rapidamente riempiti da terreni alluvionali, e, dal-
I'alira, nuove rapide erosioni ai margini delle strutture principali.
Cio ha provocato notevoli variazioni della ubicazione delle principali
sorgenti nel Quaternario recente.

GRrRUPPO DI M., MARZANGO - M. OGNA

E un blocco di forma quadrangolare (fig. 3), intensamente car-
sificato, orientato WNW-ESE, immergente verso SS8W, e delimitato
verso W dalla depressione della Valle del Sele e verso S dalla de-
pressione del fiume Tanagro (OrRToLANI, 1975); allo spigolo sud orien-
tale questa idrostruttura viene a contatto con quella dei Monti della
Maddalena. Lungo il margine meridionale si hanno due faglie orien-
tate NW-SE che determinano un gradino ribassato prima del graben
della Valle del fiume Tanagro. Su questo gradino si sono impostati
due bacini endoreici (Piane di Palomonte e di S. Gregorio Magno)
riempiti da depositi alluvionali, L'idrostruttura & divisa in due strut-
ture idrogeologiche secondarie da una faglia orientata WNW-ESE:
I'idrostruttura settentrionale alimenta le sorgenti di Quaglietta (por-
tata media circa 2,5 mc/sec) ubicate lungo l'alveo del fiume Sele;
I'idrostruttura meridionale alimenta in parte le sorgenti dell'area
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. 3. - Schema delle strutture idrogeoclogiche della Campania meridionale.
: gruppo di M. Marzano-M. Ogna.
: gruppo dei Monti Albani,

terreni molte permeabili.

terreni generalmente impermeabili in-

feriori.

sorgenti con portata media superiore

a 1 mc/sec.

: sorgenti con portata media inferiore
a I mc/sec.

. assi di anticlinali mioceniche,

: faglie dirette quaternarie.

: direzione di flusso principale della

falda di base.
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di Contursi, ubicate anch’esse lungo ['alvec del fiume Sele e di por-
tata non ben valutata. E probabile che alimenti anche durante il perio-
do piovoso una serie di sorgenti temporanee, lungo le profonde inci-
sioni dei fiumi Bianco e Platano, che determinerebbero una rapida
fuoriuscita delle acque. L'erosione operata dalle acque del Sele ha
determinato lo spostamento da E verso W delle sorgenti termomi-
nerali; quasi certamente anche le sorgenti di Quaglieita sono di re-
cente formazione in seguito alla cattura della falda dovuta all’ero-
sione dei terreni impermeabili che ricoprivano i calcari.

GRUPPO DEr MONTI ALBURNI

E un horst calcareo di forma quadrangolare (fig. 3) orientato
NW-SE ed immergente a SW; una faglia longitudinale orientata
NW-SE passante per Sicignano degli Alburni e Petina ribassa verso
il Tanagro il blocco di M. Forloso. Le forme carsiche sono sviluppatis-
sime e ben note in letteratura (BRaANcAccIo et alii, 1973). Questo gruppo
& delimitato verso NE dal graben del fiume Tanagro, verso NW dal
graben della Piana del Sele e, verso SW, dal graben del Fiume Ca-
lore; agli spigoli nord orientale ¢ sud orientale viene a contatto ri-
spettivamente con Ia idrostruttura dei Monti della Maddalena e con
il rilievo di M. Cocuzzo delle Puglie. Rappresenta un’unica struttura
che alimenta le sorgenti Auso di Ottati (portata media circa 1500 1/sec),
di Castelcivita (emergenti in parte lungo l'alveo del fiume Calore e
di non facile valutazione, forse 2000 1/sec), sorgenti sub-alvee {por-
tata di alcune migliaia di 1/sec) lungo lo spigolo NW dove il Tanagro
incide i calcari della idrostruttura e le sorgenti di Pertosa (circa
2000 I/sec).

b) Strutture con i terreni impermeabili di base affioranti

Sono strutiure individuate dalla tettonica quaternaria (horst),
costituite quasi esclusivamente da terreni carbonatici, in cui gli
effetti della tettonica miocenica influenzano in maniera determinante
il deflusso delle acque sotterranee. I terreni impermeabili di base,
infatti, si trovano a quota superiore a quella della soglia di permea-
bilita laterale.

GRUPPO DEI MONTI DELLA MADDALENA

E un horst allungato in direzione NNW-SSE delimitato da faglie
dirette verso il Vallo di Diano e verso la Valle del fiume Pergola e
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del fiume Agri (fig. 3). Allo spigolo sud orientale viene a contatto
con altre idrostrutture tributarie della Valle del fiume Bussento. Al
di sotto dei terreni carbonatici, in finestra tettonica, affiorano i ter-
reni praticamente impermeabili delle unitd lagonegresiche formano
strutture anticlinali (ScaANBONE, 1967), con asse coincidente all'incirca
con lo spartiacque superficiale (NICOTERA & DE Riso, 1969). Lateral-
mente i carbonati sono tamponati dai depositi alluvionali del Vallo
di Diano e dell’alta Val d’Agri e dai terreni prevalentemente argil-
losi miocenict e delle unita del flysch del Cilento. I terreni imper-
meabili di base, afhoranti quasi ovunque a quote nettamente supe-
riori a quelle della soglia di permeabilith laterale, condizionano il
deflusso delle acque sotterranee: in parte verso il Vallo di Diano
(complessivamente circa 2000 /sec) ed in parte verso l'alta Val d'Agri
(complessivamente 2000 1/sec), Strutture minori individuano sub unita
idrogeologiche.

Lungo il margine del Vallo di Diano si hanno le due sorgenti
principali ubicate nei calcari; lungo i bordi dei vasti affioramenti di
dolomie si hanno invece numerose sorgenti minori. Le dolomie oltre
a rifornire le sorgenti al contatto con i terreni meno permeabili, ce-
dono acqua anche alle sorgenti ubicate nei calcari contigui.

STRUTTURE IDROGEOLOGICHE PREVALENTEMENTE CONTROLLATE DALLA TET-
TONICA MIOCENICA

Sono strutture individuatesi nelle unita carbonatiche durante il
sovrascorrimento sulle unitd lagonegresi, avvenuto nel Miocene in-
feriore. Si tratta di anticlinali orientate W-E, che la tettonica qua-
ternaria, sovraimposta, non ha cancellato: sono evidenti nell’area ad
W del Vallo di Diano e nell'area del fiume Noce in Basilicata. Le
strutture sono abbastanza ben individuate e separate dai terreni ar-
gillosi, appartenenti alle unitad delle Argille varicolori e del [lysch
del Cilento, conservati nelle depressioni strutturali. A volte i terreni
impermeabili di base si trovano a quote superiori a quelle delie
soglie di permeabilita laterali (es.: M. Cocuzzo e M. Forcella). La
tettonica quaternaria, determinando a volte sollevamenti differen-
ziati ed erosione della copertura impermeabile e, a volte, sovrallu-
vionamenti notevoli, ha condizionato le ubicazioni delle sorgenti,
provocando sensibili spostamenti dei punti di drenaggio. Le sorgenti
principali sono ora ubicate in corrispondenza delle depressioni as-
siali, a contatto con i terreni prevalentemente argillosi sovrastanti i
calcari, o con i terreni alluvionali quaternari accumulatisi nei graben
recerntt.
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MonTE MoToLAa

E una mezza anticlinale orientata W-E delimitata verso S da
una faglia diretta (fig. 3); ad E i calcari sono tamponati in parte
dalle alluvioni del Vallo di Diano mentre per il resto della struttura
dai terreni del flysch del Cilento e delle Argille varicolori. Il punto
pitt depresso della soglia di permeabilita & nel bacino del fiume Ca-
lore lungo l'incisione del fiume Sammaro dove & ubicata l'unica sor-
gente (portata circa 600 1/sec) che drena l'intera struttura idrogeo-
logica, Anche i terreni impermeabili inferiori si trovano sempre a
quote inferiori a quella della soglia di permeabilita laterale. Parte
delle acque sotterranee sono cedute anche alle alluvioni del Vallo
di Diano. Probabilmente l'evoluzione recente dell’area (sovralluvio-
namento nel Vallo di Diano con tamponamento dell'acquifero calca-
reo a quote sempre pilt alte ed erosione attiva lungo la Valle del
Sammaro con abbassamento via via maggiore della soglia di per-
meabilitd) ha provocato lo spostamento del punto di drenaggio da
E verso W.

MoNTE CERVATI, MONTE SOPRANO

Questa struttura idrogeologica & costituita dalle seguenti strut-
ture anticlinaliche: M. Cervati, M. Chianello, M. Sottano e¢ M. So-
prano; orientate W-E, tamponate all’estremita occidentale ed orien-
tale dalle alluvioni rispettivamente della Piana del Sele e del Vallo
di Diano e, per il resto, dai terreni argillosi delle unita delle Argille
varicolori e del flysch del Cilento (fig. 3).

I terreni carbonatici del M. Cervati sono separati, in affioramen-
to, da quelli delle altre strutture in corrispondenza della depressione
assiale del torrente Torno; essi tuttavia a piccola profondita sono in
continuita fisica.

La struttura del M. Cervati, le cui forme carsiche sono molto
diffuse e sviluppate, ¢ la piit ampia del gruppo e presenta due sor-
genti principali, a circa 450 m slm., sul versante del Vallo di
Diano (portata media complessiva circa 1700 1/sec). Altre sorgenti
sgorgano sul versante meridionale: una nella Valle del Mingardo a
quota di circa 450 m s.l.m. (portata media circa 400 1/sec), un'altra
nell’alta Valle del Bussento a quota di circa 470 m s.l.m. (portata
media 500 1/sec) e una sorgente minore nella Valle del Calore, presso
Laurino, a quota di circa 325 m s.l.m. (portata media circa 100 1/sec).
Non mancano sorgenti minori in quota alimentate da falde sospese
(sorgenti del Calore).
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Poco ad E di Sanza si ha un’altra sorgente, a quota di circa 500 m
s.lm., alimentata dalla falda del M. Cervati durante il periodo di
maggiore sollevamento della superficie piezometrica (dall'inizio del-
Finverno all’inizio dell’estate).

La sorgente principale di tutta la struttura idrogeologica (Capo-
difiume) & ubicata al margine occidentale a quota di circa 15 m. s.l.m.,
a contatto con i terreni alluvionali della Piana del Sele (portata
media di circa 3500 }/sec).

La mancanza di grosse sorgenti al bordo occidentale di M. Cer-
vati, nelle valli del torrente Tormo e del fiume Calore, nonostante che
la soglia di permeabilita sia pit bassa d¢i circa 150 m rispetto al
Vallo di Diano (dove sono ubicate le sorgenti principali) e la notevole
portata delle sorgenti Capodifiume, ingiustificata se si considera area
di alimentazione solo le strutiure di M. Chianello, M. Sottano e M.,
Soprano, permettono di affermare che la struttura idrogeologica del
M. Cervati-M.Soprano & unica.

E da notare che la sorgente di Capodifiume ha acque mineraliz-
zate, probabilmente per il mescolamento dell’acqua di falda con acque
marine fossili intrappolate nei carbonati.

Sia nella parte occidentale del M. Cervati che nel gruppo dei
Monti Alburni il carsismo epigeo ed ipogeo molto sviluppato crea uno
svuotamento rapido di gran parte delle acque di infiltrazione. Infatti
lungo il corso del fiume Calore, nei pressi di Laurino, e del torrente
Torno durante il periodo piovoso si possono osservare diversi con-
dotti carsici attivi.

MonTE ForRCELLA, MONTE COCUZZO

La struttura di M. Forcella, orientata W-E, viene a contatio a
NE con la struttura idrogeologica dei Monti della Maddalena, a N
& separata dalla struttura del M. Cervati dalla depressione compresa
fra Sanza ed il Vallo di Diano (fig. 3). Ad E i terreni impermeabili di
base afforano a quote superiori a quelle della soglia di permeabilita
laterale tra i calcari ed i1 terreni impermeabili del flysch del Cilento.
Lungo l'alveo del fiume Bussento, in corrispondenza della depres-
sione assiale della struttura, & ubicata la sorgente 12 Fistole della
portata di circa 2500 1/sec.

La struttura di M. Cocuzzo viene attraversata dal corso sotterra-
neo del fiume Bussento alle cui risorgenze & ubicata una sorgente di
circa 1500 1/sec ed alcune sorgenti minori che non sono in relazione
con le acque del fiume ma sono alimentate dalla struttura calcarea.
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Falde sospese alimentano alcune sorgenti lungo il fiume Bussen-
tino a monte di Casaletto Spartano. Una sorgente sottomarina, di
notevole portata, nota poco al largo di Villammare, rappresenta il
recapito principale di tutta l'idrostruttura.

Appare chiaro, alla fine di questa breve rassegna, che questi
massicci carbonatici, per l'assetto geometrico che hanno assunto e
per l'intensa tettonizzazione che li caratterizza costituiscono le pil
importanti riserve d’'acqua dolci sotterranee dell'Ttalia meridionale.

Le sorgenti principali, ubicate ai piedi di questi massicci, sono
oggi largamente utilizzate per uso civile, industriale ed irriguo.

La regione Campania dispone in media di circa 44 mc/sec di
acque sorgive, I'area in esame di circa 24 mc/sec, piu circa 3-4 mc/sec
che si riversano direttamente in mare nel golfo di Policastro.

Questa abbondanza di acque sorgive ha permesso, nelle aree pia-
neggianti di queste zone, l'instaurarsi di una agricoltura fortemente
intensiva ed avanzata.

La decisione di captare queste acque sorgive di ottima qualita
per addurle nelle aree costiere limitrofe, fortemente urbanizzate,
porra dei seri problemi alla economia agricola della zona. Infatti
anche se non ¢ razionale, in genere, usare acque di simile qualita
per l'irrigazione, specie in aree fortemente piovose, il non aver pre-
disposto opere adatte alla loro sostituzione con acque di diversa pro-
venienza (es.: bacini artificiali) porra seri problemi allo sviluppo sia
industriale che agricolo di tutta la zona.
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Una generalizzazione dell’operatore di Stancu

Nota di GIUSEPPE MASTROIANNT ¢ MARIo ROSARIO OCCORSTO
presentata dal socio ordinario FEDERICO CAFIERQ

(Adunanza del 2 dicembrc 1978)

Riassunto, — Gli autori studiano le proprietd delle potenze dell’operatore di
Stancu. Essi iniroducono poi un nuovo operatore che presenta il vantaggio di mi-
¢gliorare l'approssimazione al crescere della regolarith della funzione approssimanda,

Si ottengono generalizzazioni e raffinamenti di risuitati gia noti, nonché nuove
formule di derivazione e di quadratura.

SumMmMmary. — The authors study some properties of the powers of the Stancu’s
operator. Then they introduce a new operator connected with Stancu's operator
improving the approximation with the growth of the smoothness of the function to

be approximated,
Moreover some generalizations and improvements of well known resulis are

obtained.
Numerical differentiation and numerical quadraturc formulas arve achisved.

1. - INTRODUZIONE.

Ad ogni funzione f definita nell'intervallo [0, 1] si puo associare
il polinomio di Stancu S,: (f; x) di grado m e parametro a definito
dall'uguagiianza:

241

(1.1) SRR ] W (0 f (ifm)

53

con

x(i.f‘z)(l o x)(mﬁi,—q)

l(m,fcz)

o
M;m,i (x) -

in cui x" ¢ la pseudopotenza di base reale x, pseudoesponente in-
tero non negativo r e parametro reale h, data dalla posizione:

iperr=20
(1.2) xoh — ¢
I {(x—sh)perr>0

§=0
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L'operatore definito dalla (1.1) si chiama appunto operatore di
Stancu e si indica col simbolo S’ . Esso & un operatore positivo del
tipo Bernstein. I polinomi S:, (f; x) introdotti da Stancu [1-2-3-4]
sono stati studiati anche da altri autori [5].

Gli operatori introdotti da Baskakov [6] e da MIRAKYAN [7] pos-
sono essere ritenuti dei casi limiti dell’'operatore di Stancu [1].

La maggior parte dei polinomi del tipo Bernstein, e fra questi
anche i polinomi di Stancu, presentano l'inconveniente di subire il
fenomeno della saturazione; si ha cioé che al crescere della regola-
rita della funzione da approssimare non cresce l'ordine di approssi-
mazione della funzione approssimante.

In questo lavoro si studiano le potenze dell'operatore di Stancu
ottenendo un risultato analogo a quello che KELISKY e RIVLIN [8]
hanno ottenuto per le potenze dell’operatore di Bernstein.

Inoltre si introduce e si studia un operatore S, , che & combina-
zione lineare di potenze di S, . Questo operatore, che non & sempre
positivo, generalizza sia l'operatore di Stancu sia l'operatore B
studiato in [9]; presenta inoltre il vantaggio di migliorare l'appros-
simazione al crescere della regolarita della funzione che si appros-
sima. Si ottiene pure una generalizzazione della uguaglianza di Vo-
RONOVSKAYA [10] ed in particolare un raffinamento di un risultato di
BuTzer [11] e di uno di FREntiu [12]. Si dimostra anche che, detto
L, l'operatore di Lagrange sui nodi {i/m} (i = o, m), si ha:

lim S, . (f; x) = Lu(f; x)
ke
per ogni funzione f definita in [0, 1].
Si ottengono infine delle nuove formule di derivazione e di qua-
dratura numerica.

2. - L'OPERATORE S , .

Indicati con m e k degli interi positivi e con « un reale positivo,

sia S, , l'operatore definito dall'uguaglianza:

(2.1) St =I—-(I—S8:¢

m,k m

ove I & l'operatore identico ed S, & l'operatore di Stancu definito
mediante la (1.1).
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Dalla (2.1) segue:

She = 5 (- 075 s2y

o o
Sl,k = 5,

a o
Sm.l = Sm

a
Sm,k = Bm,i‘c

dove B,.« & l'operatore studiato in [9].
Detta f una funzione definita in [0, 1], si ha ovviamente:

8, (F:0) =1 (0)
B (h 1) = #0)
Con facili calcoli si ottiene poi in particolare:
(2.2) S ) =200 =)o — 20+ L) # +
+L@#F = fo + 401 — ) fra+ @25 = Dflx + /o
ove si & posto:

2a

+2

Si osservi che l'operatore S’ , & in generale non positivo, cioé

f@) =05 S5, (fix) =0

Ad esempio, per una funzione f non negativa appartenente a C° [0,1]
tale che:

fo:flfzzo ed f;:l,

tenendo presente la (2.2), si ha:

Sy (x) =201 — ) % [x + 2r*—1]

22
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e poicheé e:
2-2t>»0 e =12 —-1<1
S:k (f; x) cambia segno in [0, 1]. Pertanto l'operatore S,.. &in gene-
rale non positivo.

D’altra parte esistono dei sottoinsiemi di C° [0, 1] in cui S, , & po-
sitivo per qualche k. Invero nell'insieme delle funzioni concave di
C°[0,1] gli operatori S, e S, , sono positivi. Infatti se f & con-
cava, posto:

R:E = I - S:I
si ha:

B (%) =07

mn

Poiché risulta pure:
Sr, (%) =8, Qf —S,fix)=S8,(f + R, f; x)
Sy (f;2) =38, (f;x) — 3(S,. Y (f;x) + (S8.) (f; x) =

m

= 8, BR,f+(5,)'f; %),

si ha la positivita degli operatori S, ed S, ; .
L'operatore S, ,, come si puo facilmente verificare, ha grado di

esattezza 2. Imoltre, posto:

R,, =R )Y=(010- 5

er(x) = &t

si ha in particolare:

L3 | aflg)

R:r'k = — [ 1+« m*

! Invero si ha:

nt nt
a

Sh (9 = Zwhy (1 G/m) < (T who 9 ——) = 09
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3. - CONVERGENZA, PER k— oo, DI (S] ) (f; %) E D1 8%, (f; x).

n

Posto, per ogni ke R ed ogni k intero positivo:

ka1

ks,
k-1 K+l
h k-t

Vk,.’i -

2 k¥t

s,
kel

h s,

dove s denotano i numeri di Stirling di seconda specie (cfr., ad es.,
F. SCHEID, Numerical Analysis, Mc Graw Hill ( 1968)), si definisce per
ricorrenza la matrice di ordine & + 1:

1 se k=20

Sk I . 3
kA [Skl,h Vk,h] se k > 0
0 i

con 0 € R*
Posto poi:

Xe = {x, 2%, ..., x%); we =(0,0,...,0, 1)T € R

(2,71) (k1)
x X
Yk,h: (x, PP J

120 1k0)
UL I o
Ay = o em . 0 . Aux = Acs Siors
0 0. g
si ottiene;
(3.1) Xi = Yeun Arp

Incltre si dimostra facilmente che:

(3‘2) Su (ei; x) = Yi,—a A..E,l/m [£¥} (1 = i = ?ﬂ)

m
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In particolare per & = 0 e per a = — 1/m si hanno rispettiva-
mente:

SU (6,'; X) = Bu (ei; .3C) = X Ai,l/m Ui

Hr

ST (e x) = Xioty = X

n

Da quest'ultima uguaglianza segue poi facilmente che:

—1/m

S = an

"

ove L. & l'operatore di Lagrange sui nodi {i/m} (i = o, m)
Dalla (3.2), tenuto conto della (3.1), si ottiene:

(3.3) S (e;x) =X (A-_l A iym) Ui

" [

Dalla (3.2) st ha inoltre:

(3.4) (‘x; S:i (62; x) yrtt S,E:, (6,‘; x)) - Yi‘*“ Af,l/”"
Posto poi:
. x(i.*u)
0 ) =—am

dalla (3.4) si ottiene:

Si(n, ;%) = SE(er, ..., e)A L, w;x)=
= (x, 83 (e2; x), 8% (es; %), ..., SL (es; OYAL, w
e quindi:
(3.5) So(n,"5x) = Yiw(Aum A, )

da cui segue in definitiva:

-1

(3.6) (Sf; (”r]l_'I x), ..., S;t ('n;‘l cx)) = Yiw Ay A,

Si osservi che indicato con axy il vettore che si ottiene da Vg
sostituendo a s] i numeri di Stirling di prima specie e posto:

1 se k=0

Sip = [Skm ax,p

) se k>0
0 1
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si ha:
(3.7) Ser = Sea
Ovviamente la (3.7} consente un agevole calcolo della matrice A, Ll

che semplifica l'utilizzazione delle (3.3) e (3.5).
Si dimostra ora il seguente

LEMmA 3.1 — Per ogni k € N si ha:

(3.8) (S; ¥ (ei; x) = X (A:,] Avapm ) s

-4

Infatti in virtd della (3.3), la (3.8) & vera per k = 1. Procedendo
per induzione, si supponga che sia:

(SE) (e x) = X (A, A ' ui
Posto:
(A;-,_-..la A v = (v, 2, ooyt

dall'ipotesi induttiva, tenendo conto delle (3.1) e (3.4), segue:

(S, ) (e; x) =S, (ries + 122+ ...+ e x) =

(S), (ei; x), Si(e; xy, .o, 80 (es x)) (i, vz, oo v, vi)' =

- Yi,—cr. Ar‘,l/m (A;Ea Ai,l,ﬂ‘m)k_l t; — X;(Al___l Aa‘,}/m) (A:j Ar‘,l,lm)k71 u; =

o [

1

= X; (_A',.‘__d A

e pertanto la (3.8) & provata.
In modo analogo si potrebbe dimostrare il seguente

Lemma 311 — Per ognt k € N si ha:

(3.9) (SoV(n " x) = Yiiw (Augm A7 You,

{,—o

(3.10) RS

n,k

(n; “5%) = Yoo (L — Aum AL Yu

ove I; & la matrice identica di ordine i

33
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Poniamo ora:

Cr',l,’mﬁu - Ar’,l,’m Ai,—a
e dimostriamo il seguenie

LeMMa 3.1 — Gli autovalori di Ciym—. sono:

(3 11) 1 1(2)1,‘:11) 7 1(3,},:’;11) 1(;‘,]/;)3)

? E L |

1o je-o e
e gli elementi cui di Ciypw—o, per ogni ki tale che 1 < h <1 < m, veri-

ficano la relazione:
(3.12) ki = 1
1

La (3.11) discende direttamente dalla definizione della matrice Ags.
Per quanto riguarda la (3.12), si osservi che, per h < i, si ha:

1 = n.'-x—a (1) - S:, (’r]_ll_'JL ; 1) — (1; 1: ey 1) C.'i,l,"m,—a (0, 0, ey, O)T fruas
= Crh + Cah ‘i’ e+ Chnh

e poiché, per ogni h =i, la matrice Ch.iym—a si oftiene orlando la
matrice Cpiym.-., la (3.12) & provata.

Si osservi ancora che, per ogni « reale non negativo risulta V 7, k
cer = 0 e quindi:

| Coppm—al| = 1

ove la norma & quella subordinata dalla norma del massimo.

Indichiamo ora con Vi.. la matrice che ha per colonne gli auto-
vettori di Ciym—_. normalizzati in modo che gli elementi della diago-
nale principale risultino uguali ad 1, e con Tiym—. la matrice diago-
nale che ha per elementi della diagonale principale gli autovalort
(3.11}. Poiché e:

Cf,]/n:,—a Vi,m,m = V.",m,a Fi,l/’m,—a
le (3.9) e (3.10) diventano rispettivamente:

k —1

(3.13) (S2¥(n, " ;%) = Yica Vima Lomea Vi o Wi

ii;

i, -

(314‘) R:z,k (”fl;_u ; x) - Yi«—a Vima (Ii - ri.lﬂ?!ﬁm)k V-_i
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. -1 . .
Per [a matrice V, sussiste anche il seguente

[REN:S

LEMMA 3.1V — Gli elementi della prima riga di V:.:i‘m sono tutti
uguali ad 1.

Sia invero Uim. la matrice che ha per colonne gli autovettori

di C,.I‘,/m__ut normalizzati in modo che gli elementi della diagonale

principale risultino vguali ad 1. Indicato con 2! = (1, un,ua, ..., i)
il primo vettore colonna di Ui, relativo all’autovalore 1, si ha:

T
i1/, —a

u' =yt

C

Tenendo allora presente che, in virtlt della (3.12) la somma degli
elementi delle righe di CIVT.W‘_m ¢ uguale ad 1, si ricava facilmente
che

wt=(1,1,...,1)F
D’altra parte si pud dimostrare facilmente che risulta:

D

£, LIRS

\%

Ne segue facilmente l'asserto.
Si dimostra inoltre il seguente

LEMMA 3.V — Per ogni o = 0, si ha:
(3.15) lim (S. Y (n, “; x) = x (i < m)
K—yeo

uniformemente rispetto ad x € [0, 1].
Infatti per la (3.11) si ha:

/’100 0
Iim Iﬂ:f”m._a e
ke 000...0

L G00...0) w

Inoltre dalla (3.13), tenendo conto del lemma (3.IV) e dal fatto che
il primo elemento della prima riga Vi.. & 1, segue facilmente:

. 3 - f k —1
}\213 (S,E:!);L (’T]I '1; x) = YE,—tz Vi,m,a (%‘EI: ri,]flr!,—a) Vi,m,a. H; =

=Yiw Vi (1,O,..., 0 =Y, . (1,0,..., 007 = x

cioé l'asserto.
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Si & ora in grade di dimostrare il seguente

TrorEMa 3.VI — Per ogni funzione { definita in [0,1] e per
ogni o reale non negativo, si ha:

W x) = flo) + [f (1) —f(o)]x

n

(3.16) lim (S
kyen

uniformemente rispetto a x.
Infatti si ha:

lim (S5 (f; 2) = f(0) + lim 5::( m ]Af f(0) (85)1 (0"} %)

forp o kuyes =1 1

Quindi per il lemma (3.V) si ottiene:

lim (S%)* (f; x)f(o)+x[i:.-[ " ]Aff(o) - f(o)]

hpea o

da cui l'asserto.

Si osservi che il teorema ora dimostrato generalizza un risultato
di KeLISKY e RIVLIN [8] che provarono la (3.16) per i polinomi di
Bernstein.

Si dimostra infine il

TEOREMA 3.VII — Per ogni funzione { definita in [0, 1] e per
ogni ¢ reale non negativo si ha:

(3.17) lim S . (f; ) = La (f; x)

b e

uniformemente rispetto ad x e [0, 1].
Infatti dalla (3.11) segue che il raggio spettrale della matrice

I - Cf,l/m,#u

risulta minore di 1. Quindi, indicata con 0; la matrice nulla di or-
dine i, si ottiene:

]j.m (I e Ci,i,lm,fa)k - OI
k
da cui segue:

-1

Zo:k (L - C"-U'"-“““-}k = C.Ejl,fm,—a = Ai"“ Af,l/m
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Pertanto, per la (3.10), si ha:

Zf‘ R.lr::,k (“ﬂsﬂn ; :C) = Yff—ﬂ Zk (L — Ci,l/m,—a)k ; =

' -1 _1 lbrLfm)
= Yi,fa Afﬁm A t; = X/ A,

idfm i Hi = Yi,l,’m Hi = I(l',i."l")
per ogni x reale.

Si ha ora facilmente:

lim S5, (f; %) = Z[ " ][io,» Runs ("5 ) ] A f(0) =

i

1w m x(i.l,"m) .
Zi( / ]1(5.;;:;)_ A'f(0) = Lu(f; x)

1

cioe Fassunto.

In particolare, per e = 0 la (3.17) diventa:

lim Bm,k (f; x) = L'” (fr x)

kepea

ove B, & ['operatore introdotto e studiato in [9].

4. - CONVERGENZA, PER 11— e, DI S_ , (f; ) E DELLE SUE DERIVATE.

In questo paragrafo supporremo che risulti:

0 <oa=o0a,=00m"

E noto che in tal caso sussiste la seguente disuguaglianza [5]:

(4.1) | D" RO (f;x) | =<

mn

1 !
< p!J%S;_p( [j/m, Ce, R ;;p-; f] — P (x); x]idTp + Yorap || F7

|

T
P

ove la norma ¢ quella uniforme e si & posto:

T, = [0,1] x [0,#:] X ... X [0, 1] 0 < p<m)

tel0,11, k = 1,p—1
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([ 2] )
m m

Hn—p i ] i
B o i j+1 jtpr.
= ;: Wi, (x) [ m m T om f

Yiap = 1/(1 —am)? — 12V /(1 +m —1a)...(1 + m — pa)

(Ym‘a,o = 0)
Se inoltre si pone:
- o R
l) Ymap = m—p
B . : : By ()
i) Smap(x) = p! f Smp (x —(+8)/m%tx)dT, = = i 2
Tl"
ove
_ 2
Busp (1) = (L—pfmy 2HH =Py 4 P (1~ p/m)st —
1L m
(1= ppmp—— 2P Gy 2
— 1 — o + (1 — p/mpP - 57—
4 (p+1)(m—p) P s (m — p)

i) Cp = Sup {[| Buan /2 + (1 — p/m)/2 + Vinas}

) 1 = 11111l = maxe (12 [} Ck > 0)
le limitazioni stabilite in [6] diventano:

(4.2) DR = 2w (f;8) () + Ymen | f?] ¥V € C[0,1]

m .o, 0

1/2

(43) [[D’RL (D] =28,.,, ®o{@;8,,, ) + pllf1/2m +

m ",o,p

+ Yoo | /2| V20 € C°[0,1]

(4.4) DR (N = Co[[f?|I/(m — p) V¥ e C°[0,1]

Da una applicazione iterata della (4.4) si ottiene:

o F k
| D” R _ Atk
(4'5) || ¥ m (]C) Hk = nm p

177 Nl
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ove
Fp+k = max Cp-l-f
ogigk

Dimostriamo ora il seguente

TEOREMA 4.1 — Se f*+*® e C°[0,1] (p+2k<n, p=0, k= 1),
si ha:

(4.6) HWMAM<[“%ﬁuwm

M

Per la (4.4) il teorema ¢ vero se k = 1. Procedendo per induzione,
si supponga vera la limitazione:

k-1
IDP RS, (DI = [ =227 9 e
imk—1 m — p

da cui sostituendo R” (f) ad f, tenendo conto della (4.5), si ha:

m

o I‘;,, k— fe=1 o
HWMAﬂS[’mL]HW&ﬁWHS

m—p
k—1
s (e | T o

Da quest’ultima disuguaglianza, essendo:
=T} se i=j
segue il teorema.
La (4.6) puo considerarsi una generalizzazione di un risultato di

Voronovskava [10].
Dalla (4.6) si ottiene ancora:

(47) wvmﬁm<{nwzpmmAmu

Dalla (4.7), tenendo conto delle (4.2) e (4.3), discendono i se-
guenti corollari.

COoROLLARIO 4.II — Se {7+ ¢ C°[0, 1], si ha:

(4.8) D?R; .., (f; x) = 0(m~¥)
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CoROLLARIO 4111 — Se fir+*+D ¢ C° [0, 1], si ha:
(4.9) D* R ., (f;x) = 0(m*")
COROLLARIO 4.1V — Se f¥+*+Y & Lipw 1, si ha:
(4.10) 104 Rf;"“, (f; x) = 0 (m* 1)

Risulta cosi dimostrato il seguente

TEOREMA 4.V — Per ogni funzione f ¢ C7**"/ [0, 1], con p = 0,
k=1 2k+j<m, j=0,1,2, la successione di polinomi

{DP S::er,]( (fy x)}HJ'EN

converge uniformemente ad ' (x). L'ordine di convergenza & dato
dalle (4.8), (4.9) e (4.10).
Le relazioni (4.8), (4.9) e (4.10), nei casi in cul risulti:

a=p=—Fk=20
ia=k=0p>0
i) o =0, p>0, k>0
iv) %0, p=k=0
vyaz0 p>0 k=0

restituiscono le analoghe relazioni riportate rispettivamente in [13],
[9], [1] e [51.

Uno dei vantaggi che si ha con 1 polinomi introdotti in questo
lavoro risulta evidente dal confronto con i polinomi di Frentiu e con
quelli di Butzer,

Infatti se f e C¥ [0, 1], per ottenere un'approssimazione dell’or-
dine di (2 + 1)~ basta scegliere un polinomio di grado 2r + 1.
Perché si ottenga lo stesso ordine di approssimazione col procedimen-
to di Frentiu, occorre invece un polinomio di grado r (2 r + 1), mentre
con quello di Butzer, occorre un polinomio di grado 27'(2r + 1).

5. - APPLICAZIONI.

Le proprieta di convergenza dell’operatore D¥S®, consentono
g mk
I'introduzione di nuove formule di derivazione numerica. Invero,

sostituendo ' (x,) con D’ S::,k {f; %o), si ha una formula di deriva-
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zione numerica del tipo:

1) = Yl f () + E (o, f, ey 11, )

con a; dipendente da x,, k ed «, ma indipendente da f cd in cui il
termine E (x., f, k, m, i, &) deve intendersi, a meno del segno, come I'er-
rore della formula di derivazione numerica,

In particolare per m = 2 si hanno formule di derivazione nu-
merica sut tre punti e precisamente, posto:

2o +1
2o+ 2

f =

con ovvio significato dei simboli, si otticne:

*’

fo =(=342HMf+@ -4 + (=1 + 215 fi

(5.1 f, = —fo+h

?

fi =0 =204+ (=444 + (3 - 247

Si noti, che al divergere di &, i coeflicienti delle formule di deri-
vazione numerica cosi ottenute tendono ai coeflicienti delle corri-
spondenti formule lagrangiane e che per a = 0 le {5.1) forniscono
le formule di derivazione di cui al n, 4 di [9].

Si possono poi ottenere formule di quadratura sostituendo nel-
I'integrale

1
r.r N

J fla)ydzx

0

alla funzione integranda il polinomio S... (f; ).
In particolare per m = 2 si ottengono le formule di quadratura:

(5.2) TLu(a) = _é“ + 2% fo + (4 =45V fun + (1 4+ 219 £,

Si noti che al divergere di k il secondo membro della (5.2) tende
alla formula di Cavalieri-Simpson e che per a = 0 si ritrova la (4.5)
del lavora [9].
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Si considerino, a titolo di esempio numerico, le uguaglianze:

1
(5.3) jcosx dx = sen 1 = 0.84147

O

in cui il terzo membro & calcolato con errore minore di 05 x 107

Applicando la formula di Cavaliere-Simpson per calcolare il pri-
mo membro della (5.3), si ottiene, con arrotondamento della quinta
cifra decimale:

I, = 0.84177

mentre applicando la formula di quadratura (5.2) con @ = 0.2, k = 10
si ottiene con arrotondamento della quinta cifra decimale:

L0 (0.2) — 0.84144

Il risultato ottenuto & quindi piit preciso di quello ottenuto con la
formula di Cavalieri-Simpson. E evidente che altre scelte di o e di k
portano a risultati migliori o peggiori di quelli trovati. Resta per-
tanto aperto il problema della « ottimizzazione » dei parametri k
ed a.
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Una revisione numerica
delle componenti del moto polare

Nota del socio ordinario Trro NricoLint

(Adunaza del 2 dicembre 1978}

RiassuNto., — 1 risultati pubblicati del Servizio Internazionale delle Latitucini
e del Servizio Inlernaziomalc del Moto Polare danno le coordinate mediec mensili
X ed Y delia polodia dal 1900.0 (o anche dal 1890.0 includendo una serie anteriore
pubblicata da Albrecht e Wanach). Attualmente & anche meglio sistemata la com-
plessa esigenza di una origine unica del sistema di coordinate; questa circostanza
€ la disponibilith di tanti anwi di osscrvazioni, permeite una deduzione delle princi-
pali componenti periodiche della polodia, in un sistema meglic definito ¢d uniforme
che in passato, La deduzione & stata eseguita hasandosi su due successive riduzioni
dei dati criginali:

I: Tutte le X ed Y anteriori al 1922.7 sono state inlerpolatc per le epoche medie
mensiii standard usate da tale data in poi.

2: T successivi cambiamenti di programmi osservalivi corrispondono a successivi
cambiamenti dell’origine delle coordinate; per rimediare a questo inconveniente,
una comunc origine convenzionale (CIO, adoitata nel SIL dal 1941.0) & stata adottata
anche per i valori X ed Y precedenti, applicando ad essi appropriate correzioni per
gli intervallj tra le date 1900.0-1966.0 - 1922.7 - 1935,0 - 1941.0.

Le X ed Y cosi petlificate sono pronte per la rideterminazione delle componenti,
aniua e chandleriana, dei moto polarc. I risullati sono dati ai n. 3, 4, tavole 1, 3 e
diagrammi.

SumnmaRY. — The published Results of the ILS and IPMS give the X and Y
monthly coordinates of the polhody from 1900.0 {or even from 1890.0 including an
carlier series by Albrecht and Wanach). At present a belter undestanding of the
origin of the coordinate systermn is also available, And so an improved analysis of
the increased data, for the deduction of the main periodic components of the
polhody in a more uniform system than in the past becomes possible. The task
has been accomplished on the basis of two successive steps as follows:

I: All the published X and Y anterior to 19227 have been reduced by interpola-
tion to the standard monihly epochs adopted alter that date.

2: The changes of observing programmes in successive dates correspond to
changes of origin of the coordinates; to remove this trouble, a common conventional
origin (CIO, adopted in the Service since 1941.0) has been adopted also for the
preceding values X and Y, applying to then proper cotrections for the intervals
between the dates 1900.0 - 1906.0 - 1922.7 - 1935.0 - 1941 0,

The X and Y so rectified are ready for the redetermination of the components,
annual and chandlerian, of the polar motion. The resulis are given in n. 3, 4, tables
1, 3 and diagrams.
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1. La ricerca delle componenti periodiche della polodia ¢ stata effet-
tuata pitt volte da vari autori; una volta anche dallo scrivente (Atti
Acc. Naz. Lincei, Classe Sc. Fis., Mat., Nat., vol. 2, fasc. 1, sez. 1, 1948)
basandosi sulla analogia con la teoria dei battimenti ondosi. I risul-
tati erano validi ed accettati, ma ora sono disponibili altre tre decadi
di osservazioni e chiarimenti sulla origine del sistema di coordinate;
quindi & opportuno riprendere il problema secondo i procedimenti
stabiliti in detta ricerca.

I dati di partenza sono i valori medi mensili delle coordinate
del polo di rotazione, X ed Y, l'origine essendo stata variata succes-
sivamente dai responsabili del Servizio Internazionale, in base alle
latitudini medie delle Stazioni, risultanti negli intervalli loro affi-
dati. Questi valori, per Iintervallo 1890-1900 sono presi da WANACH,
Die Chandlersche und die Newcombsche periode del Polbewegung,
Berlin 1919; e per gli intervalli successivi dai volumi ufficiali dei
Risultati del Servizio:

1900-1912, Wanach, Bd V, pp. 192-194;

1912-1922.7, Wanach e Mahnkopf, Bd VI (Ergebnisse), pp. 235-6;
1922.7-1935, Kimura, Vol. VIII, pp. 170-172;

1935-1941, Carnera, Vol, IX pp. 221-224;

1941-1949, Nicolini e Fichera, Vol. X, pp. 177-178;

1949-1962, Cecchini, Vol. XI, t. 3, p. 223.

Per lintervallo 1962-1977 devo ringraziare il Dr I. Tsubokawa
Direttore generale dell’Osservatorio di Mizusawa e particolarmente
la solerte cortesia del Dr. S. Yumi Direttore dell'TPMS, per la dispo-
nibilita della continuazione dei dati adottati, che sono le X ed Y clas-
sificate (IPMS, L) negli Annual Reports IPMS 1972 p. 163, 1974 p. 168,
1975 p. 125, 1976 e 1977 da calcoli manoscritti.

Ora tutta questa grande collezione di dati mensili X ed Y non si
pud considerare omogenea per l'analisi. Anzitutto le epoche medie
cui corrispondono i dati mensili anteriori al 1922.7, sono sfasate ri-
spetto alle successive (che sono le frazioni di anno 0.06, 0.14, 0.23,
..0.89, 0.98) conseguenti al radicale cambiamento del programma os-
servativo dovuto a Kimura. Quindi occorre ridurre tutte le X ed Y
precedenti a queste ultime epoche standard. Questa riduzione & ef-
fettuata con semplici interpolazioni dalle X ed Y di Albrecht, Wanach
e Mahnkopf.

Un’altra correzione ¢ dovuta alla esigenza che tutte le coordi-
nate siano riferite alla stessa origine. Il problema pratico ¢ stato
considerato da Cecchini (Cfr. Risultati citati, t. 3, p. IX), al quale
appunto & dovuta la determinazione della Origine Convenzionale In-
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ternazionale CIO (che & in un certo senso una specie di polo medio
all’epoca), corrispondente alle latitudini medie delle Stazioni Imter-
nazionali durante il primo intervallo 1900-1906. Queste latitudini ini-
ziali erano (oltre alla parte comune 39°8"):

Mizusawa Kitah Carloforte Gaithersburg Ukiah

o = 37.602 17.850 87.941 137.202 127.096

Qui le riduzioni indicate dal Cecchini sono state controllate valide,
anzi si e [atta una nuova valutazione, basata sulla differenziazione
delle equazioni che danno le AX e AY dei successivi intervalli in
base alle variazioni A ¢ delle latitudini delle Stazioni. I valori qui de-
dotti ed accettati da applicare alle X ed Y originarie sono i seguenti
(per il 1890-1900 mancano elementi di valutazione, comunque Fori-
gine deve essere circa identica alla CIO di Cecchini):

1900-1906 AX = —-0"01 AY= 0700
1906-1922.7  » — 0701 » + 07.03
1922.7-1935  » + 0704 » + 07,10
1935-1940 » + 0703 » + 07.14

Nei volumi degli anni successivi ¢ adottata l'origine ClO, guindi le
X ed Y date restano inalterate.

2. Eseguite le dette riduzioni, si ottiene una tavola, che puo rite-
nersi accettabilmente omogenea, di tutti i valori medi mensili X ed Y.

Ora in analogia, come detto all'inizio, con la teoria dei batti-
menti (spiegata nella citata memoria dell’Accademia dei Lincet),
esaminati i grafici delle successive spire della polodia nei volumi ci-
tati, sono state determinate le epoche di massima e di minima am-
piezza, che risultano con sufficiente evidenza:

t.MA, A t.m.a. A t.M.A. A tum.a, A
1890.4 6.9 1894.7 59 1939.0 7.0 1943.0 6.0
97.3 6.7 1900.6 6.1 46.0 6.0 490 6.6
16040 6.6 06.7 6.5 52.0 6.1 55.6 6.0
10.6 6.1 13.2 5.8 58.1 6.2 61.6 59
167 6.0 19.0 8.2 64.3 7.1 67.5 7.0
227 9.0 27.2 83 71.4 6.1 74.5
307 7.3 35.5 7.5 71.5

La tavola compilata di valori X ed Y ridotti, ottenuta come detto
dai dati pubblicati, non & qui riportata per brevita.
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Tav. 1
Componente annuale della polodia, coordinata X. Unita 07,01.

Elementi numerici della componente annuale dedotli dalla combinazione di un pre-
liminare doppio calcolo: dai 13 intervalli tra le cpoche di massima ampiezza, ¢ dai 12
tra le epoche di minima ampiezza.

Prat,
S 06 4. .23 .31 .39 4% .56 .64 .33 .31 .89 .93 | Bauwe

Annd

13994
94d -5.6 -9y -149 —105 -R3 +1.3 +63 v 499 +19 +50 —0b -0k
- “4.3 -3 00 -9.3 -66 -2 ThS t87 434 tF5 tha2 ~0.3 |-0.43
A -33 -5} -f0 -69 —k) ter +39 +&F +tRe + A +33 —-23 |+t019
—S{ -6} —~Fr -59 -39 +43 5L +62 +35 +5F +26 -09 [teoe2
.::,.: 47 —§9 93 -62 -3 +22 Y69 +57F +56 +2.7 —03 —3dA -1.23
10 71 -33 -10( -5 ~a4 +2.B +89 +92 +5F +2.% -03 —30 [-0}F
fiz -51 —3F —44 -59 =22 +214 tRP +93 +82 +58 3.5 —06 [tou2
-2 =00 —RAF k3 -43 +35 +74 4403 +94 442 +3.3 -3 |+o5¢6
:;z 64 -92 -F0 -3d +03 T67 +4.2 t100 tlo3 tp2 +39 -13 [t1.32
—30 -63 -§F -2 448 3R] 0L 05 +9F +723 +48 toF (4297
2:; 19 -39 -S54 -4 t09 F50 +9.7 +1k3 t34 109 +32 y24 |t 43
9.4 -56 —48 — 18 +ok +46 9.5 H145 +12E +94 +59 +4.4 |*3.57
jz_?; 55 —F9 -63 -36 —09 +3.4 *+36 +139 132 +338 t49 +0F +2.43
-39 -62 —-52 -39 —06 +3.8 +3.F +i2 123 t40 +51 +t1.4 +2.32
o 06 -30 -23 -tk tia +RT 16 +142 +142 +4.7 459 +32 [+049
t;z 4.5 10 —A4 —03 +43 *9.6 +140 +166 +153 (15 t82 +6.6 [¥+3AT
o4 401 +42 427 +67 t1F t 166 +(80 +1hs 4123 +93 +63 [+ 547
age 404 —03 446 +46 +F.5 +13.0 tIL1 4205 +(R3 38 +90 +3.3 |+d9.00
i_: -0.9 —{5 ~-13 414 +t53 45 <135 4139 2P +154 +8.6 +29 +2.46
Flog6 Sy -8 tod 457 4104 +1k) 4170 HMEF 4433 +623 1B |*E5T
j:; 3.0 —§2° —35 ~0.6 +th6 +100 TS5 F4 +165 TR +6F H1E | +599
-8 -1 —64 -5 +2,0 +31 +UiF +154 +152 +108 +5.7 +to9 [+ 449
j:: _F3y -2 — R4 —h3 -0 FE3 Fiuu tikk +(313 104 TAS -03 +3de
- —39 -5b -45 =51 —09 ¥4 4407 +139 H3ST +idh +6.3 +4.3 |*3.34
4.3 —32 —£2 ~39 -0 +vLF +4F +ti22 +129 +14 FRSF +3.3 |+ 4.p9
;ﬁj 0.0 -23 —F512 —3.8 —pa2 +50 +%L 24 +126 24 +B2 +hB \+ hul

La data di M.A. 1922.7 & assunta in luogo della preferibile 1923.3
perché al 1922.7 Kimura introdusse un cambiamento radicale di pro-
gramma e di orario osservativo; ed ogni cambiamento, anche mi-
nore, porta sfasamenti della polodia di difficile analisi.
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Tav. 1
Componente annuale della polodia, coordimata ¥. Unita 07,01
I due calcoli sono combinati sccondo consecutive medie intrallacciate eccetto per gli

mtervalli 1°, 167, 11°, 26%, per i quali convienc riportare le medie dedotte dai soli interpalli
12, 50, 6°, 13°, tra le epoche t.M.A, del n. 2.

L0644 .23 31 .39 .48 .56 6L (F3 .84 .89 ,98 | Baxle,

=34 ok 434 LT 4t 59 +29 -09 ~4F - RF -83 -1Q |-0%
=3.2 ~O0h 424 +3F5 th&2 + 4B £33 +24 -22 -50 -62 ~£L [-043
=33 -4l 12 th2 FES A RT +hE w43 +40 -24 -hF -47 [+
—42 —43 +24 465 +B4 +43 +72 tAF 443 -9{ -48 -58 (TLH
~3.7 +0.3 +har +BF Y00 +443 +BF +3k 408 -4F -30 -3F [+299
=24 *19 457 102 12 4126 496 448 +25 -03 -4.3 - 2.6 |t437
=3,0 toB +50 105 +135 +14d +1t.2 +33} +hy ~04 —-3.0 =327 |[*4B4
=53 00 452 FH0 HEF HET HLF 4B +2.6 23 ~52 -~ 5L [thaf
=52 —03 +8F5 FAF 436 tUS £33 +4r ted ~43 ~63 - 61 [+2.43
=37 -0F th2 +FR] 488 *R 455 t0 05 L7 -€2 -5 [+426
TP ST A6 180 Floh Y202 133 H10 169 w40 +3.0 +0.9 [vioas
44 +8F 129 AR A2 FHI 4208 HEL QT 446 436 4 2.¥ 1+t1243
+56 F103 wt4F Y154 203 €I34 4232 +187 139 +8.2 +39 + 3.3 [+13%6
+6,3 106 HIS0 4193 tieg 4225 +210 H139 Hihh F43 64 + 5D [+i4ar
t 3.7 titd r149 79 +i%4 +201 +t04 +139 +itd +7B +R§ + 4.2 |+2
+8.9 +iod 4135 +14f HEL +132 H{5E 4136 F10G t69 +5L +3% (H1204
190 +Hg +148 +174 +136 433 159 H(EI H{0R 146 +RP RS [H{Lk
+100 +140 #1536 +193 +203 +199 +17.€ +(39 +9.6 49 +3.4 +5F [ti306
+8.0 F13e6 +64 +I01 204 +Izy +209 iR 43} 82 bRV 466 [+1kéh
TG #1602 1931 2256 F2406 +252 4225 4182 H52 +1n6 +{od 0% [H1p49
R0 HIAS w2314 262 +2814 4267 +238 Fled (R4 4142 H2F3 T3 [P1484
ey FOC FPay 4233 4290 t281 262 4333 H14.8 HISF +(4F HANG [+u5)
PR3 206 +263 I3 4328 A 4290 F36 149 HE0 HAF 151 [r23aF
HRL +204 £266 H323 B4 4336 30 +267 +22.5 TR FISE R0 |[Fiky)
130 +20F 244 1322 4343 TI59 $32.4 289 +243 4204 14 H163 [+264
+133 +208 +263 323 4353 4374 4320 +293 IR FUO +id0 467 (2622

Le date rilevate sono convenienti per la ricerca del termine an-
nuale in successivi intervalli parziali; il procedimento & spiegato nella
didascalia alla Tav. I che riporta i risultati, e mostrato anche alla
fig. 1, dove & chiara la discontinuita al 1922.7. Riportando alla fig, 2
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A (7S £
VNP RN,

F1c. 1. - Componente annuale della polodia in 26 intervalli successivi secondo la Tav, 1,
dal 1894.7 al 1974.5.
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le posizioni del baricentro nei successivi intervalli, la discontinuita
appare nel brusco salto tra le posizioni del 1920 e 1925. La fig. 2 puo
soltanto suggerire, con incertezze quantitative, Fandamento generale
dello spostamento secolare del polo.

L)
oy 05 0 o vy g 3 1

+ X
Raus]

Fi1G. 2. - Posizioni successive del baricentro della polodia nci 26 successivi intervalli delia
Tav. 1; ossia spostamento progressivo del polo medio pill eventuali alire causc
non bene precisate. I numeri ordinali scritti sono quelli dei successivi inter-
valli detti.

La grossa discontinuita rilevata sembra non doversi attribuire to-
talmente al cambiamento di programma de! 19227, dato che osser-
vazioni di Greenwich (al floating z.t., H. S. Jones 1939) e di Berlino
(Courvosier 1930) mostrano anche notevoli anomalie nelle latitudini
medie annuali nel periodo 1920-23.

Sull’'argomento del moto secolare, gli astronomi di Mizusawa
hanno dato notevolissimi contributi; come quelli di N. Sekiguchi
(Astr. Soc. Japan, 1954; 1960), e nelle pubblicazioni di Mizusawa,
T, Hattori (1946), T. Okuda e Ch. Sugawa (1964), Sh. Yumi e Y. Wako
(1966). Dopo tali contributi, accurati e spinti nei particolari, il pre-
sente apparrecbbe inutile; ma non del tutto, in quanto ['andamento
della fig. 2 ¢ oftenuto da baricentri di oscillazioni cicliche interfe-
renti; questi baricentri sono quindi punti fisicamente significanti.

Come era da attendersi, la forma del ciclo annuale, non varia
molto col tempo. Sottratte le X e Y ad esso relative da quelle originali
disponibili, si hanno le residue X ed Y mensili della componenie
chandleriana, che mostra immediatamente un ciclo prossimo a 14
mesi. Quindi conviene disporre tutti questi valori residui in ordine
per cicli successivi, un ciclo per riga, ed in 14 colonne o fasi, dispo-
sizione riportata alla tav. 2.
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Fav, 2

Residuo chandleriano della polodia in 14 fasi, coordinata X. Unita 0.”.01,

Mese
1 3 i1 1 B
nm 2 4 5 4 ¥ g 9 10 2 1
-22 -18 -~of +o06 +13 +16
139058[+ 17 +15 +23 —s2 -0 -i1 R0 -1k -14 -¢8 toa +ofh t11 +14
9433 |+ 16 +4F +46 +(r.( 6@ —pF ~ 13 -4Ff -4 ~oF) ve3 vep +41 +:4
9293 [+12 412 +pp +eoy -0F -~029 -43 -19 ~15 -} +eo1 H4agm +17 +16
9n. 14 v 15 + 14 +0B 402 -0% —46 —20 -3 -} -8 -~e4t T3 +o8 +10
G534 |[F08 +08 +903 +61 —p4 ~0F —4f =42 -4 -eoF -~o2 *ei +od +41
9647 [t +12 488 4eF(-02 ~—0b —10 AL TH1 cAD Y -saF del FoF 0§
9333 j+ 12 + 14 +4( +ed +02 -o0f —141 -13 ~43 12 ~of oo +o09 i3
23439 [+12 +1f +eoB3 +26 (401 -0 -—0& ~ At -~ AL ~A1)-of rof *oia tod
4oty j+ 29 to3 +pf —pz =04 —~4¢ 14 —16 ~di4 ~10 0O + o4 +40 4+ 1
oM (FA1S (2 +141 +p2 -o2 ~03 -41 =42 -qo ~o% —eod +02 +114 “+ (3
opad [+4F +45 41 +6F -8F -—ef —{F - 13 -4 -of oo +of H+oé +
0364|413 +(Ll +of 406 (-02 ~of ~08% —10 -{0 -o0Fj-0ot +04 +0B -+t
0489 (ti3 +13 403 +o2 [-e1 -28 -4 -13 ~13 -—¢B}-oh tet1 +oF A
0f33 [+14 *t4I *o3 403 —of5 4G AT —d8 -14 107 -o04 oo 4o 1
ORi4 [F12 + 13 +d47 +pl1 =of - 4L - {5 -3 -9 -1k —eF +e1 +12 42
o83t |+t&4 22 +1B tof (—@3 -~ 41 -d19 —20 -23 -1g)-&85 4o FAF +22
omrs |+24 *+23 tAF +eF —0F -4k - AF -20 -0 -—F -PB +o1 +i4 +21
0,73 [+264 +rr +149 +1de {(—c4 —11 ~14 -~416 —1i6 -12)+o2 +4d +20 +238
Aim8 f+29 +1(2 * 10 +ex —1¢ -16 19 —~23 -13 - iFf  —oF 0o +ad 414
$3AL [+ 1B F IR 44 =29 el -3 —46 - 18 -13 - 4F —A1 -er “4pR s
14,31 |+49 +4@ 442 +of (-04 - 40 —1F5 ~—1F —1f - 43} -o5 +o2 +oiF 412
(556 |+44 +44 +141 ok (=06 -q0 - i@ =—13 ~13 -—o3j-et +pd 413 +{é
1681 |[+17 H+14 +4ef +oF —~02 —1i1 —-AF =44 -0} -0 —03 +el +oF +10
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Tav, 2

Restduo chandleriano della polodia, coordinata ¥. Unita 0.01.
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Tav. 3: X

Coordinata X del termine di Chandler del moto polare, in 14 fusi, dalia Tav. 2, per
intervalli per cui & chiagramente differenziato. Intervaili: 1: 1850.56-1903.64; 2: 1903.64-16.81;
3; 1916.81-22.73; 4, 5, 7 indicati alla p. seguente.

11 +429 +12.64 86 +3F -33 -gr 129 -142 -9 -B5 -f4 TIF +H9 t4F
21 #{BF T 166 +12L + 51 —3% =100 -t43 -1R -166 -[2B - A6 TIA Hod HIES
3 133 vA0.6 ¢RB Y40 -20 -F1 -92 -11h -9 ~86 3.6 +.0 +33 +-|o.a
L 435 FRE AL LYo U-2A -0 ~648 -F4 —62 —49 -23 -0 +ho tEA
£ H2p t40.5 + 53 +(5 =33 -70 -1 -0} -B2 -5B -2.0 422 3} *10d
6: #1232 +109 +13,B +£0 - 64 -1F2 T20F -235 204 -164 =33 tRD +lby Y224

P oFi44 vi2.4 TG +39 -2 =F 4 “4L =129 -121 783 <54 +2.% tha thl

Y \ e
1o
'_—‘7_0
+X

Fic. 3. - Componente di Chandler media per i primi 3 interpalli sopra scriiti, dal
1890.56 al 1922.73.

I valori assunti iniziali dei successivi cicli (colonna 1) corrispon-
dono alle successive epoche standard riportate corrispondenti at mas-
simi valori mensili + X, naturalmente con qualche aggiustamento
locale suggerito dall’andamento e dalle evidenti approssimazioni det
dati.
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Tav. 3: Y

Coordinata Y del termine di Chandler del moto polare, in 14 fasi, dalla Tav. 2, per
intervalli per cui é chiaramente differenziato. Intervalli: 4: 1922.73-38.64; 5: 38.64-45.64;
6: 45.64-58.73; 7: 58.73-71.73.

. toy =63 104 -134 140 - 142 - 63 —4.2 + 54 + 10,9 t14.6+13 5 +106 + 6.0
20 F4B -5% -124 <176 - 15.0-1T4 - 9.4 —1.9 456 4123 +17.6 +133 +16. + 8.7
3 T0.6 —50 =96 “ALL =108 - 94 - 52 ~1.4 thh $92 1.2 +10.8 +B.Uu + 4.8
b 0.0 -3.% 69 -pbU -4 -§4 -3.3 00 +33F +5L +34 +56 60 +u§
T +03 -38 -72 -78 -82 -30 -4F -03 +3.8 +F.3 493 + 90 +}o +32
& =45 -1o4 —193 —21% -219 -13F 109 +43 +10.8 193 +23,T +24.4 4190 ¥ 9 ¢

IR to4 -59 -402 —13.4 (3.2 —11.2 —6.F —0.8 t50 +99 *13.4 +13.2 11,0 +5F

+y

+X

Fi6. 4. - Componente di Chandler media per i 4 intervalli sopra scritti, dal 1922.73 al
1977.73.

Si hanno 13 gruppi di cicli; ma di essi, 46 sono di 14 mesi, 19
di 15 e 9 di 13. E anche evidente una indicazione sistematica: 5 di
questi ultimi seguono subito la data 1922.73; quindi per avere il va-
lore del periodo di Chandler, occorre dividere le date della tav. 2
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per intervalli parziali. Si trovano convenienti 3 intervalli, in base a
questa caratteristica sistematica, che fa presumere una certa rego-
larita entro ciascuno: inoltre si rivela la circostanza che intorno al
1919.0 la polodia della Ergebnisse citata mostra una perturbazione,
quasi un arresto con una certa persistenza; ed un’altra appare dal
vol. X del S.IL. al 1942-43. Quindi sembra preferibile analizzare le
date della tav. 2 per 3 intervalli come segue, applicando un metodo
statistico corretto, quello della regressione rettilinea per le serie di
tempo. Si ottiene il periodo P di Chandler e la sua deviazione qua-
dratica media (m.s.d.)

1890.4-1919.0, 24 cicli, P = 1.184 4 0.019 anni
1919.0-1943.0, 21 » , » 115240012 »
1943.0-1977-5, 29 » , » 1.193+0.008 »

La differenza tra il 1° e il 3¢ valore P non é statisticamente signifi-
cante, e la deviazione media resta in ogni caso minore di 0.02: la loro
combinazione alla 2* decimale da, insieme al risultato intermedio:

1890.4-1919.0, e 1943.0-1977.5 53 cicli:
P = anni 1.19 4 0.01 = giorni 435 + 4

1919.0-1943-0, 21 cicli
P = anni 1.15 + 0.01 = giorni 420 + 4

Altri raggruppamenti danno differenti risultati, p. es. nell'inter-
vallo 1922-7-31.7, con 5 cicli di 13 mesi, risulterebbe circa P = anni 1.11;
ma sembra ben accettabile la sintesi sopra scritta, tanto pitt che una
ispezione immediata non mostra una relazione certa tra periodo ed
ampiezza di oscillazione; eccetto per I'intervallo ristretto 1922-7-1931-7,
nel quale le due quantita appaiono decisamente minime.

Valutazioni di P e sue variazioni, numericamente risultanti dai
dati disponibili, sono gia note fin dal tempo di Chandler; p. es. quella
di Hattori nel suo contributo di Mizusawa, 1946; o quella riportata
in Trans. I.A.U, vol. 8, p. 206. Una analisi su una successione di date,
in parte le stesse della tav. 2, in base a criteri puramente statistici,
fu anche data dallo scrivente in Atti Acc. Lincei, classe Sc. Fis., Matem.
e Natur., serie 8 vol. 6, 1949; ed i risultati della alquanto pesante ana-
lisi (p. 336 degli Atti), come quelli della memoria dei Lincei ricordata
al n. 1, sono dello stesso ordine di quelli qui ottenuti (in media anni
1.18 ed 1.14 circa). Ma il trattamento e i risultati qui ottenuti sono
pitt certi e preferibili.
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4. Determinato il ciclo medio, che ¢ di 14.28 mesi nel complesso
dei 53 cicli esterni considerati, 13.80 nei 21 intermedi, la determina-
zione della forma della traiettoria chandleriana si riduce al problema
della costruzione della tav. 2, con le posizioni X e Y disposte ordi-
natamente per 14 fasi; disposizioni a cui conviene riportare (non trat-
tandosi pit di ricercare P) anche i cicli di 15 e di 13 mesi. Per ridurre
al minimo questa nuova alternazione dei dati X e Y originali, limite-
remo l'interpolazione alla adozione delle 6 semisomme consecutive
dei 7 valori centrali X ed Y per tali cicli, riportando in tutti i casi
inalterati nella tavola i primi 4 e gli ultimi 4. I 6 valori interpolati
sono indicati (...) per 1 cicli di 15 mesi, [...] per quelli di 13. Si puo
valutare che le successioni di dati mensili cosi ridotte in ogni caso
a 14 fasi, possono teoricamente deviare dalle date esatte delle 14
fasi, al massimo per 4+ 7 giorni, ed alle sole estremita dei 6 valori
centrali; per le incertezze dei dati, tali deviazioni appaiono del tutto
tollerabili.

Le 7 o 5 coppie di valori centrali X, Y della tavola completa senza
le dette interpolazioni, possono se occorre essere facilmente rico-
struite. Per questa ricostruzione, mancano solo le coppie X, Y origi-
nali per il 5° posto della tav. 2, per i 19 cicli di 15 mesi, che sono:

+ 05-08, 00-17, + 02-14, — 01-09, + 01-21, + 01-25, — 02-16,
— 02-20, + 02-10, — 02-11, — 01-16, 00-23, — 01-26, + 04-19, — 01-12,
— 0109, + 01-14, — 02-11, — 01-14.
L’analisi dei valori della tav. 2, conduce immediatamente ai risul-
tati sintetizzati nella tavola (3X, 3Y) e nelle figure 3 ¢ 4.
E chiaramente confermato che la componente chandleriana della

polodia presenta variazioni effettive: in periodo, e particolarmente
notevoli in ampiezza.
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The structure of a sapogenin from Muscari comosum

Nota di MICHELANGELO PARRILLI *, MATTEG ADINGLFI ¥,

VINCENZO Dovinoea ** e del socio ordinario LoreENzo MANGONI *

(Adunanza del 2 dicembire 1978)

R1AssUNTO. — Per metanolisi dei glicosidi del Muscari comosum sono stati ottenuti
i composti Ib, la cui struttura & stala determinata con metodi chimici e spettrali. Essi
sono risullati essere degli artefatti dell'aglicone orignale, 'eucosterolo ITI, otienuto per
idrolisi enzimatica.

Sunmary, - Compounds Ib, whose structure was established by chemical and
spectral methods, were obtained by methanolysis of the glycosides from Muscari
comosumi. They resuiled to be artefacts of eucosterol II1. the original aglycone obtai-
ned by enzymatic hydrolysis.,

The bulbs of Muscari comosum Mill. (Liliaceae), a rather popular
food in the mediterranean area, are well known for their bitter taste.
This has now been shown to be due to a complex mixture of saponins.
Extraction of sliced bulbs with boiling acetone gave a brown powder
that, after washing with little aliquots of cool water and then of
cool acetone, was dissolved in 1:2 methanol/water. The resulting so-
lution was washed with carbon tetrachloride. Evaporation of the
agueous phase and column chromatography (cellulose, water satura.
ted BuOH) gave a very bitter yellowish powder which has been
shown to consist of at least four main compounds all migrating in
a narrow of Ry (cellulose TLC, 5:1:4 BuOH/MeOQOH/H.0). Relevant
signals (8 3.0-3.8) in the 'H-NMR spectirum (DMSO-d/D:0) of the mix-
ture indicated a glycoside nature for the components.

Owing to the very poor results of any attempt to separate the
various glycosides, they were directly converted into the correspon-
ding aglycones by refluxing in 2.5 % methanolic HCl for 3 hr. Chro-

* Istituto di Chimica Organica ¢ Biologica dell’Universita di Napoli, Via Meczzo-
cannone 16, 80134 Napoii, Italy.
** Present address: Istituto di Chimica, Universitd di Salerne, Italy.
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matography (silica gel, 3:2 benzene/ether) of the whole aglycone
mixture thus obtained afforded a main crystalline fraction, one spot
on TL silica gel plates but melting in a wide temperature range
(142-155°) in spite of repeated crystallizations. It actually consisted
of four diastereoisomeric dihydroxy compounds (see below). The

UV (L% 238 nm, £ 94) and the IR (CHCL, 3350, 1710-1690 cm~')

max lem

spectra indicated the presence of hydroxyl and conjugate (and pos-
sibly unconjugated) keto groups.

Benzoylation (BzCl/dry Py) followed by PLC (silica gel, 4:1
hexane/ethyl acetate) gave two fraciions. Their mass spectra dis-
played the same molecular peak and, most importantly, an identical
fragmentation pattern.

The less polar fraction by crystallization from EtOH gave a pure
dibenzoate m.p. 175-6°, [a]p + 211°(CHCL), IR (CCly): 1740-1690 ecm ',
no hydroxyl band. UV: 2227230 nm, « = 31,000. MS: 694.38714 (base
peak, M*, calculated for CuHwO;: 694.38703), 679 (M*—15, CHa),
579.31112 (calculated for CsHauOs (M* — CHu0s): 579.31102)), 435. The
'H-—~NMR spectrum {CDCl;) showed (2H AB q, I = 12.5Hz, at & 4.68
and 1H m, Wiz = 21 Hgz, at § 4.92) that benzoylation had occurred
at a primary and a secondary hydroxyl group; other signals were at
§ 091 {(3H, t, J = 6 Hz, —CH,CH,), 0.95 (3H, s, —CH3), 1.13 (3H, s,

|

—CH,), 1.13 (3H, d, T =6 Hz, —CHCH3), 1.24 (3H, s, —CH,), 1.27

|
(3H, s, —CHs), 1.66 (2H, quintuplet, J = 6 Hz, —OCHCH,CHs), 2.75

| |
(ZH, double AB q, Jag = 18 HZ, Iix=Jsx =6 HZ, MCH—CHz—Cf—*O),
CH,—

/s
3.09 (1H, sextet, J =& Hz, CH;,—CH ), 3.36 (3H, s, —OCH;),

C=C—
0—
/ N |
353 (IH, t,J = 6 Hz, —OC—-CH ), 554 (1H, s, C=CH-C=0),
s

CH,—
7.2-8.1 (10H, 2 x CHsCOO ), Chemical shifts, integration, multipli-
cities, extensive decoupling experiments and mass [ragmentation {loss
of CH,0; — 115) suggested the partial structure a). '"H-—NMR exami-
nation of the solid left from evaporation of the mother liquors allowed
the presence of a second diastereoisomeric dibenzoate to be inferred.
The pertinent signals were indeed almost overlapping those of the
dibenzoate m.p, 175-6°, whereas additional singlets at § 3.37 and & 5.60
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were observed in the methoxyl and in the vinyl region (3H and 1H
in all, respectively).

The more polar fraction from PLC turned out to be still a mixtu-
re of two more diastereoisomers. The "H—NMR spectrum showed
again features (chemical shifts, relative integration, multiplicities)
very close to those of the spectrum of the dibenzoate m.p. 175-6°, the
main difference being the presence of two singlets (1 H in all) at
& 5.58 and & 5.64 in the vinyl region and of two triplets (3 H in all)
centered at 6 0.91 and 6 0.93 in the methyl region.

115
—
B
™ CH CHE & CH,
N NS N SN N a)
C :CHZ ClH CH,
I |
0 m é OCH,

Acetylation (Ac;0/dry Py) ol the aglycone mixture yielded an unse-
parable mixture of diacetates ('H—NMR: AB quartet at & 4.27

|
(—CH;—O0Ac); multiplet at § 4.59, Wi, = 21 Hz(—CH —0Ac). MS:
M+ 570). The UV absorption at A . 245 nm, & = 6,500, confirmed

the presence of the enone, very likely a cyclopentenone . On the other
hand, reaction with dry acetone/CuSO, (r.t., 20 hr) gave an unse-
rable mixture of acetonides (MS: M* 526) showing that the arrang-
ment of the two hydroxyl groups is suitable for the closure of a
di-O-isopropylidene ring.

Proton decoupled, noise off-resonance decoupled and single-fre-
quency off-resonance decoupled *C—NMR spectra of the pure diben-
zoate m.p. 175-6° allow detection of one CH;0— (& 58.2), four tertiary
CH:— (18.7, 22.6, 28.2, 29.4), one primary CH;— (9.4), one secondary
CH;— (204), eight —CH,— (194, 204, 23.4, 24.3, 24.8, 27.8, 35.4, 43 4),

one —CH,0— (65.9), two —CH— (434, 51.7), two —CH—-0O— (80.8,

max

88.6), four quaternary —C— (37.6, 41.9, 51.4, 57.5), one tetrasubsti-
| |
tuted C=C (132.9, 135.3), one —C=CH-C=0 (129.7, 1234, 185.0),

R
one C=0 (211.0), two —OCOCHs groups.

YA, 1. Scorr, Interpretation of the Ultraviolet Spectra of Natural Product, Per-
gamon Press, New York, 1964, p. 55.



530 M. Parrilli, M, Adinolfi, V., Dovincla e L. Mangoni

Having established all of the unsaturated funtionalities it is ap-
parent that four rings must be present in the structure of the com-
pound to account for the whole number of unsaturations implied by
the molecular formula. All above spectral data strongly suggest a
Janostanic or euphanic 27-nortriterpene skeleton. Chemical evidence
in this respect came from oxidation in glac. AcOH (40°, 2 hr), which
led to an enedione m.p. 176.5-177.5° (fom MeOH), [«]p +325° (CHCI).
MS: 72234558 {M*, calculated for CuHsOy: 722.34545). 'H—-NMR
(CDCL): § 092 (3H, t, —CH:CH;), 1.13 (3H, s, —CH,), 1.14 (3H, d,

|
J = 6Hz, —CHCH,), 1.28 (3H, s, —CH,), 1.32 (3H, s, —CH;), 1.37 (3H,
CH,—

/s
s, —CHs), 3.36 (3H, s, —OCH3),3.53 (1H,t,J = 6 Hz, —OC—-CH ),
~
0—

477 (2H, AB g, —CH,0Bz), 500 (1H, m, —CHOBz), 570 (1H, s,

EiOH

niax

AN
C=CH—CO—). The UV absorption band (: 273 nm, = = 8,000)

e

was diagnostic for the all-trans 0=C - C=C—-C=0 chromophore of
a 7,11-diketo-A¥*-tetracyclic triterpene?. Thus the signals at & 4.27
and & 4.59 in the "H—NMR spectrum of the diacetates may be regar-
ded as the signals generally detected?® for the 48— CH:OAc and the

30— CHOAc protons, respectively, in the A ring of a triterpene diol
acetate,

All above data are in good agreement with the structure Ia (or
its euphanic counterpart) for the dibenzoate m.p. 175-6° and its ac-
companying stereoisomers, the difference among them (and among
the corresponding aglycones Ib) lying in the configuration at the
epimerizable C-20 and C-24 centers. Accordingly, hydrolysis both under
acidic and alkaline conditions of the pure dibenzoate m.p. 175-176°
did not give in any case a pure diol, but did lead to a mixture iden-
tical (‘"H—NMR) with that resulting from the methanolysis of the
original glvcosides.

Structure Ib is closely related to that of the compound II obtai-
ned *# by alkaly-catelyzed retroaddition from eucosterol, a lanostane

*E. R. H. Jones and T. G. Havsall ,« Tetracyclic Trilerpenes », in « Fortschritte
der Chemic Organischer Naturstoffe », Ed. L. Zeichmeister, Springer-Veriag, Wien,
1955, 12, p. 44,

3 A. Gaudemar, J. Poronsky and E. WEnkert, Bull. Soc. chim. Fpance, 407 (1964).

# R, ZIEGLER and C. TamM, Helv, chim. Acta, 59, 1997 (1976).
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27-nortriterpene to which stereostructure III has been recently assi-
gned mainly by X-rays diffraction analysis ***, As both retroaddition
to II may also be promoted by acid and more than one path leading
from II to Ib may be easily imagined °,stereoisomeric aglycones from
methanolysis were suspected to be artefacts.

Indeed, enzymatic hydrolysis of the Muscari comosum glycosides
by Helix pomatia digestive juice afforded a mixture of at least four
authentic aglycones (silica gel TLC). One of them, isolated by PLC
(silica gel, 4:1 CHCIl;/AcOEt) was a compound m.p. 232-3° (from
EtOH), [a]n + 21 (CHCI), identical in all respects (IR, MS, '"H — NMR,
"C—-NMR, UV) with eucosterol. In a control, methanolysis (under the
above conditions) of the so obtained eucosterol yielded a product
identical ("TH—NMR, TLC) with our diastereoisomeric diols mixture.
This latter result also enables definitive attribution of structure Ib.

W, T. L. Stowen,, C. Tamm, R. ZieGier, J. FINer and J. Craroy, J, Am. Chem.
Soe., 97, 3518 (1975)
° For instance, Ib may originate by dehydration of emiketal b) initially formed
by acidic methanol.
OCH,

N /‘\/
‘ OH b)
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Structural elucidation of the other aglycones and that of the
glycosides as well will be the subject of a forthcoming paper.

Acknowledgment - '"H—NMR and ®C-—-NMR spectra were per-
formed on a Bruker WH-270 spectrometer with Fourier transform
at the Centro di Metodologie Chimico-Fisiche - Universita di Napoli
(1. Giudicianni).




RELAZIONE SUI LAVORI COMPIUTI
DALL'ACCADEMIA DELLE SCIENZE FISICHE E MATEMATICHE

durante 'annc 1978, letia neil’adunanza plenaria del 30 gennaio 1979
dat socio VINCENZO LroNg
Segretario dell’Accademia di Scienze Fisiche ¢ Matematiche

Nel 1978 sono state presentate, nelle consuete 8 sedute ordinarie,
43 comunicazioni scientifiche, di cui la maggior parte, ciot 27, su
argomenti di competenza della Sezione di Scienze Matematiche; le
altre comunicazioni, nell'ambito della Sezione di Scienze Naturali,
hanno riguardato argomenti di Biologia (6), di Chimica (6) e di
Scienze della Terra (4). Il numero delle comunicazioni, aumentate
rispetto all'anno precedente, e il loro contenuto di notevole inte-
resse e attualith, testimoniano dell’attivitd dell’Accademia nel 1978.

Per le Scienze Bioclogiche, il socio Nicolaus ha presentato due
note, una di M. D’Agostino, A. Biondi, G. Misuraca e T, De Angelis
e un'altra di A. Biondi, L. Rossi, G. Sansone e U. Gallone in relazione
all'incorporazione di alcuni metalli in mitili del golfo di Napoli; il
socio Leone ha presentato una nota sua e di B. Farina, A. Carsana
e P. Quesada sulle proprietd d'un derivato della ribonucleasi semi-
nale, e inoltre una nota di H. Suzuki, M. Rocca, M. Valpreda, B. Ni-
colaus e R. De Prisco sul comportamento di alcuni enzimi seminali
di toro, e una di M. Fiore, A, M. Garzillo, P. Pucci e G. Marino sulla
ricostituzione della aspartato aminotransferasi di cuore suino, e sua
inibizione.

I1 socio Chiefhi ha presentato una nota di M. Grasso sul differen-
ziamento sessuale nei Cefalopodi.

Per le Scienze della Terra, il socio Scherillo ha presentato 3 note,
una di E. Franco e G. Rolandi su una probabile bocca eruttiva nel
settore N-NW del Somma Vesuvio, una di M. Ferrari e D. Stanzione
sui caratteri geochimici dei travertini campani e un’altra ancora di
M. Boni, D. Stanzione ¢ . Zenone sui depositi argillosi nella piatta-
forma carbonatica campano-lucana. 11 socio D’Argenio ha presentato
una nota di A, Incoronato, G. Nardi e F. Ortolani sull’assetto strut-
turale dei massicci carbonatici della Campania Meridionale.
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Per le Scienze Chimiche, il socio Leone ha presentato una nota
di S. Chiosi, R. Di Costanzo, O. Montagna e G. Randazzo sull'uso della
cromatografia liquida ad alta pressione nelle analisi di inquinamenti
cloro-organici. Il socio Sersale ha presentato una nota di V. Di Lu-
dovico, V. Sabatelli e C. L. Valenti sull'influenza della temperatura
nel comportamento idraulico del silicato tricalcico, e una nota di
V. Sabatelli e G. L. Valenti sulle relazioni tra costituzione di leganti
sintetici, reattivitd con acqua e prestazioni meccaniche. Il socio Cor-
radini ha presentato due note, una sua e di M. Vacatello, A. Tuzi e
G. Avitabile sulla simulazione col calcolatore della disposizione delle
molecole di un idrocarburo a catena lunga, e un’altra di M. Scalone,
C. Pedone e A. Panunzi sugli aspetti strutturali e stereochimici di
complessi olefinici del Pt (IT) con una etilendiammina sostituita.
Infine il socio Mangoni ha presentato una nota sua e di M. Perrilli,
M. Adinolfi e V. Dovinola sulla struttura di una sapogenina isolata
da Muscari Comosum.

Per le Scienze Matematiche il socio Nicolini ha presentato una
sua nota dal titolo « Una revisione numerica delle componenti del
moto polare ». Il socio emerito Miranda ha presentato cinque note:
di R. Pisani, A. Cioffi, F. Acanfora su questioni collegate al pro-
blema di Dirichlet, di R. De Dominicis sul teorema del limite cen-
trale per campi aleatori e di V. Esposito su considerazioni relative
ad una equazione ellittica del quarto ordine. Il socio Cafiero, oltre
a due note dovute alla collaborazione di G. Mastroianni ¢ M. R.
Occorsio e riguardanti I'operatore di Stancu, ha presentato una nota
di E. Wagner sulla convergenza nelle categorie e una Nota di I. Del
Prete sulle funzioni numerabilmente additive. Il socio Ciliberto ha
presentato note di M, L. De Cesare ¢ M. R. Maddalena su una que-
stione di analisi numerica, di P. Buonocore sul problema di Dirichlet,
di M. Tucci sulla selezione continua di una applicazione plurivoca, e
due note di F. Bombini concernenti la paracompattezza forte e gli
spazi metrizzabili con una metrica di spazio completo. Il socio Greco
ha presentato una nota di M. Biancardi e R. Toscano, dedicata alla
regolarita della soluzione di una disequazione variazionale; mentre
il socio Avantaggiati ha presentato due note: una, di R. Selvaggi e
I. Sisto, su un problema relativo a trasformazioni integrali, e l'altra,
di G. Palmieri, che fornisce contributi alla teoria degli spazi di
Orlicz-Sobolev. Il socio Franchetta ha presentato due note, una di
L. Di Fiore sulle sezioni iperpiane di una varieta di Grassmann ed
una di Ciro Ciliberto, in cui si studiano i sistemi di corrispondenze
di una curva ellittica in sé. Il socio Dalla Volta ha presentato una
nota di R. A. Marinosci sulle proprieta delle applicazioni pseudoaf-
fini tra varieta differenziabili. Il socio Curzio ha presentato tre note
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che trattano problemi di teoria dei gruppi dovute, rispettivamente,
a E. Strickland, ad Anna Franchetta ¢ a I, de Giovanni; mentre una
nota, di P. Misso, sui corpi con antiautomorfismo involutorio, & stata
presentata dal socio Panella. Il socio Franciosi ha presentato due
note: una, di M. Brigante, su proprietd delle sezioni sottili dotate
di simmetria biortogonale e un'altra, di G. Frunzio, che illustra un mo-
dello adatto allo studio qualitativo dell’effetto stafta sulla duttilita
di un tronco plasticizzato di conglomerato armato.

Tutti i lavori accennati sopra saranno pubblicati nel volume 45¢
della Serie TV dei rendiconti dell’Accademia.

Altre iniziative dell’Accademia sono consistite nel promuovere,
come di tradizione, visite a luoghi di cultura e di ricerca. Cost ha
raccolto vivo successo la visita all’Orto Botanico dell’Universitd, or-
ganizzata e guidata dal consocio Aldo Merola.

E stato motivo di vivo compiacimento di tutti i Soci la nomina
del consocio Antonio Carrelli a Presidente dell’Accademia Nazionale
dei Lincei; il consocio Giovanni Chieffi & stato recentemente nominato
Socio di tale Accademia.

L'Accademia ha dovuto purtroppo registrare la perdita del Socio
Straniero Paolo Buchner, spentosi recentemente.

L’Accademia ha anche proceduto ad eleggere nuovi Soci per
ricoprire i posti vacanti. Gianfranco Cimmino & stato eletto socio
ordinario non residente, e Antonio Avantaggiati socio corrispon-
dente, per la sezione di Scienze Matematiche. Per la stessa Sezione,
il consocio Tito Nicolini, in seguito a suo trasferimento da Napoli
ad altra sede, ¢ passato dalla categoria di socio ordinario residente
a quella di socio ordinario non residente, in soprannumero. Sempre
per la stessa Sezione di Scienze matematiche, il socio Donato Greco
¢ stato eletto socio ordinario residente, mentre per la Sezione di
Scienze Naturali il socio Giovanni Chieffi ¢ stato parimenti eletto
socio ordinario residente.

Per l'anno 1979 il Consiglio di Classe risulta costituito come
segue: Presidente Baldassarre De Lerma; Vice Presidente Gianfranco
Ghiara; Tesoriere Riccardo Sersale; Segretario, Vincenzo Leone.
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