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Sull’andamento sccolare dell’attivita solare

Nota del socio ordinario TiTo NICOLINI

{Adunanza del 7 gennaio 1976)

Ri1AssuUNTO. — Dalle fonti pitr autorevoli di grandi macchie solari ed aurorc polari
osservate, antiche e moderne, & stata dedolta una lista coercnte di date di massima
attivith, riprodotta nella tavola numerica,

Sccondo T'analisi effetluata, nen rvisulta con sicura cvidenza un andamento delle
date diverse da un andamento lineare, cio# non risultano variazioni sistematiche di
periodo. Si osservano perturbazioni della periodicitda regolare, ma di apparenza tem-
poranea o locale: la pericdicitd sembra fondamentalmente regolare in periodo ¢ fase.

SUMMARY. — From the main autheritative sources of observed great sunspots
and aurcrac, old and modern, a coherent selected list of maxima ol solar activity,
from yecar — 481 to 1969 has been undertaken, and reported in tabular and diagram-

matic form.

The fenght and steadiness of the undecennial cycle has been investigaled. Apart
from temporary or local disturbancecs, the periedicity, fundamentally, appears as
secularly stable, both in peried and phase.

Notwithstanding the appearances of local perturbations of P, his stability could
recall analogy with the stability of the annual meteorological cycle in the long run;
or with the stabilily of the vibrations of an oscillating circuit imposed by a crystal.
As lor the solar period, that would naturally peoint to very deep causcs,

Le variazioni dell’attivita fotosferica solare hanno stimolato molte
ricerche: sono classiche quelle di A. ScuusTeEr [1], J. LarmoOR - N.
Yamaca {27, G. U. YuLe [3] ed altri. Ora si pud tentare un'analisi
numerica appropriata disponendo di una lista di osservazioni piil
che bimillenaria di macchie solari ed aurore polari, tratta partico-
larmente dagli antichi annali Cinesi, ed anche da cronologie Europee.

Le osservazioni antiche sono discontinue e fatte senza criterio
statistico, ma comunque & possibile utilizzarle ponendole in relazione
con le epoche di massima aitivitd del Sole.

Del soggetto l'a. si occupd gih in una nota presentata a questa
Accademia dal prof. L. Carnera nell’'adunanza del 2 maggio 1942 [4],
e successivamente in un'altra presentata alla Societd Astronomica
Ttaliana nel 1962 [5].
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La serie di osservazioni statisticamente utile e continuativa non
pu¢ farsi risalive anteriormente a H. Schwabe, che dall'intervallo da
lui coperto, 1826-1853, fu il primo a stabilire sicuramente una oscil-
lazione undecennale nel numero di macchie. Successivamente R. Wolf
di Zurigo si assunse l'incarico di seguire accuratamente 'attivita sola-
re, ed introdusse 1 numeri relativi o indici di attivith W = k (10g + n)
osservati giornalmente (g = numero dei gruppi di macchie, n = nu-
mero cemplessivo di macchie o auclei, & un coefliciente di riduzione
ad una serie campione.

Nella serie moderna cominciarono ad avere un peso rilevante
le osservazioni di Staudacher dal 1749 al 1799; poi quelle piti sicure
ma meno frequentt di Stark dal 1813 al 1837; il massimo del 1828.5
¢ determinato dalle osservazioni di Schwabe, e qui adottato in luogo
del 18299 di Wolf, eccessivamente influenzato dalle osservazioni di
Stark secondo W, A, Lusy [6]. Dalla serie di Woll e successori di
Zurigo (v. M. WALDMEYER, 1961 [7]) & stata presa la seric delle
epoche moderne dei massimi usata in questa nota.

Le osservazioni antiche di macchie solari ad occhio nudo sono
generalmente dovute ai Cinesi, e corrispondono con probabilita pre-
ponderante, particolarmente se vistose o ripetute, ad epoche pros-
sime ai massimi di aitivith, QOccorre sempre un esame accurato, Caso
per caso, perché non tutte le osservazioni di macchie visibili ad
occhio nudo, e meno ancora di aureore a basse latitudini, risultano
corrispondenti ad anni di massimo; p. es. una grande macchia fu
osservata nel giugno 1899, epoca di minimo. Viceversa per circa
70 anni (1643-1715) l'attivita solare & risultata molto ridotta anche
in corrispondenza at massimi [8].

Le notizie cronologiche anteriori al 1600, prese dalle fonti ori-
ginali, sono discusse e riportate da liste documentarie dovute a R.
Worr [9], H. Fritz [10], S. Hiravama [11], P. J. oE Moibrey [12],
S. Kanpa [13], D. J. ScHove [14]. Le osservazioni di aurore sono
anche riportate da S. TRomuHOLT [15] ¢ A. N. Vissorsky [16].

Incertezze di uno o due anni, qualche volta pitt sulle date dei
massimi, sono dovute alla natura discontinua delle osservazioni, ed
anche a difhcolta di traduzione delle date antiche Cinesi.

Essendo notevolmente estesi gli elenchi di macchie ed aurore
degli autori citati, per ottenere la lista dei massimi di questa nota,
libera da inclusioni estranee, si & generalmente effettuata la sele-
zione delle date al modo seguente: 1°, macchie particolarmente vi-
stose, o insistenti per almeno 3 mesi (o rotazioni solari); 2°, macchie
osservate in mesi diversi, o con forma descritta, o pitt macchie con-
temporanee, o stessa macchia in giorni vicini; 3° aurore descritte
vistosissime, spettacolari, o molto freguenti, o di Iunga durata, o
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ancora visibili a latitudini basse (p. es. 1737, aurora visibile in
Sicilia).

Spesso le date delle aurore sono state diminuite di un anno:
FRITz citato, come Erris per [intervallo 1729-1871 [17], ed altri,
hanno rilevato in media questo sfasamento rispetto alle macchie,
spiegato p. es. da Cortie, con lo spostamento delle macchie in lati-
tudine verso l'equatore, dopo il massimo, per cui la Terra viene a
trovarsi spesso meglio centrata dai fasci corpuscolari e radiativi pro-
venienti dalle eruzioni brillanti.

Per collezionare una selezione decisiva di manifestazioni, si e
tenuto conto delle fonti citate; particolarmente documentaria e va-
lida & quella di Schove (1955), che ha distinto le osservazioni in 10
classi. Di essa sono state qui considerate generalmente: quelle clas-
sificate dall’autore SSS (extremely strong), SS (very strong); delle
S (strong) sono ritenute quelle con errore probabile dalla data va-
lutato inferiore a 3 anni; & inclusa anche gualche MS$S (moderately
strong) che nel quadro generale appare sicura.

E il caso di segnalare qualche esempio di rilevazione caratteri-
stica delle fonti citate, con qualche incertezza in alcune date.

— 464 ¢ - 442, aurore in Cina per 75 giorni e per 60 giorni [4].
Ma nel calcolo sono state usate le date di Scuaove [14].

— 202, aurora osservata a Cartagine.

— 43, notevole diminuzione di luce. Virgilio ne riferisce tra i
segni terrificanti che si ebbero alla morte di Cesare: il Sole copri
il suo capo brillante con una scura ruggine (obscura ferrugine). Da
notare perd che qualche cosa doveva pure attribuirsi alle polveri
vulcaniche di una eruzione etnea, citata ugualmente come prodigio.

— 27, aurora visibile nella Cina Sud, e Sole giallo con una ema-
nazione nera grande come tina moneta giusto al centro del Sole [14].

+ 20, Sole molto scuro, riferimento anche in Han Shu [14];
Aurora spettacolare a Roma, dove Tiberio, non sapendo cosa succe-
deva a nord della cittd, mobilito il corpo dei pompieri.

187, A black emanation as large as a gourd (zucca) was on the
Sun. 188, The Sun was reddish yellow, and in it there was a black
emanation, like a flying bird (uccello in volo); in several months it
dissolved {Scmove [14]1).

501-2, macchie frequenti osservate in Cina, ed una aurora im-
ponente visibile in Mesopotamia.

535-6, diminuito splendore del Sole per 14 mesi: macchie riferite
da Humboldt senza citare la fonte.

566, manifestazioni aurorali per 70 giorni, 567, al levare e al
tramonto del Sole, vapeur noire conmume une tasse (MoIDrReYy [12]).

829, Sur le soleil, vapeur noire, comme en luite avec lui [12].
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840, aurora frequente ed intensa; macchie (da Humboldt e Kan-
da). 841, A coté du Soleil, vapeur noire attaquant le Soleil [12].

Per altre descrizioni particolari, si rinvia alla Bibliografia.

Le epoche accettate dei massimi sono riportate nella tabella nu-
merica. E ben noto che il periodo medio di variazione dell’attivita
solare & prossimo ad 11 anni, ma con valori singoli riscontrati nella
serie moderna da8 a 17 anni. In media si hanno 9 cicli in un secolo,
e questa favorevole circostanza aiuta a disporre la tabella ed il cor-
rispettivo diagramma in forma assai suggestiva. La ordinata corri-
spondenza indicata dalle linee in figura, ¢ praticamente obbligata
dalla condizione di avere 9 massimi in 100 anni, senza il dubbio di
saltare o di intrudere un ciclo. E evidente dalla figura che se si ha una
durata anomala di un ciclo, questa viene presto compensata, e la
coerenza della tabella appare sicura e libera da arbitrarieta, pur
avendo richiesta ponderazione in punti alquanto difhicili. La data 301
risulta dalla lista di macchie dei riferimenti [4] e [5], abbastanza
chiaramente, sebbene vi siano osservazioni di macchie per 5 anni
consecutivi (299-304); mentre ScHove [14] (1955) riporta la data 302
con la classifica SS ed errore probabile 1. Altre date intermedie
tra pil1 anni successivi di osservazioni riportate dalle fonti citate,
sono particolarmente quelle del 372, 398, ma la loro determinazione
appare ben accertata; nel 372 si ha una dispersione di osservazioni
di macchie in ben 7 anni (369-375), ma anche qui la determinazione
& evidente, e nella lista di Schove classificata ancora con SS ed er-
rore probabile 1.

Le manifestazioni del 354 e 355 consistono in macchie con forma
descritta in [4] e [5], e la lista di Schove riporta l'indicazione S
con e. p. 2.

Le date 745 e 765 darebbero due deviazioni un po’ forti sull’an-
damento della tabella, comunque senza effetto rilevante sui risul-
tati. Schove da indicazioni piuttosto nette per esse (SS ed e.p.1),
ma aurore non molto specificate sono segnalate di continuo per tutto
il secolo 8°. Sembra preferibile assumere due date poco diverse,
risultanti rispettivamente dal Fritz (che lista aurore nel 740, 41, 42,
43, 45, ¢ si pud assumere 742) e dal Lovering che da 762 e 765, ed ¢
pit chiaro l'inquadramento del 762.

La selezione effettuata & importante in quanto costituisce la base
dell’analisi numerica della tabella; questa conterra certo erratici
sfasamenti di date, forse anche in brevi sequenze; ma & presumibile
che essa rispecchi essenzialmente la situazione effettiva.

Oltre alle evidenti e limitate deviazioni delle date singole dalla
regolarita lineare, apparentemente accidentali, potrebbero essere pre-
senti, almeno per ipotesi, deviazioni con visibili conseguenze siste-
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matiche, che farebbero presumere vere perturbazioni fisiche della
periodicitd regolare. Nel caso nostro, pitt che gualsiasi analisi meto-
dologica, vale una attenta e lunga serie di prove per ottenere con-
clusioni degne di fiducia. Con tutta fa confusione prodotta dalle de-
viazioni accidentali (originarie o osservative) delle date, dove potreb-
bero vedersi perturbazioni aventi conseguenze sistematiche? Nel 398-
4297 1101-1118? 1660-1705? Forse anche in altri punti (1769)? Co-
munque conviene iniziare analisi separate per intervalli presumi-
bilmente regolari, che potrebbero essere (senza che la divisione abbia
carattere decisivo):

— 481 a 4398, 429 a 1027, 1118 a 1660, 1705 a 1968.

Per {'uftimo intervallo ¢ da notare: dopo it 1660 la serie & mo-
derna e generalmente pihi sicura, ¢ presenta visibili perturbazioni.
Sembrerebbe quindi opportuna la suddivisione in intervalli parziali,
ma si hanno pochi cicli, e date le notevoli fluttuazioni accidental,
sovrapposte alle vere o presunte perturbazioni fisiche, conviene 1'ana-
lisi in blocco per l'intervalle 1705-1968.

Epoche di massima attivita solare ordinare per secoli successivi

— _ 481 471 — 461 — — 442 — — —
- — — — — — — _24 W5
192 — — — 163 - — — ~ 113 104
~ 9 — — - ® — 53 —a .y — —
— 119 — — - — - — —
301 311 22 - — 354 372 — 388
98 - 429 44 452 — — 479 490
501 511 — 535 — 557 567 579 585
569 — 626 — — 654 — 676 —
— 714 724 742 — 762 - - —
— 809 828 840 850 862 - - -
—_ - 927 — — 963 974 — 592
1002 1016 1027 — — — — 1078 1088
1101 1118 1129 1138 1151 — 1172 1185 —
1202 — 1228 1238 — 1258 - 127 1288
— — — — — 1362 1372 1382 —
1402 — o - - 1461 — — 1490
— — 1528 1539 1548 1558 1572 1581 —
— 1615 1626 1639 1649 1660 1675 1685 1693
1705 1718 1727 1738 1750 1761 1769 1778 1788
1805 1816 1829 1837 1848 1860 1870 1883 1894

1907 1917 1928 1937 1947 1957 1968
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In ciascuno dei suddetti intervalli P'analisi da seguire ¢ quella
della regressione rettilinea nelle serie di tempo in cui il tempo & la
variabile indipendente X in scala che varia per unita successive (X, = 0,
Xa=—-1X,=-2,...Xi=1, X2=2,..), ¢ nella quale assu-

T o0 I 1 _ | T 1

— 400 —

| ! E | | | ! | l

a0 10 20 30 41 ED)] G0 i 290 30 1a0

Traduzione grafica della tavola di date: corrispondenza di dale intervallate
di 9 cicli di attivita solare.

miamo come unita il periodo P da ricercare. Per la successione pe-
riodica delle date osservate, ad X, =0 si pone in corrispondenza
una data di riferimento O, che converrebbe scegliere come media
aritmetica delle date O; dell'intervallo considerato (per rendere
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spedito il calcolo si prende per O, la data osservata, o eventualmente
interpolata, pitt prossima alla media aritmetica sopra detta). Ora si
costruisce la successione delle date ¥, = 0, — O, (i =0, — 1, — 2,...,
I, 2,...), negative anteriormente ad O,, positive posteriormente. La
retta di regressione ha la forma

Y=PX

e la soluzione per il periodo in accordo con la teoria dei minimi qua-
drati &

P=3X%. /52X,

Ora col P, partendo da O,, si costruisce la successione uniforme delle
date calcolate Ci = O, + P Xi, e quindi dei residui v, = O; — C;. A
questo punto, lo scarto quadratico medio o di una data generica si
valuta.
o= +125—— vl
vV nin—2)

dove vi] ¢ la semplice somma dei valori assoluti dei v;, ed n il loro
numero, cio¢ il numero delle date. Lo scarto (o errore) medio di P
puo ottenersi

o=V Zv)(n—2)ZX?

Applicato il detto procedimento standard agli intervalli pre-
scelti si hanno i seguenti risultati, cominciando dai due intermedi:

429 a 1027, P = 11217, o = £ 3.19, op = + 0.03, 54 cicli

1118 a 1660, P = 11.08, ¢ = -+ 2.63, op = + 0.03, 49 cicli.
La differenza tra i due valori P ¢ abbastanza sensibile, ed & per questo
che sono riportati i due risultati; ma molto dipende dalle deviazioni
incontrollabili delle date, e dall'insieme delle prove appare piti op-
portuno considerare un unico intervallo, 429 a 1660, esteso per 111

cicli. Allora i risultati conclusivi nellipotesi di due lacune inter-
medie perturbate da eliminare sono:

Intervallo o P ar Cicli

— 481 a + 398 =+ 4.03 11.%064 + 0.033 80
429 a 1660 + 3.04 11.129 + 0.012 111
1705 a 1968 +-2.19 11.048 4+ 0.051 24
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Si noti che vi & una grande differenza tra la formola per o»
usata, in cui le deviazioni singole s'intendono dalla retta di regres-
sione imposta, e quella (¢/V 1) in cui si considerano deviazioni sin-
gole di misure indipendenti di una grandezza dalla loro media arit-
metica.

Nei risultati scritti, la dispersione op per la successione antica
appare inferiore a quella relativa alla moderna; ma questa com-
prende pochi cicli. Tralasciando altre considerazioni probabilistiche
sui risultati sopra scritti delle prove effettuate, rimane qualche dub-
bio serio sulla significanza della divisione in intervalli. La tabella
mostra differenze, ma in parte puo avere influito la eliminazione
delle lacune, alquanto arbitraria. Appare opportuna quindi una so-
luzione, con lo stesso procedimento, in blocco; essa da questo ri-
sultato:

— 481 a 1968: 115 date, estensione 221 cicli:

P =112130, o= + 3.57, or = 4 0.005

11 valore di P & assai vicino alla media ponderata (11.12) dei pre-
cedenti.

Quanto alla stima =+ 0.005 dell’errore medio, essa forse esagera
la fiducia nel calcolo numerico e nella tabella di date, stabilite con
criteri obiettivi, ma con qualche propensione (bias) per alcune di
esse, presumibile dalla previa conoscenza del valore approssimato
11 anni. Cosi il risultato complessivo sembra tenuto in limiti di
maggiore sicurezza scrivendo

P = 11713 + 0.01 (1)

La serie moderna, a causa del ristretto numero di cicli e delle
notevoli deviazioni locali, nonostante sia qualitativamente molto mi-
gliore e sicura, si rivela insufficiente. Da questa serie moderna
ScuusTER [1] ed altri usufruenti delle tecniche periodografiche (Thiele,
Kimura, Michelson, ecc.) hanno dedotto vari termini armonici; ma
questi, come ben noto dalla teoria delle serie trigonometriche, si adat-
tano alle funzioni empiriche rappresentate, solo entro l'intervallo di
osservazione, e di regola non esternamente; e nel caso delle macchie
solari resta sicuro (almeno nei limiti di questa ricerca) il solo pe-
riodo undecennale, o anche ventiduennale se si considera il ciclo
completo di polarita magnetica.

Il concetto di YULE [3] ¢ che la successione dei numeri di mac-
chie solari possa rientrare nello schema del pendolo bombardato,
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cioé soggetto a piccoli impulsi o disturbi accidentali esterni, che
lasciano il periodo proprio di oscillazione inalterato, ma alterano la
fase nelle oscillazioni successive, ¢ quindi anche l'andamento rego-
fare della periodicita. Ma secondo la presente ricerca, non risulta
traccia sicura di alterazioni ereditarie nella regolarita del ciclo
solare, questo appare secolarmente stabile. Si notanoe perturbazioni
del ciclo, ma temporanee; a lungo andare esso si ritrova in fase,
come se le predette perturbazioni fossero manifestazioni deviate di
un regolare ritmo proprio. Che le cose stiano cosi sembra mostrato
da 3 date in netto anticipo della sicura serie moderna: 1769, 1778,
1788, alle quali segue Ia restituzione in fase col massimo del 1805.
Cio ¢ visibilmente evidente dalla fgura, insieme a situazioni ana-
loghe delle date finali del secolo precedente e del seguente. Le per-
turbazioni, o anche eventualmente errori, delle date, non risultano
avere conseguenze durevoli sulla successione. Una situazione ana-
loga abbastanza rilevante si ha particolarmente per date del 5° se-
colo; ma si ha l'impressione di date errate di alcuni anni, tuttavia
non in grado di alterare l'inquadratura generale della tavola o della
figura; e tanto meno appare possibile un migliore aggiustamento
con una alterazione della numerazione ordinale dei cicli, inseren-
done o togliendone uno.

Un esempio lontanamente analogo di compensazione di devia-
zioni temporanee di periodicita regolari, si ha nel ciclo meteoro-
logico terrestre, che varia anche notevolmente da anno ad anno, ma
tuttavia di durata media e successione esattamente rigida, un anno
tropico. 8i pué anche richiamare, per la cronometria di precisione,
[a stabilitd di periodo di un circuito oscillante controllata dall’ac-
coppiamento con un cristallo di quarzo, o ancora con pilt spinta
regolarith, dall’'ulteriore controllo di frequenze spettrali. La rego-
larita del ritmo meteorologico a lungo andare, é imposta dalla
rivoluzione annua apparente del Sole; nel caso della cronometria
di precisione, dalla elevata regolarita intrinseca delle vibrazioni dei
cristalli o delle frequenze spettrali.

Siccome non si conosce alcun fenomeno esterno cosmico in
grado di imporre il ritmo undecennale all’attivita solare, si pud
pensare che la causa di questo ritmo regolare debba risiedere nel
profondo interno del Sole, che libera energia raggiante ad una mi-
sura praticamente invariata da miliardi d'anni.

Le successioni continuate di Zurigo, danno le epoche non solo
dei massimi, ma anche dei minimi di attivita, dal 1610. Evidente-
mente per la valutazione di P, quantunque i cicli non siano in grande
numero, si & in condizioni pil favorevoll del passato, e il risultato
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ottenuto dalla successione (non riportata) dei minimi, dal 1666 al
1976, &

P = 11210 + 0.03 (2)

I limiti fiduciari del valore P al livello di probabilita del 95 %
{ciot limiti entro i quali il valore P dovrebbe trovarsi con proba-
bilita 95 %), P - 2¢p, sono rispettivamente nelle due valutazioni

(1) e (2):
11112 < P < 11.14

1104 < P < 1116

La conclusione di questa ricerca si pud sintetizzare come segue.
Secondo la semplice analisi statistica fatta, non appare sicuramente
dimostrata qualche variazione sistematica del periodo undecennale
dell’attivita solare. Se vi sono state perturbazioni effettive o appa-
renti nelle manifestazioni fotosferiche, esse non hanno prodotto
conseguenze ereditarie durevoli: dopo una perturbazione, come per
un certo effetto di autoregolazione (o feedback), il ritmo si & presto
ripreso con un periodo uguale o molto prossimo, e col ritorne in

fase.
il valore numerico di P € dato dalla (1), e non si altera inclu-

dendo la (2).
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P. Y. Yo; e particolarmente in Journ. Geoph, Res. 60, 1955, con una interessante
proposia sequenza deila completa successione cronologica dei massimi ¢ minimi

[15]1 Katalog der in Norwegen bis Juni 1878 beobachteten Nordlichier, Cristiania
{Oslo), Dybwad 1902.

[16] Lund Meddel, n. 22, 1949,

[17]1 M.N.R.AS., 64, 1904.
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RIASSUNTO, — Viene descritto un semplice metodo che impiega i’analisi per attiva-
zione neutromica per la rapida determinazione delle terre rare contenute nelle rocce.
Il metodo ¢ stato applicato alli’analisi di rocce standard fornite dall'USGS.

Vengono discussi i risultati ottenuti con particolare riferimento alla loro preci-
sione ed accuratezza.

SUMMARY, — An easy method for the Rare Earth contenl evaluation in rock
samples by neulron activation analysis is discussed.

This methodes has been used to analyse some USGS standard rocks. The results
are discussed with special emphasis to their precision and accuracy,

INTRODUZIONE

Nell'ambito degli studi di geochimica volti a definire Yorigine di
un magma cosl come in molti altri problemi geologici in cui la carat-
terizzazione chimica (mediante Ia determinazione quantitativa del con-
tenuto di un elevato numero di elementi) delle rocce riveste il carat-
tere di fondamentale ricerca di base, nell’'ultimo decennio ha fatto la
sua autorevole apparizione la tecnica dell’analisi per attivazione neu-
tronica. Scopo di questo lavoro & di portare a conoscenza di chi
esegue studi geochimici le possibilita offerte dalla tecnica di analisi
per attivazione neutronica per la determinazione quantitativa degli
elementi del gruppo delle terre rare contenuti nelle rocce.

* CISE - Cenlro Informazioni Studi Esperienze - Segrate (Mi). Casella Postale 3986,
Milano 20100,
** Istituto di Mineralogia dell'Universita di Napoli.
Lavoro escguito con il contributo del CNR.
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Questa tecnica ben si presta allo scopo soprattuito per i notevoli
vantaggi che presenta, in termini di rapidita e di sensibilita per {'ana-
lisi chimica di un numero elevato di elementi. Tra gquesti elementi
lc terre rare in particolare possono essere dosate senza grandi diffi-
colta, superando cost i problemi che si incontrano durante 'analisi
con i metodi tradizionali a causa delle loro proprieta chimiche estre-
mamente simili.

I vari metodi di analisi per attivazione neutronica (AAN) delle
terre rare, reperibili in letteratura, possono essere classificati in due
gruppi fondamentali.

Il primo gruppo (2 + 6) comprende i metodi che si basano sul-
I'analisi per attivazione esclusivamente strumentale (ossia senza al-
cuna manipolazione chimica); essi non sono distruttivi, sono rapidi e
permettono di determinare senza troppe dithcolta e senza apparec-
chiature di conteggio troppo sofisticate 8 o 9 terre rare.

Nel secondo gruppo (7 + 18) sono raccolti i metodi radiochimici,
che prevedono cioé separazioni chimiche dopo lirraggiamento con
neutroni del campione, e che permettono di determinare tutte le 14
terre rare con elevatissima sensibilitd anche con apparecchiature di
conteggio relativamente semplici, ma che per contro sono lunghi e
richiedono manipolazioni chimiche su campioni radioattivi.

Il metodo che viene descritto & stato messo a punto facendo
riferimento in particolare ai lavori di Bereznar [1], Gorpbon [2] e
BrRUNFELT [3], appartenenti al primo gruppo, in quanto ci & sembrato
pitt utile disporre dapprima di un metodo rapido e relativamente
semplice anche se con esso si ottengono risultati solo per La, Ce, Sm,
Eu, Th, Dy, Yb e Lu, che sono presenti nelle rocce in concentraziont
relativamente alte.

E nostra intenzione proseguire il lavoro di messa a punto di
metodi che impiegano I'AAN sia raffinando e migliorando questo me-
todo sia studiandone altri.

DESCRIZIONE DEL METODO

Si pesano 300 mg di roccia finemente macinata e ben omogeneiz-
zata e si introducono in un contenitore di alluminio.

Si irraggiano 3 di questi contenitori contemporaneamente (uno
contiene il « monitor ») per 2 min ad un (lusso di 0,8.10" n/cm?® sec.

Si trasferiscono i campioni nel locale di conteggio ¢ si misura la
loro attivita gamma con l'idonea apparecchiatura a partire da 30’
dalla fine dell'irraggiamento per tempi variabili da 900" a 3600”. Si
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ripete il conteggio degli stessi campioni dopo circa 10 ore per una
durata di 3600”.

Si ripete poi l'irraggiamento su 6 campioni (tra cui 1 « monitor »)
per 2 ore ad un flusso di 3,5.10" n/cm?sec. Si lasciano raffreddare
per 3 giorni e si esegue quindi una sequenza di conteggi con un'alira
apparecchiatura per la spettrometria gamma con tempi di conteggio
variabili da 1000” a 20.000” dopo 3, 8, 15, 30, 60 giorni dall'irraggia-
mento. Si esegue Velaborazione dei dati ottenuti dai conteggi sia per
determinare il contenuto espresso in ppm delle diverse terre rare
nelle rocce in esame sia per calcolare gli errori.

APPARECCHIATURE USATE

Per la pesata dei campioni si ¢ usata una bilancia di precisione
Mettler ad un piatto (sensibilita 0,1 mg).

Per l'irraggiamento ¢i si & rivolti al CESNEF del Politecnico di
Milano presso il quale & disponibile un reattore L54.

L'apparecchiatura di conteggio gamma utilizzata subito dopo
Uirraggiamento breve consiste di un rivelatore Ge (Li) da 30 cm® della
Laben abbinato ad un analizzatore d’impulsi 1024 canali pure della
Laben con stampante.

L'apparecchiatura di conteggio utilizzata dopo lirraggiamento
lungo consiste di un rilevatore Ge (Li) da 50 cm® e da un altro ana-
lizzatore d'impulsi 1024 canali, sempre della Laben, anch'esso con
stampante e perforatore.

L'elaborazione dei dati ¢ stata eseguita manualmente, con l'ausilio
di una calcolatrice Olivetti LOGOS 27.2.

DISCUSSIONE

Analizzando in dettaglio le varie fasi del metodo descritto va sot-
tolineato che con questo tipo di analisi riveste estrema importanza
la preparazione del campione. Andra infafii evitato accuratamente
che il campione possa contaminarsi durante la fase di manipolazione
e andra pure garantita I'omogeneita dell’aliquota prelevata per I'ana-
lisi rispetto a tutto il campione di provenienza.

La preparazione del campione per lirraggiamento consiste essen-
zialmente nella pesata, che non presenta problemi, e nella scelta del
contenitore. La nostra preferenza, tenendo conto dei valori del flusso
neutronico e del tipo di campioni da analizzare, & andata ad un con-
tenitore realizzato con un foglietto di alluminio purissimo sottile che
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avvolgeva la roccia formando una « pasticca » cilindrica di circa
10 mm di diametro ¢ 2 mm di altezza. Circa la posizione di irraggia-
mento e il numero di campioni da irraggiare contemporaneamente
si & adottata una soluzione che permetteva di ridurre a valori trascu-
rabili gli effetti di schermaggio e di variazione del flusso. Anche gli
effetti di autoassorbimento sono risultati trascurabili. Notevole im-
portanza rviveste il problema degli standard di riferimento (« mo-
nitor »). La letteratura giustamente si sofferma molto su gquesto
aspetto. La soluzione da noi adottata si & rivelata soddisfacente; essa
consiste nel preparare una miscela di ossidi delle terre rare, pesando

TABELLA [

Preparazione del « monitor » costituito dalla miscela degli ossidi delle terre rare.

peso di ossido pese di elemento q;i?‘i‘fg (21 eéi]?&?}f
mg mg ng
La,0, 86,9 74,09 2247
Ce0, 1328 108,10 32719
Pr0,, 12,7 11,65 3353
Nd,0, 62,9 53,91 1635
. Sm,0, 12,7 10,95 332
Eu,0, 1,9 1,64 5,0
Gd,O, 6,6 5,73 17,4
Th,0; 0,8 0,68 2,1
Dy,0, 51 4,44 13,5
Ho,0, 0,81 0,71 2.2
ErG, 25 2,19 6,6
T, 0, 0,27 0,24 0.7
Yb,0, 25 2,20 6,7
Lu, O, 0,66 0,58 1,8

una quantita di ciascun elemento proporzionale alla quantita che si
presume sia presente nei campioni (ricavata da analisi di rocce
geologicamente simili) (vedi Tab. 1). Dalla miscela di ossidi si pre-
leva un’aliquota opportuna in modo da avere la stessa quantita di
T.R. che sono presenti in 300 mg della roccia in esame e la si miscela
con tanto CaCO; da avere alla fine un peso totale di 300 mg, Il
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« monitor » cosi preparato viene irraggiato insieme al campione da
analizzare,

T tempi e i Hussi di irraggiamento sono stati stabiliti tenendo
conto della sezione di cattura e della costante di decadimento degli
isotopi che interessano (vedi Tab. 2) e di quelli che possono inter-
ferire. In particolare la scelta di eseguire anche un irraggiamento
breve & motivata dalla necessita di dosare il Dy,

TABELLA 2

Caratteristiche fisiche dei nuclidi usatl per la determinazione quantitativa delle ferre
rare nei campioni di rocce dell'USGS.

abbend. . vita sczione di cal-  fotopicchi  tempo di al-
Pt T R S el o
La 139,, 99,9 140, , 442 h 8.0 487,1595 3:8
Ce 140, 88,5 141, 33 d 0,6 145 15
Sm 152, 26,6 153,,, 47 h 210 103 3
Eu 151g, 41,8 152my, 93 h 2800 122 30 min
152¢, 12y 5900 122,1408 60
Th 159, 100,0 1604, 72,1 d 46 963+ 966 60
Dy 164y, 282 1855, 232h oo 2700 95 30 min
Yb 168y 0,14 169, 32 d 11000 198 15+-30
Lu 176y, 2,6 177, 67 d 2100 208 i5

Per quanto riguarda il flusso, le caratteristiche del reattore im-
piegato (pot. max. 40 KW) impediscono di ottenere valori particolar-
mente elevati e quindi costituiscono una limitazione alla sensibilita
del metodo.

I tempo di attesa tra [a fine dell’frraggiamento e V'inizio del con-
teggio (tempo di raflreddamento) & nel caso dell'irraggiamento breve
ridotto al minimo per permettere di avere pil elevata intensita di
conteggio per gli isotopi a vita breve presenti. Nel caso dell’irraggia-
mento lungo, l'attesa minima deve essere di 3 giorni perché altri-
menti il campione non sarebbe maneggiabile a causa della eccessiva
attivitd e comunque non potrebbe essere eseguito nelle migliori con-
dizioni il conteggio dell’attivitd gamma emessa dal campione.

Circa 1 rivelatori impiegati gia si & detto nel paragrafo delle appa-
recchiature; le loro caratteristiche (efhicienza riferita al ®Co = 5,8 %;
rapporto picco/compton = 26, e potere risolutive 3,5 KeV e 1332 KeV)
sono normali per questo tipo di strumento,

L=}
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{dalla fine dell'irraggiamento) di 3, 9, 15 e 32 giorni.

v dello standard (GSP-1) eseguita con tempi di attesa

La durata dei conteggi & rispettivamente di 1000, 4000, 6000 e 8000 secondi.
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FiG. 2. - Sequenza di spettri ¥ di una miscela di T.R. (« monitor ») eseguita con tempi di attesa (dalla fine dell'irraggiamento) di 3, 10,
19 e 32 giorni. La durata dei conteggi & rispettivamente di 1000, 2000 e 3000 secondi.
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In letteratura si parla di una notevole gamma di apparecchia-
ture piu sofisticate che permettono di incrementare notevolmente i
risultati a parita delle altre condizioni. Unico inconveniente & il costo
particolarmente elevato di queste apparecchiature.

I conteggi sono stati eseguiti senza trasferire il campione dal
contenitore usato per l'irraggiamento e questo non ha prodotto alcun
inconveniente dato il materiale di cui era costituito (Al). La maggior
parte dei conteggi ¢ stata eseguita ponendo il campione a contatto
del rivelatore; solo per i primi conteggi si & usato un distanziatore
di circa 5 cm di altezza affinché il tempo morto dell’analizzatore fosse
al massimo pari al 10 %.

La durata dei conteggi variava in funzione della attivita del
campione e del radionuclide che era interesse dosare con quel con-
teggio.

Al termine del conteggio & stata eseguita la stampa dei risultati
mediante Teletype il che ha permesso di ottenere anche una banda
di carta perforata per l'eventuale elaborazione automatica dei dati.

Per questo primo gruppo di campioni ci si & perdo limitati ad
un'analisi manuale degli spettri e all’elaborazione pure manuale col
solo ausilio di una calcolatrice.,

L'elaborazione dei dati si ¢ svolta secondo il seguente schema.

1) Esame dello spettro gamma ed identificazione dei picchi dei
radionuclidi da dosare (vedi Fig. 1).

2) Verifica della loro identith mediante la loro costante di de-
cadimento con l'esame di spettri successivi (vedi Fig. 1).

3) Calcolo delle aree dei picchi selezionati.

4) Eventuali sottrazioni o correzioni del valore ottenuto per
effetto di sovrapposizioni di picchi o altro.

5) Calcolo del valore dell’area riportato al tempo (t,) di fine
irraggiamento (correzione per il decadimento).

6) Calcolo, con analogo procedimento, del valore dell’area del
picco, riportato a t,, per ciascun radionuclide da dosare, eseguito
analizzando gli spettri del « monitor » (vedi Fig. 2) preparato misce-
lando quantita note di ossidi di terre rare.

7) Calcolo del contenuto (in ppm) di ciascuna terra rara nel
campione in esame con la formula

cps a t, CAMPIONE x 3,33 X pg El nel MONITOR
cps a t, MONITOR

ppm El = -
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8) Calcolo dell’errore statistico connesso con l'intensita di con-
teggio.

9) Valutazione di altre fonti di errore e calcolo degli errori cu-
mulativi.

10) Calcolo della deviazione standard su campioni analizzati in
triplo con la formula
E(x = £F
g= [— ——
N -1
X = media aritmetica N = numero delle misure

CONCLUSIONI

Il metodo descritto si & rivelato piuttosto semplice e rapido e
i risultati ottenuti analizzando gli standard forniti dall'USGS (vedi
Tabella 3) sono discretamente buoni sia come accuratezza che come
precisione e sono comparabili a quelli ottenuti da altri autori [2, 7]
con metodi pitt complessi. Come gia segnalato in precedenza sono
state individuate parecchie possibilita di miglioramento che sono at-
tualmente in fase di studio.

In particolare pud essere migliorato il « monitor » e la precisione
nella determinazione dell’Yb, aumentando la durata del conteggio.
Ulteriori migliorie sono previste man mano che si renderanno dispo-
nibili apparecchiature piu sofisticate con particolari vantaggi soprat-
tutto per quanto riguarda l'uscita veloce dei dati dall'analizzatore e
I'elaborazione semiautomatica degli stessi.

Si segnala infine che contemporaneamente alle terre rare citate
¢ possibile determinare, senza particolari problemi, anche i seguenti
elementi: K, Na, Rb, Cs, Sc, Hf, Fe, Co.
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TABELLA 3

Risultati dell'analisi dei campioni di rocce standard dellUSGS e loro confronto
con i risultati ottenuti da altri autori.

g RN Qe b
La 188 = 18 14 166 + 16 171 = 15
Ce 385+ 16 6 419 + 42 390 + 20
Sm 265+ 1,1 6 226 1,2 232+10
GSP-1 Eu 2.7+, 6 21401 20+0,1
Granodiorite Tb 1,4 +02 17 13+0,1
Dy 56 =03 7 57+09
Yb 22+0,1 7 2,302 2005
Lu 0,3 +=0,02 10 0,24 = 0,01 0,17 + 0,04
La 21,1 £25 25+3 23+2
Ce 535 +32 5% 5 46 =5
Sm 6,703 57+03 59 =105
BCR-1 Eu 25+0,1 20+0,1 1,95 + 0,1
Basalto Th 14+0.2 1,1 +0,2 1,0=0,1
Dy 72+03 6,1 +09 —
Yb 3302 3604 3204
Lua 0,5+0,03 0,55 + 0,03 0,06 = 0,05
La 2+4 R+ 4 3343
Ce 58+2 56 =6 57 =3
Sm 62+03 52+03 54+05
AGV-1 Eu 20+02 14+0,1 1,55 + 0,06
Andesite Tb 05=0,1 0,7+0,1 0,77 = 0,04
Dy 42 +04 3505 —
Yb 1,5+0,1 1,7+ 0.2 16 +03
Lu 0,47 = 0,03 0,25 + 0,02 0,37 = 0,06

* Gli errori sono quelli dovuti alla statistica di conteggio (95 % confidence level)
ed alle correzioni apportate,

** Calcolata sui risultati di 3 analisi.
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Sullesistenza di certi piani regolari

Nota di Lucio ParraTo
presentata dal socio corrispondente Virtozrio DaLa VorTa

{Adunanza del 17 gennaio 1976}

Riassunto, — L'Autore si occupa dei cosiddetti « piani regolari » ed estende un
risultato di Szamkolowicz con metodi strettamente geometrici.

SunimMary. — The author deals with the so-called « regular planes » and extends a
result by Szamkolowicz using a strictly geometric approach.

INTRODUZIONE

La presente ricerca trae origine da un lavoro di SzamxoLowicz,
[1], in cui l'autore studia i piani regolari P} (particolari strutture di
incidenza in cui per ogni punto passano i rette e ogni retta contiene
1 punti) e le Ai -algebre, osserva che ad ogni piano regolare di
tipo Pf pud essere associata una A,i -algebra (con m = 2i 4+ 1) e vice-
versa; dimostra, inoltre, che a partire da ogni Ai -algebra pud essere
costruita una Ai -algebra (con &k = 2n + 1). Da quanto detto si puo
immediatamente dedurre che ad ogni piano regolare di tipo P, pud es-

. . Lo 3
sere associato un piano regolare di tipo P, .

Nel presente lavoro si dimostrera che, ¢ possibile estendere tale
risultato ai piani regolari di tipo P} ; costruiremo infatti, un piano re-
golare di tipo P,_,,,,, nelle ipotesi che esistano un piano regolare di
tipo P’ e un piano grafico di ordine n — 1.

Nel par. 1, dopo aver ricordato le principali proprietd dei piani
regolari si introduce un concetto analogo a quello del parallelismo
negli ordinari piani affini: il « parallelismo principale ». Nel par. 2 si

* Lavoro svolto nell’ambito del G.N.S.A.G.A. del C.NR.
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studiano i sottopiani e le estensioni di un piano regolare, si trovano
delle condizioni necessarie affinché in un piano regolare sia possibile
introdurre una relazione di parallelismo principale e si dimostra, per
via geometrica, un teorema che, come caso particolare ci restituisce
il gia citato risultato di [1].

Par. 1

DEeF. 1. Si definisce piano finito una coppia ordinata (S, R), ove S ¢
tin insienie finito non vuoto e R un sottoinsieme di P (S), soddisfa-
cente i seguenti assionii

1) ¥V (A, B) e S A = B, esiste uno e un solo elemento di R, r, tale che
Aer,Ber

2) Esistono tre elementi distinti di S, A, B e C fali che non esista nes-
sun elemento r € R a cui essi appartengano,

Un piano finito si dirad, poi, un piano regolare se:

3) Ogni r € R contiene lo stesso nwmero n di elementi.

Se (S, R) & un piano regolare, chiameremo, rispettivamente, punti
e rette gli efementi di S e R.

Come primi esempi di piant regolari possono essere citati i piani
affini, i piani grahci e i grafi completi.

Riportiamo, ora, alcune proprietd dei piani regolari che ci sa-
ranno utili nel seguito, la cui dimostrazione pud essere trovata, ad
esempio in 1] e [2].

1.1 Sia (S, R) un piano regolare e P un suo punto per il quale passino
ir rette; il numero s dei punti S & allora dato dalla formula:

(L1) s=m — i + 1

1.2, Il mumero iy delle rette passanti per un punio P non dipende,
dungue, dal punto P ed & naturale, quindi, indicarlo semplice-
mente con i; cosicché &:

s — 1

(1.2) i =
n—1

Indicheremo allora con P} un piano regolare in cui ogni retta con-

tiene n punti ed ogni punto appartiere ad i rette.
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137i=mn
1.4 is = nr ove r & il numero delle rette.

La 1.4 pud essere dimostrata osservando che i numeri is e nr
coincidono con il numero ¢ degli elementi dell'insieme

T={(P,r)eSxR/Per}
Posto, poi, i = n + m (m = 0) si ha:
nr=is=wm+niln—-—1D0m+n)+1] =
= +2m -+ (m— 1¥n—-—m@in—1)

e, quindi, per la 1.4,
1.5 n divide il prodotto m (m — 1).

Il numero m precedentemente introdotto, ha un'importante ca-
ratterizzazione geometrica in quanto rappresente il numero delle rette

passanti per un punto P del piano e non incidenti una retta non con-
tenente P,

DEr. 2. Diremo che due rette a e b sono parallele se si verifica una
delle condizioni seguenti:

a) a="b
b) alNb=@

La relazione di parallelismo ora introdotta non ¢ una relazione
di equvialenza non appena sia i > n + 1. In generale, quindi, non ¢

possibile associare, in modo naturale, ad un piano del tipo P; un piano
. +1 . .
del tipo P!"' con procedimento analogo a quello usato per associare

ad un pianoc afine un piano proiettivo.

DEF. 3. Chiameremo « Relagione di parallelismo principale » ogni rela-
zione binaria ¥ definita nell'insieme delle rette di un piano regolare
godente delle seguenti proprieta:

i) aF b= aeb sono parallele ai sensi della def. 2.
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ii) Comunque presi un punto P e una retta a, esiste una retta b con-
tenente P e tale che a F b.

iii) F ¢ una relazione d'equivalenza,

In generale, in un piano regolare non ¢ definibile una relazione di
parallelismo principale (ad esempio nel grafo completo P; }.

Par. II

Sia P/ = (S§,R) un piano regolare ed § un sottoinsieme proprio

non vueto di S non contenuto in nessuna retta di R.

DEr. 4. Chiameremo sottopiano di un piano regolare la strutiura (S, R")
ove R’ ¢ il soattoinsieme di P (8"} definito dalla condizione:

/ D|vi>1
R = <{+reP(§)
{2y dreR/rF=rN¥Y

Sia (S8, R’} un sottopiano del piano regolare (S, R) = P/ .
DEr. 5, Indicato con t, (e = 0, ..., n} il numero delle rette di R aventi

o punti in comune con 8, chiameremo gli interi t. caratieri del sotto-
piano (8, R’).

Prop. 1. Detto k il numero di elementi di S', i caratteri t, di un sotto-
piano (S, R") di un piano regolare P, soddisfano le seguenti relazioni':

ttm: [(m—1i=+1]14
a=0 Iy

2.1) ~aa - Dito=k{k — 1)
w=2
- oty = ki

a=1

Dim. La prima delle (2.1) & ovvia, ove sl osservi che, in virti: delle
(1.4) il secondo membro & proprio il numero delle rette di P! ; la se-

' Le (2.1) sono anaioghe alle relazioni dimostrate in [3] per i (k, 1) -archi di un piano
gralico finito,
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conda si ottiene contando il numero delle coppie distinte, non ordi-
nate, di punti di S; i due membri della terza, infine, rappresentano
il numero delle coppie costituite da un elemento P di 8" e da una retta

di P passanle per P.

DEF. 6. Diremo che un sottopiano (S8, R’} di P, é un sottopiano rego-
lare di P! se la coppia (S, R’) & un piano regolare, se esistono, cioe,

. . . . - . . . . i
due interi h e j (h < mn, j < i), tali che (8, R') sia del tipo P;.
o . . . . .
Se P; & un sottopiano regolare di P! ogni retta r di P;avente in
h . \ .
comurne con Pj' almeno due punti conterra, necessariamente, per la re-

golarita di P,'.‘, esattamente h punti di P? ; si ha quindi che:

Prop. 2. Se PJ; & un sottopiano regolare di P, i caratteri tr,..., tu1,
tast s .., bn SO0 tutti nulli, Le (2.1.) diventano:

iflln—-Hi+ 1]
n

(2.2) (h— Dhty=[h—1)j+ 11— 1
th4+hti=[(h—-1)j+1]i

o+ 0 + I =

Risolvendo le (2.2) rispetto a t., ti, ts si ha:
[(h—1)j+11j
h
h=[h-1j+1]i-[(h-1}j+1]j=
=[h - 1j+ 110G —7)

ty =

(2.3)

iln—Di+1]  ((h—Dj+1]j

ru =
1 h

—{h=-1Dj+ 116G ])

Dalla seconda delle (2.3) discende, la seguente proposizione:

. I - 4 . . ”
Prop. 3. Sia P un sottopiano regolare di un piano regolare P, ; se e
soltanto se i = j non esiste alcuna retta di P} avente in comune con

1
P uno e un sol punto.
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DEE. 7. Se P! & un piano regolare e P, = (S, R') & un sottopiano re-
golare di P} ha senso considerare la struttura (8", R”), ove 8" =8 — &
e R” ¢ definito allo stesso modo di R’. Se R” ha pitt di un elemento,
(S”, R") sara un sottopiano finito di P] e verrd chiamato soitopiano

. 7 -
complementare di P, rispetio a P;.

Poiché una retta di P avente in comune con S’ p punti inter-
seca il suo complementare $” in n — p, per la prop. 2 gli unici carat-
teri di (8”,R”) eventualmente diversi da zero saranno ¢, , ¢,_,, f, ,.

Osserviamo, poi, che se k = n le (2.3} diventano:

[(n—1Dj+1]j

f, =
n
(2.4) t=[n—-1Dj+110G— )
;= (i +f)(n—1) (-1

I

ove con k = j(n — 1} + 1 si & indicato il numero dei punti di P, .
Per la terza delle (2.4), stante il fatto che i caratteri di un sotto-
piano sono necessariamente non negativi, si avra che:

{2.3) i—k=i—-{(n—-1j—-1=20
da cui:
(2.6) i< -1
1 —1
Proe. 4. Se j = - -1 e n>1 il sottopiano K complementare di

1 —
z . N . . n R a—1
P;’ rispetio d P: & un sottopiano regolare di P di tipo P, .

Dim. Infatti, essendo t, e f, gli, unici caratteri di P;’ diversi da

Zero, ogni retta di P:.I, avendo In comune con P: 1 o n punti, inter-
secherd il suo complementare in n — 1 0 n —n = 0 punti; K avra,

’

quindi, come unici caratteri diversi da zero ¢, e ¢, _, e sara un piano
s R . . [ .
regolare di tipo P, , in quanto le i rette di P, passanti per un punto

P di K devono necessariamente intersecare K in n—1 in quanto t, =0.
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Viceversa, se (S, R’) & un sottopiano regolare di tipo P!~ di un
piano regolare P = (S, R), posto 8" = S — S e detti 5, s’ e 57 i nu-

meri dei punti di S, S, S” si ha che:

(2.7) s"=s—s=mn-1Di+1—-[(n—-2)i+1] =i

Se i > n la struttura (8”, R”) sara un sottopiano finito di P ed

avra, come unici caratteri diversi da zero, per la prop. 3, ¢, ef. . K

b3 . . [ - n . i_l
sara, allora, un sottopiano regolare di P} del tipo P conj = - T
n—

Se, invece, i = n ¢ subito visto, con considerazioni analoghe, che

§” coincide con una retta di P .
Abbiamo cosi dimostrato la seguente proposizione:

Prop. 5. Condizione necessaria e sufficiente affinché un piano rego-
: ¥ Q : & =l g 5

lare P} (i > n) ammetta sottopiani regolari di tipo P} ¢é che esistano

i — 1

n—l'

sottopiani regolari di P; di tipo P} ove j =

Prop. 6. Se Pi™' & un sottopiano regolare di P! & possibile introdurre

. -1 . . & 5 3% i 2
in P} una relazione binaria di parallelismo principale.

Dim. Indichiamo con P} il complementare di P:.H rispetto a P
Ogni retta r di P:_i e, per definizione, la restrizione a P:AH di una
retta #* di P} ; per quanto detto prima, # avra in comune con P’ uno
e un sol punto P, .

Definiamo, allora, nell'insieme delle rette di P'!.’_l la seguente re-

lazione binaria F:
rFseP,. =P,

E facile verificare che la relazione F suddetta gode delle proprieta
i), ii), iii) che caratterizzano le relazioni di parallelismo principale.

Siano ora n e i due interi positivi tali che esistano un piano re-

golare P; e un piano grafico = di ordrine n — 1.
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Posto j =(n — 1)i+ 1, sia S un insieme costituito da {n — 1)
i + 1 elementi:

s:{o, A;‘} (@=0,...n—-2 B=1,...7).

. . - . . . 1
Dimostreremo 'esistenza di un piano regolare di tipo P, _, ..,

avente per sostegno linsieme S,
Indicato con Ry il sottoinsieme di § cosi definito:

(2.8) Rp = { 0, A ,...A;"z}
si ha che:

LEmma 1. Linsieme T = {Ry,... R;} & dotabile di una struttura di

piano regoalre di tipo P! .

Dim. Infatti, essendo j = (n — 1) i 4 1 esiste una corrispondenza
biunivoca f fra l'insieme dei punti del piano regolare P esistente per
ipotesi e T; T resta allora munito di una struttura di piano regolare

assumendovi come rette le immagini, mediante f, delle reite di F; .

Ser = {RBi .o, R } & una retta di T, indichiamo con S, il sot-

toinsieme di S costituito dagli elementi di S appartenenti ai sottoin-
siemi Rg , ..., Rs :

(29) S =Ry U ... UR;s = {O, A;,,} (o =0,...,0=2;p=1,...,n)

Osserviamo esplicitamente che, poiché due rette distinte di un
piaino regolare hanno al piit un punio in comune:

Lenmma 2. Se v = v/, l'intersezione dei rispettivi S, e S, & costituita o
dal solo 0 o da un opportuno Ry,

Per la {2.9), per ogni r, I'insieme S, & costituito da n* — n + 1 ele-
menti e pud essere, quindi, messo in corrispondenza biunivoca g, con
I'insieme dei punti del piano grafico = esistente per le ipotesi fatte; si
ha, quindi, che:

LEMMA 3. Per ogni v, l'insieme S, & dotabile di una strutiura di piano
grdfico in modo tale che Uapplicazione biunivoca g, risulti un isomor-
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fisiio; g, puo, poi, essere scelto in modo tale che in ogni 8, siano alli-
neati gli elementi appartenenti a ciascuna delle seguenti n-ple:

(2.10) {0, Ay ,...,Agf} {0, Ay ,...,A;f}, {A;i ,...,A;}.

Siano, ora, B e C due elementi distinti di S; se uno di essi coin-
cide con 0 e I'altro con un certo A, , chiameremo retta passante per B
e C il sottoinsieme Ry definito dalla (2.8). Se B ¢ C sono, invece, en-
trambi diversi da 0 si avra: B = A.;]‘, C = AZ se Bi=08,=08 chiame-
remo retita passante per B e C ancora il sottoinsieme Rg; se, invece,
31 7 B» chiameremo retta passante per B e C la retta del piano grafico
S, passante per A;'l e 13;2 .

(Osserviamo, esplicitamente che tale definizione ha senso in quanto
se fi & 3, Az: e A:z appartengono, per il lemma 2, ad un unico S,, e che
la retta passante per essi in S,, per le (2.10) non pué contenere altri

punti del tipo Wl o AZ ).

E immediato verificare che. detto R l'insieme delle rette cosi de-
finito, la coppia (S, R) ¢ un piano regolare di tipo P}, .., -
I sottopiano di (S, R) avente per sostegno l'insieme dei punti

{A; } (B = 1,...j) sara. poi, ovviamente, un sottopiano regolare iso-

morfo a P] e avra per compelmentare, per la prop. 5, un piano rego-
lare di tipo P/, ',,,., nel quale, per la prop. 6 ¢ possibile introdurre una

relazione di parallelismo principale.
Abbiamo cosl dimostrato il seguente teorema.

TeEOREMA, Sia P un piano regolare; se esistono piani grafici di ordine

s

n — 1, esiste un piano regolare del tipo P,,_,,, , avente un sottopiano

. . . . -1
regolare isomorfo a P, e un sottopiano regolare del tipo P,,_, .  nel

guale & possibile introdurre una relazione di parallelismo principale.

CoroLLARIO. Se . = ¢ + 1 (g = polenza di un numero primo) esistono

1

piani regolari di tipo P, . -

La dimostrazione & ovvia, ove si osservi che nelle ipotesi fatte esi-
stono piani grafici di ordine n — 1 e che ogni piano grafico di ordine
n — 1 ¢ un piano regolare di tipo P .
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The intramolecolar condensation
of 2-acylamino-3-hydroxyphenalene-1-ones
and related compound

Nota di PETER A. CROOKS *, FRANCESCO DE SIMONE ** ¢ ANTONTO DINT *¥*
presentata dal socio ordinario Roporro A. NICOLAUS

(Adunanza del 7 [ebbraio 1976)

R1assUNTO. — Per riscaldamento a riflusso in anidride acectica, il 2-acetamido-3-
idrossifenalen-l-one subisce la condensazione intramolecolare a 2-metilfenaleno[3,2-d]
ossazol-4-one. Altri 2-acilammino-3-idrossifenalene-1-oni reagiscono allo stesso modo.
11 2-acetammidoindan-1,3-dione nelle stesse condizioni porta a un prodotto dimero.
Derivati 2-acilammino e N-alchil-2-acilammino-2-idrossifenalene-1,3-dionici, in diverse
condizioni sperimentali, non danno condensazioni intramolecolari.

ABsTRACT. — Contrary to a previous report 2-acetamido-3-hydroxyphenalene-1-one
undergoes intramolecular condensation in refluxing acetic anydride to give 2-methyl-
phenaleno[3,2-d]oxazol-4-one. Other 2-acylamino-3-hydroxyphenalene-1-ones react similarly.
2-Acetamidoindan.l,3-dione under similar conditions affords only a dimeric product.
2-Acylamino- and N-alkyl2-acylamino-2-hydroxphenalene-1 3-dione derivatives fail to
undergo intramolecular condensation under a variety of conditions,

We have recently reported [1] the non-catalytic intramolecular
condensation of 2-N-methylacetamido-2-hydroxyindan-1,3-dione (1 a) to
2,3,3a, 8a-tetrahydro-3a, 8a-dihydroxy-1-methylindeno[2,1-b] pyrrole-2,8-
dione (2 a), which can also be obtained by prolonged heating under
reflux of a benzene solution of ninhydrin and N-methylacetamide.
Other 2-N-alkylacetamido-2-hydroxyindan-1,3-diones react similarly.
This represents a novel example of an intramolecular aldol conden-
sation of an N-acyl-3-ketoamine. 2-Alkylamido-2-hydroxyindan-1,3-
diones (1 b) fail to undergo this cyclisation reaction [2, 3] probably
due to their inability to exist as the enamine tautomer (3), the for-
mation of which may be necessary for the condensation reaction to
proceed.

* Department of Pharmacy, Manchester University, Manchester 13.
#* Istituto di Chimica Farmamceutica e Tossicologica della Universita di Napoli.
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The heating under reflux of a solution of 2-acetamido-3-hydroxy-
phenalene-1-one (4 a) in acetic anhydride has been reported [4] to
afford a product tentatively assigned as 2,3-dihydrophenaleno[2,3 b]
pyrrole-2,10-dione (5) without supporting chemical or spectroscopic
evidence. The apparent similarity in the mechanism of formation of
the above product to that described for the 2,3,3a,8a-tetrahydro-3a,
8a-dihydroxy-1-alkylindeno[2,1-b]pyrrole-2,8-dione derivatives has led
us to examine the validity of this structural assignment. We now
report our findings on the intramolecular condensation of a number
of 2-acylamino-3-hydroxyphenalene-1-ones and some related com-
pounds.

On heating under reflux a solution of 2-acetamido-3-hydroxyphe-
nalene-1-one (4a) [4] in acetic anhydride for 1 hr, a product was
obtained which had an identical m.p. to that previously described
by Errera [4]. The mass spectrum of this product exhibited a mo-
lecular ion at 235 my, a band at 1650 cm~' but absence of bands in
the region 3000-3500 cm~"' in its IR spectrum and its PMR spectrum
showed only a 6-proton multiplet at &8.8-7.4 and a 3-proton singlet
at &2.72. These spectral data are not consistent with those expected
for 2,3-dihydrophenaleno[2,3-b]pyrrole-2,10-dione (5) but suggest that
the product is the isomeric 2-methylphenalenol 3,2-d]oxazol-4-one (6 a).
This was further substantiated by the observation that on treating
the product with concentrated HCI, the hydrochloride salt of 2-
amino-2-hydroxyphenalene-1-one [4] (4 b) was obtained, and on reac-
tion of (6a) with benzaldehyde a benzylidene derivative (6 b) was
formed which could also be obtained from the intramolecular con-
densation of 2-cinnamido-3-hydroxyphenalene-1-one (4 c¢) in presence
of P,0s. 2-Methylphenaleno[ 3,2-d Joxazol-4-one (6 a) was also obtained
by heating under reflux a solution of 2-amino-3-hydroxyphenalene-i-
one (4 b) in acetic anhydride,

Under similar conditions 2-propionamido-3-hydroxyphenalene-1-
one (4d) and 2-(4-methylbenzamido)-3-hydroxyphenalene-1-one 4 c¢)
afforded 2-ethylphenaleno[3,2-d] oxazol-4-one (6c) and 2-(4-toluyl)-
-phenaleno[3,2-d]oxazol-4-one (6 d) respectively.

Formation of 2-alkylphenaleno[3,2-d]ozaxol-4-ones (6) from the
corresponding 2-acylamino-3-hydroxyphenalen-1-ones (4, R = C.OR)
under the conditions described by ERrRrera [4], is not unexpected,
since acid catalysed generation of the enol tautomer (7) of the latter
compounds and its subsequent cyclisation would afford the corres-
ponding oxazole derivative (6). As might be expected, attempted intra-
molecular cyclization of 2-N-acetamidoindan-1,3-dione (8) [5], which
from its PMR spectrum exists solely in the keto-form, did not give
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the corresponding 2-methylindeno[3,2-dJoxazol-4-one, but did afford
in small yield the dimeric compound (9).

We have found that the reaction of phenalene-1,2,3-trione hy-
drate [6] (10 a) with acetamide and with N-methylacetamide in boiling
benzene affords only 2-acetamido- and 2-N-methylacetamido-2-hydroxy-
phenalene-1,3-dione, (10b) and (10c¢) respectively. The use of pro-
longed refluxing times and higher boiling peint solvents in these
reactions failed to produce any of the corresponding 2,3,3a,10a-tetra-
hydro-3a,10a-dihydroxyphenaleno[2,3-b]pyrrole-2,10-dione  derivative
(11), which would be formed as a result of an intramolecular con-
densation reaction. The failure of (10c) to undergo intramolecular
condensation is in contrast to that observed for the corresponding
indane analogue (1a).

EXPERIMENTAL

M. ps were determined on a Kofler hot stage apparatus and are
uncorrected. IR spectra were recorded as mulls in Nujol on a Perkin-
Elmer 237 spectrophotometer, PMR spectra were recorded in deute-
rochloroform on a Perkin-Elmer R 12 B spectrometer. Chemical shifts
are expressed in & values (ppm) downfield from TMS as internal re-
ference. In some cases deuterium oxide was added to check on exchan-
geable protons, Mass spectra were measured on an AET MS-12 spectro-
meter. Column chromatographic separations were carried out on alu-
mina {Grade H) and TLC separations were carried out on Merck
silica GFas and developde in iodine vapour, Analytical samples were
dried over P;0s at 80°/0.1 mm for 4 hr immediately prior to ana-
lysis.

2-Methylphenalenol 3,2-d Joxazol-4-one. {3 a). A solution of 2-ace-
tamido-3-hydroxyphenalene-1-one (1.0g) [4] in acetic anhydride (4 ml)
was heated under reflux (oil bath) for 1 hr. After cooling, the so-
lution was poured into iced water (10 ml), the resulting solid col-
lected and recrystallised from water and then benzene to afford Z-me-
thylphenaleno[ 3,2-d]oxazol-4-one as yellow prisms (0.65 g; 57 %) m.p.
184-5° (Cf Lit. 185-186°) [4] (Found: C, 76.5; H, 3.8; N, 6.1; CisHsNO:
requires: C, 76.6; I, 3.9; N, 5.95 %); (M+ = 235); IR 1650, 1585 cm™;
PMR singlet &2.72 (3 H), multiplet between 7.4 - 8.8 (6 H).

2-Methylphenaleno[ 3,2-d Joxazol-4-one (3 a) was also obtained in
61 % yield by heating under reflux for 12 hr a mixture of 2-amino-3-
hydroxyphenalene-1-one (1a) {41 )2.0 g) and acetic anhydride (10 mD)
and treating the cooled reaction mixture in the manner described
above.
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2-Amino-3-hydroxyphenalene-1-one hydrochloride (4 b)

On treating 2-methyphenaleno[3,2-d Joxazol-4-one (3 a) with excess
concentrated methanolic HC1 solution and leaving the solution to
stand at room temperature overnight, dark red needles of Z-amino-
3-hydroxyphenalene-l-one hydrochloride, m.pt 203-206°, were depo-
sited, which were identical to the hydrochloride of 2-amino-3-hydroxy-
phenalene-1-one prepared by the method of Errera [4].

2-Cinnamido-3-hydroxyphenalene-I-one (1e). 2-Amino-3-hydroxy-
phenalene-1-one (2.0 g) was dissolved in cold 10 % NaOH solution
(7 ml) and cinnamyol chloride (3.0 g) added dropwise with shaking.
The resulting precipitate was collected, washed with NaHCO; solution
and then water, and recrystallised from benzene/petroleum ether (40-
60) to afford Z-cinnamido-3-hydroxyphenalene-1-one (1 e) as red prisms
(1.68 g; 53 % m.pt 162-164° (Found: C, 77.6; H, 44; N, 4.0; C»HsNO;
requires: C, 77.4; H, 44; N, 4.1 %): (M+ = 341); IR 3250 (& 10)
(N—H), 1630, 1580 cm~!; PMR doublet cenired at €6.72 (1 H, I = 16
Hz), doublet centred at 8.0 (1 H, J = 16 Hz)}, multiplet between 8§.7-7.2
(12 H reducing to 11 H with D:0), broad singlet (exchangeable with
D;0) centred at 9.1 {1 H).

2-Stryrylphenaleno[ 2,2-bloxazole-4-one (3 d)

Method. 1. A mixture of 2-methylphenaleno[3,2-d]oxazol-4-one
(3a) (1.0 g), benzaldehyde (0.5 g) and anhydrous ZaCl, (2.5 g) was
heated at 160° for 7 hr {oil bath). On pouring the cooled reaction
mixture into iced water a green amorphous solid was deposited which
was filtered off, dissolved in ether and the ethereal solution subjected
to column chromatography using ether as eluant. An initial yellow
band was eluted which afforded yellow prisms (0.43 g} identical (m.p.,
IR and MS) to 2-methylphenaleno[3,2-d]Joxazol-4-one. A second yellow-
green band on evaporation of solvent afforded 2-styrylphenalenol 3,2-d]
oxazol-4-one (3 d) as greenish-yellow prisms (0.11 g; 8 % m.pt 178-180°
(Found: C, 81.6; H, 3.8; N, 44; CpHiNO; requires: C, 81.7, H, 4.05;
N, 439%) {M+ = 323); IR 1640, 1575 cm~'; PMR doublet centred
at £6.9 (1 H, J = 17 Hz), doublet centred at 8.06 (1H, J = 17 Hz),
multiplet between 7.25 - 8.75 (11 H).

Method 2. A mixture of 2-cinnamido-3-hydroxyphenalene-1-one
(1e) (0.34g) and P,Os (3.0g) in dry benzene (15 ml} was heated
under reflux for 2 hr. The cooled reaction mixture was filtered and
the residue extracted with dry benzene (2 x 10 ml). The combined ben-
zene liquors were then decomposed by addition of water (15 ml), the
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benzene layer separated off, dried over anhydrous MgS80. an the fil-
tered solution evaporated to afford a green oil which was subjected
to column chromatography in the manner escribed in method 1.

This procedure gave 2-Stvrviphenaleno[ 3-2-d]oxazol-4-omne (3 d) as
green prisms (0.13 g; 41 %) identical (m.p., IR and PMR) to the
product obtained from method 1.

2-Propionamido-3-hydroxyphenalene-1-one (1 c). A solution of 2-
amino-3-hydroxyphenalene-1-one (1a) (0.5 g) in propionic anhydride
(2 ml) containing 2 drops of concentrated IS0, was heated under
reflux (oil bath) for 5 min and the mixture then poured into ice
water (5 ml), The resulting dark orange precipitate was collected and
recrystallised from 95 % ethanol to afford 2-propionamido-3-hydroxy-
phenalene -1-one (1 ¢) as orange-red needles (0.45 g; 72 % m.pt 142-3°
(Found: C, 71.9; H, 4.7; N, 5.3: CxHsNO; requires; C, 71.9; H, 4.9;
N, 52; (M+ = 267);, IR 3280 (£ 10) (N—H), 1640, 1560 cm'; PMR
triplet centred at & 1.15 (3 H), quartet centred at 2.5 (2 H), multiplet
between 7.22-8.55 (7 H reducing to 6 H on addition of D:0), singlet
(broad) centred at 8.8 (1 H) {exchangeable with D-:0).

2-Ethylphenaleno[ 3,2-dloxazol-4-one (3 b). A solution of 2-propio-
namido-3-hydroxyphenalene-1-one (1 ¢) (1.5 g} in propionic anhydride
(8 ml) was heated under reflux for 6 hr and the cooled, green reaction
mixture poured into iced-water (12 ml) to afford a greenish oil which
slowly crystallised on standing. The yellow-green solid was collected
and recrysiallised from methanol-benzene solution after decolourising
with norit, to afford Z-ethylphenaleno[3,2-dloxazol-4-one (3b) as
vellow needles (1.1 g; 63 %), m.pt 106-7° (Found: C, 77.3; H, 4.5;
N, 5.7; CixHuNO; requires: C, 77.1; H, 4.45; N, 5.6 %); M+ = 249);
IR 1650, 1580 cm~'; PMRtriplet centred at & 1.5 (3 H), quartet centred
3.02 (2 H), multiplet between 7.4 - 8.82(6 H).

2-(4-Methylbenzamido)-3-hydroxyphenalene-1-one (1 d)

2-Amino-3-hydroxyphenalene-1-one {1 aj (1.25 g) was dissolved in
cold 10 % NaOH solution (10 ml) and excess p-toluyl chloride (3.0 ml)
added dropwise to the solution with shaking. The dark-violet solution
was left to stand for 2 hr and the orange-red precipitate which formed
was collected, washed with water and then diluite acetic acid. Re-
crystallisation from aqueous acetic acid afforded 2-(4-methylbenza-
mido )-3-hydroxyphenalene-I-one (1 d) as orange prisms (1.35 g; 70 %)
m.pt 199-200° (Found: C, 76.3; H, 4.9; N, 4.5; C;H;;NO; requires:
C,76.6; H, 5.0; N, 4.25 %); (M« = 329); IR 3290 (- 10) {N—H), 1635,
1580 cm~'; PMR singlet £2.73 (3 H), multiplet between 7.1-8.8 (11 H)
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reducing to 10 H on addition of D;Q), singlet (broad) centred at 9.0
{1 ) (exchangeable with D;0).

2-( p-toluyl }-phenaleno[ 3,2-d Joxazol-4-one (3 ¢). A mixture of 2-(4-
methylbenzamido)-3-hydroxyphenalene-i-one (1 d) (04 g) and acetic
anhydride (5 ml) was heated under reflux for 8 hr and the cooled,
green reaction mixture poured into iced water, The resulting preci-
pitate was collected and recrystallised from aqueous ethanol to give
2-( p-toluyl)-phenalenol 3,2-dloxazol-4-one as yellow-green prisms (0.25
g; 67 %) m.pt 181-3° (Found: C, 81.0; H, 4.0; N, 4.5; C4xHsNO; requires:
C, 81.0: H, 42: N, 45%); (M+ = 311); IR 1650, 1585 cm~'; PMR
singlet £ 2.6 (3 H), multiplet between 7.2-8.7 (10 H).

N', N'-Diaceiyl-1, 1a, 6a, 7, 7a, 12a-hexahydro-1a, 7 a-dihydroxydiindeno
[1, 2-b: 1", 2-e]pyrazine-6, 12-dione (9)

A solution of 2-N-acetamidoindan-1,3-dione [5] (1.5 g) in acetic
anhydride (5 ml) was heated under reflux for 6 hr. After cooling, the
solution was poured into cold water, the mixture extracted with ethyl
acetate (4x 15 ml) and the combined organic extracts washed with
water {(3x50 ml) and dried over MgSOs. The filtered, concentrated
extract was subjected to column chromatography using ethyl acetate
as eluant to afford an initial band which crystallised on evaporation
of solvent and was identical (m.p., IR and MS) to 2-N-acetamidoindan-
1,3-dione (0.93 g) recovered). A second fraction on evaporation of
solvent gave a brown crystalline solid contaminated with starting
material which on recrystallising five times from ethanol aflorded
light brown prisms (0.12 g; 7 %) of N’, N-diacetyl-1, 1a, 6a,7, 7a, 12a-
hexahvdro-1a 7a-dihydroxydiindenol 1, 2-b: I’, 2-e] pyrazine-6, 12-dione
{9), m.p. 244-249° (Found: C, 64.8; H, 4.3; N, 7.1; CplluNoOs requires:

(4+ 10), 1715, 1665 cm~'; PMR singlet & 2.03 (6 H), singlet 3.87 (2 H),
broad singlet (exchangeable with D,0) centred at 5.5 (2 H), multiplet
between 8.15 - 7.19 (8 H). The mother liquor from the above sepa-
ration contained a small amount of a diastereoisomer of (9).

2-Acetamido-2-hydroxyphenaleneEl,3-dione (10Db)

Phenalene-1,2,3-trione hydrate [6] (10a) (2.28 g) and acetamide
(0.39 g) were dissolved in hot benzene (50 ml) and the mixture heated
under reflux for 24 hr using a Dean and Stark warter trap, during
which time the solution went dark brown. The reaction mixture was
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then cooled, the solvent evaporated and the residual solid recrystal-
lised from CH.ClL; to afford 2-acetamido-2-hydroxyphenalene-1,3-dione
as light tan prisms (1.56 g; 58 %) m.p. 160-162° (Found: C, 67.1; H, 4.3;
N, 5.0; CisHuNOy requires: C, 66.9; H, 4.1; N, 5.2 %): (M+ = 269,
M/e 212, 182, 155, 126); IR 3320 (+ 10) (N—H), 3260 (+ 10 (broad-OH),
1725, 1690, 1670 cm~'; PMR singlet & 2.01 (3 H), broad singlet (exchan-
geable with D,0) centred at 3.12 (1 H), multiplet between 8.68 - 7.51
(6 H), broad singlet (exchangeable with D,0) centred at 9.05 (1 H).

On extending the refluxing time to 96 hr and monitoring the
reaction by TLC at 24 hr intervals, no significant change was observed.

Similarly, on changing the solvent to toluene or xylene and exten-
ding the refluxing time to 96 hr only 2-acetamido-2-hydroxyphenalene-
1,3-dione could be recovered.

2-N-Methylacetamido-2-hydroxyphenalene-1,3-dione (10 ¢)

Phenalene-1,2,3-trione hydrate [6](10a) (22.8 g) and N-methylace-
tamide (0.73 g) were reacted together under similar conditions to
those described for (10b) to afford only 2-N-methylacetamido-2-hy-
droxyphenalene-1,3-dione (10 c) as tan prisms (1.73; 61 %) m.p. 140 -
144° (Found: C, 68.1; H, 4.5; N, 4.9; CcHNO, requires: C, 67.8; H, 4.6;
N, 4.9); (M+ = 283 M/e 212, 182, 155, 126); IR 3380 (+ 10) (broad-OH),
1710, 1685 cm~'; PMR singlet & 1.95 (3 H), broad singlet (exchangeable
with D;O) centred at 2.06 (1 H), singlet 2.7 (3 H), multiplet between
8.76 - 7.49 (6 H).
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I. Petrographic and petrochemical data *
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Rr1assunNTo, — Si scgnala l'esistenza nel sottosuoio dei Campi Flegrei di attivita
vulcanica alcalicaleica, sia effusiva che esplosiva, rinveauta in trivellazioni profonde
(1400-1900 m) presso la foce del fiume Volturno e, pitt in superficie, come blocchi nei
pressi di Parcte. I diversi litotipi inclusi in una formazione di tufo suggeriscono
che tale attivitd deve essere alquanto abbondante.

I dati geologici indicano che si tratta di un vulcanismo di etd quaternaria mani-
festatosi in regime tettonico distensivo, che ha prodotto morfologic a horst e
graben, alquanto lontano, quindi, dalle ultime fasi compressive avvenute nel Miocene.

L’associazione mineralogica in fenocristalli & costituita da plagioclasio bytownitico-
-labradoritico, ortopirossenc bronzitico-iperstenico, clinopirosseno augitico, titanoma-
gnelite e rara olivina in rapporto di reazione con ortopirosseno.

Dai dati mineralogici e chimici degli elementi maggicri tali vulcaniti si classificano
come andesiti a basso confenuto di Si e andesite, quest'ultima con massa di fondo
riolitica; csse costituiscono un’associazione alcalicalcica ricca in potassio. Tale vuica-
nismo & caratteristico di aree orogeniche.

Nell’area flegrea si osserva la sovrapposizione deile vulcaniti alcalino-potassiche
soltosature a quelle alcalicalciche; la presenza di una situazione simile nelle vulcaniti
plio-guaternarie dell’Arcipelago Pontino rende possibile una correlazione fra le due
arec,

Si riportano in sintesi i dati petrologici disponibili sulle associazioni vulcaniche
dell'arca flegrea e quelli tettonici relativi al margine tirrenico della catena appenni-
nica. I passaggio da vulcanismo alcalicalcico a potassico (shoshoniti) si rinviene negli
stadi eveolutivi avanzati di alcuni archi insulari, comunque il vulcanismo alcalicalcico
e potassico della Campania ¢ in relazione con una tettonica distensiva a graben e
horst.

SuMMARY. — Calc-alkaline Quaternary volcanics have been tound deeply under-
ground in the Phlegracan region. After having reported the geologic and tectonic
interpretation for this area, the petrographic, mineralogical and petrochemical features
are described for some samples of these rocks,

* This work has been supported by C.N.R, {Grant N. 75.00009.05).
#* Istitulo di Mineralogia, University ol Naples,
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The voleanism is cither effusive or explosive, and gave origin to two pyroxene
(brenzite-hyperstenc and augile) rocks iypical of orogenic areas. The samples ave
low-silica andesites and andesites with features that can be relerred 1o rocks of a
K- rich calc-alkaline association.

We describe briefly the temporal succession of the undersaturated potassic vol-
canics to the calc-alkaline ones in the region between the Phlegracan Fields and the
Pontine Islands. The data about the volcanic associations in Phlegracan area and
about tectonic setting of the Tyrrhenian side of Apennine chain are briefly summarized
and the correlation of the calcalkaline and potassic volcanism in Campania wilh
tensional horst and graben structures is pointed out.

INTRODUCTION,

In this paper we describe some calc-alkaline volcanics, both effu-
sive and explosive, found out during rather deep drillings (1400-1900
m.) in the Phlegraean area, by the mouth of the Volturno river {Ca-
stelvolturno), and also, nearer to the surface, in the surroundings of
Parete. They consist, more precisely, of samples of lava (CV2uq), tuft
(CV3u-CV3) and a block (P3). These products come from bore-
-hole for oil research (CV2 and CV3) drilled from 1950 to 1955 by
SAMET [26], and for geothermal research (P3), drilled after 1969,
in co-operation by CNR and ENEL {11]",

These places (Fig. 1) are situated few kilometres north of the
area usually assigned to the Phlegraean Fields. Their boundary is
civen on the basis of the superficial volcanic and tectonic morpho-
logical features, related to the most recent potassic volcanism;
anyhow the fact that at a relatively shallow-depth lavas are present
in the area north of this boundary [11, 261, may suggest that in the
past the activity in the Phlegraean area involved wider regions to
the north. As a matter of fact the area around Parete and Castelvol-
turno are located respectively on a probable horst of the carbonate
Mcsozoic basement, which affects also the substratum of the Phle-
oracan Fields with NNE-SSW trend, and in the graben near the NW
edge of this horst {4, 11, 12, 30].

The presence of a calc-alkaline volcanic activity is of great im-
portance: nowadays we have not yet data on andesitic lavas either
in Campania or in the surrounding areas of peninsular TItaly.
Moreover, such activity is an important fact for interpreting the
magmatic and tectonic evolution that led to a calc-alkaline and later
potassic volcanism.

' We express sincere thanks to dr, F. Ortolani (Istiluto di Geologia e Geofisica,
Universita di Napoii) who has given the samples CV and to ENEL, Divisione Studi
e Ricerche and dr. M. Puxeddu {CNR, Istituto Infernazicnale Ricerche Geotermiche)
that have given the sample P3.
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In this paper we give the petrographic, mineralogical and major
element chemical data on three samples of volcanites: at present we
are analyzing these rocks for REE, other trace element and for iso-
tope composition; we are further comparing them with potassic
volcanites from the Phlegracan area.

1. - GEoLoGIC DATA.

Drillings, where the calc-alkaline volcanics under study have been
found, are situated in the area north of the Phlegraean Fields, formed
by the plain of the Volturno River and of other minor rivers. Besides
the recent sediments near the Volturno R. and along the coast, the
superficial products in this area are formed by trachytic volcano-
clastites of the potassic suite, essentially Holocene in age, coming from
the Phlegraean area. These rocks in the uppermost part are formed
for about 10 metres or less, by a marginal incoherent facies of the
« neapolitan yellow tuff » [16] 11.000-12,000 years old from present
time [1]; the Campanian Ignimbrite [17], about 28.000 to 42.000
years old [1, 2, 3, 18] lies at the bottom probably down to a depth
of 100 m [11].

The available data on the area between Castelvolturno and Pa-
rete [11, 26] show that frequent horizons of lavas and pyroclastites
are found beyond the potassic volcanics at the bottom of the ignim-
brite [20] and among them, the calc-alkaline volcanics under study at
a depth between 1400 and 1900 m. These are interlayered with sedi-
mentary beds made of sands, claystones and conglomerates of infra-
-circalittoral and delta environment Quaternary in age. A gap in the
volcanic activily is apparently present between the deeper volcanic
levels and the more superficial ones which are connected to the recent
potassic volcanism in the Phlegracan area [26].

The thickness of the Quaternary levels is very high along the
coast where a sequence about 3000 m thick has been found in the
surrounding of the Volturno mouth (Fig. 1). At the bottom there are
probably sediments of a Mio-Pliocene shallow sea, laying on a sub-
stratum formed by the essentially Mesozoic carbonatic platforms,
outcropping frequently along the reliefs surrounding the Campanian
trough.

The recent tectonics of that area (Fig. 1) has been of two kinds:
compressive episodes took place during Miocene, while tensional
fracturing occurred in Pliocene and Quaternary. The former led to the
formation of the overthrust-sheet structure of the Apennines [13, 317,
while the latter has formed a series of horst and graben within the
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chain itself. The Pliocene-Quaternary tectonics gave origin to the

most important structures along the Tyrrhenic edge of the chain

?
Vol tur n©,

é/

‘VESUVIUS
o

tschia Is.

Fig. 1. - Main structural features of western Campania and location of the bore-holes.
1: potassic velcanics (ignimbrites, pyrvoclastites, lavas) and recent alluvial
deposits; Quaternary. 2: Mesozoic Lo Miocene sedimentary rocks. 3: normai
faults. 4: structural highs (carbonatic substratum?). 5: structural lows (car-
bonatic substratum?). & borc-holes that have encountered the studied calc-
-alkaline volcanics. Map data from [i1, 24, 26].

such as the graben of Garigliano plain, the Campanian trough and the
Sele plain.
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The Campanian trough is a deep graben directed NW-SE about
75 km long, bounded at North by the horst of Mount Massico, at NE
and E by the ridge of Mount Maggiore - Nola Mountains and at SE
by the Sorrcnto Peninsula horst.

Geophisical data [4, 11, 12, 30] suggest that this large graben is
probably divided by a horst under Parete and, with some complica-
tions, under the Phlegracan Fields, into two minor structures: the
north-western one represented by the Volturno basin and the south-
castern one forming the basin between the Phlegracan Fields and
Somma-Vesuvius,

In these basins, during the Quaternary age, there has been an
active sedimentation, supported by a high subsidence rate of about
1.600 m/M.Y. near the Volturno River [261.

In this generally tensional tectonic stage, the volcanic activily
started in Campania, particularly where two systems of faults crossed ;
according to the present stratigraphic data, calc-alkaline products
were erupted first, and later the potassic ones.

The mineralogical and chemical characters (see the following
pages) of the calc-alkaline volcanism are on the whole typical of
orogenic areas.

In Fig. 1 the location of the drillings is shown, where the calc-
-alkaline rocks have been found and the probable main structural
features of the carbonatic substratum of the NW part of Campania
according essentially to [11] for the dryland and to [24] for the
submarine areas.

In Fig. 2 we show the stratigraphic columns of the three drillings
[11, 261

The CV2 and CV3 wells, in the area cast and east-south east of
Castelvolturno, are located near the most depressed faulted area in
the Volturno graben; pyroclastites and lavas interbedded, in these
and other wells, with definitely marine levels suggest us that cale-
-alkaline volcanic vents were under the sea or at least near the coast-
-line {26]. The CV3u4 sample comes from a tuff formation, 4¢ m thick,
found at a depth between 1870 and 1910 metres; CV2up is a lava,
found 1440 m deep, from a level of pyroclastites and lavas, 100 m
thick.

The well, at 1.5 Km NW from Parete (P3), is located near the
supposed edge of the horst, towards the Volturno graben. Such well,
drilled with other ones as a geothermal test [11], reached a depth of
303 m and has crossed potassic volcanics in the medium-high part
(Fig. 2), with interlayered sedimentary psammitic levels prevalently
formed by clasts of volcanic rocks and loose crystals from trachytes;
quartz and Foraminifera of marine littoral or deltaic environment

4
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are also present. The sample from the P3 well (P3w) is flattened
pebble in a pyroclastite matrix, 297 m deep.

Besides the presence of lava, about 230 m deep, and of pyro-
clastites [11], this area shows positive gravimetric anomalies suggest-
ing that at depth other magmatic products and/or a positive structure
of the carbonate basement are present [4, 11, 12, 30].

Cv3{m5ab.s.L! cv2{m3) P3(m48)
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Fig. 2. - Stratigraphic columns from the bore-holes drilled near Castelvolturno {CV2,
CV3) and Parete (P3) showing (arrows) the position of the studied andesitic
calc-alkaline volcanics, 1: alluvial deposits with pyroclastics intercalations.
2. gublittoral sands and clays with pyroclastics intercalations. 3: sublittoral
to deltaic sands. clays and conglomerates. 4: tuff. 5: pyroclastites and lavas,
6; pumice and ash (Neapolitan yeliow tufl). 7. Campanian Ignimbrite. 8 pu-
mice, ash and coarse volecanic sand. 9. andesitic lava.

2. - PETROGRAPHIC AND MINERALOGICAL DATA.

According to the mineralogical (Table I and 1I) and the petro-
chemical {Table IV and V) features, these calc-alkaline volcanics can
bC deﬁned as « iow-silica andesétes » (CV2|440, CV31359, CV31389') Ell'ld
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« andesite » {P3x); all samples are two-pyroxene (augite and bron-
zite) rocks.,

2 a. - Low-51 ANDESITES.

Lava.

The observation of the lava specimen (CV2) shows (Fig. 3) a
porphyritic texture with phenocrysts of pyroxene (augite and bron-
zite} and of feldspars (bytownitic plagioclase} in a gray groundmass.

The phenocrysts size (2-4 mm) gradually decrcases towards
groundmass. Texture is slightly vesicular.

0 5oom

t I SV AR R wncd

Fic. 3. - Low-Si andesite lava, sample CV2,,,. Bronztic orthopyroxene and augitic
clinopyroxene phenocrysts,

In thin section the groundmass is microcristalline to hypocristal-
line. Phenocrysts (Fig. 4), in order of abundance, are plagioclase,
calcic clinopyroxene, orthopyroxene (Table I); among the micropheno-
crysts « magnetite » (titanomagnetite?) is found. The above mentioned
mineralogical phases are present in the groundmass, but it is not
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possible to state the composition of the plagioclase and pyroxene; in
this groundmass the diffractometric data show the presence of little
possibly zoned sanidine.

F1c. 4. - Low-Si andesile, sample CV2,,. Phenocrysts of labradoritic-hytownitic plagio-
clase (Pl, 80-60 % An), angile (Cpx), bronzitic orthopyroxenc (Opx, 27 % T's),
titanomagnetite (Mt). Plane-polarized light. 35 X

TasLe 1

Modal composition of deep-seated calc-alkaline andesitic voleanics from the Phlegraean

Fields.
sample CV2,, P3,,
Plagioclase 23.3 305
o 5 Clinopyroxene 11.1 7.5
g E‘* Orthopyroxcne 5.6 5.7
=l
v .9 . .
< B Titanomagnetite 1.0 22
Biolite — 03
groundinass 59.0 53.8
Porphyritic Index 41.0 46.2

Opx

Cpx 0.50 0.76
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The order of crystallization is: plagioclase, magnetite, ortho-
pyroxene, clinopyroxene, sanidine. We observed some rare laths,
that according to their outline scem to be olivine, completely altered
in carbonates and iron hydroxides.

The Phenocrysts of plagioclase are not altered: some grains of
pyroxene, mostly rhombic, show inclusions or edges of no better
identifiable ferriferous alteration products.

The rock contains minerals laid by hydrothermal solutions along
the fractures and in the vesicles. These phases are about 2 % by
volume; they are formed by spatic crystals of siderite (1 %), iron
hydroxides, zcolites, calcium and magnesium carbonates and rare
pyrite,

Not considering the hydrothermal phases, the rock shows a Por-
phyritic Index of 41 (Tab. I) and a orthopyroxene/clinopyroxene
ratio = 0.50.

We observe also glomerophiric structures of clinopyroxene, ortho-
pyroxene, plagioclase alone or of the three grouped phases.

In Table II are summarized the mineralogical compositions
obtained from the optical, diffractometric and chemical study.

The phenocrysts show the following characters:

PLAGIocLASE. It is generally zoned in the larger grains.

The optical determinations [8, 10] show a bytownitic composition
(78-80 % An) at the core; this has sometimes resorption edges and
in some larger grains it reaches a composition of 84 % An.

The intermediate envelope is sodic bytownite (75 % An) and the
outer edge is labradoritic (60 % An). In some grains an oscillatory
zoning is found.

The average composition of zoned phenocrysts can be estimated
as a bytownite (76 % An).

The diffractometric determinations on phenocrysts show an ave-
rage composition of 6 Or, 19 Ab, 75 An, and on the whole rock of
7 Or, 31 Ab, 62 An. Such data show a marked fractionation of the
plagioclase from about 84 An in phenocrystal cores to less than 60 An
in the groundmass.

During the fractionation the melt must have reached the cotectic
line in the An-Ab-Or system with sanidine crystallizing in the ground-
mass. Here the diffractometric data show the presence of sanidine
possibly zoned from 74 to 67 % Or (Table II).

ORTHOPYROXENE. The structural relations between ortho-clino-
pyroxene are quite complex. In some cases one can observe that
orthopyroxene is crystallized earlier than the augitic clinopyroxene.
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We observe augite phenocrysts enclosing orthopyroxene besides pla-
gioclase (Fig. 5A).

In such cases often the orthopyroxene shows irregular edges
(Fig. 5B). According to the optical observations, probably this is not
the consequence of unmixing of an original Ca-poor clinopyroxene
because of the type of structure and of the random orientation of
the enclosed orthopyroxene; perhaps this particular orthopyroxene
corresponds to mineral relics.

[T epx
opx
=3 pl

FiG. 5. - Low-5i andesite, sample CV2,,,; cross. polariz., 22 X. A: Phenocryst of Ca-rich
clinopyroxene (cpx, 2V = 53°) with orthopyroxene (opx} and plagioclase (pl)
inclusions. B: Orthopyroxene, with irregular border, included in Ca-rich
clinopyroxene (2V vy = 52°5),

In some groups of phenocrysts their structure suggests a con-
temporaneous crystallization of the two pyroxenes (Fig. 4, at the
right). Perhaps such relation, in the first approximation, holds also
for the numerous distinct phenocrysts of the two kinds. Ortho-
pyroxene is weakly zoned and slightly pleochroic with: « = light
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oreen, B = light green, y = light bronze yellow; the axial angle
(2V, = 67°) shows a bronzitic composition trending toward hyper-
stene (27 % Fs) with some grains at 28 % Fs.

CLINOPYROXENE. It is slightly pleochroic from a light brown to a
light green tone, weakly iron enriched toward the edge, It is often
multiply twinned || {100} and has 2V, = 51°, ¢/y = 42°. A chemical
analysis on phenocrysts separated by means of heavy liquids and ma-
gnetic separator gave the results shown in Table IIL

TasLe 111

Chenical composition of augite phenocrysis it he deep-seated andesitic lava
{sample CV2,..) from the Phlegraean Fields,

510, 50.91
TiO, 072 Ca M4
ALO, 3.57 Mg 435
Fe,0, 1.60 T Fe 5.1
FeO 7.60
MnO 0.22
MgO 14.85
Ca0 19.76 KD[(E‘?Z."_] : [ Ferr } ] =128
Mg opx Mg Cpx
Na,0 0.32
K,0 0.09
99.64

According to the atom proportions of Ca, Mg, ¥ Fe (Fe** +

+ Fet++ 4+ Mn) this clinopyroxene is classified (Fig. 6) as an augite.
If, as it seems, ortho- and clinopyroxene phenocrysts are in equi-
librium, from the data about the distribution of Mg and Fe**
between the two phases, we can compute distribution coefhcient

Fer ™ Fett )
Ko [[ J : [ -——] ] equal to 1,28, Such data agree with

Mg opx Mg cpx
the observation that in igneous rocks with two pyroxenes in equi-
librium the Ca-poor phase has a higher Fe**/Mg ratio than the Ca-
rich one [9, 40]; such ratio is essentially shown by the inclination
of the tie-line of Fig. 6.
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Tuff.

The tuff in hand specimen (Fig. 7) is formed by blackish scoriac
and minor amounts of lava and crystal clasts. The lower part of the
bank is lithoidal, the upper one is from incoherent to weakly lithoidal.
We have analysed the tuff in toto (sample CV3us) and scoriae
(CV3i) from the incoherent facies.

In thin section the clasts are subrounded and immersed in a cinc-
ritic matrix cemented by calcium carbonate in the lithoidal part.

In this part no welding microstructures are observed that could
suggest an ignimbritic origin; it is probably an epiclastic level. Its
deposition through reworking of pyroclastic rocks is also suggested
by the presence of some pisolites.

Scoriae show an uniform mineralogical composition and micro-
structural characters. They have a low degree of crystallinity, the
groundmass is glassy and vesicular.

Mg atoms T Fe

Frc. 6. - Plot, using the Ca, Mg, I Fe (Feit, Fe'+, Mn) ratios, of Capoor {brongzitc)
and Ca-rich (augite} pyroxenes phenocrysts in the deep-seated andesitic lava
{sample CV2,,,) from Phlegraean Ficlds.

Plagioclase represents the main mineralogical phase, it is formed
by microphenocrysts and a few zoned phenocrysts (Table II) with
a bylownitic core (83 % An), a sodic bytownitic intermediate shell
(75 An) and a thin labradoritic edge (60 An). Rare microphenocrysts
of clino- and orthopyroxene are observed,

Possible correlations between such scoriae and the previoulsy
described lava are suggested by the mincralogic association, the iden-
tity of composition of plagioclase phenocrysts and the similar
chemical composition, that is more sialic in the scoriae {Table TV).
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It is confirmed that in such low-silica andesites plagioclase is the
first mineralogical phase to crystallize.

In the tuff, besides clasts of crystals of labradoritic-bytownitic
plagioclase and rare ortho- and calcic clinopyroxenes, an association
of numerous lava clasts with calc-alkaline character and tuff fragments
is observed.

Clasts have different microstructural features and crystallinity
degree: they show microcrystalline to hypocrystalline porphyritic

0 5 cm
k ; (I P R | |

Fic. 7. - Andesitic tuff sample CV3,,. Blackish low-Si andesitic scoriae and calc-
-alkaline lava fragments in a cineritic matrix.

structures and are vitrophyres, pumices, scoriae, obsidians; some
lithotypes are similar to a low-silica lava (CV2u) and to the andesitic
block P3.. The main associations of phenocrysts are the following:

plagioclase + clinopyroxene + orthopyroxene

plagioclase + biotite + rare pyroxenes

plagioclase

plagioclase + clinopyroxene
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Such tuff is interesting not only for the presence of the rather
little altered andesitic scoriae (Table IV), but also for the association
of lava fragments that shows a complex and abundant calc-alkaline
activity in the Phlegraean area.

2b. - ANDESTIE,

The andesitic block P3w shows a porphyritic structure with
phenocrysts, 2-3 mm in size, made of feldspar (plagioclase) and

N

() , 50

FIG. & - Andesite, sample P3.,. Phcnocrysis of plagioclase, bronzilic orthopyroxene
and caleic clinopyroxene (darker crystals) in glassy rhyolitic groundmass,

pyroxenes (augite and bronzite) and a blackish groundmass {Fig. 8).

In thin section {Fig. 9) the structure is vitrophyric; there are
almost no secondary minerals. We can observe, in order of decreas-
ing amount (Table 1), phenocrysts of plagioclase, calcic clinopyroxene,
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orthopyroxenc and an opaque mineral that, according to the rock
type, could be referred to titanomagnetite. We can also observe few
microphenocrysts of biotite and some crystals of olivine with reaction
rim of orthopyroxene (Fig. 10}

The size of phenocrysts decreases gradually towards the grond-
mass. The crystallization order is: olivine-litanomagnetite, pyroxenes,
plagioclase, biotite.

Fic. 9, - Andesite, sample Pl.,. Phenocrysis of labradovitic plagioclase (P1, 70-54 % An),
calcic clinopyroxene (Cpx), bronzitic orthopyroxene (Opx, 28 % Ts), (ilano-
magnelite (MU in rhyolitic groundmass. Plane-polarized light, 35 X,

The groundmass is formed by compact brown glass. The rock
shows (Table I) a Porphyritic Index of 46,2 and an ortho-/clino-
pyroxene ratio of 0,76. Plagioclases are strongly zoned, pyroxenes
show a weak zoning and are probably slightly iron enriched toward
the outer margin.

The phenocrystal characters are as follows:

PLAGIOCLASE. It is more remarkably zoned than in sample CV2uu;
zoning is oscillatory in the intermcdiate shells. The core is often cor-
roded and shows glassy inclusions; less frequently they are also
present in the medium-external zone. Optical data (Table I1) show
that the composition is labradorite-bytownite at the core (70 % An),
labradorite in the intermediate shell (63 An) and sodic labradorite
in the outer part (54 An); the average composition is a calcic labra-
dorite (66 % An).
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The composition from diffractometer data is: 3 % Or, 32 Ab,
65 An (Table II). Some large phenocrysts reach in the core a bytowni-
tic composition (78 % An).

ORTHOPYROXENE. It is slightly zoned and shows optical characters
very similar to the phenocrysts of sample CV2uy; it is slightly pleo-
chroic with « = light green, § = light green, v = light bronze yellow.

The 2V, value of 66° suggests a bronzite composition trending
toward hyperstene (28 % Fs); some crystals have a composition of
29 % Fs. There are also rare olivine crystals showing a reaction rela-
tionship with the orthopyroxene (Fig. 10).

‘-{:$ y ﬁi r:"'ODX ]
N ant WRE T

& ) Ol

Fic. 10, - Andesite, sample P3,,. Orthopyroxene rim (Opx) surrounding serpentinized
olivina (0Ol). Plane-polarized light, 90 X.

CLINOPYROXENE, It is likely to be referred to an augite as it is
slightly coloured in light brown-green with 2V, = 53 and c/y = 43

From the overall mineralogical data, in this kind of andesite,
more sialic than the lava CV2,4 (Table 1V), we can observe on average
a more sodic plagioclase, an increase of the orthopyroxene in com-
parison with the monoclinic one and titanomagnetite in bigger and
more numerous crystals.

Other data on a greater number of samples are necessary in
order to know possible relations between the andesites poorer and
richer in silica.

With the present data, the almost identical composition of the
orthopyroxene phenocrysts (optical data) in both lavas could suggesl
a crystal accumulation in CV2u0.

Anyway the structural difference between magnetite and some
pyroxene phenocrysts does not look to convalidate such possibility.
Further, the other relatively femic andesite, (CV3g0.), is very poor in
phenocrysts.
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On the other hand, an evolution by fractional crystallization
towards the most sialic types, could be shown also by the composition
of the zoned plagioclases.

TapLe IV

Chemical composition of deep-seated calc-alkaline volcanics from the Phlegraean Fields.

CV2,., CV3,. CV 3550 P P3,,
Si0, 54.31 53.51 55.80 59.76 71.47
TiO, 0.65 0.71 0.68 0.59 0.24
Al,0, 16.88 17.34 17.75 17.10 14.45
Fe, 0, 1.25 0.29 1.29 1.81 1.26
FeO 5.66 476 523 3.19 2.14
MnO 0.12 0.10 0.13 0.10 0.09
MgO 4.85 352 335 2.74 0.33
Ca0 : 8.61 8.05 7.70 5.95 0.98
Na,0O 2.05 2.30 2.88 3.16 3.79
K,0 1.77 1.94 1.94 2.85 5.10
P,O; 0.05 0.06 0.12 0.08 0.15
H,O- 0.45 1.80 0.42 0.67 —
H,O 335 5.70 2.07 1.47 —

100.00 100.08 99.36 99.47 100.00
SI 311 — 22.8 19.9 2.6
G 1.29 — 1.82 2.16 2.8
T 22.82 — 21.87 23.63 44 42
CI 243 — 18.6 13.6 8.3
An % in plag. 60 — 51 47 19

CV2,, - Lava. Low-Si andesite.

CV3,s - Andesite tull (whole rock).

CV3, - Scoriae in the CV3,,, tuff. Low-Si andesite.

P3,,; - Microblock. Andesite.

P3,;, - Computed composition of glassy groundmass of the P3,, microblock. Rhyolitic.

3. - PETROCHEMICAL DATA,

In Table IV the chemical composition of lava CV2, tuff in toto
(CV3ys), tulf scoriae (CV3ise) and block (P3x;) are shown. With regard
to the tuff we shall discuss only the scoriae composition. All samples
have been previously treated with acetic acid and washed; from the
analysis of the lava CV2ux we have subtracted 1,4 % in weight of
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sideritc {1 % in volume) because ithe microstructural Features seem
to suggest that the chemical components of such secondary mineral
do not belong to this rock. In Table V the standard mineralogical
composition is shown calculated according to the procedure suggested

for the volcanic facies [33].

Normative mineral composition as volume (Rittmann nornt} of calc-alkaline
(data from Tab. IV),

Taprg V

volcanics

Quartz

Sanidine

Plagioclase

Hypersthene
Augiie
Biotiic
Cordierite
Magnetite
[lmenite

Apatite

Average leldspar

Q
A
P
Colour Index

classification
after Streckeisen

vz,
10.2
Or 73 %
96 ¢ Ab 21
An 6
Or 8
55.9 Ab 32
An 60
13.0
9.3
1.2
0.7
0.1
Or 176
Ab 304
An 520
134
12.7
73.9
24.3

quartz-bearing
{atiteandesite

11.9

5.3

98
6.4

1.3
0.8
0.3

2.5
14.6
729
18.6

‘quartz-bearing ‘quartz-bearing

41
51

17.1
387
44.2

‘ latiteandesite

312

7.0
4.2

161
24.6
393
13.6

24.5
4.1
344

Heuko-latileandesite |

7.8

4.7
24
0.6
0.1
0.3

291
62.4
85
83

rhvotlite

48
48

13
68

425
51.5
6.0

From the most femic (CV2u4) to the most sialic sample (P3ay)
the normative plagioclase goes from labradorite to calcic andesine
(60-47 % An, Table IV, V), the colour index (CI) is from 24.3 to 13.6,
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the serial type ranges from strongly pacific to medium pacific
(o = 1.29-2.16).

According to these data, to the chemical composition and to the
above mentioned mineralogical characters, we point out that these
volcanites belong to an andesitic calc-alkaline association. Due to the
alteration stage of the rocks, the mineralogic characters are the most
significant evidence to establish the association type.

From the mineralogical-microstructural point of view, these vol-
canics contain orthopyroxene with augite; the former because of the
persistence of microlites in the groundmass of sample P37, should
crystallize over a wide range of crystallization. Pigeonitic clino-
pyroxene is absent, olivine shows reaction relationship with ortho-
pyroxene and the ratio ortho-/clinopyroxene increases f[rom the most
femic to the most sialic type.

The andesite P3x shows biotite microcrystals in the glassy
grocundmass that, as it will be shown, has a rhyolitic composition.

Such mineralogical data are on the whole characteristic of the
« hyperstenic series » of H. KuNo [28] that is of the sensu strictu
calc-alkaline volcanics.

Also the above mentioned microstructural features can be consi-
dered typical of the andesites [25, 36]. Such volcanics, commonly
named « orogenic andesites », are restricted, as it is known, to the
orogenic chains and island arcs.

In the nomenclature of S. R. Tayror et Al, used here [35, 371,
these volcanics can be classified as « low-silica andesites » (sample
CVi, CV3isse) and « andesite » (P3x7); the potash content, higher than
in common andesites, shows that these rocks belong to a « K-rich
calc-alkaline association ».

According to the standard mineralogical composition (Table V)
and after A. L. STRECKEISEN's classification [34], these volcanics
(Fig. 11) are quartz-bearing latiteandesites (CV2u» and CV3im) and
leuko-latiteandesite (P37); such definitions depend on the relative
abundance of potassium, that can be partly referred to the presence
of sanidine, observed by XRD in the micro-hypocrystalline ground-
masse of CV2uw (Table II).

The t and o values agree with the orogenic environment of the
volcanism under object; such parametres are in fact considered discri-
minant of the tectonic environment for different volcanic asso-
ciations [32].

The three samples (Fig. 12) are plotted in the field of volcanics
from orogenic chains and island arcs.

According to the few available samples, and to the rhyolitic com-
position of the groundmass of P3a, that is to be examined later, a
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low iron-enrichment curve can be supposed in the FAM diagram

(Fig. 13), that is a feature of the calc-alkaline series. The volcanics
plot in the field of « hyperstene series » according to H. Kuno [28].

For the amount of alkalies and silica the three volcanics (Fig. 14)
essentially fall in the range of the series of the « high-alumina basalts »

APhiagraean Fields
sWest Pontine Isis

Fi. 11. - Deep-seated calc-alkaline volcanics from Phlegraean Fields. Classification
(according to A. L. Streckeisen) on the base of mineral compaosition, Rittmann
norm. In this figure and in successive diagrams are reported for com-
parison lhe calc-alkaline rhyolites of Western Ponline Islands,

after H. Kuno [28]. In such case, according to this author, the calc-
-alkaline volcanics in the Phlegraean area should derive from a basaltic
magma, with a high alumina content, by fractional crystallization
under high Po controlled by a high H,0O content in the magma, and
possibly by contamination with crust material, The high-H;O content
could account for some important chemical-mineralogical features
of these Phlegraean rocks: low iron enrichment during fractionation,

5
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of crystallization.

In order to get information about the composition of the ground-
mass of the andesite P3 (Fig. 9) the amount of phenocrysts and
microphenccrysts of Table 1 has been subtracted from the whole

A Phlegraean Fields
& West Pontine Isis

»

2.0+ . ..
E ]
ok 3po7’
a
1.5
CV2ia40, , 43207
B CV3,ggd
o
2
1.0-\
0.5
0 : :
0 0.5 1.0 15 2.0

log o~

Fic. 12. - Plot of decp-scated calc-alkaline volcanics from Phlegraean Fields in the
1-g diagram,

rock analysis. With regard to mineral compositions (Table VI) data
from this paper and from other authors about minerals from similar
rocks have been used; for calcic clinopyroxene the phenocrystic augite
composition from the andesitic lava CV2u (Table I1I) has been
adopted, assuming that this mineralogical phase does not undergo
wide changes in an andesitic association [40].

The computed composition for the glassy groundmass (P3zr) is
rhyolitic (Table 1V, V, Fig. 11). This glass can be formed as a residual
liquid derived from an andesite melt by fractional crystallization.

It is to be noted that, within the limits of the mineral compo-
sitions that have been used, this melt is rather similar to the rhyolites
of West Pontine Islands [6] (Fig. 11, 12, 13, 14) situated at an average
distance of about 100 km west of the Phlegraean Fields.
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It is to be pointed out [6] that also within the volcanic sequence
outcropping in the Pontino Archipelago a potassic volcanism follows
a rhyolitic calc-alkaline activity, Pliocene to lower Quaternary in age
(5.0-1.6 M.Y.). The Pontinian potassic volcanics are undersaturated
trachybasalts, trachytes, phonolites (Ponza, La Botte, Ventotene, S.
Stefano Islands) with a composition rather similar to the potassic

TaBLE VI

Approximate chemical composition of the phenocrysts of the andesite P3,,.
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volcanics of the Phlegraean area [19, 21]; absolute age determinations
of this volcanism could show if such similar evolution of the volcanics
possibly occurred in different times in the two areas.

CONCLUSIONS.

The calc-alkaline volcanic rocks found at depth in the Phlegraean
area belong to an association with mineral-microstructural features
and major element composition similar to those of volcanics from
orogenic areas.

The many different lithotypes enclosed in the tuff show that the
calc-alkaline products should be very abundant in the Phlegraean
area; the whole rocks and the groundmass composition suggest that
this deep volcanism includes at least types ranging from low-Si ande-
site to rhyolite. Chemical data about analyzed samples show again
that this is a K-rich calc-alkaline association.

To frame this volcanic activity in to the regional tectonics, abso-
lute age determinations on volcanics are needed, the stratigraphic
data about the samples from CV2 and CV3 boreholes near Castelvol-
turno [26] show that the volcanic activity took place during the Qua-
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ternary in a distensive tectonic period after a quite long time from
the Miocene compressive stages,

The following facts should be useful for a better knowledge of
the petrogenesis and evolution of the volcanics in Campania and also
for their fitting into the tectonic environment:

1) Undersaturated alkaline-potassic products outcrop at the
surface following an andesitic calc-alkaline volcanism, already rela-
tively K-rich. The features of the former, already known for some

+Phlegraean Fieids
eWest Pontine Isls

/N

M

Fi6. 13. - FAM diagram for dcep-seated calc-alkalinc volcanics from Phlegraean Fields.
Dashed line indicates the field of the hypersthenic rock series according to
H. Kuno [28].

sequences, show that these rocks are to be referred to the latitebasalt-
-trachyte-phonolite association with almost exclusively normative ne-
pheline, whose evolution has been essentially controlled by fractional
crystallization starting from latitebasaltic members [19, 217.

2) These potassic series show the following chemical and mine-
ralogical features [21]: their iron enrichment is low {calc-alkaline
trend type); total alkalies and alumina content is high; potassium
content is high compared to silica; large cations (above all Rb and
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Ba) are abundant; TiO, content is low; olivine is stable and there is
almost no orthopyroxene; alkali feldspars, plagioclases and feldspa-
thoids coexist in the groundmass.

On the basis of these features, and of their association with calc-
-alkaline rocks, the potassic volcanics could be interpreted as similar
to varieties of a particularly K-rich and undersaturated shoshonitic
association [21]. This seems not justified at least if one takes into
account the present tectonic environment where the Campania vol-
canism occurred: typical shoshonitic suites are found related with
subduction zones, while, when either the calc-alkaline or the potassic
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Fig. 14. - Alcali-silica diagram for deep-seated calc-alkaline volcanics from Phlegracan
Ficlds.

volcanism occurred, the region under consideration was showing
since a long time tensional tectonics which gave origin to horst and
graben (see 7).

3) The undersaturated volcanics richer in potassium, with
modal leucite, belong to this potassic association in the whole area
of Campania.

4) With regard to the volcanic association and the sequence
of events, the Pontine Islands must be probably related to Phlegraean
area. According to available data in those islands, in fact, a calc-
-alkaline rhyolitic Plio-Quaternary volcanism is followed by a potassic
undersaturated one similar to that of the Phlegracan area. Absolute
age determinations on the volcanic associations of the latter may
show whether such possible similar evolution is controlled, in time,
by the tectonic evolution from the Tyrrhenian to Apenninic area.
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5) In both the Phlegracan area and in the Western Pontine
Islands, where an older calc-alkaline volcanism has been found up
fo now, the younger potassic products lie more or less along the
same vertical above it.

6) Regarding the origin of the Quaternary potassic volcanic
rocks found just along the Tyrrhenian Sea mixing of mantle and
crust melts should have occurred, more and more going from northern
Latium south-east ward [39]; on the genesis of these crust melts,
geochemical data suggest, as possible hypothesis, melting or assimi-
lation of sediments by calc-alkaline magmas combined with deep
burial and/or subduction [38]. In particular, in the region under
consideration, the presently available data about isotope and trace
element compositions suggest that melts from the crust and the
mantle mixed either for the potassic rocks of the whole Campanian
area or for the calc-alkaline rhyolitic rocks of the Pontine Islands
[6, 39].

7) A tectonic evolution of the «Rift Valley » type scems to
control the magmatic evolution of the alkaline volcanics along the
Tyrrhenian edge of Central Ttaly [29].

Since upper Miocene compressive tectonic episodes have been
involving areas more and more external to the Apennine chain with
an increasing intensity from North to South. Starting from the same
time tensional tectonics took place along the chain inner edge pro-
ceeding towards its external edge [22, 23]. As a consequence of such
tectonic stages complex phenomena should have occurred between
crust and mantle, because of the deformations along the boundary
of the Tyrrhenian and Apenninic area.

Along the Tyrrhenian side of the Apennine chain, therefore, com-
pressive tectonic stages occurred until upper Miocene, followed by
intense tensional episodes, horst and graben forming mainly in Plio-
cene and in Quaternary.

The evidence of a strong explosive activity (volcanic ashes) from
upper Miocene to Pliocene (data still in process) along the Apennine
chain, shows also in the past an orogenic volcanic activity related
with the geodynamic evolution of the inner side of Apennine chain.

8) Besides the above remarks, the magmatic evolution of some
island arcs in the West Mediterranean Sea should be taken in mind.

Calc-alkaline magmatic association is considered as typical of
margins of converging plates; moreover in some island arcs the calc-
-alkaline volcanism changes into a shoshonitic one. More exactly we
can observe that, with an advancing evolution stage of the island
arcs, tholeiites change into a calc-alkaline products, with K-contents
increasing with time, and these in turn into shoshonites [27].
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In South-castern Spain we can ohserve a late Terti
volcanism, made up of rocks of a calc-alkaline association {andesites,
dacites, rhyolites) and femic K-rich volcanics, referred to an island
arc environment (Gibraltar arc) at a mature stage of the subduction
process [5].

In the Quaternary arc of the Eolian Islands the typical calc-
-alkaline association has evolved into a K-rich calc-alkaline one and
finally into shoshonites with subordinate leucite-bearing rocks. Both
shoshonites and the continental crust that we find on either side of
the area where plates are converging, are interpreted as an evidence
that this arc is at a senile evolution stage. On the whole the magma
should derive from upper mantle [7] or, with reference to shoshonitic
association, by contamination of crustal material or lower crust
anatexis [15].

We must point out a certain chemical affinity between the Eolian
Islands and the area under consideration in Campania. In the latter,
where very recent volcanic activity took place (Ischia, Phlegraean
Fields, Vesuvius), geophysical data do not show any plate subduction;
further, geological data show (see 7) that on the whole the volcanic
activity is well correlated with horst and graben structures.

9) At this moment one must put himself very important
questions:

a) Can this calc-alkaline-potassic volcanic sequence be found
also in areas subjected to a tensional regime involving large vertical
moverments? If so, this suite, therefore, should not be an index of a
subduction environment,

b) Have the magmas of this calcalkaline-potassic volcanic
sequence been generated from a subducted plate? In this case the
magmas should have been formed during the Miocene compressive
stages, and erupted later in the following Plio-Quaternary tensional
phase. These products of paleosubduction environment are not to
be taken, obviously, as tracers of the present tectonic setting.
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Influenza della magnesia sullidraulicita
di scorie d’alto forno sintetiche

Nola II - Leganti con rapporto scoria/chinker variabile,
stagionati a vapore’

Nota di GIUSEPPE MASCOLO, ALFONSO NASTRO e VITTORIO SABATELLI
presentata dal socio ordinario RICCARDD STRSALE

(Adunanza del 7 lebbraio 1976)

R1assUNTo. — Gli Aulori riferiscono sui risultali delia valulazione det comporta-
mento idraulico di campioni di cemento d’alto {orno confezionati con scorie sinte-
tiche a rapporte costanie €a0Q/8i0,, ¢ contenute di MgQ, fine al 20%, stagionati
in condizioni idrotermali.

Viene conlermata linfluenza posiliva dell’'ossido di magnesio della scoria sul
comportamento idraulico dei relativi cementi, per valori di MgQO compresi fra 5 e
{594, cosi come gia rilevato a seguito di stagionatura a temperalura amibiente.

Vienc altresi posto in luce che il comportamento idraulico della servie di ce-
menti d'alto forno contenenti il 30 % di scoria ed il 70 % di clinker, & poco influen-
zato dal contenuic di MgO della scoria e pertanto paragonabile a quello di un
normale cemecnte Portland. Viene anche sottolinealo che il comportamento idraulico
di malte confezionate con clinker, scorie contenenti il 5 ed il 10 % di MgO ed inerte,
risulta superiore a quello delle malte confezionate con solo clinker ed inerte, anche
per efevati valori del rapporto scoria/clinker.

SUMMARY, -- The cffect of MgO content on the compressive strenghis of
Portland slag-ccments stored in hydrothermal conditions, has been investigated.

A Portland clinker was mixed, in different ratios, with synthctic slags containing
10 % AlLQ, variabile amount of MgQO (up to 20 %) and with Ca(/Si0O, = 14,

Higher compressive strenghis have been obtained with Portland slag cements
prepared with slags having 5 -+ 15 % Mg(Q content.

Portland slag cements containing 30% of slag shows compressive sirenghts to
be not dependent from ihe slag composition.

The hydraniic behaviour of Portland-slag cements obtained utilizing slags having
5 and 10 MgO content, clinker and sand, is better than that of the corresponding
Portland cement mixed only with sand., This behaviour, besides, is indipendent from
the slag/clinker ratio,

* Lavoro eseguilo con il contribute finanziario del Consiglio Nazionale delle
Ricerche.
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PREMESSA.

In precedenti lavori [17 e [2] si & riferito sui risultati delle ri-
cerche rivolte a studiare linfluenza della magnesia e dell’allumina,
contenute in scorie sintetiche, sull'idraulicita dei corrispondenti ce-
menti, stagionati a temperatura ambiente. Si & rilevata altresi una
relazione tra resistenze meccaniche dei cementi e comportamento
alla devetrificazione declle scorie impiegate nella loro confeziona-
tura [2],

Si ¢ ritenuto opportuno estendere le indagini anche alla stagio-
natura a temperature piti elevale, sottoponendo i campioni di ce-
menti di scoria sintetica a trattamento in condizioni idrotermali
(temperatura di 150°C e pressione di 10 Atm.), anche in vista della
sempre piut diffusa allermazione dei leganti induriti in tali condi-
zioni [3], [4], [5].

L’indagine ha comportato lo studio dell’influenza dell’ossido di
magnesio contenuto nelle scorie sulle proprieth leganti dei cementi
d'alto forno con esse confezionali, nonché lo studic dell'influenza
del rapporto scoria/clinker sulle proprietd meccaniche dei relativi
cementi. E noto infatti che i cementi contenenti fino al 50 = 60 %
di scoria sono caratterizzati da un processo di idratazione, a tem-
peratura ambiente, simile a quello di un cemento Portland; inolire
le migliori prestazioni meccaniche vengono esibite da cementi con-
tenenti il 40 9% di scoria [6],

PARTE SPERTMENTALE.

Sono stati preparali cinque campioni di scoria sintetica a tenore
di MgO variabile da 0 al 20 % ed a rapporto molare Ca0/Si0; co-
stante e pari a 1,4, La loro composizione & riportata nella tab. I,
mentire per le modalitd di preparazione si rimanda alla precedente

Nota [1].

TassrrLa I

Coniposizione delle scorie sintetiche (% in peso)

Campione Cal SiQ, AlLO, MgO Fe,O,
1 5G4 38,6 10,0 — i0
2 47.8 36,6 9,6 50 1,0
3 45,3 3.6 g1 10,0 1,0
4 42,8 32,6 8,6 15,0 1,0
5 40,0 30,6 9,0 20,0 1,0
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E stato adoperato un clinker di finezza pari a 3.800 Blaine e di
composizione riportata in Tab. II.

TaBeLLA I

Composizione chimica del clinker impiegato (% in peso)

5i0, = 2m% C,S* = 5230%
Fe.0, = 260% S = 2627%
Mn,0, = 015% CA = 893%
ALO, = 513% CAF = 839%
Ca0 = 6594 % CaO libera = 026%
MgO = 140% p.F. = 016%
S0, = 085%

* C = Ca0; § = 8i0,; A = ALO,; F = Fe,0,.

Con i suddetti prodotti sono state preparate: una serie di paste
costituite dal 30% di clinker e 70% di scoria, e tre serie di malte
clinker + scoria

: - = 1 veniva fatto
sabbia

per le quali, a parita di rapporto -

scoria 4 clinker
- clinker )
rispettivamente. E stato inoltre confezionato un campione di riferi-
mento costituito da malta di solo clinker e sabbia con rapporto
clinker
~ sabbia
tate nelle Norme sui requisiti di accettazione e modalita di prova
dei cementi [7]. '

I componenti dell'impasto, opportunamente omogeneizzati ad
umido, sono stati sottoposti a formatura sotto una pressione di
400 Kg/cm? I provini cilindrici, di diametro pari 2,5 cm e di altezza
di 5 cm circa, sono stati successivamente stagionati in autoclave in
ambiente saturo di vapor d’acqua alla temperatura di 175°C, per la
durata di 24 ore, indi sottoposti alla prova di resistenza a compres-
sione. I dati ottenuti, se anche non eseguiti su provini normalizzati,
devono tuttavia ritenersi validi per un paragone omogeneo.

variare il rapporto — secondo i valori 0,3: 0,5; 0,7;

= 1. La sabbia adoperata rispettava le prescrizioni ripor-

RISULTATI E DISCUSSIONE.

Nel grafico in Fig. 1 sono riportati i valori delle resistenze mec-
caniche relative a due serie di cementi d'alto forno, in funzione del
contenuto di MgO delle scorie; [a curva a corrisponde a provini con-
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fezionati con scoria e clinker, la curva b a provini confezionati con
scoria, clinker e sabbia. In entrambi i casi il rapporto scoria/(clinker +
+sabbia) ¢ pari a 0,7. L'esame del grafico mostra che il valore mas-
simo di resistenza meccanica corrisponde al cemento confezionato
con scoria contenente il 10 % di MgO, sia per i provini confezionati
con scoria, clinker e sabbia, sia per quelli confezionati soltanto con

Kg /cm*

a compressione ,

Resistenza

% MgO

F16. 1. - Resistenze meccaniche a compressione di cementi d’alto forno in funzione
del contenuto di MgO nella scoria.

scoria e clinker. Tale risultato ¢ in accordo con quanto gia eviden-
ziato nel caso di stagionatura a temperatura ambiente. Si rileva al-
tresi che i campioni di cui alla curva a esibiscono valori delle resi-
stenze meccaniche superiori (mediamente di = 100 Kg/cm?) a quelli
relativi ai campioni di cui alla curva b.

Nel grafico in Fig. 2 sono riportati i risultati delle prove di resi-
stenza meccanica su tre serie di provini contenenti clinker, scoria
¢ inerte a differente rapporto scoria/(scoria+clinker). La curva a
si riferisce a campioni contenenti il 30 % di scoria (nella frazione
legante scoria-clinker); la curva b si riferisce al 50 % di scoria nella



78 G. Mascolo, A. Nastro e V. Sabatelli

frazione legante; la curva ¢ si riferisce infine al 70 % di scoria nella

scoria + clinker
. - e

sabbia normale

frazione legante; il rapporto uguale all'unita

per tutte le malte,

Risalta dall’esame delle curve che 1 campioni confezionati con
cementi contenenti il 30 % di scoria non presentano variazioni signi-

500+

400

Resistenza a compressione. Kg, /tm?

]
o
o

Mg O

Fic. 2. - Resistenze meccaniche a compressione di cementi d’alto forno in funzionc
del contenuto di MgQO nella scoria, per diversi contenuti di scoria.

ficative dei valori di resistenza meccanica in funzione della compo-
sizione delle scorie impiegate e che pertanto i cementi d'alto forno
contenenti il 30 % dclle scorie in esame, si comportano in modo
analogo al Portland.

I provini confezionati con cementi contenenti il 50 ed il 70 %
di scoria, rispettivamente, presentano invece valori di resistenza mec-
canica influenzati dalla composizione della scoria, I valori pitu alti
si rilevano comunque per tutti i provini confezionati con scorie a
tenore di MgO intorno al 10 %5,

Per mettere meglio in evidenza Pinfluenza del tenore dell'MgO
delle scorie sul comportamento meccanico, si riportano nel grafico
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in Fig. 3 i valori delle resistenze in funzione del rapporto scoria/{sco-
ria+clinker), per i differenti campioni a contenuto fisso di MgO,
confrontati con il valore della resistenza meccanica di un campione
di solo clinker e sabbia, stagionato nelle stesse condizion.

Si rileva che campioni confezionati con scorie contenenti il 5 e

il 10 % di MgO presentano valori delle resistenze meccaniche sempre
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Fia, 3. - Resistenze meccaniche di cementi d'aito forao in funzione del rapporto

scoria + clinker . . PR :
T o — Dber diversi tenori di MgQ nella scoria.
scoria

superiori a quello del campione privo di scoria, anche per alti va-
lori del rapporto scoria/{scoria -+ clinker). I campioni confezionati
con scorie prive di MgO o contenenti tenori di MgO superiori al 15 %,
presentano resistenze meccaniche che diminuiscono sensibilmente al-
Vaumentare del rapporto scoria/(scoria + clinker).

CONCLUSTONL.

I risultati confermano quanto gia & stato evidenziato nel Corso
di un precedente lavoro [1] e cioe: linfluenza dell’MgO sul com-
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ico risulta positiva per cementi confezionati con

scorie che contengono un enore compreso fra il 5 ed il 15 %.

In particolare, cementi confezionati con scorie contenenti il 5 e
il 10 % di MgQ esibiscono resistenze meccaniche superiori a quelle
di un cemento Portland. Tale constatazione appare vieppiu interes-
sante se si tien conto che le resistenze meccaniche risultano supe-
riori a quelli di un cemento Portland anche per valori elevati del
rapporto scoria/(scoria + clinker). '
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Riassunto. — Fra gli inquinanti dell’atmostfera vengono presi in coensiderazione i
radicali liberi indicandone sommariamente le fonli, Ja loro chimica, i danni che pos-
sono provocare ed i possibili sistemi di prevenzione.

SummMary, — This paper is concerncd with free radicals as atmospheric pollutants;
their sources, their chemistry, the damage coming from them and their probable
methods of prevention arc briefly indicated.

La degradazione dell'ambiente naturale quale problema di con-
servazione di risorse e beni collettivi condizionanti la sopravvivenza
stessa dell'uomo, a causa degli intercssi politici, sociali ed economic
della nostra comunita che coinvolge, & un argomento di tale scottante
attualita da essere oggi al centro dell’interesse generale,

L'inquinamento & vecchio quanto il mondo. Tuttavia la Natura ha
sempre trovato il modo di ristabilire l'equilibrio ingaggiando un’ardua
lotta con "Uomo che, innegabilmente, sin dalla sua venuta sulla terra,
ha iniziato un processo di varie modificazioni dell’ambiente circostante
prevalentemente in senso negativo.

Oggi la millenaria lotta tra 'Uomo e la Natura & entrata, ormai,
in una fase critica. Infatti, I'aria, l'acqua ed il suolo sono attualmente
esposti a cosl innumerevoli alterazioni delle loro caratteristiche da es-
sere sempre pit allontanati dal loro stato di normalita e tali da tur
bare il benessere della collettivita.

Il pericolo insito nell'inquinamento fu chiaramente avvertito dai
nostri avi i quali, come s'apprende dal « Fumifugium » di John Evelyn
del 1661, avevano, gia da allora, riconosciuto le proprieta dannose de-

* Del Gruppo Ecologico della Facolta di Farmacia. Titolare di un confraito Presso
ia Facolta di Farmacia, Universitih di Napoli,
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per ridurne le gravi conseguenze.

Nonostante cid, molto tardivamente si ci & risvegliati al problema
dell'inquinamento in quanto, solamente agli inizi della rivoluzione in-
dustriale, esso comincid ad assumere una gravita tale da imporsi al-
l'attenzione di tutti. L'aumento del benessere materiale verificatosi in
molte nazioni a causa del progresso tecnologico ha portato come di-
retta conseguenza all'accrescimento della popolazione e la sua concen-
trazione nelle zone pit idonee allo sviluppo industriale, Opportuna-
mente il Klein sottolinea l'effetto del passaggio da una civilta agraria,
che durava dall’epoca neolitica, ad una civilta industriale dipendente
dai combustibili fossili anche sotto gli aspetti agricoli.

L'aumento, infine, del tenore di vita ha portato ad un incremento
dei consumi « pro-capite » provocando, cosi, 'accrescimento delle quan-
tita di sostanze di rifiuto che debbono essere smaltite.

Come il Betetto afferma, oggi « acqua, aria ¢ terra, i mezzi essen-
ziali della nostra vita, vanno sempre piu inquinandosi, facendosi por-
tatori di malattie, di rovina, di morte » [1].

A tutti & noto come 'immissione nell’aria di polveri, gas o vapori
provenienti da operazioni industriali o da sorgenti di combustione, o
in generale, da tutte quelle fonti che possono venir ascritte all’attivita
quotidiana dell’uomo, siano alla base dell'inquinamento atmosferico.

Usualmente si considerano come inquinanti dell’atmosfera quelle
sostanze presenti in concentrazione sufliciente a produrre efletti dele-
teri sugli uomini, sulla vegetazione e sui materiali.

Volendo classificare i cost detti pollutanti & conveniente conside-
rare due gruppi generali:

— quelli emessi direttamente da sorgenti identificabili; (inquinanti
primari);

— quelli prodotti nell’aria per interazione tra due o pilt pollu-
tanti primari o per reazione con i costituenti normali dell’atmosfera
con o senza fotoattivazione; (inquinanti secondari).

Secondo i dati in nostro possesso, cingue tipi di sostanze, co-
nosciute come inquinanti primari, sono responsabili del piti del 90 %
dell'inquinamento atmosferico. Esse sono:

Ossido di carbonio (CO) Ossidi d’azoto (NO.J)
Idrocarburi (HC) Particelle (part.)
Ossidi di zolfo (SO

Infatti la nostra attuale civiltd dei consumi ha fra le sue carat-
teristiche principali quella di richiedere sempre pin diffusamente e
largamente dell’'energia termica, sia essa prodotta dall’abbruciamento
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di combustibili solidi, liquidi o gassosi, non solo per quanto compete
alla produzione e utilizzazione all'interno dell’abitazione dell’'uomo (ri-
scaldamento, condizionamento, ecc.), ma anche per quanto concerne
le cosiddette centrali termiche. Anche se con questi aspetti differenti,
passando ad esaminare piti da vicino quali sono gli inquinanti propri
degli impianti termici, si puo facilmente constatare che tutti, indiffe-
rentemente, chi pitt chi meno, immettono nell’atmosfera circostante
ceneri, anidride solforosa, ossidi d'azoto, ossidi di carbonio e fumo.

Rivestono particolare importanza tra questi gli ossidi d’azoto ed
il fumo. Ossido d'azoto e biossido, prodotti dalla combustione, si
trovano in quantita variabili, massime negli impianti a gas ed a olio
combustibile, minime negli impianti termici per incenerimento. Il
tumo, invece, & la tipica forma dell'inquinamento atmosferico che piu
colpisce l'vomo della strada per la sua visibilita. Formato da parti-
celle per lo pitt submicroniche e di scarso peso, possiede un grande
potere assorbente della luce solare e una rilevante concentrazione di
composti organici ad azione cancerogena.

Accanto alle sorgenti di inquinamento atmosferico costituite da
impianti termici fissi, il traffico motorizzato & notoriamente il secondo
grande imputato. Un veicolo a motore a combustione interna pud
emettere inquinanti atmosferici in vari modi e cioé:

— lo scarico del motore;

— 1 gas di sfiato del motore, cioe il cosiddetto « blow-by »;

— la evaporazione del combustibile dal carburatore;

— l'evaporazione del combustibile dal serbatoio.

Mentre i due ultimi sono simili per la natura degli inquinanti
emessi (vapori del combustibile e quindi idrocarburi), i primi due
sono piuttosto diversi, specie il primo che rappresenta, senza dubbio,
la principale sorgente di inquinamento dell’aria del veicolo. Infatti
tra i prodotti di scarico del motore si possono trovare, assieme al-
I'anidride carbonica, 1'ossido di carbonio, l'idrogeno, I'azoto, 'ossigeno
e l'acqua.

Oltre che all’'ossido di carbonio, grande attenzione viene oggi data
agli ossidi d’azoto prodotti dal motore. Si tratta, per lo piu, dell'ossido
nitrico (NO) che facilmente puo convertirsi in biossido (NO;).

Accanto ai prodotti sopra ricordati lo scarico contiene un gran
numero di idrocarburi; la classe di composti pitt complessa. Essi pro-
vengono sia dall’emissione degli idrocarburi del combustibile sia dalla
emissione di idrocarburi che si producono durante la combustione.
Mediante l'uso della analisi gas-cromatografica sono stati identificati
numerosissimi idrocarburi nei gas di scarico, fra i quali i pitt impor-
tanti sarebbero: metano, etano, etilene, acetilene, benzene, o-, m-, p-xi-
lene, toluolo, i-butano, ecc.
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Vengono pure scaricati dei prodotti di ossidazione parziale {al-
deidi, chetoni, alcooli, esteri, derivati acidi) in piccole quantiti, ma
causanti odori sgradevoli e dotati di alta reattivita fotochimica.

Un'altra causa dellinquinamento atmosferico, pitt eterogeneo e
di pit arduo studio, & quello di origine industriale. Dai processi svol-
gentisi nelle industrie possono liberarsi quantita e qualita ben definite
di gas e vapori: anidride solforosa, composti di azoto, idrocarburi,
alogenati vari, solventi organici, ecc.; prodotti anche questi molto
spesso associati al problema degli odori molesti e dotati di alta tos-
sicita.

Oggigiorno studi di laboratorio hanno evidenziato che la maggior
parte delle sostanze immesse nell’atmosfera & soggetta ad una grande
varietd di trasformazioni sia [isiche che chimiche portanti alla for-
mazione di prodotti estremamente nocivi o, da quest'ultimi, a prodotti
innocui. Queste sostanze, una volta nell’aria, si mescolano con 1 na-
turali componenti dell’atmosfera e possono anche rimanervi per un
considerevole tempo. Durante questa permanenza, le molecole non
molto stabili possono subire riarrangiamenti o reagire con altre so-
stanze. Sia ghi inquinanti primari che queili secondari sono, inoltre,
esposti a ulteriori cambiamenti dovuti a processi ossidativi e a rea-
zioni fotochimiche.

I primi studi accertanti la formazione di prodotti stabili nell’at-
mosfera furono condotti nell’area urbana di Los Angeles. Questi studi
hanno mostrato che ossidi d’azoto, 1'anidride solforosa e, in partico-
lare, gli tdrocarburi sono i principali responsabili di dette trasforma-
zioni ossidative in quanto fu osservato un considerevole aumento di
prodotti carbonilici (aldeidi) e di acidi organici a spese delle sostanze
idrocarburiche. Ulteriori indagini, usando la spettroscopia di massa,
rilevavano un analogo comportamento chimico da parte delle sostanze
di tipo olefinico.

Un importante aspetto, perd, delle reazioni atmosferiche & che
esse avvengono mediante la formazione di radicali liberi.

E noto come la scissione omolitica di un legame covalente generi
delle entith chimiche dotate di un eletirone spaiato, cioe dei radicali:

CcC:C

\l/

C-+-C

\l/
/I
7\

—_—

Siamo anche a conoscenza di come questi radicali facciano parte
di reazioni manifestantesi largamente in fase gassosa e, che una volta
iniziata, una reazione radicalica procede spesso con grandissima ra-
pidita, grazie allo stabilirsi di rapide reazioni a catena. Queste trag-
gono origine dalla capacita del primo radicale formatosi di generarne
un altro per reazione con una molecola neutra; il nuovo radicale & a
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sua volta in grado di ripetere il processo, in modo che la reazione
continui, Numerosi sono i metodi mediante i quali possono ottenersi
radicali; i pitt importanti sono costituiti dalla scissione termica e fo-
tochimica dei legami, da reazioni di ossidoriduzione operate da ioni
inorganici, con trasferimento di un singolo elettrone, e, infine, da elet-
trolisi..

Ora le sostanze inquinanti che possono dar luogo a reazioni coin-
volgenti la formazione di radicali liberi sono, come gia accennato,
composti di natura organica -insieme con gli ossidi d’azoto risultanti
dall'uso di benzine a base di idrocarburi e componenti principali dei
gas di scarico delle auto. Infatti i lavori di Haagen-Smit e collabora-
tori hanno dimostrato come possono prodursi ossidanti, tra cui I'ozono,
in laboratorio, per irradiazione di basse concentrazioni di ossido di
azoto e di una grande varieta di composti organici. Analoghi risultati
sono anche riportati nei lavori di Fox e di Scuuck [2, 3, 4].

E logico come dette reazioni fotochimiche debbano dipendere
da molteplici ed importanti fattori. Una reazione fotochimica inizia
con l'assorbimento di una radiazione. Infatti il pitt basso strato atmo-
sferico riceve radiazioni visibili ed ultraviolette durante tutto il giorno
non solo direttamente dal sole, ma anche dal cielo e, mediante il fe-
nomeno della riflessione, dalla superficie della terra. Detta radiazione
¢ dipendente dalla radiazione solare fuori dall'atmosfera, dall’angolo
di zenith, dalla natura e dalla quantita di dispersione, dalla diffusione,
dall'assorbimento di questa radiazione da parte degli strati dall’atmo-
sfera. Inoltre molta rilevanza hanno anche i coefficienti di assorbi-
mento delle sostanze assorbenti la radiazione in questione, la loro
concentrazione e, chiaramente, la quantita e la natura della disper-
sione e diflusione della radiazione all'interno dello strato inquinato.

La dinamica dell’atmosfera interviene anche sulla presenza degli
inquinanti primari e sulla formazione dei secondari mediante vari
meccanismi di autodepurazione. Basti ricordare, al riguardo, l'influenza
dei nuclei di condensazione naturali ed artificiali, quella dei moti oriz-
zontali e verticali, soprattutto questi ultimi, la cui presenza esplica un
ruolo assai importante nel prevenire pericolosi accumuli locali di in-
quinanti. Talvolta le inversioni di temperatura possono provocare seri
problemi di inquinamento non perché rappresentino essi stessi una
fonte di inquinamento, ma perché causano I'accumulo di inquinanti
negli strati pitt bassi dell'atmosfera, invece di disperderli. Gli inqui-
nanti vengono cosi intrappolati nell’aria pii1 bassa, non in circolazione,
rimanendo in tale situazione per giorni finché non cambiano le condi-
zioni del tempo e si rompe lo strato di inversione. Chiaramente que-
sto stato porta ad un aumento considerevole dell’attivita fotochimica.
Lo strato d'inversione ¢ di solito caldo, secco e privo di nubi, e cosi
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trasmette la quantita massima di luce solare, che interagisce fotochi-
micamente con le sostanze inquinanti intrappolate per formare grandi
quantita di smog. Cosi, di solito, alti livelli di smog sono associati con
episodi di inguinamento atmosferico coinvolgenti inversioni di tem-
peratura.

Avvenuto Vassorbimento della radiazione solare, o meglio, l'as-
sorbimento di un fotone, la molecola assorbente viene a trovarsi in
uno stato cosi detto eccitato, con un’energia maggiore di quella cor-
rispondente allo stato normale ed uguale a quella del fotone che &
stato assorbito. L'esperienza ci ha mostrato come la luce che possa
produrre soltanto dei moti vibrazionali e rotazionali nelle molecole
assorbenti sia inattiva a differenza di quella assorbita che & in grado
di produrre transizioni elettroniche,

Le molecole eccitate elettronicamente possono dar luogo a varl
tenomeni. Possono dissociarsi, reagire con altre molecole mediante
collisioni, possono riarrangiarsi, infine, ritornare allo stato di non ec-
citazione. Alcune di queste possibilith ad eccezione della {luorescenza
o della disattivazione per collisione possono essere utili al primo pas-
saggio in una reazione fotochimica. Le molecole eccitate possono rea-
gire interamente mediante un singolo processo primario O posSsono
suddividersi in due o pilt processi competitivi, includendo 1a fluore-
scenza o la disattivazione. La somma delle velocita in tutti questi pro-
cessi competitivi risulta eguale alla velocita di assorbimento.

Un processo primario fotochimico pud produrre molecole stabili
direttamente, o pud dar luogo a sostanze instabili che danno origine
ad ulteriori reazioni. Nella gran maggioranza delle reazioni fotochi-
miche si & trovato che il processo primario consiste nella dissociazione
della molecola assorbente in radicali liberi o atomi. Questi radicali L-
beri o atomi prendono parte in reazioni secondarie. Queste reazioni
possono portare a prodotti stabili o, ancora, a altre reazioni.

Per concludere questo rapido quadro degli aspetti pit significativi
del fenomeno delle reazioni fotochimiche, si puo, senza dubbio, in
prima approssimazione, raggruppare tutti i fattori occorrenti nella se-
guente formula:

Sf(PxEXTX 1--—><—--1]
w oI

S — intensita dello « smog »;

P — concentrazione dell'inquinante;

E — intensita dell'encrgia radiante di appropriata lambda;
W — velocita del vento;

I — inversione termica.
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Da quanto detto precedentemente risulta evidente come una im-
portante sorgente di radicali liberi nell’aria inquinata sia la dissocia-
zione fotochimica delle molecole coinvolte nell’assorbimento della ra-
diazione solare. Durante i periodi di formazione dello smog fotochi-
mico possono formarsi quattro tipi di radicali: alchil, formil, acil e
alcossiradicali a velocita dell’ordine di 1 a 10 pphm hr'. Atomi di idro-
geno e radicali idrossilici possono anche venir fuori mediante processi
di dissociazione, i primi probabilmente a velocita nel campo di 1 a
10 pphm hr™, i secondi, invece, ad una velocita al di sotto di circa
! pphm hr.

La formazione di radicali liberi pud indicarsi come segue:

RCHO + hv — R’ + HCO

§;>c — O + hv —— R+ RCO

H:0, + hv — 2 0H
A RO+ NO
RONO + hv \/
N R° 4 NO,
HNO, + hv —— OH 4+ NO oppure H + NO,

S

Inoltre si & accertato come reazioni secondarie tra molecole di
ozono e olefine possano portare alla formazione di grandi quantita di
alchil e formil o acilradicali.

0

AN / [
0; 4+ C=C —— R',RO’, RCO’, ROH, ROOH, RCOOH, Polimeri
/ AN

I radicali liberi attivi cercano, poi, di circondarsi di molecole di
ossigeno, dando luogo alla formazione di radicali perossidici. L'equa-
zione sotto riportata mostra questa reazione, in cui R potrebbe essere
o un atomo di idrogeno come pure un gruppo alchilico o acilico, for-
mante il corrispondente radicale perossidico:

R+ 0, — ROU

I radicali perossidici reagiscono, successivamente, facilmente con
l'ossigeno, con gli ossidi d’azoto, con le olefine e con altri radicali
per dare vita ad una grande varietd di prodotti-ozono, perossialchil e
perossiacilnitrati, polimeri, alcooli, acidi, eteri e perossiacidi, Una sele-




88 E. Ramundo

zione di queste reazioni secondarie pud sintetizzarsi nel seguente
schema: '

ROO" + 0, — RO + O
ROO" + NO —— ROONO —— RO’ + NO,

AN . .
ROO" + C =C — ROO-—C—-C —» Polimeri :
/ AN .

O +02~"~—>03+M
+ M

0;  + NO — 0, + NO,

I prodotti di dette reazioni secondarie possono nuovamente es-
sere soggetti ad attacchi sia chimici che fotochimici. Per esempio,
la decomposizione fotochimica di un perossiacilnitrito pud dar fuogo
alla formazione di un radicale acilico e al biossido d'azoto, con un
trasferimento di ossigeno dall’aria, attraverso la formazione di un
radicale perossilico, al biossido d’azoto. Detti meccanismi dovrebbero
contribuire alla riossidazione dell’ossido nitrico, la chiave principale
nella formazione delle alte concentrazioni di ozono nelle atmosfere
urbane, ¢ possono spiegare bene il tipo di reazione a catena della
tormazione di detto elemento portante a concentrazioni di 0 pit ab-
bondanti di quelle di ambedue i reagenti. Quanto detio pud rappre-
sentarsi nella maniera seguente:

hv
N: +0; === 0,+ NO
veloce
O
1
AN RCOO"
RCOONO *

I radicali, una volta formatisi, possono partecipare a tre tipi prin-
cipali di reazioni: addizione, spostamento e riassestamento. A loro
volta, le reazioni di riassestamento sono normalmente seguite da rea
zioni di addizione o di spostamento. Tra le reazioni di addizione date
dai radicali possiamo ricordare quelle con gli alogeni, con gli acidi
alogenidrici e la polimerizzazione vinilica; come reazioni di sposta-
mento abbiamo 'alogenazione, 'arilazione e, molto importante, 'auto-
ossidazione, Per i radicali sono note solo poche reazioni di riassesta-
mento che coinvolgono quasi sempre residui arilici come gruppi mi-
granti; anche in questi casi le migrazioni avvengono soltanto a livello
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di un atomo sul quale i sostituenti sono soggetll a tensione per affol-
lamento sterico.

Considerando pit1 da vicino le innumerevoli reazioni date dai ra-
dicali liberi, formatisi nell’atmosfera, cominciamo con Vesaminare le
possibili reazioni date dai radicali alchilici.

Questi ultimi possono facilmente reagire con l'ossigeno moleco-
lare, con I'ozono, con altri radicali della stessa specie, con molecole
di natura organica e con l'ossido d’azoto.

La rapida reazione tra i radicali alchilici e ['ossigeno porta alla
formazione di radicali perossialchilici:

R*+ 0:(+ M) —s ROO' (+ M)

Con l'ozono, come suggerito da CALVERT e Hanst [5] si ha:

CH3 + 03 —_—— CH30 + Oz

I radicali alchilici reagiscono gli uni con gli altri in due diverse
maniere. Essi possono combinarsi a formare dellc molecole neutre:

R] CHz + Rz CHz CHZ — Rl CHz CHz CHz Rg

Oppure possono disproporzionarsi dando una molecola di paraffina ed
un'altra di olefina:

Rl CHz + R; CHz CHz — Ry CH; + R;CH = CHz

Con le molecole organiche i radicali alchilici possono, anche con
esse, reagire in due modi, o mediante l'estrazione di un atomo di idro-
geno o addizionandosi, L'allontanamento di un atomo di idrogeno puo
rappresentarsi nel modo seguente:

RO+HX — RH 4+ X

E evidente che se HX & un idrocarburo paraffinico, non si avra
lessuna netta variazione nel numero dei radicali alchilici, se si ec-
cettua una possibile variazione nel tipo di radicale risultante dalla
reazione,

L'addizione si ha con molccole insature, come le olefine:

R Ry R, Ry
[ ]
Ri+ C=C-— R ~C-C.

P
R; \RS Rs Rs
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1 radicali alchilici pitt grandi formatisi possono dar luogo a rea-
zioni a catena con altre molecole olefiniche portanti a prodotti poli-
merici che, contemporaneamente, possono spezzarsi in altri radicali
e nuove molecole di idrocarburi insaturi.

L'ossido d’azoto & stato frequentemente usato quale inibitore di
reazioni coinvolgenti reazioni a catena in quanto l'effetto inibente e
dovuto, si crede, alla capacita di neutralizzare Fentita radicalica se-
condo:

R+ NO — RNO

Gray e STYLE [6] hanno anche ipotizzato una reazione di addi-
zione fra i radicali alchilici e il biossido d’azoto a dare nitroderivati
secondo la seguente reazione:

R + NO; —> RNO;

per spiegare la presenza del nitrometano quale prodotto della fotolisi
del nitrato di etile. Questo tipo di reazione, perd, sfugge a studi quan-
titativi pii1 approfonditi e non ne & conosciuto il meccanismo.

Passando alle reazioni dei radicali formilici ed acilici, essi rea-
giscono, analogamente ai radicali alchilici, con ['ossigeno molecolare,
con altri radicali, con le molecole organiche e con I'ossido d’azoto.
Inoltre sono note decomposizioni termiche.

La direfta addizione di ossigeno ai radicali formilici ed acilici,
da studi condotti in laboratorio sull'ossidazione termica e fotochi-
mica della formaldeide e dell’acetaldeide [7, 8, 9, 101, porta alla for-
mazione di radicali perossiformilici e perossiacetilici:

O
HCO + Oy ——> HCE‘FOO'
O
CH:CO + 0 — CHg(@OO'

A piu alte temperature, le reazioni dei radicali formilici ed acilici
con 'ossigeno possono dar luogo ad altre reazioni, sia direttamente o
tramite la decomposizione di radicali perossilici precedentemente for-
matisi, Ad esempio di questa teoria si riporta la reazione

HCO + 0, — OH + CO:

riteputa anche possibile dalle osservazioni condotte da MARCOTTE &
Novgs [11].
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Un’altra reazione dei radicali formilici con l'ossigeno,

¢ stata ipotizzata da INGOLD ¢ BryCE [12] e da STRONG ¢ KUTSCHKE [ 13]
come un possibile passaggio nella serie delle reazioni che iniziano
quando radicali metilici vengono prodotti in presenza di ossigeno. Ad
esempio di tale ipotesi si pud portare la fotolisi di una miscela ini-
ziale di circa 82 mm di azometano e di circa 11 mm di ossigeno a
124 °C. Gli Autori precedentemente menzionati hanno trovato che un
prodotto, la formaldeide, si avvicina a piuttosto basse concentrazioni
mentre la velocita di formazione dell’altro prodotto, 'ossido di car-
bonio, aumenta col tempo. Questo comportamento potrebbe spiegare
l'allontanamento di un idrogeno mediante la reazione:

R™ + H,CO — RH + HCO

seguita, poi, dalla reazione (a).

TAYLOR e Bracer [14] nei loro studi sull’'ossidazione fotochimica
del biacetile, hanno proposto simili reazioni per i radicali acetilici. Le
reazioni proposte sono:

CH:CO + 0; — CH0 + CO,

La reazione dei radicali formilici ed acilici con l'ossido d’azoto
consiste, probabilmente, in una reazione d’addizione:
0]
. ) I
RCO 4+ NO ~—» RCNO

Il comportamento dei radicali acilici col biossido d'azoto dovrebbe
portare alla formazione di due prodotti:

0] 0
Il I
RCO + NO; —» RCONO oppure RCNO;

A tutt’oggi detto meccanismo non & ancora chiarito.
Le reazioni di decomposizione date dai radicali formilici ed aci-
lici sono:

HCO(+ M) — H' + CO(+ M)
RCO{+ M) — R" + CO(+ M)
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Nel caso dei radicali perossialchilici, la loro reazione con ['ossi-
geno porterebbe alla formazione di

come descritto in molti favori per spiegare la formazione di ozono da
parte di aldeidi irradiate nell’aria [15, 16, 14].

I radicali perossialchilici possono anche interagire tra loro per
dare radicali alcossilici ed ossigeno molecolare:

ROO" + ROO™ —— 2RO + Oy;

inoltre, posseggono la propricta di estrarre un atomo di idrogeno
dalle molecole organiche e di addizionarsi direttamente alle molecole
olefiniche:

R,00° + RH --> ROOH 4 Ry

R,00" + R,CHO —— R,;O0H -+ R,CO

R2 R4 Rz R4
N |

' N LN
R; Rs R Rs

Detti radicali interagiscono anche con l'ossido d'azoto per dar
vita o ad un addotto o ad un radicale alcossilico e ossido d’azoto:

4 ROONO
ROO' + NO ¢
N RO + NO»

Motlta bibliografia riporta due modi di decomposizione di questi
radicali;

A RCHO + OH
RCH,00™ ¢
“ RCO + H:0

[17-24]; v'e da dire, perd, che i lavori effettuati da Gray nel 1952 [25]
hanno rimesso in discussione i precedenti risultati. Al giorno d'oggi
ancora il meccanismo della reazione di decomposizione non ¢ del tutto
chiarito.
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Un gran numero di

RLEIEL IO L

reazioni ¢ stato ipotizzato per i radicali pe-
rossiacilici ed acilati, Per i primi si hanno le reazioni con I'ossigeno,

O
|
CH,COoO’ + 0 —s CH.COs + HOY
0 0O
[ Il
RCOO" + 0; —s RCO + 0O,

con l'ossido d’azoto e con il suo biossido,

0]
0 I
RCOO" ++ NO ¢
N RCO' 4 NO,
i
0
0] O

| Il
RCOO" + NO; —— RCOONO,
con altri radicali:
O O O 0O

Il I | I
RCOO™ 4+ RCOO' —— RCOOCR + O,

0 0O
| |

RCOO" + ROO" —— RCOOR + O,
0O O

f l
RCOO" + RO" —— RCOR + 0,

d'altra parte possono dar tuogo a prodotti polimerici e a reazioni di
decomposizione, come qui di segutio riportate:

i
RCOO" + olefine — polimeri
0
fl
RCOO" —— RO + CO,
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I radicali acilati, viceversa, reagiscono in uno dei seguenti modi:
0
|
Cﬁ) 7 RCONO
RCO" 4+ NO <
Ny RCO + NO;
0 A RCONO,

I Il
RCO = NO, & O
RN

NCRNO; + CO;
0
|
RCO’ + RCHO — RCOOH + RCO

o RCOOR
i 7
RCO' + RO’ < 0

N RCOOH + R'CHO
0
|
RCO™ —— R+ CO»

Tra i su elencati modi di reagire dei radicali acilati riveste par-
ticolare importanza l'ultima reazione. I dati a disposizione nella let-
teratura [26-29] pongono in grande evidenza questa reazione di decom-
posizione ed &, quindi, possibile supporre che guesto & il maggior pro-
cesso che avviene per i radicali acilati nell’aria, specialmente se si
erano formati con un eccesso di energia interna.

I radicali alcossilici reagiscono, anche se non vi sono buone prove,
con l'ossigeno dando:

RO +0; — R + s
CH:O + 0. — HCHO + HO.

~ Ancora questi radicali possono dar vita a reazioni con molecole
organiche estraecndone un atomo di idrogeno.

RO + RH — ROH + R’

RO 4+ RCHO —— ROH + RCO
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Reazinn: i yandianll smen o T S 1 1.
~eazioni Con &yl radicail 3ono state anche ipoiizzaie da molti

studiosi [15, 16, 17, 21, 227:
RO 4+ RO" —— ROOR
RO" 4+ RO" —— ROH + R'CHO
RO" + HCO —— ROH + CO
RO 4+ ROO" ~— ROR + O,

0O O

| I
RO" 4+ RCOO" — RCOR + 0O,

Con l'ossido ed il biossido d’azoto Ie reazioni che avvengono piu
facilmente consistono nell’associazione dei due reagenti:

RO™ 4+ NO —— RONO
RO" + NO, —— RONO;

Infine, possono addizionarsi a sostanze di natura olefinica con
eventuale formazione di polimeri e, ancora, decomporsi probabilmente
ad elevate temperature, come segue:

R2 R4 R2 R4
N "
RO +C=(C — Ri—0-C—-C.

/ AN é
R3 Rs RJ RS

|
CH;0" —» HCHO + H
C:H:0' — HCHO + CH,

C:H:O0' — CH;CHO + H

Per concludere quest’ampio quadro delle innumerevoli reazioni
date dai radicali liberi, prendiamo in esame le reazioni dei radicali
idrossilici e idroperossidici. Formatisi per fotodissociazione dell'acqua
ossigenata e, presumibilmente, dagli acidi nitroso e nitrico, olire che
con altri metodi, essi reagiscono rapidamente, a temperatura ambiente,
con l'idrogeno [30, 317,

OH+ H, — H.O + H
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OH+ H — H:0 + R’

e con le aldeidi [32, 36, 38, 39].

OH + RCHO — M0 + RCO

In presenza di prodotti olefinici, si ha la possibilita di due modi
di reagire, cioé sia mediante la possibilita d’estrarre un atomo di idro-
seno, come pure, similmente ai radicali alcossilici e gli altri radicali
esaminati, di addizionarsi:

R R3 R] R3
N / ]
OH+C=C —» HO--C-C .

AN Lo

R: R, R: Ry

Con gli ossidi d’azoto abbiamo:
OH + NO + M — HNO: + M
/7| HNO; + M

(‘)H+NOZ+M<
N HOONO + M

I radicali idroperossidici si formano rapidamente per reazione tra
atomi di idrogeno con l'ossigenc [30, 31, 40, 41, 42, 43, 44, 45]:

H+0:+M— HOO + M

Le reazioni di questi ultimi radicali non sono state studiate a
fondo. 1e pitl note tra queste sono;

HOO + HOO® —— H:0, + Ov
HOO™ + CHy —> HOOH + CH:
HOO' + HCHO — HOOH + CHO

HOO' + CH,CHO —> HOOH + CH:CO
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Con le olefine si ha non solo Uestrazione di un atomo di idrogeno,
ma anche altre reazioni sono possibili, come riportato sia nei lavori
di LEwis e voN ELBE [46] che da NicLauske e collaboratori [47]:

HOO" + C;Hy — HOOH + C,H;

HOO" + CHy — CH,0 + OH

Altre reazioni dei radicali idroperossidici che possono avere im-
portanza nell'inquinamento atmosferico sono:

HOO" + NO —— HOONO —— OH + NO,

~ ROOH + O,
HOO" + ROO" (¢
N RO’ + OH + 0,
O 0]

I Il
HOO" 4 RCOO" —— RCOOH + 0,

i i
HOO" + RCO" —— RCOH + 0,

HOO + RO" —— ROH + 0,

R R R R
N !
HOO" + C = C —> HOO-C—C -
& N ]
R R R R

Quest'ampia discussione, riassumendo, ci dimostra che almeno
undici radicali vengono probabilmente a formarsi mediante 'azione
della luce solare sugli inquinanti delle aree urbane. Alcuni di questi
radicali, non tutti di eguale importanza, vengono a formarsi nella fo-
tolisi degli inquinanti originariamente presenti, altri invece, da rea-
zioni secondarie o, ancora, mediante fotolisi dei prodotti di reazioni
secondarie,

Il rapporto diretto tra inquinamento atmosferico e rapido au-
mento dei fenomeni morbosi e della mortalita per malattie croniche
principalmente delle vie respiratorie & stato piu volte provato e con-
statato [52]. Di questo fondamentale effetto, cioe della nocivita sulla

7
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salute umana in particolare e sui costituenti deghi altri due regni na-
turali in generale, I'inquinamento fotochimico & un costante respon-
sabile. Dai dati in nostro possesso, si evince chiaramente come gli
elementi pit studiati sotto questo profilo siano 'ozono e la famiglia
dei perossiacilnitrati (PAN).

Esaminando gli effetti degli ossidanti fotochimici, il danno alla
vegetazione ¢ stato uno delle prime cose osservate dell'inquinamento
fotochimico dell’aria. L'ozono parrebbe l'elemento fotochimico piu
tossico per le piante, ma altre ricerche in corso stanno portando alla
luce l'importanza dei PAN.

L'azione nociva dell’ozono sulle piante si rivela sotto forma di
necrosi di gruppi di cellule sulla superficie superiore delle foglie. Le
foglie completamente distese sono quelle pili facilmente danneggiate.
Anche i germogli del pino bianco vengono facilmente bruciati dalla
presenza dell’ozono.

L'altro importante inquinante fotochimico secondario ¢ il peros-
siacilnitrato, Altri comuni perossiacilnitrati sono il perossipropionil-
nitrato (PPN), il perossibutirrilnitrato (PBN) e il perossisobutirril-
nitrato (Pi.BN). ‘

Alcuni studi preliminari dimostrano come il PPN sia molte volte
pitt tossico per le piante del PAN, mentre gli altri esponenti della
famiglia siano ancora pill tossici del PPN, nonostante che l'unico
membro di questi che sia stato piti studiato sino ad ora & il PAN, Cio
¢ dovuto in parte al fatto che le concentrazioni di PPN ¢ PBN nel-
I'ambiente sono molto basse e di solito inferiori ai limiti quantificabili.

Le piante attaccate dal PAN presentano una colorazione bronzea
sulla superficie inferiore delle foglie, con prevalenza delle foglie piu
giovani: in alcuni casi, il tessuto della foglia muore. E stato dimo-
strato che tale composto & specialmente tossico per gli agrumi, fo-
raggi, piante da insalata e conifere.

Riguardo all’azione sull'uvomo, gli ossidanti fotochimici entrano
nel corpo come parie dell'aria inalata e, a concentrazioni non letali,
alterano, inficiano o in qualche modo interferiscono con i normali
processi respiratori. Una certa irritazione agli occhi & anche caratteri-
stica dell’esposizione a questi composti.

Sembra che, alle concentrazioni che si riscontrano nell’ambiente
atmosferico, il PAN non presenti alcun riconesciuto pericolo per la
salute. Esso & stato messo in relazione con le irritazioni degli occhi,
ma sembra che vi svolga solo un ruolo minore, mentre il perossiben-
zoilnitrato causa agli occhi irritazione pili rapidamente.

In questi ultimi anni, pero, Korin e i suoi collaboratori 48, 49,
507 hanno dimostrato come l'esposizione agli ossidanti fotochimici
possa portare alla produzione di tumori specialmente a carico del-
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I'apparato respiratorio. Infatti, usando benzina ozonizzata ad abba-
stanza alta concentrazione di ossidanti, hanno messo in evidenza la
formazione di tumori alla pelle in topi neri C57, come pure tumori
polmonari e variazioni a carico dell’epitelio respiratorio in topi della
razza A e dei medesimi topi neri C57. Molto interesse ha anche susci-
tato l'apparente effetto della benzina ozonizzata di inibire gli spon-
tanei tumori extrapolmonari negli animali saggiati, paragonati con
quelli campione. In tutti gli esperimenti condotti da Kotin si & anche
notato che a determinate concentrazioni di ossidanti fotochimici era
persistente una riduzione della velocita di crescita dei topi. Altamente
importante & stata poi, la dimostrazione che gli ossidanti di natura
alifatica, non relazionabili agli idrocarburi policiclici, possono dar vita
a manifestazioni neoplastiche; queste sostanze includono epossidi, pe-
racidi, aldeidi, perossidi, cheteni ed altre sostanze che o sono radicali
liberi o possono a questi dar luogo. Infine, KoriN ¢ THoMAS hanno an-
che riportato l'effetto depressivo dello smog sulla riproduzione e sulla
sopravvivenza della fiigliolanza dei topi [51]. Da questi dati risulta
evidente la potenziale tossicita di questi inquinanti atmosferici, pur
essendo molto difficile, allo stato attuale, affermare a quale dei mol-
teplici pollutanti pud addebitarsi una determinata azione nociva. Si
puo ipotizzare, in prima analisi, che la loro azione cancerogena sia
attribuibile alla loro capacita di indurre mutazioni. Per mutazioni si
intende un cambiamento della informazione. La base chimica della
mutazione & una modificazione del DNA, cioe della sequenza delle basi.
Si sa da tempo come raggi ricchi di energia (raggi Roentgen, raggi
gamma) inducono mutazioni; ¢ possibile, quindi, prevedere, in base a
quanto detto, I'azione mutagena degli ossidanti fotochimici che me-
diante la formazione di radicali liberi possono alterare cosi 1'accop-
piamento delle basi portando, come conseguenza, alla non duplica-
zione di tratti di sequenza delle basi.

L'azione dannosa degli ossidanti fotochimici si esplica anche a
carico dei materiali. Molte delle ricerche in questo settore fino ad ora
hanno riguardato un solo ossidante, I'ozono, e due tipi di materiali,
gomma e fibre tessili.

E fuori discussione come molti polimeri organici, comprese la
gomma e le fibre tessili naturali e sintetiche, sono soggetti ad alte-
razioni chimiche per esposizione a quantita molto piccole di ozono.
Le concentrazioni nell’aria sono suflicienti a far si che queste reazioni
abbiano luogo. La suscettibilita all'attacco aumenta col crescere del
numero dei doppi legami C—C nel materiale; infatti il doppio legame
¢ la sede di tali attacchi.

Queste reazioni producono due effetti differenti, rottura della ca-
tena di atomi di carbonio e collegamento trasversale tra catene di
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carbonio provocando, cosi, una minore elasticita, maggiore [ragilita
e una enorme perdita alla tensione. Questo tipo di azione ha luogo
con concentrazioni di ozono ambientali molto inferiori a quelle note
per avere effetti sull'uomo.

L'ozono attacca anche la cellulosa delle materie tessili. Luce ed
umidita sembrano essere fattori necessari perché abbia luogo un’ap-
prezzabile alterazione nella resistenza delle fibre. Gli effetti dannosi
dell’'esposizione ad ozono aumentano nell'ordine, a seconda dei se-
guenti tipi di fibre tessili: cotone, acetato, nylon e poliestere.

A questo punto sorge spontanea una domanda: come difendersi
dagli inquinanti fotochimici?

Essendo la maggior parte di essi inquinanti secondari & quindi
necessario agire sui loro precursori primari, idrocarburi e ossidi di
azoto,

La prevenzione dell'inquinamento da NO,, derivanti quest'ultimi
da processi di combustione, in massima parte, coinvolge molte va-
riabili.

Fra le pitt importanti, citeremo la varieta dei tipi di combustibili
usati; la varieta degli apparecchi di combustione; la diversa tempera-
tura di fiamma raggiunta e, infine, la presenza di vari altri inquinanti
nei prodotti di combustione,

Attualmente molte delle ricerche e delle applicazioni in corso per
la riduzione degli NO, seguono uno o l'altro di due indirizzi fonda-
mentali. Uno tende alla modificazione delle condizioni di combustione
come mezzo per diminuire le quantita di ossidi d'azoto prodotte ; I'altro
utilizza vari metodi per eliminare detti ossidi dai gas di scarico. Molte
ricerche in questo campo sono in via di sviluppo e molte delle infor-
mazioni seguenti implicano accorgimenti ancora in fase di sviluppo.

I possibili metodi per la riduzione e il controllo delle emissioni
di NO, adoperati oggigiorno consistono nell'usare sistemi di combu-
stione detti « a due fasi ». In essi il combustibile ¢ parzialmente bru-
ciato in presenza di una quantita d'aria minore di quella stechiome-
trica. Questo limita la produzione di NO in quanto non permette di
disporre di ossigeno in eccesso. Nella seconda fase, la combustione
¢ completa dopo una iniezione di aria nella miscela. L'eliminazione
di calore fra le due fasi riduce la temperatura alla quale avviene la
combustione in presenza di aria in eccesso e di nuovo riduce la quan-
tita di NO formata. Questo metodo ¢ stato sperimentato con successo
per le centrali termiche a gas.

La rimozione degli ossidi d’azoto dai gas di scarico & stata af-
frontata principalmente dal punto di vista dei reattori catalitici o dei
sistemi i assorbimento. La riduzione catalitica degli NO. a N, ele-
mentare & oggetto di intense ricerche, particolarmente come solu-
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zione al problema delle emissioni di ossidi d'azoto delle automobili.
Al presente, la durata del catalizzatore & il maggior problema. I me-
todi di assorbimento non appaiono realizzabili per le auto, ma po-
trebbero essere efficaci per i gas delle ciminiere, Questi ultimi vengono
fatti passare su adsorbenti solidi o liquidi che trattengono eflicace-
mente gli NO,. Detti sistemi adsorbenti sono per lo pilt a base d’acqua
e si dimostrano molto piu efficaci specialmente quando 'acqua con-
tiene sostanze alcaline o acido solforico.

Per quanto concerne le tecniche usate per prevenire la emissione
di idrocarburi, quattro sono le pili usate: incenerimento, adsorbi-
mento, assorbimento e condensazione.

Per lincenerimento vengono adoperati due tipi differenti di ap-
parecchi: I'inceneritore a fiamma e l'inceneritore catalitico. Il primo
usa una fiamma per completare l'ossidazione degli idrocarburi a CO;,
ed acqua e l'efficienza della eliminazione di idrocarburi con questo
apparecchio & molto alta. L'inceneritore catalitico fa uso di un cata-
lizzatore per permettere che sia completa l'ossidazione dell'idrocar-
buro a una temperatura inferiore a quella del bruciatore a flamma.
I costi del combustibile sono pitt bassi in questo tipo di inceneritore,
ma pure pilt bassa ¢ l'efficienza di rimozione, mentre si presenta anche
il problema dell’avvelenamento del catalizzatore.

Con la tecnica dell’adsorbimento, i gas di scarico vengono fatti
passare su un letto di carbone attivo. I vapori delle sostanze idrocar-
buriche vengono adsorbite ivi rimanendo finché non vengono periodi-
camente allontanati mediante il passaggio di vapor d'acqua attraverso
il sistema. Il vapor d'acqua e gli idrocarburi vengono, successiva-
mente, recuperati mediante condensazione.

1l metodo mediante assorbimento consiste nell'intimo contatto
tra il gas di scarico ed un liquido nel quale gli idrocarburi si sciol-
£gono o rimangono in sospensione. I gas cosi depurati passano oltre,
lasciando gli idrocarburi intrappolati nel liquide.

Il restante metodo della condensazione sfrutta il fatto che tem-
perature sufficientemente basse provocano la condensazione deghi idro-
carburi gassosi. In questa maniera la condensazione degli idrocarburi
avviene molto facilmente e, diventati liquidi, vengono lasciati indietro
e raccolt],
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Virus, batteri, radicali liberi, molecole patogene *

Nota del socio ordinario RopoLFo A. NICOLAUS *¥

e di ETTorRe NOVELLING *** ed AUGUSTO BIONDI ****
{Adunanza del 6 marze 1976)
R1a85UNTO, - Le malattie insocrgono non solo per azionc dei virus e dei batteri, ma

anche per azione dei radicali liberi e delle molecole patogenc. Nuove ricerche sone
necessarie in questa direzione insieme ad una ristrutturazione del sistema igienico-
sanitario del Paese.

Suaaary, — Discases arise not anly from the actlon of viruses and bacteria but also
because of the action of free radicals and pathogenous molecules,

New rescarches are neccssary in this direction together with a reformation of the
Public Health Service.

In rapporto alle mutate condizioni ambientali, soprattutto nelle
zone ad alta attivitd industriale o ad elevata densita di popolazione,
nuovi, subdoli e pericolosi nemici insidiano la salute umana.

Ai tradizionali agenti patogeni quali virus (VI) e batteri (BA) si
sono aggiunti oggi le molecole patogene (MP) e i radicali liberi (RL) .

Per le malatiie da virus e batteri esiste, come & noto, una vastis-
sima letteratura, anche se gli agenti terapeutici pit adatti e pil recen-
temente scoperti sembrano talvolta, specie nella fase preventiva o epi-
demica della malattia, essere ignorati o applicati con ritardo.

* Lavoro eseguito con il contribute della Regione Campania,

** Cattedra di Chimica Organica - Facolta di Farmacia - Universita Napoli.

*** Titplare di assegno bicnnale di formazione didallica e scientifica - Facoltd di
Farmacia - Universita Napoli.

**%% Cattedra di Fisiologia Generale - Facoltd di Farmacia - Universila Napoli.

! E'argomento di guesta nota & stato in parte oggetto ¢i un intervente al simposio
« Fonti di energia e salute pubblica » dei Comitati per la Giustizia - Vico Equense 25-28
seltembre 1975, e al dibattito suila degradazione ambicntale organizzato dalla Societa
di Scienze ecologiche a Villa Pignatelli il 20 novembre 1975,

Molte utili informazioni sufl’argomento possono essere tratte dalla vasta indagine
che si compie nel mondo sull'inguinamento (vedasi ad esempio i Chemical Abstracts

Sezioni 4, 59, 60 e gli Air Pollution Absiracts).
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Per le molecole patogene e i radicali liberi, invece, non sembra si
sia sviluppata una coscienza igienico-sanitaria, anche quando la loro
azione € ben conosciuta.

Il concetto di molecole ¢ radicali quali agenti patogeni ha in-
fatti, nell'opinione pubblica e nell'apparato mutualistico assistenziale,
lo stesso grado di conoscenza che i microbi avevano ai tempi delle
classiche scoperte di Pasteur ¢ Koch; forse, a questo proposito, &
utile ricordare che anche allora le prime scoperte, e i rimedi chemio-
terapici che ne seguirono, furono spesso accolti con scefficismo e in
qualche caso con atti di intolleranza e derisione.

L'accostamento tra virus, batteri, molecole patogene e radicali
liberi & valido e significativo sotto moltissimi aspetti: infatti, come
per i BA e VI, il contagio molecolare o radicalico pud avvenire attra-
verso l'aria, l'acqua, il suolo, i cibi, le bevande. Vi sono inoltre molti
casi di simbiosi in cui si pud avere sinergismo d’azione tra BA o VI
con MP o RL: si pensi ad esempio ad una infiammazione da molecole
patogene o radicali di una mucosa delle vie respiratorie sulla quale
si impianta successivamente un'infezione batterica o virale.

Se esaminiamo le differenze fondamentali esistenti tra BA, VI,
RL e MP notiamo, innanzitutto, che questi ultimi agiscono attraverso
molteplici vie; infatti, MP provengono da coloranti, detersivi, prodotti
di risulta di varie industrie, nonché prodotti farmaceutici destinati
a combattere malattie, ivi compreso il contagio batterico o virale.

Peculiare & poi la differenza nel meccanismo di azione. I virus e
i batteri penectrati nell’ospite si moltiplicano rapidamente instau-
rando la malattia, le molecole patogene e i radicali liberi, invece,
esercitano la loro azione distruttiva sulle cellule, quasi sempre, dal-
Vesterno ed in modo continuo. Ne deriva che mentre nella lotta ai
virus e ai batteri si ricorre, sia nella fase preventiva che curativa, ad
agenti biologici o chemioterapici, nel caso di MP o RL l'unica forma
di lotta, in carenza di farmaci antimolecolari e antiradicalici, &
quella che comporta la soppressione della fonte patogena.

Come ¢ noto, i radicali liberi, che si formano soprattutto nella
atmosfera per effetto fotochimico?, sono dotati di una elevatissima
reattivita e di un brevissimo periodo di vita, fattori questi che ren-
dono oltremodo difficile lo studio sia della loro struttura che del loro
destino, tenuto anche conto che essi si formano in quella complessa
miscela di elementi che caratterizza I'atmosfera in cui oggi viviamo.

Ad esempio, la Juce solare dissocia Nossido di azoto in monos-
sido di azoto ed ossigeno atomico® L’ossigeno atomico, molto reat-

* E. Ramunoo, Rend. Ace. Sci, Fis, Mat., Napoli, 43 {1976); J. N. PiTrs, B. I, FiNLAYSON,
Ang. Chem, 141 (1975) ([ra le pubblicazioni piit recenti).
*A. C, SiERN, Air Pollution. A. P. New York, 1962,
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ivo, reagisce con l'ossigenc molecolare formando ozono che a sua
volta pud combinarsi con idrocarburi portando alla formazione di
alchil, formil-, o acil-radicali, nonché altri prodotti di ossidazione.

hv
NO;——— NO + O

04+ 00— 0
+M
0

0; + =C = CZ —» R’, RO’, ROH, RCOOH, RCOOH, polimeri

I radicali cosi formatisi reagiscono facilmente con l'ossigeno mo-
lecolare dando luogo a radicali perossidici, ancora piQ reattivi, che
continuano il processo a catena con formazione di una vasta gamma
di prodotti {ozono, alcoli, acidi, perossiacidi, eteri, perossialchil- e
perossiacil-nitrati).

R’ —+ 02-—-—)ROO’ + 02—9 RO’ e 03
+ NO—R-—00ONO— RO + NO;
+ =C = ¢Z - ROOC — C = C’'— — polimeri

Infine un radicale perossidico pud reagire con il monossido
d’azoto riformando ossido di azoto ed ossigeno molecolare e chiu-
dendo in tal modo la maglia della catena di reazione.

L'ozono, I'acroleina, il nitrato di perossiacetile sono alcune delle
molecole patogene che si possono formare nei processi radicalict;
esse come primo ed immediato effetto producono una forte irrita-
zione delle mucose.

Inoltre, i radicali liberi sono capaci di combinarsi con gli ami-
noacidi e le proteine comuni costituenti delle cellule, membrane, mu-
cose ¢ tessuti biologici animali e vegetali. Ad esempio, un radicale
come quello benzilico, per la cui formazione sono sufficienti solo 78
kcal/mole, pud reagire con molecole di interesse biologico come la
tirosina dando luogo alla formazione di prodotti di sostituzione, sia
dell'idrogeno fenolico che di quelli nucleari’. Radicali si formano
anche nel processo naturale della melanogenesi® a partire dalla tiro-
sina e dai « fenoli » che da essa derivano nel processo fotochimico.

* Sj pud pensare che le stesse reazioni avvengano anche a livello dei residui liro-
sinici delle catene proteiche.

s R. A. NicoLaus, Metanins, Hermann, Parigi 1968; K. Stratton, M. A Pathak. Arch.
Bioch. Biophys. 123, 477 (1967).
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Infatti la pigmentazione, sotto l'azione solare, della cute degli
uomini di razza bianca & preceduta nel primo stadio da quella ben
nota irritazione cutanea che & da attribuire all’attivita radicalica .

QCH; + HD@ CHy-CH—-COOH
NH,

OH
NH,
CH,

HOOC-CH-NH,

Ma, mentre a livello cutaneo il processo radicalico & controllato
attraverso la produzione di granuli di melanina’, a livello respira-
torio, invece, esso pud produrre diverse forme patogene sia per azione
primaria sia attraverso molecole anomale che ne possono derivare
e che determinano l'instaurarsi di svariate condizioni patologiche
quali insufficienza respiratoria primaria e secondaria, sindromi asma-
tiche e bronchitiche, nonché condizioni favorenti I'impianto di ascessi
polmonari; inoltre crisi allergiche, astenie, sindromi allucinatorie,
alterazione dell'olfatto, del gusto ed infine tossicosi non ancora in-
quadrate in una corretta fisiopatologia ma che non tarderanno ad
essere scoperte ®,

E anche ipotizzabile che i radicali liberi possano reagire con
nucleotidi ed acidi nucleici dando dei prodotti di sostituzione sia a
livello degli idrogeni delle basi azotate sia a livello degli ossidrili
forforici nonché con i residui amminoacidici degli istoni e delle pro-
tamine. In questo caso, le alterazioni che ne deriverebbero sarebbero
ben pii pericolose, in quanto potrebbero avviare un processo di muta-
zione, fattore determinante dell'insorgere di alcune forme di cancro
cutaneo ’.

* R. A. Nicowaus, The Nature of Mammalian Colour. Chim, Ind, 54, 427 (1972).

" Gli stessi granuli di melanina conservano un debole carattere radicalico.

* Con queste prospettive, sembrano assolutamente necessari provvedimenti urgenti
di ristrutturazione del sistema igicnico-sanitario avvalendosi anche dell’opera di scien-
ziati e tecnici di varia formazione culturale.

* A Napoli, nelle cosiddette belle giornate, vi sono le condizioni pitt adatte perché
si formino radicali liberi di ogni tipo che possono combinarsi con le strutture biolo-
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A questo punto & interessante conoscere quale sia il meccanismo
di formazione di tumori a partire dall’incontro della cellula con la
sostanza oncogena.

Esiste, innanzitutto, un periodo di latenza distinguibile in fasi
cronologicamente successive. Nella prima fase, caratterizzata dal-
I'azione dell'oncogeno (molecola o radicale) sul substrato cellulare,
si ha una iniziale alterazione del nucleo e del citoplasma, segue pot
una fase in cui la cellula alterata prolifera dando luogo al tumore.

Tra queste duc fasi esiste un tempo di lunghezza estremamente
variabile; tuttavia & ipotizzabile che la cellula per assumere caratte-
ristiche neoplastiche debba essere esposta per un periodo piuttosto
fungo all’azione cancerogena. A volte perd l'alterazione puo aver luogo
anche molto velocemente; & da ritenere quindi che la trasformazione
tumorale acquisti un carattere probabilistico intendendo il periodo
di latenza inversamenie proporzionale alla frequenza di esposizione
all’agente oncogeno.

Se la frequenza di stimolo ¢ alta, la probabilita che una cellula
bersaglio muti & in pratica molto elevata.

L'istogenesi del tumore della pelle si manifesta attraverso quadri
istologici che vanno da stadi iperplastici pilt o meno marcati, con
incremento metacromatico e della quantita di acqua del derma, asso-
ciati ad uno scompagimento della membrana basale. Infatti, in molte
neoplasie spontanee dell'uomo sono osservabili lesioni, che possono
essere definite preneoplastiche, dipendenti da fattori alquanto co-
muni quali: esposizione a radiazioni, a sostanze irritanti, a composti
non conosciuti che si possono formare a partire dall’attacco di un
radicale su molecole cellulari, stati inflammatori cronici, sindromi
disendocrine.

La fase precancerosa pud essere intesa come condizione neces-
saria affinché la cellula si orienti in senso neoplastico, oppure essa
costituisce la condizione biologica dalla quale pud prendere avvio
una progressione clonale neoplastica. Pertanto, la cancerogenesi puo
essere interpretata sia come risultato di una modificazione progres-
siva (vedi Tavola 1) riguardante una certa popolazione di cellule, sia
come conseguenza di meccanismi non comuni ma coinvolgenti una
selezione clonale. Nel primo caso & presumibile che l'azione cancero-
gena sia specificamente elevata, nel secondo gruppi cellulari autonomi
iniziano la proliferazione atipica in uno stato di disordine piuttosto
vasto. Quest'ultima ipotesi sembra essere piu probabile, infatti la

giche cellulari dandoe luogo ad una serie di reazioni a catena non piit controllabili ¢ in
molll casi sconosciute. Percid, in citta ove si hanno un numerc di giornate solari
inferiori, ad esempio Milano, il contagio radicalico & meno pericoloso. Lo stesso [eno-
meno & stato osservato quando si & paragonato il cosiddetto smog di Los Angeles con
guello di Londra.
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cancerogenesi ¢ in pratica identificabile in un processo mutazionale,
mentre il cancro risulta costituito da una progressione specifica di
cellule mutate. Cio, inoltre, & dimostrato dall'irreversibilita della
mutazione,

In definitiva la cancerogenesi sembra essere legata ad un danno
genetico stabile e le sostanze cancerogene mostrano nel loro insieme
la capacita di modificare I'informazione genetica attraverso stati ca-
suali che si esplicano su substrati, portando cosi ad una interferenza
col DNA. 11 risultato quindi dell'incontro fra gli agenti ambientali ra-
dicali liberi e molecole altamente reattive e tutta la serie di composti
ben noti ad azione carcinogenetica, & quello di provocare un danno
mutazionale a vasto raggio in una serie di processi piuttosto com-
plessi in cui vanno individuati tutti 1 sistemi biologici.

Gli Autori ringraziano il sig. Giuseppe Ferracane per I'assistenza
tecnica prestata ed il sig. Maurizio Biondi per la realizzazione della
tavola.

Napoli, 6 marzo 1976



Sull’equivalenza di alcune leggi relativistiche
di trasformazione concernenti grandezze
termodinamiche globali *

Nota di RAFFAELE EspPosITo
presentata dal socio ordinario CarpLo TovorTr

(Adunanza del 6 marzo 1976)

SoMMARTO. — Si mosira equivalenza di alcune leggi relativistiche di trasforma-
zione concernenti grandezze lermodinamiche globali impiegando 'assiomatica proposta
recentemente da A, Romano per il tensore impulso-energia di un sistema continuo.

SuMMARY, — The equivalence is shown among some transformation laws of global
thermodynamical quantities, using the axiomatic recentely proposed by A. RoMaNo for
the erergy-momentum tensor of a continous systemn,

1. - INTRODUZIONE.

EinsTEIN [1], PraNck [2] ed HASENOHRL [3] proposero, nel 1907-
1908, la prima versione relativistica della termodinamica dei processi
omogenei quasistatici di un fluido perfetto §, pervenendo, in parti-
colare, alle formule di trasformazione della variazione di energia
interna A U, del lavoro £ e del calore Q nel passaggio dal generico
riferimento inerziale 1 a quello T di riposo per 8. Successivamente
molti Autori (cfr. ad es. vON LAUE (4], Pavrr [5], pe BrogLIE [6],
MpLLErR [7], PatHRIA [8], GUEssous [9]) hanno aderito a tali for-
mule di trastormazione, fornendo ulteriori argementazioni a loro
sostegno.

Soltanto nel 1923 Epbingron [10], per la prima volta, mise in di-
scussione la validita delle suddette leggi di trasformazione di A U,
£ e Q obbiettando che, per l'equivalenza tra la rmassa e I'energia,
queste grandezze dovevano trasformarsi tutte come la massa rela-
tivistica.

* Lavoro escguite nell'ambito delle attivita del G.N.FM. - CN.R.
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Nel 1963 OtT [11], con considerazioni relative alla dinamica di
una particella di massa propria variabile, ha ritrovato la legge di
trasformazione proposta da EppINGTON per il calore. Successivamente
ArzEL1ES, ponendosi sia nell’ambito della dinamica di una particella
di massa propria variabile e sia in quello della dinamica dei sistemi
continui, in [12], [13], [14], ha riottenuto tutte le leggi di trasfor-
mazione proposte da EDDINGTON.

Una posizione intermedia & assunta da KIBBLE in [15], che ac-
cetta la formula di trasformazione di EINSTEIN per A U, quella di
EDDINGTON per Q e ne propone un'altra per £. Anche MoLLER, che in
[7] aveva accettato le leggi di trasformazione di EINSTEIN, in [16]
aderisce al complesso delle formule di trasformazione di KIBBLE.

Vanno ricordate infine 'invarianza di Q prospettata da LANDSBERG
[17] e la proposta di riconciliazione tra le diverse leggi di trasfor-
mazione di Q dovuta a Rourricn [18], che prospetta la possibilita
che la legge di EInNsTEIN e quella di EDDINGTON siano compatibili.
Recentemente CARRASSI ha chiarito in [19] che queste due leggi sono
effettivamente compatibili nell'ambito della dinamica di una parti-
cella di massa propria variabile.

Scopo di questa Nota & di ricercare se le diverse leggi di tra-
sformazione dianzi citate siano equivalenti. .

A tal fine si adottera l'assiomatica proposta da Romano in [20]
per la determinazione, in Relativita ristretta, del tensore impulso-
energia di un sistema isolato ed eventualmente carico. Questa assio-
matica, richiamata al n. 2, comporta l'equivalenza, ai fini dell’evolu-
zione del sistema 8, delle infinite decomposizioni di T** in una parte
« materiale » e in una parte «elettromagnetica »; inoltre, supposto
$ non carico, sono altresi equivalenti tuite le decomposizioni del
flusso di impulso t e del flusso di energia p intese a distinguere con-
tributi di origine meccanica o termica in t e p. E appunto questul
timo risultato che ha un ruolo essenziale negli sviluppo della pre-
sente Nota.

Precisamente, dopo aver determinato al n. 3 le relazioni tra le

componenti di T** nel generico riferimento inerziale I e in quello
proprio 1 per la generica particella di 8, al n. 4, per mettere in evi-

denza come il carattere di trasformazione delle grandezze termodi-
namiche dipenda dalla inessenziale decomposizione adottata per t e p,
si prende in esame la seguente decomposizione:

1

2

t =S —ua
(1) ¢

p=v:-S—s,

Vs,
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dove S ¢ il « tensore degli sforzi », s il « vettore corrente di calore »,
v la velocita della generica particella di §, ¢ la velocita della luce nel
vuoto e « una funzione di v?/c%. Se in particolare ¢ o =1 0 & — 0,
le (I) si riducono rispettivamente alle decomposizioni di M@LLER e
di Romano da questi riportate al n. 4 del suo citato lavoro. Sempre
al n. 4 si deducono poi le leggi di trasformazione per S e s.

Ai nn. 5 e 6, supponendo che § sia un fluido perfetto e che i
processi termodinamici siano quasistatici, si provano le seguenti for-
mule di trasformazione:

(1I1) = e

Qqs = [j, Oq.\ ’

ove le grandezze valutate lungo processi quasistatici sono denotate
con l'indice gs, le grandezze termodinamiche soprasegnate sono re-
lative ad I, AV denota la variazione di volume, AG la variazione di
impulso totale, p, la pressione, v la velocita di I rispettoad I e v, p, b
sono espresse da

z

2 —14 -1
Y:[l *_Vz] nu=‘('[1_°‘ vv'] p =0 —apy™).

ot

La (IT); e la formula di trasformazione per AU adottata da
EINSTEIN [1], Pranck [2] ed HASENOHRL [3] nonché dagli Autori
[4],...,[9] ed appare indipendente dalla decomposizione impiegata
per t e p. Inoltre, quando si assuma o = 0, e quindi p =%"1. A =1,
le (II); si riducono anch’esse alle formule adottate dai suddetti
Autori. Se invece, si pone a =1, p=y e A =0, il complesso delle
(IT) coincide con quello proposto da KIBBLE in [15]. Infine la scelta

1
«= -1
P
LANDSBERG in [17].

Si osservi che, benché scegliendo « = 1 si ottenga la legge di
trasformazione per Q di Eppingron ed ARZELIES, non esiste nessuna
scelta di o che dia luogo al complesso delle loro formule. Cio perché
queste sono compatibili con l'assiomatica proposta da ARZELTES in
[14], che non & equivalente a quella adottata in [20].

Stante la dipendenza da « di (II), e (II); e la citata [20]
equivalenza delle diverse decomposizioni di t e p, si puo concludere
che sono equivalenti ai fini dell'evoluzione del sistema (e pertanto

-1
J , comporta l'invarianza di Q proposta da
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prive di reale significato fisico) le diverse leggi di trasformazione per
le grandezze termodinamiche globali contenute in (IT); e (I}, ed
appare quindi superflua la lunga, parzialmente citata, controversia
sulla scelia di tali leggi di trasformazione.

Si puo osservare tuttavia che, in un eventuale confronto con
l'esperienza, la scelta di « si riflette ovviamente sulla definizione ope-
rativa di calore e di lavoro.

2. _ RICHTAMI SUL TENSORE IMPULSO-ENERGIA TOTALE E SULL'INESSEN-
ZIALITA FISICA DI OGNI SUA DECOMPOSIZIONE.

Nel presente numero si richiameranno gli assiomi proposti da
A. RoMaNo [20] per la determinazione del tensore impulso-energia
di un sistema continuo, eventualmente carico, nonché alcune loro
conseguenze,

Siano & un sistema continuoc isolato e non polare, X la generica
particella di 8 ed x (X, ) la sua posizione all'istante ¢, valutata dal
generico osservatore inerziale I. Inoltre, C denoti la configurazione
attuale di 8' v c C un volume materiale di bordo 9 v, n la normale
esterna all'elemento di superficie d .

In [20]} si assume, in analogia con il caso classico, che:

a) ad & siano associati, durante il moto, 1 campi

(1 g(x, ), t{x, 1), hix, 1}, p{x, 0 Vixt)eCx IR,

— con g densita di impulso, t tensore corrente di impulso, h densita
di energia totale, p vettore corrente di energia — soddisfacenti in
ogni riferimento inerziale I le equazioni di conservazione dellimpulso,
dell’energia ¢ del momento angolare

1 d .
de = — t-ndo,
drjg c f nda
v av
@ gpfrde=-[ronde
M av
¥
\d? x/\gdc;_[x/\t-nda, vvcC.
W .av

! Ossia linsieme delle posizioni occupate dalle particelle di & allo stesso istante
rispetio ad 1,



Sull’equivalenza di alcune leggi relativistiche, ecc. 115

b} nel passaggio da un riferimento incrziale I ad un altro T,
la generica ¢ (N =1,...,16) delle quantita (1) si trasforma con la

legge
G =Y,

dove fe f sono funzioni di classe C' nulle per ¢ =0, M = 1,. .., 16.
Introdotta la matrice?

gi vk + tik ‘ Cgk

Lhvi+ o) n
; |

(3) | T =

con v¢ componenti della velocita della generica particella di § ri-
spetto ad I, le equazioni di osservazione (2) si riducono alla seguente
forma locale:

(4) 8:1 'I\G113 — 0 .

Inolire, la matrice || T*|| costituisce le componenti di un A-tensore
simmetrico del secondo ordine, definito sullo spazio-tempo V,* della
Relativita ristretta, che si denomina tensore impulso-energia (totale)
di 8.

La simmetria di T comporta, tra l'altro, il teorema dell'equi-
valenza massa-energia:

(5) — (v + p) = ¢
¢

Nel riferimento proprio I per la generica particella X € 8, le
componenti di T* si riducono a

ey L] e#
(6) [Tl = =l

I pi/e] &

essendo, per la simmetria di T*, || /|| una matrice 3 x 3 simmetrica e

(7) g = pilet,

? Gli indici latini variano da 1 a 3, quelli greci da 1 a 4; & sottintesa la somma
sugli indici ripetuti,
* Nel seguito si supporth che la segnatura di Vi risulti (4, +, +, —).
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Denotata poi con u* = (v v/, v ¢) la 4-velocita d'universo della ge-
nerica particelle X € 8, e posto p, = fi/c?, si ha:

(&) T = pou”u® + T — (g*uf + ¢*u”),

dove il 4-tensore doppio simmetrico " ed il 4-vettore ¢* hanno in
I componenti espresse da

) {0
H Hu.ﬁ E| — 1 ,

fjm = — (pi/czr O) - = (giJ 0) +
e pertanto verificano le relazioni

1% g = % 2y = 0

(9)
gttty = 0,

La determinazione del tensore impulso-energia T* per uno spe-
cifico materiale & ottenuta mediante l'assegnazione di equazioni co-

~ ~ ~
stitutive per t, p, ki, in funzione delle variabili fondamentali del si-
stema continuo 8.

AN P

Quando, accanto alle (4) ed alle equazioni costitutive per t, p e A,
si assegnino le eventuali equazioni di campo per le variabili fonda-
mentali, si perviene ad un sistema completo di equazioni che con-
tiene tutte le informazioni sul moto del sistema continuo 3.

In conseguenza di cio risulta inessenziale ogni decomposizione del
tensore impulso-energia tolale T* basata su specifici modelli di in-
terazione, essendo equivalenti ai fini dell’evoluzione del sistema le
infinite decomposizioni di t, p ed A Infatti, essendo le 7, p', h fun-
zioni di v, ¥/, p' ed 1 a parita di equazioni costitutive per i, p' ed F,
il sistema differenziale che regola l'evoluzione di & resta inalterato
e con esso evoluzione di & a parita di condizioni fisiche.

Si pud pertanto concludere che sono prive di reale significato
fisico le conclusioni dipendenti da ogni particolare decomposizione
adottata per t, p ed A

3. — RELAZIONT TRA LE DETERMINAZIONI DL g A, t, p IN 1 ED 1.

Al fine di determinare le relazioni di cui al titolo di questo nu-
mero, si cominei coll'osservare che, dal confronto delia (3) con le (8),
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gquando si ricerdi che w* = (v v, vc), si ottiene:
i i

; ] ) Y ‘
gl = Poﬁrzvf +7 — Tic _q‘l . «{q!,

\ ¢
(10) SV R = VIV I gk oy R
[ hvi+p = cdyy + el — g'c?y — gy v,
h=p. v+ 0% - 2¢'cy.
Inoltre le (9) comportano:
{ Oy, = ¢,
(1D
gvi=cqg'.
Sostituendo (10), in (10); si ha

| E el 1 . . . .
(}2) Y S q a5 YE o 4opie Tk qL viv
[ &

da cui si deduce:

(13) Im:ka_,,,Hi,.l,kaquf-(_}.iq4~(vak.
s} &

Sostituendo (10), in (10}, segue poi
(14) H44V‘.‘~q4C‘{vj+pj:CH4i—qi02‘{.

Scambiando i con k nella (12), saturando con v; e tenendo conto di
{11),, si ha

4
(15) i — _%__ YV PRy = TV gy,
che, confrontata con (14) fornisce:
4

P geyviok gty = 15 — __‘i YV vl 4 gl

Da questa relazione, tenuto conto di (11); si ottiene intanto

2 i
(}6) pi:fkivk+_c_ ..... {v-; quk'— q‘;)_
T o
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Ricordando poi che I* & un 4-tensore, g* ¢ un 4-vettore, che la ma-
trice di trasformazione da I ad I risulta (cfr, [16], pag. 41}

] | "

&, 4 -
(17) DA%l =] — - — ,,,,,,

A

e tenuto conto delle espressioni di 1%, ¢¢, si ha:

ir . . fi! Vv 'Vj fkf VL vi
N ) (A L Tp— 57 (Y -+ ......__;‘__... (a{ - 1) -
1 v
ARV ARTUE P
B R
. Y o v ve IV
M o= - w4 y(y - — =,
! c cv?
(18) 5 iy
" = 4 wewe I
CZ
) 20 ) ol i
g = {p) L v 1)] ,
¢? Ve
I i
A el

da cui, sostituendo le (18) in (13), (16), (10}, (10): consegue

A~ e
g = [Yzh + v (v — 1)1-- , v
1
0 vop) ] v vt P
+ [27 — =+ 1] ( -Zp)] SR el i
1% C C C
h =+ {?l 4 v t7',1,, + 2Vjp} ,
[0 c”
(19) R n
~ . [V R t -
t=t g (-1 1® (1 ) _ (xr=1 ( __V_)j@ v
- AI., Vv*
SRR VRS RR AT A B A [3 =D _("'1)’)___1} ,
it v ¢ ' i
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Quando si tenga confo di (19), in (19), si perviene alla segucnte
espressione:

(20) p—yv T (y—1 Vot Vv, [; _ V(‘; p) L‘_(..: 1)] |

Le (1923 e (20) costituiscono le ricercate relazioni tra le determi-
nazionidit, pged hinIed 1.

4. - DECOMPOSIZIONI DI t E P E RELATIVE FORMULE DI TRASFORMAZIONE
NEL CASO TERMOMECCANICO.

Le considerazioni dei numeri precedenti sono relative ad un con-
tinuo del tutto generale, mentre in questo numero e nei successivi
si supporra che il continuo § sia non carico ma conduttore di calore.

Per un continuo siffatto sono state proposte delle equazioni di
conservazione o per analogia con quelle classiche (cfr. [211) oppure
modificando, per l'equivalenza massa-energia, 'espressione classica
del flusso di impulso con termini provenienti dal flusso termico {cfr.
(16]). Tuttavia, in [20] si controlla che, adottando opportune de-
composizioni per t e p, tutte le suddette equazioni sono identiche
alle (2),, e pertanto, quando si tengano presenti le considerazioni del
n. 2, sono tra loro equivalenti.

Al fine di mettere in evidenza che il carattere di trasformazione
di alcune grandezze termodinamiche dipende da tale scelta di equa-
zioni, verra qui introdotta una decomposizione di t e p che tra I'altro
comporta, come casi particolari, le equazioni proposte in [16] e [21].

Si supporra precisamente che, conformemente alle (1) del n. 1, sia

G
t=85_- %
"2

(21} ¢

v s,

p:V-SwS,

dove 8 ¢ il « tensore degli sforzi », s il « vettore corrente di calore »
ed @ un coefficiente reale, funzione del rapporto v/cl.

La decomposizione (21) & interpretabile come segue: il flusso di
impulso t non coincide con il solo tensore degli sforzi 8, ma diffe-
risce da questo per il termine —v ® s/c? (che rappresenta un « flusso
di impulso derivante da trasferimento di energia termica, la cui pre-
senza ¢ suggerita dal teorema di equivalenza massa-energia) molti-
plicato per un coefficiente di peso «. Tale interpretazione & perd
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soltanto indicativa, sia in quanto, per l'osservazione alla fine del n. 2,
le diverse decomposizioni sono prive di reale significato fisico e
sia in conseguenza del fatto che, quando si accetti in Relativita il
principio di equipresenza®, in ogni equazione costitutiva sono pre-
senti variabili meccaniche e termiche sicché & impossibile distin-
guere i contributi meccanici da quelli termici.

Quando in (21) si sceglie « = 0, le (2}, coincidono con quelle
scritte da RomaNo in [211° che rappresentano l'analogo esatto del
modello classico, senza esplicite correzioni dovute all’equivalenza
massa-energia. Quando invece si scelga a =1, le (2); si riducono
alle equazioni adottate da MgLLER in [16]°, basate su considerazioni
relative all’'equivalenza massa-energia.

E utile rilevare che nel riferimento proprio I per la generica
particella di §, le infinite decomposizioni {(21) si riducono tutte a

~
=8,
~

p= 5.

> ™

(22)

Sostituendo (21) e (22) in (19) e {19) e ricavando S e s, si ottiene:

(‘i S—8+(r—1 YO8 (-1 G.vev
v? Y v?
(=1 (v SQ' Vivgv-r'®
(23) Y v (o8
[; =D (v-é)___v_} J
-\l; 1)2

S:;L[g(v.g)‘..:_ (le)

<

i

-3
P

dove:

(24)

' Cfr. ad es. [22].
5 Cfr. [211, pag. 211, eq. (2), € (2}, nel caso in cui & & isolato.
& Cfr. {16], pag. 230, eq. (7.147) e (7.148).
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Quando si suppone « = 0, si perviene alle seguenti determinazioni
di % e p:

(25) ==, k=

quando si sceglic o = 1, in luogo delle (25) si ottengono le seguenti
altre:

(26) M:Y 7 )\:0.

Le (23) e (26) mostrano che le equazioni di M@LLER sono formal-
mente le piti semplici, in quanto sono le uniche che danno luogo a
leggi di trasformazione in cui non compaiono contemporaneamente
S es.

5. - DEFINIZIONE DELLE GRANDEZZE TERMODINAMICHE GLOBALI AU, £, Q
E PRIME OSSERVAZIONI RELATIVE ALLE LORO TEGGI DI TRASFORMA-
Z10NE,

Si denoti con & la regione occupata da 8 nella configurazione
attuale C; si dice processo termodinamico per 8 un'applicazione y
definita in un intervallo temporale (O, T), che ad ogni istante 7 € (O, T)
associa i campi che caratterizzano lo stato termodinamico del sistema,
cioe ogni applicazione

X t€OT) > [x(-, 0,00 ,0,t(-,0,p(-,0,h(-,0,¢(-,0]"

sufficientemente regolare, e tale che, assegnate le equazioni costitu-
tive, i suddetti campi verifichino le equazioni del moto (4); & evi-
dente che, assegnate le equazioni costitutive, il processo y & noto
quando siano noti i campi x (X, ), 0 (X, t).

Si dice energia totale di § allistante ¢, nel processo ¥, la quantita

(27) U (1) :fh de.
B (6)

7 Con t e p eventualmente assegnati in termini del tensore degli sforzi e del vet
tore corrente di calore mediante (21). > 0 rappresenta inolire il campo di tempe-
ratura.
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Fissato un processo y ed integrando la (2), sull'intervallo tem-
porale (O, T), supponendo integrabili le funzioni che vi intervengono,
stante (21); si ottiene:

dove

(29) AU = U (T) — U (0},

(30) S:fdtfv-s-ndo,
Y

(31) Q:fdljs.ndo;
° d&

AU prende il nome di variazione di energia totale nel processo y ed
£, Q si denominano rispettivamente lavoro compiuto su § e calore
assorbito da 8§ durante il processo x.

Il problema di determinare le formule di trasformazione di AU,
£, Q & completamente risolto dalte definizioni (27), (29), (30) e (31)
assieme alle leggi di trasformazione dei campi k, 8, s, che sono date
da (19), (23). E quindi chiaro che il carattere di trasformazione della
energia totale & infrinseco, in quanto la sua legge di trasformazione
non dipende dalla decomposizione prescelta; non & invece intrinseco
il carattere di trasformazione di € e Q, dal momento che esso di-
pende esplicitamente dal coefficiente «, ¢ quindi dalla decomposi-
zione prescelta, cosicché per l'osservazione alla fine del n. 2 sono
prive di reale significato fisico le leggi di trasformazione di £ e Q.

6. - PROCESST OMOGENE[I QUASISTATIC1I PER UN FLUIDO NON VISCOSO E
RELATIVE LEGGI DI TRASFORMAZIONE PER LE GRANDEZZE TERMODINA-
MICHE GLOBALT.

Le leggi di trasformazione di AU, £, Q deducibili dalle consi-
derazioni dei numeri precedenti, sono del tutto generali, ma non
adatte al confronto con quelle proposte da altri Autori. Al fine di
operare tale confronto, in questo numero ci si restringera ad una
classe particolare di materiali e, nellambito di questi, ad una par-
ticolare classe di processi.
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Si supporrad che il continuo § sia un fluide non viscoso, ossia
che nel riferimento proprio per la generica particella il tensore degli
sforzi si riduca alla forma:

~

(32) SZPOI;

essendo p, la pressione ed I la matrice identica.
Si osservi che in questa ipotesi la legge di trasformazione (23),
si semplifica notevolmente, riducendosi a

-, 2
1 1V

(33) S=pI-12 @ [; =1 (v v] ;

[

quando poi la decomposizione prescelta sia quella di M@ilER, ossia
o = 1, stante (26);, il continuo § appare un fluido non viscoso anche
rispetto al generico riferimento inerziale I.

L'ulteriore restrizione consiste nel limitarsi ai cosiddetti pro-
cessi omogenei guasistatici, ossia a trasformazioni molto lente co-
stituite da una successione di stati di & prossimi all'equilibrio.

Tale restrizione comporta che:

i) ad un fissato istante ¢, il campo di velocita v, il campo di
temperatura #, la pressione p., sono praticamente omogenei.

ii}) i vari campi che intervengono nel processo sono costanti
temporalmente,

Pertanto, per i) ha senso introdurre un riferimento I di riposo
per lintero sistema §, che, per ii), & animato di moto traslatorio
rettilineo uniforme con velocita v rispetto al generico riferimento
inerziale I; inoltre, sempre per i), si potra ritenere praticamente
nullo il flusso di calore nei punti interni a &%

L'ipotesi fatta sui processi & espressa in termini puramenie qua-
litativi, come peraltro avviene, spesso implicitamente, nelle tratta-
zioni correnti (cfr. ad es. [5], [7]). E evidente che le formule che
in tal modo si ottengono risulteranno affette da un errore propor-

zionale alle grandezze di x e prad y.

Si comincera col determinare, indipendentemente dalla decom-
posizione (cfr. n. 5) la legge di trasformazione per l'energia interna.
Pgiché da ii) segue che le variazioni di energia cinetica sono tra-
scurabili, si puo identificare la variazione di energia interna con
quella dell’energia totale. Da (33), (35) valutate in I lungo un pro-

f In ogni caso si suppone di mantenere una piccola differenza di temperatura tra
Iinterno e l'esterno di §, in modo che vi sia eleitivamente un flusso di calore at
traverso 4 8.
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cesso quasistatico, tenendo conto di (19): e del fatto che, per i), &,
approssimativamente v = v, ossia I =1, V X ¢ §, si ha:
_ (T 1)2 | T ,?2 4 T
_\Uq\m-\'(thdc; +?2--ffpcdc! + 2 th[sdc )
, o 2 -
& &

ove AU, denota che la variazione AU & valutata lungo processi omo-
genei quasistatici, L'omogeneitd del campo di temperatura, supposta
in ii} comporta che si possa trascurare l'ultimo termine nell’espres-
sione di AU,. Inoltre, sostituendo all'evento (x,t) l'evento corri-
spondente in I, tenendo conto che, per ii), ¢ irrilevante la perdita di
simultaneita nel passaggio da I ad T e che ¢ de = y~'d ¢, dalla pre-
cedente relazione segue

_ e -
(34) AUy = 7 [;\qu L, -_\V]
o
dove
(35) AV = V(T — V(O)

con V(1) volume della regione & (1),

La (34), che rappresenta la formula di trasformazione dell’ener-
gia interna, ha un carattere intrinseco (cfr. n. 5) e coincide con quella
(11) determinata dagli Autori [1],...,[9] e non con quella proposta
da Eppingron [10] ed ArzERIES [12].

Precedendo come si & innanzi mostrato si ottengono le formule
di trasformazione del lavoro e del calore; difatti, sostituendo (33)
e (23), rispettivamente in (30) e (31), usando i) ed ii), e tenendo conto
che, per il teorema di Gauss ed il teorema del trasporto ¢

fv-ndczfdivdeM;th(t),
)

. (i
aB
si ha:
I 7V
(36} Lo = 7' Lo + Mo T Qqs
e
(37) O = 1 04 °
gs (LS FTIN
* Per dedurre la {37} si & tenuto conto della trasformazione
A
ndg = --?---[;1\ + {y — D }”(v_: n)_] de
e 1 J

{cfr, [163, pag. 119, formula (i)).
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Per meglio interpretare la (36) e confrontarla con le espressioni
citate al n. 1, si osservi che, detto

Gmfgdc

&

Vimpulso totale del sistema continuo &, da (5), utilizzando i) ed ii)
si ha intanto

. 52
VoAG, = - (AUy + po AV).
C

Quando poi si tenga conto della (36), dell'espressione di 4 e della
relazione AV = $-1 AV, da (28) segue

;\Uq; + Po AV = ‘?2 Qqs

e quindi

(38) - - qu - ;{72 ; ' L\Gqs‘ +

La (36) diviene cost
(39) e = 71 80 + M ¥ v AG,, .

Le (37) e (39), che coincidono rispettivamente con le {ID); e (I1)
del n. 1, mostrano esplicitamente il carattere non intrinseco delle
leggi di trasformazione del calore e del lavoro. Inoltre in (39) figura
esplicitamente un termine dovuto all’inerzia dell’energia.

Va rilevato altresi che le (37) ¢ (39) contengono, per un'oppor-
tuna scelia di a, tutte le formule di trasformazione proposte per £ e
per Q" Ad esempio, il caso « = 0 (RoMano [21]) comporta, per
(25)1.,

qu = ?71_;3(;5 + ;" . AG(]S:

(40) N
Q[J'S = ?71 Qqs )

che sono rispettivamente la formula di trasformazione per il lavoro
¢ per il calore determinate dagli Autori i1],...,[9].

* Relativamente alle formule ¢ EppincToN ed Arzsiits cfr, quanto detto al n. 1,
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Il caso o = ! MpLLEr [161 comporta, stanti {26),:

Lo = 7" o5,
Qgs = ‘?Qqs;

(41)

che sono rispettivamente la formula di trasformazione del lavoro de-
terminata da Kisere [15] ed accettata da MerLLER [16] e la formula
di trasformazione per il calore determinata dagli Autori [10], [11],
[121, [15], {16]. Il complesso delle {34), (41) coincide con quello de-
terminato da KIirerLe [15].

Come ulteriore esempio, si osservi che, in corrispondenza del se-
guente valore per o,

Ly -1
- L
T
si ottiene
- AG..
| o030t G-De R
(42) | v

f\ Qg = Qqs
di cui la (42), esprime linvarianza del calore proposta da LANDSBERG
[17].

Si pud pertanto concludere che & possibile unificare le svariate
leggi di trasformazione proposte per le grandezze termodinamiche glo-
bali Q ed £, ottenendosi queste mediante opportune decomposizioni
di t e p. Poiché, come rilevato alla fine del n. 2, le diverse decomposi-
zioni sono tutte equivalenti, e pertanto prive di reale significato fisico,
tali risultano anche le leggi di trasformazione per £ e Q.

Pertanto, la dibattuta quesiione delle leggi di trasformazione pev
le grandezze termodinamiche globali non ha ragione di essere, es-
sendo corrette tutte le leggi di trasformazione se deducibili da una
opportuna decomposizione.

E perd evidente che [a scelta di una decomposizione si riflette
sulla scelta di una definizione operativa di calore e lavoro; pertanto,
quando si effettuino delle misure, le formule di trasformazione da
confrontare con i risultati sperimentali sono quelle corrispondenti
alla decomposizione relativa alla definizione operativa adoitata.
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Sintesi storica
della risoluzione dell’equazione di Keplero
per mezzo della serie di Lagrange

Nota di ENNIO BADOLATI
presentata dal socio ordinario TrTo NICOLINI

{Adunanza del 3 aprile 1976)

Riassunte. — Il problema della convergenza della serie di Lagrange rciativa af
problema kepleriano viene sintetizzalo storicamente attraverso l'esame di  alcune
memorie scritte suil’argomento.

Tnoltre si di un complemenio alla bibliografia sul preblema keplerianoe pubbli-

cata da Rapas nel 1900,

AssTracT. — In this paper the author exposes the historical development ol the
solulion of Kepler's equation by the Lagrange’s series.

Furthermore the author brings up to date the Rapau's bibliography on Kepler’s
problem.

1. — Nel 1770 LaGrANGE presentava all’Accademia di Berlino una
memoria dal titolo « Nouvelle méthode pour resoudre les équations
littérales par le moyen des séries ». Questa memoria, rivelatasi poi
come una delle pit noteveli pubblicazioni di quel tempo, era divisa
in quattro parti: nella prima si esprimevano le somme delle potenze
di grado qualunqgue delle radici di un'equazione (algebrica), nella se-
conda si esponeva il ben noto sviluppo in serie', nella terza si spie-
gava come distinguere fe radici di un’equazione e come rappresentarle
per serie mentre nella quarta parte, infine, si studiava la convergenza
delle serie medesime.

E importante sottolineare come in quest'ultima parte LAGRANGE
si renda ben conto che una soluzione ottenuta in maniera formale
possa non risultare una soluzione effettiva. Infatti cosi si esprime
« Il ne suflit pas de pouvoir exprimer les racines... par des séries

' L'enunciato dato da Lagrange, salvo le condizioni di convergenza, & soslanzial-
mente eguale a guello che si da attualmente.
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réguliers . . . il faul surtoul pouvoir reconnaitre...si elles sont con-
vergentes a4 l'infini ou non ».

2. — L'anno successivo LAGRANGE scriveva la memoria « Sur le
probleme de Képler » nella quale, applicando i risultati conseguiti
precedentemente, otteneva gli sviluppi in serie di numerose funzioni
interessanti la meccanica celeste. In particolare dall'equazione di
Keplero?

(1) M=E —esinE
ricavava
aa Ek dk—] .
(2) E=M+ ) sin® M

1 k! d M<!

e similmente dall’equazione del raggio vettore

(3) " —1—ccosE
a
otteneva
ca k1 k-1
(4) —r:l—ecosM—i—Z:,fc © —d—sn“'M.
a 1 k! dM

Stranamente, perd, l'illustre matematico non esaminava la con-
vergenza di tali sviluppi, trincerandosi dietro una generica conver-
genza per valori molto piccoli dell’eccentricita £, e cid costituisce
veramente un fatto inspiegabile se si tiene presente quanto detto
nell'ultima parte della precedente memoria.

Il problema di riconoscere l'insieme di convergenza della (2) e
della (4) (per ogni valore reale di M) fu quindi affrontato da LAPLACE,
il quale, pur avendo esposto nella sua « Mécanique Céleste » la (2) e la
(4) col diplomatico commento « Cette série est fort convergente pour
les planetes », nel 1823 scrisse la memoria « Sur le développement de

I'anomalie vraie et du rayon vecteur elliptique . ..»? nella quale, ser-

r ;
* Nella memoria di Lagrange al posto dei simboli M, =z, E, 7 si adoperano ri-

qp(.tt]vamcnte t, —n, x, r. Inoltre in quesle considerazioni supporremo che M ed =
siano quantita reali (z € [0,1]) mentre E sard una quantitd variabile nel piano com-

plesso.
* Fu pubblicata nel 1827. Inoltre essa fu inserita nella Mécanique Célesle tomo V

(Supplement) (Parigi 1825).
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vendosi di uno sviluppo asintotico del termine generico della (4), per-
veniva, primo fra tutti, a stabilire il confine superiore

g = 0.66
di convergenza delle (2) e (4).

3. — Sulla questione sollevata da LAPLACE torno, qualche anno
dopo, Caucey con Ja memoria « Sur divers points d’'analyse » (del
1827 ma pubblicata nel 1829) e poi con molte altre ancora.

In esse egli indagava, pili in generale, sulla convergenza di una
qualsiasi seric di Lagrange e quindi, con i metodi delle funzioni di
variabile complessa e con l'introduzione dei concetti di modulo mas-
simo e di modulo principale di una funzione*, giungeva ad un teorema
del tutto generale, In particolare, per il problema di Keplero, il ri-
sultato era che e, coincideva col piu piccole dei valori di = per cut
fa (1) aveva una radice doppia ovvero il pitt piccolo dei valori di =
per cui le due equazioni
(s) {M:E—-asinE

i =ccosE

avevano una radice in comune.

Oltre a Caucnuy scrissero delle memorie su quest’argomento altri
maternatici tra i quali ricordiamo PUISEUX e SERRET: in sostanza i
loro studi sulla convergenza delle serie (2) e (4) consistono neil’appli-
cazione della regola (5) di CaucHy, con opportune semplificazioni e
con valutazioni numeriche della costante s,. In particolare SERRET,
nella memoria « Sur P'équation dont dépend 'anomalie excentrique... »,
riusciva ad enumerare le radici (reali e complesse) del sistema (5) e
dell’'equazione (1), riconoscendo Ia radice della (1) alla quale conver-
geva la serie (2).

4. — E giungiamo cosi al 1862, anno in cui RoucHE pubblicava
la memoria « Sur la série de Lagrange », che, per comune consenso,
¢ da annoverare fra le pii importanti sull’argomento. In essa ven-
gono date, in forma semplice & completa, le condizioni di validith di
uno sviluppo in serie di Lagrange e si caratterizza l'insieme di con-

* Cosi la definizione di Cauchy: se f(z) & una funzione della variabile complessa
z = pe®, fissato p, il massimo di |f (g} |, sia R, si dirda modulo massimo di f (z). Eviden-
temente R dipende da p: ora si dira module principale di f(g) il valore di R che
corrisponde al valore di p che verilica l'equazione §/ (z) = 0.
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vergenza della stessa. Inoltre vengono considerate svariate applica-
zioni, tra cui quella relativa all'equazione di Keplero, ed una stima
dell’errore che si commette troncando una serie di Lagrange all'nz-mo
termine. Di grande interesse & anche una sintesi del metodo usato
precedentemente da CAUCHY.

Particolarmente interessante, per i nostri fini, ¢ l'analisi fatta
da RoucHE sulla convergenza della (2) e della (4). Con qualche sempli-
ficazione la condizione di Rouché puo riassumersi alla seguente ma-
niera: se esiste (nel piano complesso della variabile E) un contorno
S sul gquale si abbia

sin E

e—— < 1
i E - M

(6)

allora la (1) ammette all'interno di S una sola radice (quella cio¢ che
per ¢ — 0 ha per limite M) e la (2) converge ad essa’.

Prendendo come contorno S il circolo ¢ di centro M e raggio ¢
avremo

E=Mfgpe (pcl- m=])
e quindi vi sara convergenza per

1) P
H (¢)

dove H{p) & il massimo di |sin E| = |sin(M + ge®}| al variare di
M Iungo l'asse reale e al variare di ¢ nell'intervallo [ — =,z] {ma con
o costante). Pertanto se cerchiamo il valore g che rende massima
'espressione p / H{g), avremo convergenza per tutti valori 0 <& < e,
essendo

(8) g = .

5. — 1l calcolo delle costanti g ed & si puo effettuare, come ci
proponiamo di far vedere, per mezzo di procedimenti iterativi. Infatti
dalla relazione di Rouché
eter

2

H(g) =

5 Pit in generale risulta convergente la serie (con f(E) [unzione olomorfa)
13 dk—i

e —eee—— [ (M} sin® M] .

k! o M#*-! L ¢ )

Hm:ﬂM+;—
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si riconosce subito che fa (7) pud scriversi®

S

£ < y
cosh g

e quindi g sara radice dell’equazione

(9) o = ctghp

che si puo risolvere per iterazione. Si vede facilmente che le iterate
formano una successione di valori approssimati alternativamente per
eccesso e per difetto, onde, troncando il procedimento all'mt-mo ter-
mine g,, si pud stimare 'errore commesso con la formula

rPE - Pm[ < ipm—l - Pmi .

Poiché dalle relazioni (8) e (9) segue la formula

(10) = Vg -1

da essa, nota una valutazione di g, possiamo ricavare un valore ap-
prossimato di z;, o meglio, delle limitazioni per il suo valore.
Infatti, per quanto detto, possiamo trovare delle limitazioni per
g, € cioe
¢ << p”

da cui, per la (10), avremo con ovvie notazioni
(11} g <e <’

Ora, poiche dalla (10) e dalla (8) si ricava che £ & radice della
equazione

Vit

E = — e em——
(12) cosh vV 1 4+ ¢

possiamo, tenendo conto delle (11), calcolare il valore di e; appli-
cando alla (12} il metodo d'iterazione, Anzi il procedimento iterativo

¢ Curiosamenle la maggior parte degli analisti del secolo scorse non fece uso di
funzioni iperboliche in questo problema, forse per Ia mancanza di adeguate tavole.

I primi a farnc cenno furono Briot ¢ Bouquel nella loro « Théorie des fonctions
elliptiques » {Parigl IT ed. 1875) (Ib. IV, cap. II}.
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definito dalla (12) risulta abbastanza rapido, per cui, dopo poche ite-
razioni, si & trovato’

g = 0.66274341 .

Infine, per dare una stima sull’errore che si commette troncando lite-
razione all'm-ma iterata e, ci si pud servire, per note proprieta, della
seguente diseguaglianza

ey — e | S KM (27— e’

ove k indica il massimo, nell'intervallo [¢, "], della derivata della
funzione che compare a secondo membro della (12},

6. — Con la memoria di RoucHE si pud ritenere chiuso il pro-
blema della convergenza della (2), sollevato circa un secolo prima:
aperta, invece, restava la questione di trovare una soluzione realmente
efficiente dell’equazione di Keplero, visto che la (2) non ha goduto
di eccessivo favore presso gli astronomi, i quali le rimproveravano
una scarsa utilita pratica. Cosi LEVERRIER® osservava che, nella pra-
tica, l'uso della (2) era conveniente solo per & < 0.25, mentre pit
drasticamente GaUss e DE GaspaRis ’ ne respingevano ['uso.

Né si pud dire che gli sviluppi (2) e (4) siano stati utili nelle ri-
cerche teoriche della meccanica celeste {ad es. nella teoria delle per-
turbazioni) perché, come vedremeo, in quegli studi sono stati preferiti
altri tipi di sviluppi.

7 _ Diamo ora un rapido cenno sulle ricerche di BEssiL sul
problema kepleriano: questo valente astronomo (e matematico) in-
tese di risolvere la (1) sviluppando la funzione E (M), che da essa si
pud dedurre, in serie trigonometrica in modo da avere

(13) E =M+ Y Arsin kM
1
e poi, similmente,

(i4) Tt 62.— + i-:k By cos kM
a 1

con i coefficienti A: e By funzioni dell’eccentricita e.

7 11 caleclo di z,, come pure guello di p,, si pud effettuare facilmente adoperando
una calcolatrice eletironica, anche tascabile.

5 Annales de I'Observatoire - vol. T (1855) pag. 204

9 Sj veda, all'uope, linteressante memoria del De Gasparis citala nella bibliografia
o anche la celebre « Theoria motus . ..» di Gauss (Amburgo 1809 - pag. i0 e sgg.).
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A dire il vero gli sviluppi in serie secondo i seni o i coseni degli
angoli multipli di M erano gia noti in precedenza e lo stesso LAGRANGE,
nella memoria sul problema kepleriano, aveva notato che le (2) e (4),
come serie doppie in & ed M, si potevano ordinare " rispetto a sin k M
e cos kM, in modo da ottenere serie del tipo (13) e (14); piuttosto il
metodo di BESSEL risiede nell’aver analizzato a fondo le funzioni
Ak (e) e Bi(e) e nell'aver introdotto, a questo riguardo, delle nuove
funzioni che in suo onore vennero chiamate funzioni di Bessel !'.

Ovviamente non possiamo intrattenerci oltre sulla storia delle
funzioni di Bessel, ma tanto bastava per chiarire quanto detto prima
e cioé che alle (2) e (4) sono stati preferiti gli sviluppi del tipo (13)
e (14), i quali, oltretutto, presentano il vantaggio di convergere per
tutti i valori 0 ==z < 1.

8. — Pertanto sembrerebbe di poter concludere con un giudizio
negativo sulla serie di Lagrange applicata al problema di Keplero,
ma se consideriamo tutte le ricerche che essa ha stimolato ed i ri-
sultati che ne sono conseguiti, possiamo concludere con un giudizio
largamente positivo e di grande interesse per la storia della mate-
matica.

9. — Circa il valore numerico di & (e di ¢), come gia detto, il
primo a darne una valutazione fu LapLack, il quale riconobbe che
se w era radice dell’equazione

1 — 1—2w

(]

allora veniva

_E\/ w(l — w)
1—2w

g1

Trovato w = 0.08307 ? egli ottenne il valore
&1 — 0.66195

corretto sino alla 2* cifra decimale.

" A quei tempi | concetti relativi alle serie doppie non erano ancora ben chiari
In partitcolare si noti che le (2) e (4), come serie doppie in ¢ ed M, Convergono sem-
plicemente ma non assolutamente e quindi la convergenza dipende in maniera essen-
ziale dal metodo di sommazione, cio che spiega come le (13) e (14) possano convergere
per 0 £z 1.,

"' O meglio coefficienti di Bessel (funzioni di Bessel di I specie e di ordine intero).
Aggiungiamo che la locuzione « funzioni di Bessel » & dovuta ad Jacobi.

2 In effetti si trova = 0.08322172. ..
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Dopo Larcact anche Cavcny (Exercices d’'analyse - « Considéra-
tions nouvelles . .. » tomo I Parigi 1840) intraprese il calcolo di ¢ e
di &, trovando per g l'equazione ”

A4 il
.

2
(15) T A
2! 41 6!

da cui, per approssimazioni successive, ricavava

o = 1.199 678
e quindi

In seguito, basandosi sempre sulla (15), PUISEUX trovava (nel
1849)

I

o = 1.1996

g1 — 0662
ed analogamente SErrer nel 1856 otteneva i seguenti valori
o = 1.1996

g = 0.66195

di cui il secondo manifestamente eguale a quello di LAPLACE.
Ma a queste considerazioni aveva buon gioco CATALAN nell’obiet-
tare che alla (15) poteva sostituirsi la ben pilt semplice equazione !

(16) 2p = log el
g— 1
da cui ricavava
o = 1.199 678
g, = 0.662 742

con 2, corretto sino alla penultima cifra.

5 8i pud giungere alla (15) scrivendo la (9) nella forma psinhg —coshg = 0 e
quindi sviluppando in serie le duc funzioni ipcrboliche.

¥ g {16} era gia nota a Cauchy. Essa si ottiene facilmente dalla (9) ricordando
e¥ + 1
che ctghpg =—7——"——
e — 1
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Tre anni dopo SERRET tornava sull’arsomento e, tenuto conto
del suggerimento di CaraLan, determinava i valori di g e di & rispet-
tivamente con 8 e 7 cifre decimali.

Anche RoucHE, nella sua ben nota memoria, si occupd della va-
lutazione delle costanti g ed =. Servendosi dell'equazione (16) e del
metodo di Newton, ottenne i valori

o = 1.199 678 64

g = 0.662 743 4

identici a quelli trovati da SERRET.

Altre valutazioni di p, ed & furono date da ScuLdmMiLem .

Era chiaro, quindi, che il valore di e dato da LAPLACE era Cor-
retto solo parzialmente, tuttavia STIELTIES, per eliminare ogni dubbio,
riprese il calcolo dei valori o, w ed & ottenendo delle approssima-
zioni spinte sino alla 15* e 13* cifra decimale,

Egli comunicod questi valori ad HERMITE " senza indicare il me-
todo di calcolo seguito, ma si puo congetturare che si sia servito,
come la maggior parte dei suoi predecessori, del metodo delle tan-
genti insieme a qualche accorgimento pratico.

La questione fu ulteriormente ripresa dal CasaLe che, nel 1939,
servendosi del metodo di Newton con le modificazioni di CassiNa,
calcolava dall'equazione (16) scritta nella forma (x = 2g)

dei valori di & e 5 con 21 cifre decimali.
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Una formula di maggiorazione per le soluzioni
di un’equazione del quarto ordine

Nota di AntontETTA CIOFFI
presentata dal socio ordinario CARLO MITRANDA

{Adunanza del 3 aprile 1976)

SuMMARY, — In (lds paper an estimate for solutions v (x,x;) ol the eguation
(A—e) (A —a) v=0 0=y =< a, is obtained.

SoMMARTO. — Si otticnc una formula di maggiorazione per ie soluzioni v (x, x,)
deli’'equazione (A —a) (A —d) v=0 0=<a <a.

Scopo del presente lavoro & quello di stabilire una formula di
maggiorazione per le soluzioni del problema, che indicheremo con
P¢:

(N Lyv=(A~a)A ~—@)v=0 in@Q O=<a =m
v 0 sud@
dv-:q) sudQ
dn

dove v(x, %) €e C(Q)NC(Q) e ¢ € C(I ), essendo Q un aperto

pianc limitato con frontiera sufficientemente regolare ed n la nor-

male a dQ in un suo punto generico orientata verso l'interno di Q.
Dimostreremo i seguenti teoremi:

TEOREMA 1. Se v(x, x:) di classe CP(Q)INCM Q) ¢ soluzione del
problema PO con ¢ € C{DQ), e se 2d & il diametro di Q, si ha la
maggiorazione:

{2) |v| = Kmax ||
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Con

{(3) K = min [d_—, 2 :l .
\/ 2 a; +

Trorema 1I. Nelle stesse ipotesi del teorema I e se inoltre ard’ <

V5 -1
< =, posio
8 P
B= . - T
L —x(r2ad)] Q- Vi-61+8)
si ha:
(4) /V‘ + ‘v‘i. < min B - max | ¢ |
\ ! : %
SN N
1 -+ 2 a) dl

Il procedimento consiste nel dimostrare preliminarmente le for-
mule (2) e (4) per funzioni di classe C¥ () N C (@) che soddisfine
un problema Pg con ¢ e C"*(8LQ); successivamente mediante un
procedimento di approssimazione si deducono (2) e (4) per le solu-
zioni v di classe C(Q) N CY(Q) del problema P ¢ con ¢ € C9 {a Q).

Se @, = a, = 0 la formula dimostrata si riduce a quella stabilita
da C. MIraNDA in [1]. Nel caso generale non si pud pero dedurre
dal risultato ottenuto il teorema di unicita per le soluzioni di P&
perché esso viene presupposto nella dimostrazione dei teoremi 1 e IL

1. - FORMULE DT RAPPRESENTAZIONE PER LE SOL.UZIONI DEL]L EQUAZIONE.

In questo numero, supposto v di classe C* () N C () solu-
zione dell’equazione (1), fissato un punto P in @ e indicata con k la
sua distanza da 9 Q, otteniamo, sviluppando un procedimento indi-
cato da M. Prcong (cfr. [2]), uno sviluppo in serie di Fourier della v
relativamente al cerchio I' di centro in P e raggio A, i coeflicienti di
tale sviluppo potendosi valutare mediante i valori di v e della sua
derivata normale sulla frontiera di I'.

Espressa la v (xi, x2) in coordinate polari (g, &) con polo in P,
osserviamo che, posto

a

VO ) = [ vie®edy  (s=0+142,...),

=1
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si ha:
Zn
2 (5) (s)
dg? 4 dpg
52
- (Clk + - J v {p) (k = 1,2)
pZ

¢ pertanto, indicando con Dy, l'operatore besseliano

d? + 1 d [a + 52]
- a2
d ¢ g dp &
otteniamo:

2w
f(;\ —a)(Av —@v)e ™ d b = Dy Do (g);

quindi l'equazione (1) fornisce, per p < h:
(5) Dis Dy, v (p) =0.

Ora, dette I, e K, le funzioni di Bessel modificate rispettiva-
mente di prima e di seconda specie d’ordine s, I'equazione omogenea:

2
Dkslf’aJEii‘W__i_i dw _(
dp ¢ dg

2
ha, per a; =0, gli integrali fondamentali

52
ar + - )
4

]14)*0,

Wi = L(Vag, WY=K(Vap), (s=0+t142..).
per a; =0 ¢e s7=0

Wii):p'“l, W:‘_;):Fi[’l, (S;il,iz,,.,)'
per ar =0 e 5 =0

wy =1, W, = logp,

quindi dalla (5) con due successive quadrature otteniamo

Do v (g) = e WY (g) + & WS (p)

(6) v (o) = ¢ W;S) (¢) + ¢ W;; (o) + wij) (g} + w;s) (¢)
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(s} : i RILE .
con w,” {g) integrale particolare dell'equazione

Do w = ¢k Wf? (k = 1,2),

¢ le ¢; costanti.

Si ha allora dalla (6):
Se dy = (i = 0

{v)

VO {e) = ¢ + C;D) logp + Cgu) ¢+ C;O) ¢ log g

(78) pED (g) = C;iz) o+ c;m o b C;M} & ci«_—n ¢log o

! . ts) 5 (s} iy 9 s
\ 19 (g} = ¢, QH + ¢, g il —|-C3rr;?5|‘2+ c, ¢ Js]+2 (Jsi=2),
se =0, a>0

V) =" + ¢ logy + & LV ap) + ¢ Ko (V azp)

(7b) v (g) = ¢, b+ &7 ok e LV ap) +
+ ¢, K, (V az¢g) (Isi=1),

se 0 <a = w2
(7¢) v @) =c L (Vap) + ¢ K(Vap) + ¢ plaa(Vag) +

+C:S)sz'1ri(\/ a p) (|s| = 0),

se 0 < a < a;

(7d) v = L (Vap) + o) Ke(Vaig) +¢ L(Vae) +
+ ¢ KV a2 0) (|s|=0).
Ma si ha
(8} lim v (g} = lim | v{p, #)d & = 27nv (P)

p—20 =0
[+
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2=

{9 lim v*' (g) = lim | v{pg, ¥ e ™ d$ = v (P)

2x
-[e*"-"*’a’&:@ (s = 1),

o

e devono pertanto, nei secondi membri delle (7), essere nulli tutti
i coefhicienti delle varie funzioni di p che divergono per g— 0, Inoltre
per ogni indice k(=< 2) di derivazione deve essere finito sia il mi-
nimo che il massimo limite, per p— 0, dell'integrale

2=
k js
f [81} (F_’.f__ﬂ] e d
dg*

e quindi negli indicati secondi membri devono anche essere nulli i
coefficienti di tutte le funzioni di ¢ che contengono log g a fatlore e
il coefliciente di ¢ K, (p).

I secondi membri delle (7) si riducono allora nei vari casi ri-
speftivamente a:

(7 a) Vi (p) = ¢kt + ¢} g+ (Is] =0,
(7' b) v (0) = 7 ol + T, (V asp) {(|sl= 0y,
(7" c) V() = c{") L(Vag) + Cié)p La(Vag) (s|=0),
(7' d) v ) =" L(Vap) + e L(Vag) (|s] = 0)

e si ha il teorema:

TeorEMA III. Se v (xi, x2) di classe C¥(Q)Y N CU(Q) & soluzione del-
l'equazione Lv = 0, per ogni fissato punto P in Q a distanza h da
9L, espressa la v(xi,x) in coordinate polari (g, %) con polo in P
si ha, all'interno del cerchio T con ceniro in P e raggio h, lo svi-

luppo:

1 N E: v(s)(P) eisﬁ

S=— e

(10) vip,d) =

1

2

S
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dove i coefficienti v (g) sono forniti nei vari casi dai secondi membri
delle (7'); tale serie, insieme con quelle che da essa si oltengono
per derivazione parziale termine a termiine, rispetto a p e a i, fino
al terzo ordine, convergono assolutamente e uniformemente in ogni

cerchio interno a T.
Dalla (10) e dalle (7") abbiamo quindi:

a) nel caso ai =a, =0

(11 a) vip, ®) = T (g el gy e
2@ s=--= N
(o} ot 3 y .
Av () = 2 % g G (|s] + 1) gH e
2 o)
(12 a) Av(P) = ~ c(2

dove la costante ¢, , per la prima delle (7" a) ¢ data da
2 P P

2w

fvp (o) d 9

(13 a)
Cfu) - o SRS
. 2h
mentre, sempre per la prima delle (7 a) e per la (8), & ¢, = 2nv (P);
si vede poi facilmente che le ¢, ? per|s|=1,in questo come nei casi

che seguono, mediante le (7°) si possono valutare mediante i valori
di v e della sua derivata normale sulla frontiera di T'; non scriviamo
la loro forma esplicita in quanto esse in nessuno dei casi che consi-
deriamo intervengono nell’espressione di A v (P) che sara quella di
cui ci serviremo in seguito.

b) nel caso a1 =0, a2 >0

] =
(11b)  vie®) = 71 Yo (e e+ &L (Y mp)) e
=
R (s) - Fed
Av (g V) = = ‘:Z_:w a1, (V amg) e
(12 b) L\ v (P) = _1_ @ C(;:)

it
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dove per la prima delle (7/b) si ha

in

. fvp(h,-f)-) d i
{(13b) e = -7 _

mentre, sempre per la prima delle (77b) e per la (8), & ¢! =

(o}

=27v(P) - ¢

¢) nel caso 0 < a1 < s

1 i 5 — P — -
(le)  wvie®) =—— T ("L (Vae) + ¢ oL (Vag)e®
T S — e
+ o L ) [ _
Av (g d) = 21 o el (Vag 26 Val.(vap) +
™ = —

+ CES) ay & I5+.1 (‘\."_al ‘0)) efsﬂ
(2o @ ==l @ 2 vad

dove ¢, e ¢,”, per la prima delle (7'¢) e per la (8), sono soluzioni
del sistema

4 e = 2w v (P)
(13 ¢) N — Lo i3
? & Voa L(Vah + &NV ahla(V ah :.{ v (l, 8)d %

[}

d)}  nel caso 0 < a1 < a

il - ) J—
o (e L (Yag) + ¢ LV ) e

2n s=—=

1 4 . . — X
vl = LV ag) e el (Vag) e

T §=—o

i
R I A

12d Av(P) = —
(12 d) v (P) >
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dove ¢” e ¢,” , per la prima delle (7 d) e per la (8), sono soluzioni
del sistema

S e, + c;')) =27v(P)
(13d) e

2n

O VanL(Vah+dVal(Vah=[vnhnds.

8]

2. - ALCUNI LEMMI PRELTMINARIT.

LEMMA I. Se w(x1, %) di classe C*(Q) N C? (Q) & soluzione del pro-
blema P con g € C"? (3 Q), sussistono le disuguaglianze:

2 2 ay + dz -
(14) w, + u, —uldu+ - < max ¢,
1 2 2
ar + a
(15) T < max ¢t
2

Infatti, posto

at @,

z(x, %) = u, + u, —uldu+ u
i | Tl

tale funzione risulta continua in Q ed in Q verifica I'equazione

2

Sk
1

Az = (u,, — u, S +4u,, + (@ + a) (), + ui) +mau’ =0,

mentre su dQ si ha

2

z=¢.
Non potendo la z (x1, x;) avere punti di massimo in Q, la (14) & pro-

vata. La (15) segue dalla (14) e dal fatto che nei punti di massimo
di v si ha udwu=<0.

LemMa II. Nelle stesse ipotesi del lemma I e per ogni ). tale che
(16) 3-V5<r=l

sussiste la disuguaglianza

(17) uz‘_ + ui — %w.\ué -
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Considerata infatti la funzione

(18) ¢ (x,x,2) =u) + ui — —;— [u-_\u — a—'j i uZJ

dove L ¢ un parametro reale positivo non superiore ad uno, tale
funzione risulta continua in Q e uguale su 4Q a ¢’; pertanto si ha
su d @

(19) ¢ < max¢?,

La (19) vale anche nei punti di Q nei quali ¢ u A u < 0, poiché in
tali punti si ha
§ (%1, 22, 0) = 72 (1, x2)

e quindi la (19) & conseguenza della (14).

Per maggiorare la ¢ nei punti di Q in cui & udwu > 0, osser-
viamo che se in uno di tali punti la ¢ ha un massimo relativo, deve
risultare in tale punto

(20) G, = 2(u u, . + u, u, ) —
— —; lu, Au+ uA u, —(w+a)uu] =0

(21) g, =2(u, u,, + u, U, ) —

172

= %[u:“ Au + ud u, — (i + @) u u ] =20
(22) AL = 2l .+ 2 ui v uf__\_‘) - ;\-— (Au) +
+-2 [1 — )ZJ (e, Adu, + u, A u,) +

—;—%(ai + a;) (uf + u_f) + )? aaut < 0

¢ sostituendo nella (22) i valori di Au. e Au, che si ricavano da
(20) e (21), si giunge alla disuguaglianza

2

(23) (4—-Nu . —2hu, TN (4 — ) ui_‘,z + 8 “i].\-, +
+2—(2)_ ;‘l{[m —Nu, —rulu,. +
7 1 2 i

+ [(4 — ) ui__ T u,, +8u u u =<0
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dalla quale ricaviamo un limite superiore per il valore di
g=ulu

nel punto considerato.

Seguendo un procedimento di C. M1ranDA (cfr. [1]) si trova che
il valore richiesto di ¢ coincide con la radice positiva dell'equazione
dt secondo grade in o:

, (u%= + uiz) — w-(uil + uf_))2 =0:

\

o+ 20-2

pertanto, se £ ha un massimo relativo in un punto di £ in cui &
udAu >0, in quel punto & anche

2

A—2+VIP-6L4+8
3 (u-\';

udu <

+ ui)

e quindi per la (14)

A2+ VW 6348

A

2

(u;! + uig).

ay + a:z
— u? < max ¢* +

2 2
u, + u, +

Ne segue che, se &
3-V5<i=l

si ha, sempre nel detto punto,

A
< — “— max ¢ .
2- ViV -61+8 ¥

Ricordando che nei punti di Q in cui ¢ udu <0 e su dQ vale
la (19) si ha Passerto.

3. - FORMULE DI MAGGIQORAZIONE.

Tenendo presente il lemma I dimostriamo il seguente

LEMMA 111, Se u(x,x) di classe CV{Q) N C2(Q) ¢ soluzione del
problema Pe con ¢ e CH¥(dQ), ¢ se 2d & il digmetro di Q, si ha
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la maggiorazione:

@ .

(24) |u| < _dh max

V2
Si ha infatti

A(u?) = 2(ch + ui)—l— 2L1Au:4(uj_ + ui}Jr
+ (i + @)’ —2z =2 — 2 max ¢

da cui, indicando con £ (x; x;) l'integrale nullo su 9 Q della equazione
A= — 1,

(25) lu| < V 2E max | ¢

’

ora, essendo @ contenuto in un cerchio di raggio d, detto (&, %) il
centro di tale cerchio, per tutti i punti di Q si ha

(1 — B + (-0 =<d,
e pertanto la funzione armonica
484+ (0 — )P+ (o— 6P — d&
risulta non positiva su d Q e quindi anche in Q, da cui

d?

4

E =

dopo di che la (24) & conseguenza della (25).
Maggioriamo ora le derivate prime della u, essendo u una fun-
zione soddisfacente alle ipotesi del lemma III.

N . 2 2 . .
Intanto ¢ ovvio che se /u\. + w, assume il suo massimo va-
1 2

lore su 9 Q si ha:

’

(26) \/ u, + uj < max | ¢

= . ¥ . i 2 2 .
passiamo pertanto a considerare il caso in cui \/ ., + u, assume il
%, .

suo massimo valore p in un punto P di Q. Si ha allora, se 28 ¢ la
distanza di P da 9 Q

(27) Ju(P)| <2&p.
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Dalle formule di rappresentazione del n. 1 segue poi che: nei casi

a) e b), dalle (12) e dalle (13),

(28) lAu(P)| < —‘;
nei casi ¢) e d), dalle (12) e dalle (13),
(282) Au(P) < [;—Jraliu(l))\,

quindi dalla (27) e dalle (28) ricaviamo che
(29) u(P)AuP) = Q+4a)pt.
Scritta allora la (17) nel punto P, dalla (29) si ha

)\

W — {1+ 2a Bt = L .-—— Inax ¢,
‘ 2 VA -6X+8 ¥
da cui, per
V51 — 1
2 _ b _ —
ard’ < 3 ) 3 \/5<>‘<1+2a;d2
si trae
(30) no< \/ : : b o mmm e AKX | ]
M-2+2ad)](2—-Vvii-61+28)

Tenendo presente che per 3 — V 5 <. <1 si ha

%
\/ 1 x(1'+ 2a,d)](2 - VX2 — 6%+ 8)

e ricordando la (26) possiamo enunciare il seguente

si ha la maggiorazione

(31) \/zf 4 4 <minB . max|g|
i Y Y

il minimo essendo preso per L€ (3 - V5, ﬁ; dx dz] .
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4. - PROCEDIMENTO DI APPROSSIMAZIONE.

| . . . .
Supposto S < @ < 1 e considerata una successione {¢f}en, ¢* €

C®(3 Q), che tende a ¢ in C (3 Q), si ha che per ogni k € N il pro-
blema P ¢* ammette una e una sola soluzione u* € C* (Q N C"= Q).

Per la regolarita delle ¢* si ha che u* € C* (£2) N C? (Q)? e quindi
per i lemmi I, IIT, TV

(32) | u*] < K max | ¢* |
o T P = minB a9

con K dato dalla (3).
Sia ora v di classe C* (Q) N C¥ () soluzione del problema P ¢

poste nell’introduzione;

v — u* & allora, per ogni k € N, soluzione del problema P (¢ — &),

e si ha':

(v — u")j < H [max

¢ — ¢t ]

(34)  max|v — uf| + ZZZ max

o =1 g Xi

dove H ¢ una costante opportuna.
Poiché {&pk}kﬁ-N_tende a ¢ in C (9 ), dalla (34) segue che {t*}icn
tende a v in C'(Q) e quindi da (32) e (33) seguecno ke (2) e (4).
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ApsTRACT. — We are concerned here with the fixpoints of operators projecting any
set into itself. The study is based on the consideration of the sequence formed by
the iterated application of each operator to itself, for any given value of the variable,
We recognize the relevance of the concept of «cycle», the fixpoints being cycles
of length one, give conditions [or their existence and study their relations in respect
to the composition and conversion of the operators, also in the particular case of
their parwise commutativity.

RIASSUNTO. — Da un punto di vista algebrico sia un automa naturale, come il
sistema nervoso centrale di un mammilero, sia un automa artificiale, come una
macchina di Turing, sono caratterizzabili come operatori, che proiettano su se stesso
un dato insieme. Proprio percido & d’interesse lo studio di condizioni che garantiscano
I'esistenza di punti uniti in tali trasformazioni, In questo lavoro si sottolinea 1'im-
portanza della nozione di «ciclo», i punti uniti essendo cicli di lunghezza unitaria,
si danno condizoni per la loro esistenza e si studia il loro compertamento rispetto
alle operazioni di composizione ¢ d'inversione di operatori.

In this paper we shall present a new approach to the study
of the fixpoints valid also for non-isotone operators defined over
arbitrary sets. We shall suppose the reader familiar with the nc-
menclature of lattice theory as given in [1]. Given a set A and an
operator on A to A, f: A— A, we shall say that fx has a «cycle of
iength m » if there exists a subset, and we shall call it « base » of
the cycle, C = {xi,%s,...,%n} © A such that f: C—C, ie. such that
X = fJCi, X2 = fxiu, P N fx,,,, Xm—iv2 = [JC1, ey X = /x,-_1.
We shall indicate with f"x=JXxff...fx and respectively ff"~'x =

=M"'fhxff...fx; moreover we shall call a; = Inf A; and b; = Sup A;.

n

* Tstituto di Fisica Teorica, Universita di Napoli.



154 F. E. Lauria

TrporeM 1. Given the operator f A— A

i) iff there exists a k, such that, for &k = k,, the sequence
{f* %o} takes only a finite number m of distinct values then

a) fx has a cycle of length m, with base C

b) f" x has, at least, m fixed points, f* x; = x; with x; € C, such
that f*x, 7 x: . (i=1,2,...,m and 1 < h< m)

Let us prove that i) implies a) and b).
Let
fk" Xo = X1

fotlx, = fx = x

}Ufﬂ+m—1 Xo = fmfl X = }Cm—Z Xy — ... = fxm-—l = Xn

]U(U+m Ao — }[m X = )(m——l X = ., = }CZ Xm—l = fxm .

By i) xi = x;, whenever i = j; again by i) i = 1,2, ..., m.
Thus the last one could be rewritten as:

][kﬂ Ko = kc+m X, = ](m X = [m—l Xa = ... = ]t2 K1 = fxm =x ,
7 x = .

Going on writing the successive relation for f+'x,, f* x,,... we
obtain similar equality for x, x,...,%.. Thus a) and b) hold,
Let us prove the « only if » part.
If
fm X = X

then let us call fx = x, and substituting in the preceding one:
fm—l X = }(m = x
then let us call fx. = x,-, and substituting in the preceding one:

f”r72 Xm—t = fﬁ” X=X
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then let us call fx: — x; and substituting in the preceding one
fl X3 = f’” X=X
then let us call fx: = x, and substituting in the preceding one:

far={"x1=x.

From the last part of b) we have also

frxiZxs, 1l<h=<m

then x; % x;, for i= j. Thus b) implies a).
if

u =[x
X =%
Xy—1 = }[xm

Xm — fxl )

then substituting f %, for x; as argument of fx; we obtain

X = fxz — f?'.?\h — fm»—lxm — )(m X
Xz == fx3:f2x4 = ... = fm_lxl:fme

Xl — fxm - ][2 Xt — oo = fm—l KXm—2 = )[m KXoi—1
Xomw — f.?\:l = f2 Xa = fm—l Xipn—1 — fm X
For any i =1,2,...,m it is

immediate to see that {f*x;}, for each
k > k., takes only the m distinct values xi
Thus i) hold.

Q.ED.
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For an operator f:A— A to haxe a fixpoint, it seems to us,
is an intrinsic property independent of any structural, particularly
order-dependent, hypothesis on A. In other words the assumplions,
usually made, of isotonicity for fx and of A being a complete lattice
imply, the former, isotonicity and thus, by the latter, the existence
of a limit for the sequence {f* x,}. This will be made more apparent
by the following corollary.

COROLLARY,

Given an operator f.A—A iff sequence {f* x,} assumes, for
k = k., the only value % then i = .
« It » part. For any k = k,, we have

kau:.f

ie.
E=ff""x=ffx=fk.

« Only if » part. Immediate by the very definition of a fixpoint.
Q.ED.

The next theorem is the equivalent, for antitone operators, of
Tarski's theorem [2] for isotone operators,

THroreMm 1.

If
) A is a set conotaining, at least, two points
ii) {A; =} is a complete lattice

iii) f ' A— A is an antitone operator on A to A then 1 has,
at least, a cycle of length two (or equivalently: then {* has, at least,
two fixpoints).

Because of i} and ii)
a=1InfAzb = SupA.
Because f is on A to A there exists at least an x = a such that

fx=a<x,
From
x=<b
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and because of anfitonicity

We conclude

With the same arguments, mutatis mutandis, we have also

——
a
I

=

The cases in which either
fa=a or fb= b,

or both, are excluded by antitonicity.
QED.

Because of the bases of the cycles of length k& > 2 of an anti-
tone operator belongs to the set of the fixpoints of the isotone ope-
rator f¢ they will form a complete lattice, with respect to the same
ordering of A. From the proof of the Theorem IT is also immediate
to see that the fixpoints of an antitone operator are incomparable:
if x and y are two such fixpoints, neither x = y nor x <y holds.

From this observations descend the following theorems for
chains. We recall that a chain is a poset for any two elements of
which either x = vy or x < y holds.

TraroreMm 111, Given the chain {A; =}, the antitone operator f 1 A— A
has, at most, one fixpoint.
Be x and v two fixpoints of {. Because of antitonicity

x <y implies fa=fy.
We have also
x=fx=sfy=y.
Thus

x:f_x:fy:y_
Q.ED.

TurorEeM IV. Given the chain {A; =} the maximum length of the
cycles of an antitone operator is two.
Be {x, x2, X3} the base of a cycle of f.
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Because of the antitonicity

X =0 =x implies fxizfxo>fx.
We have also
xl:foSAIz:fX3EX3:fxl.
Thus

,"C]tf,“Cz:fx_v,:ACz.

Q.ED.

THEOREM V. Given the chain {A; =} the maximum length of the
cycles of an isotone operator is one.
Be {x, y} the base of cycle of f. Because of the isotonicity

x=y implies fx=<{fv.
We have also
fr=y=fy=ux,
Thus
fr=y=fy=x.
Q.ED.

In the next theorem we examine the case of operators, defined
on A, such that they are isotone in a subset of A and antitone in

another one,

Tuporem VI, Given the operator § . A— A, if:

1) {A; =} is a complete lattice

ii) there exist k = 2 disjoint subsets of A such that
a) Asc A and A; < A implies A, N A =Q
b) fA = Ay i<k k+1=1
c) for at least an i, say i = 1, is a; € A; and b; € A;

iii} for x € A; either f x is isotone or antitone.

Then:

f has at least one cycle of length k, or 2 k, if it is even, or odd,
the number of intervals A; in correspondence of which f is antitone.
Moreover the base of cycles of f form a complete lattice.
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From part c¢) of ii), iii), part a) of ii) and i) we conclude that
each A; is a complete lattice.

From part b of ii) and because for each x it is ffx = ff'x we
conclude that f*x . Ai— A; is on A to A,

From ii) part b) and then part a) it follows that for x € Ay there
are no fixpoints for f'x, i < k — 1. Thus if it is even the number of
A; in correspondence of which { is antitone we can apply Tarski’s
first theorem and then theorem I to the operator f*: Ay — A,. Other-
wise we can apply theorem IT and then again theorem I.

Q.E.D.

Let us introduce now the notion of L-commutative operators.
A class § of operators f:A— A is usually said to be commu-
tative if for any f,g € &

fgx=gfx for every xe€A.

A class € ol operators [:A— A will be said to be L-commu-
tative if for any pair f € £ and g € £ either they commute or there
exists a finite number [ of operators f; € £ such that for every x € A:

ghx=figx and fifiux=finfix and ffix=Hffx.
i=1,2,...,1 -1

Clearly § is a proper subclass of £: e.g. [ and its iterates form
a class § of commutative operators. For any g which commutes with
f both f and g belong to &, but that could be no more true for any
h such that f"h =h{f", n=2: that is he £ and f € £.

Let us call P; the subset of A such that x € P; iff x € C for a
cycle, of length m = 1, of the operator f:A—A. It is worth to
notice this definition implies that f:P;—P; is an onto 1-1 cor-
respondence.

Tueorem VII. If

i) f:A— A and g : A— A both belong to the same class £ of
L-commutative operators, with P; and P, finite

ii) 0 € £ implies ¢ : P,— P, and ¢ . P;— P; are both 1-1 cor-
respondences then
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By definition of L-commutativity and by i) we can always sup-
pose fg=g/: this not being the case, it is sufficient to apply the
tollowing proof to a finite number of pair-commuting operators, the
first and the last being precisely f and g.

Let us suppose

Pr="{wx,x,. .., x,... ;.0
We observe that if
fa=x
then
"X = X = 2

moreover in the « only if » part of theorem T we have proved that if
X=X and ffxztx h=m
then f has a cycle of length m. We can thus conclude
P 2 Py m=1,
Because of this and from the observation that if
fg=¢gf

fm g — g ]Cm , Vm

then

Thus we can always assume that if x; € P, then
far = a:.
If we apply g to both sides we have
gfxi=gmx,
and because of commutativity
fexi=gfxi=gx.

In other words if x: € P; then gx € Ps; because the elements

of P; are n and g : P;— P; is a 1-I- correspoudence then each x; will

belong to the base of a cycle, of length #2 > 1, of the operator
g:A—>A ie x € P,
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From the arbitrariety of n, f and g we conclude

Pf = Pg .
Q.E.D.

We note that hypothesis ii} of the theorem VII is an essential
one: e.g. if the correspondence induced by g on Py is many to one
then P, ¢ P;. An immediate consequence of Theorem VII is the
following:

COROLLARY.

If all the operators belonging to a same class £ of L-commutati-
vity are i-1 correspondences then

Pf:Pg;

for any f € £ and g € €, with P, and P, finite.

It is also easy 1o sce that for correspondences belonging to a
same class § of commutative operators both Theorem VII and its
Corollary hold. Inview of the theorem 7.1.4, cap. 7 of [3]: it is worth
to stress that both our theorem VII and the last conclusion don't
tell anything on the mutual relations of the length of the cycles of
f and g: they simply state a relation between two subsets of A,
namely P; and P,.

TreoreM VIIL. If the operators f: A— A and g : A —A are such that

then f and g belong to the same class £ of L-commutative operators.
We can assume, at least for suitable iterated of finite order,

fx=x and gx=x,
applying g to the first and f to the second we obtain

gfx=fgx.
Q.E.D.

It is worth to note the condition P;= A is verified for the dual
automorphisms of period two, the so called involutions. Another

i1
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class of operators for which theorem VIII holds is given by what
could be called the « permutators ». The elements of A be 1-sequences,
that is

(Mx;g...xl'...x,,) €A,

with the x; belonging to a possibl einfinite alphabet, for instance
they are integers. The operator f: A— A could be said a permutator
when
fida e . o ol . o = By X, e Xy Kivt o Xy
with
jeef{l,2,...,i} l=lk=i
and
I Z Je for h=k.

Let us now consider the converse of an operator.
Given the operator, defined on A,

y=fx
we shall call, by definition, its converse
x:f-‘yzdcfﬂ {xeA:fx=y}.

It holds the following:

Theorem IX. If the operator f: A— A admits a converse and for
xeP;and ye A :
X2y implies [ty
then
P,r = P_{-l ‘

It must be observed that when the condition is fulfilled the com-
position of f and its converse gives an identity, thus the conclusion.

Q.E.D.

Let us remark that the said conodition is a fortiori verified for
both isotone and antitone operators.

We now give a generalization of theorem I that could be useful
in the search for the fixpoints. Namely we will focus our attention
on the relation between the cycles of an operator 4 = f, fu_i . .. fi and
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some property of the operators fi, fa,...,f. hopefully assuming the
study of the latters simpler than that of the former.

Given
O={filt<i<nAfitA—>A}
the set

C={xll=i=m=pnAx€e ANIZ[>xFx}

will be said base of a cycle O, of length pn, if it is

v y,fi-xj — x’qs‘ ?}[f}-lx,ifﬁ = x‘;+5_+a_ R ,}[,,,,x,,, = X
where
G lf ka,‘:x;
& = ]
1if fex; = x;

and fu == f;, with both k and p finite integers and 1 < k = p.

It should be noted that the base of a cycle is composed of m
distinct points but the points actually needed are pn > p1: in other
words a cycle of O is composed of pn point not necessarily distincts.

TueorEM X. Given the sets A and O={fill <i=nAfi: A—>A}
iff O has a cycle of length pn then the operators h=f.fu1...fi: A A
has, at least, a cycle of length p.

« If » part. From the definitions of a cycle of O and of the oper-
ator h

h”xlffnf,,_....flf,,...fl fnf,,_l...fllh = X .

e —— —— e M r——
— et

p

Theorem I, « if » part, will complete the proof.
« Only if » part. If it is

R x = x5
then from the definition of h we have

fnfn---i . .fg fn . ..f] f,;f,,..l . .flxl — Xj.

e — s T e e —
e ———————_ _ ..

r
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Applying the same argument used in the «only if » part of
Theorem I we conclude that O has a cycle of length pn.

Q.ED.

It is immediate the following:

COROLLARY.

If the N P, contains a finite subset M = {x,,x,..., 1} such
that for each f; a whole number of bases of cycles, not necessarily
of the same length for fi + f;, coincides with M than # = fofou... f
has, at least, k cycles of length 1,, L, ..., I, whose bases are the points

k

I
of M, with X /; = m. Moreover k = m and k = 1 correspond respec-
i=l
tively to
fixi = x l=i=s=nl<j<m

and to the case in which each x; € M belong to a cycle of length m
for each of the operators f:.
If for all { and ; is
fixi=x
then
hx = x;.

In the latter alternative each x: will, for each f;, appear only two
times in the relations defining the cycle of §;

...,ffxq:xj,ffoZIq,...

Thus also in the relations defining the cycle of h each will appear
only twice

h Xj = f“ fn—i . . f; Xp = Xy

h Xpr = fn fn—l . : .f; Xp = X;.

Because in M there are only m points, it is immediate to see that &
has a cycle of length m.

Any of the intermediate cases is easily resolved when we observe
that from x; € M it descends f; x; € M. From this it follows that for
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O the set M, or any permutation of its elements, is the base of a

cycle. The previous theorem will complete the proof.
QE.D.

OPEN QUESTION.
If A is a complete lattice is Py also a complete lattice?

AKNOWLEDGMENTS. - Thanks are due to dott. G. Criscuolo for his inva-
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AgsTRACT. — In this paper we presenl three clementary procedures as the ge-
nerating set of a noncommutative group, namely the group of transformations of
4 tape onto itself, the product of procedures being their concatenation. We then
prove the equivalence between the fixpoints existence and thus of a scmantical
netion of equivalence with a syntactical condition on the given algorithms, A sccond
operation is introduced so as to prescrve distributivity, in order to abtain also
finite and infinite loops.

Rrassunto. — In questo lavoro vengono presentate tre istruzioni elementari come
insieme gencratore di um gruppo non commutativo, rispetio alle trasformazioni di
un nastro in se stesso, ad esempio le trasformazioni operale da una macchina di
Turing. L'esistenza di punti fissi, e percid l'equivalenza semantica tra programmi,
viene guindi completamente caratierizzata in termini puramente sintattici. Tnfine,
conservando Ia distributivitd, viene introdotta una seconda operazione cosi da poter
rappresentare anche funzioni ricorsive generali. Si pone in luce come i risultati
raggiunti possano trovare applicazioni nello studio del problema della minimalizza-
zione e dell’equivalenza dei programimi.

INTRODUCTION.

In this paper we shall present an albebraic structure the ele-
ments of which could be interpreted as algorithms. One of the
motivations for such a work is given by the hope that the abstract
formalism here presented could be useful to study some of the
activity of that portion of a natural automaton usually called a brain.
As was suggested elsewhere [1] there is a portion of the brain the
anatomy ol which suggests a kind of processing of the information
here presented as the multiplication of procedures, the other opera-
tion, namely the sum, being a simple translation of the logical if.

* Isliluto di Fisica Teorica, Universitd di Napol, Italy.
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For a number of reason not last being the complete ignorance on
how outside information is presented by the pattern of the nervous
activity in the brain, we had to look for an abstract structure the
less possible formally dependent on the input-output relationships.

It seems to us that there is a number of problems, in what could
be called abstract programming theory, sharing with ours the need
of such an abstract formalism, thus this could justify our use of
the language and the given interpretation.

1. - THE GrOUP 5.

Let us call with P or Q any string or tape of undefined length
of squares: each square is either blank or marked with a stroke,
the marked ones being always finite in number. With the lower case
fetters p, or g, we shall indicate a string of length one: that is p,
or g, shall represent either a marked square or an unmarked one.
In case we should need more than two names for variables we
shall use subscripts: e.g. pi, p2, ps etc. A lower pointer shall indicate
the observed square: e.g. PgQ. Let us now define the following
machines or instructions or procedures or algorithms:

; PQ—-PIO
scramble machine 5 -

I PIQ - P_Q,
left machine I+ PgpQ—>PgpQ.

If @ and b are the names of two variables defined over the set
{s,1} we shall call aob, or simpler ab, the machine or instruction
or algorithm obtained from the concatenation, also called the multi-
plication, of the machines a and b, in that order. In other words if

b:PgQ— Pig O

and a:PigQ—=>Pigq:

then acb=ab:PqgQ — P:q:0:.
As is immediate to verify we have:
55: PgQ — PgQ

we can thus define a new machine { as:

identity machine i: = au. $5.
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Obviously we have

Iss = ssl =1,
that is
=il =1,

The last relation suggests the existence of a new machine  such
that;
rl=1r =1,

In other words, if w econsider s as the inverse of itself, that is-:

s =g
then we can set
right machine r: = 44 17": PgpQ—PqpQ.

The four machines s, I, i, r shall be said elementary instructions,
or machines, with the following multiplication table:

Multiplication Table

R\'S'g,
b

~

roor Sr i i or

Table T

We have given the semantical definition of the elements of the
set F={s,[,r}. Now we want to consider a syntactical approach:
the elements of F be considered as primitive and F as the generating
set of the group, with respect to the concatenation given in Table I
of tapes transformations.

Let us call F, the set of all finite concatenations of elements of F:
that is, Fi={aja=a...a, Aawe FAl <h=n An finite}.

We have thus the following:
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TreEoREM 1. & = {F;,0,i} is a group.
ILa b,ceFianda=aa...a., b = b b:... by with ai, a2, ... ay,
bi,by,... b, €F then we have

i} the product ab is defined as ava:...a. b b.. .. b, and thus
it belongs to F,, the rules for the product being given in Table I.

i1) obviously the associative law holds:
(ab) c = a (be) .
iit) there is an ¢ such that:
ai =ia =d.
iv) for every a there is an a~! such that:
aal=a'la=1,

if @ € F then Table I give us a=". If a € F, then, from ¢ = a1 a2. .. a,,
we have

Q.E.D.

It is worth to remark explicitly the non-commutativity of &;
according to Table I.
Let us initroduce some notational convention:

i) as usual the symbol I shall indicate a finite number of
n |

concatenations, ie. 1 a; = aidz. .. a., or Ud; = a,...a . We shall say

n

1
a; to be the j-th factor of the product.

ii) the power a" of a machine is the concatenation of n equal
factors: e.g. a” = ¢ a...a. By convention we set ¢ = i, whatever the
S

i

machine a.

iii) the symbol N, (k) shall indicate the number of elementary
instructions of type &k contained in a.

iv) Sometimes { and r shall be referred to as moving instruc-
tions and s as a writing instruction,
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v) With an inverted omega, 13, we shall indicate the belonging

of a machine to another, that is: a=a ... a;... a, ... a, then

a,... a, U a With the notation a ¢ b we shall mean that a does

not belong to b.

Now we need to define the proper subset f; of F{ containing,
roughly speaking, those machines reducible to i, and hence to i
according to the rules given in Table I: that is:

fiz={ala=Ta Aael{ilrs} AN =N.(r)}.

It is thus possible to introduce the following equivalence relation
R, between elements of F: we say aR; b, and read it «a is one-
equivalent to b », iff @ and b differ only for a finite number of factors
belonging to fi. Eg if a=s(@FrPrisse)yls, b=sls and
c=s(S)YF(rBPris?)sr{rl)s, where the machines belonging to fi
have been singled out between parenthesis, then aRi b and aRic,
bR, c. The programs a and b of the last examples suggest the

TreorEM II. If aR, b then there exists a unique ¢ with the smallest
number of elementary instructions, that is non containing factors
belonging to f1, such that cR,a and cRy b.

To find the desired ¢ it is sufficient to cancel out all the factors
of a, or b, belonging to f,: what remains is c.

Because ¢ is composed, by definition, exactly of these factors for

which a and b do not differ then ¢ is unigue.
Q.ED.

At this point we can introduce the quotient group &;/R,: in the
following, unless otherwise stated, every time we speak of a € & /R,
we shall intend the smallest g, that is the a € § with the minimum
number of elementary instructions.

2. - SOME SYNTACTICAL PROPERTIES OF &,/R,.

In this paragraph we shall study some properties of &/R;:
both because they are important piro se, as the syntactical characte-
rization of an essentially semantical notion of equivalence between
two algorithms, and because they shall be useful later in dealing
with the addition, of programs, and thus their loops.

To start with we prove the following
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TueoreM III. The syntactical inverse of a program coincides with

its semantical inverse, that is: aa '=1i

implies both
a-x=y and alt - y=x,

where a € § /R, and x, y, is the initial, final, tape configuration.

Let us remember that if

then
! —1

Let us proceed by induction on the number n of elementary
instructions, For nm = 1 it is immediate to verify that the theorem

holds. Suppose it holds for u, that is:

it
@ x=y and x
=1

H

because it holds for n = 1:
—1

oyt -2=x and z=a,, X.

Combining the last two we have:
_1

-1
cx=a, ., 11 a4 y.

B 1
-1
j=n

i1 H
cx= 1l gjdpn 2=y and z =4,
i=1

An alternative, very simple, proof of the same theorem runs as

follows. Since

then x and v are fixpoints of a=*a and a a™' respectively, that is:

a'la-x=x and aal y=9v.

Combining the first with a - x =y

we have
al -y ==x.
Q.E.D.
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We must now look at the semantical aspect of the stop of our
machines. Of course the syntactical one is trivial: a machine stops
when it runs out of elementary instructions. Instead, in terms of
tape configurations, how to fix the last scanned square? We can find
an answer if we want to preserve extensionality for the fixed point
of a machine «, that is if

then it should be

tor any b € §/R,. To preserve extensionality, it is sufficient to re-
quire the coincidence of the initial and final scanned square rela-
tively to the pattern of marked and unmarked ones: irrispective of
whether it is or not the same square. In an analogous way in the
case of two programmes

- x =y

b - x=y,

to preserve extensionality, we shall require that for both a and b
the initial and firal scanned square be intrinsically fixed relatively
to the initial and final tape configuration,

In order to formulate the theorems giving a syntactical cha-
racterization of a fixpoint and of a, semantically given, notion of
equivalence, we must go through some definitions. To start fet us
enumerate, from the rightmost in a leftward direction, the s-in-
structions beloging to a € §/R;. Then be d.; the number along
the tape of the squares lying between the squares onto which
respectively s:i 73 a and s; i3 a act. We shall consider d.; positive if the
square are counted leftward when i = . We shall drop the a, writing
d; instead of d,;, whenever no confusion can occur. The syntactical
definition of d; is: dy is given by the difference between the number
of i-instructions minus the number of i-instructions separating s
from s; when ¢ < j,

It is trivial to verify that if d; = O then the pair (s:, s;) shall
have no effect whatever on the final tape configuration. Because of
this, is convenient to distinguish the writing-instructions which have
a permanent effect on the tape. To this end we shall mark with an

asterisk the s-instruction s for which d; 0, V;. Instead, in the
case diy = 0, we have to mark the leftmost writing instruction, s, ,
belonging to the set A, ={s;|dy; = 0 A i~ j} only in the case A; con-
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tains an odd number of elements, otherwise no s-instructions has to
be marked. As a shorthand notation for d; # 0 we shall write d;

A programm « shall be said to have the property «) if the follo-
wing condition is satisfied:

@) i) N.(s")=2n,n=20,1,... and

ii) for n = 2 each s* belongs either to a set A or B, with AN B =0,

each set containing exactly n elements, and

iii) for fixed i and j, s, € A and s, € B, and any 4, s’ e A, there
exists onc and only one k, s, € B, such that d;, = d; .
The next theorem could be interpreted as a proof that fixpoints
are an order-independent property.

THROREM IV, A program a has the property «) iff it has a fixpoint.
Let us suppose that a hase the property «): we must find an
initial tape conhguration x such that

fa-x =x,

Bei=1<h<h<...<hc, j<k<k<. . <k- and
cl,*h = dJJk . The desired initial tape configuration is the follow-
ing: n marked squares, the m-th at the distance of d/, squares from

the first one. The s*-instructions belonging to A shall clear all the
initial marked squares, those belonging to B shall mark the same
initial configuration.

Let us now suppose

a-x=x,

where x is a configuration with just n marked squares.
Since x is a fxpoint then it has to be

N(s*)Y< 2m,

otherwise the final configuration should consist of more than n mar-
ked squares.
In the case

N.(s")=0

obviously the theorem and the property both hold.
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In any other case, namely

0 < N(s%) <21,
the relations

are satisfied because of the peculiar properties of s* and otherwise
the initial and final configurations either don’t have the same number
of marked squares or aren't scattered on the tape with the same

pattern, or both. Q.E.D.

COROLLARY.

The square &’ of any program «a has at least a fixpoint.
The proof is an immediate consequence of the fact that @’ as the

property «), whatever a. Q.ED.

Now we shall characterize syntactically the class of programs
for which any finite tape configuration is a fixpoint. Such a class
is obviously the algorithmic counterpart of the, exstensionally given,
relation: x = y.

THEOREM V. Any tape configuration is a fixpoint for g #T

N.(5*)=10

and
N. (D) = N.(r).

Clearly if the last two conditions are verified then any tape is a
fixpoint for a4 and moreover extensionality is preserved. Conversely
suppose all finite tapes are fixpoints for a. Lel's consider a tape x:
it shall have a rightmost x,, and a leftmost x/, marked square. Along-
side x we consider also its complementary, that is the tape y ob-
tained from x marking all the unmarked squares comprised between
x. and x; and erasing all the marked ones, Since both relations
a-x=2x and a-y =y hold by hypothesis we must conclude that
either a doesn’t contain writing instructions or they insist an even
number of times onto each sguare. In both cases it is N,{s*) = 0.
Again extensionality requires

N (l) = N (7)

whatever the actual convention on the stop of a.
Q.ED.
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Now we can turn to the problem of characterizing syntactically
the relation occurring between the programs a and b satisfying the
conoditions

a-x=y

b -x=y

and for Theorem III, also the conditions:

We say a =.b and read it «a is equivalent on X to b», if the
abovementioned conditions are true for any x € X, We say a = b,
and read it « a is equivalent to b », il the given conditions are true
for all x. As an example be

a=sls
b=sPs
then @ = . b,
where the tape
L.

belongs to X but not so the tape

AU I 2 I
As is easily verified and proved in Theorem VII, if

b=PsrslPsrs

a==sls

then a = b.
In the next two theorems we shall characterize syntactically

respectively =, and ~ .

TueoreM VI. Two programs a, b € § /R, are a =.b, respectively
a =, b iff

a'b - x=b"a - x=x, Vx xeX
respectively

ab™-v=ba'l-y=y, VyiyeYX.
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In other words @ =. 5, a™' =,67, iff X, Y, is the set of fixpoints
of the program a~'b, ab~', and therefore of its inverse b~'a, a ! b.
By definition a =, » means

a-x=b-x=y, VaxixeX
and by Theorem 111
a—l,y:b—l.yzx. Vy:er

Substituting for x in the first two and for v in the last two we have
either the identity or

ably=ba' . y=y Vy . yeX
and

a'b x=b"'ag x=x. Vi oxeX

Viceversa starting from the last four relations be:

b=ty =ux
a 'y =
b -x=my
a-x =y
and by Theorem III
b-xi=x
a-x=y
b=' oy =x
at-wm=x.

Combining these last eight equalities with the previous four:

that is
-1

aliy=b"' ym=x=5b1t y=a" y

a-x=b - xm=v=>0-x=a-x.

It is easy to verify, via an induction argument on the number
n of elementary instructions a, that if ¢ € /R, then a:x—y is a
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one-to-one mapping. Because of this and of Theorem III we have:

a-x=b -x=y=mw

oty =bly=x =2,
combining these with the four initial equalities, we conclude:

a4 x=y

b-x=y

Q.E.D.

Tueorem VII. Two programs a, b € §/R; are a = b iff
Nn"'b (I) = Na"h (?')
and

No1s (S*} =0.

The proof is an immediate consequence of Theorem V and IIl.

Q.E.D.
CororLARY T.
A programm b € & /Ry is b =i iff
N, (1) = Ny (r)
and
N (S*) = 0.
It is sufficient to take, in Theorem VII, a =1
Q.E.D.

It should be noted that this last corollary is just another way
to state Theorem V., Of a more applicative character are both the
next corollary II and its consequence:

Cororrary II.

Beae 5 /Riand A= {b" |a =b" Abe&/Ri} if
N, (%) = N.(s) = n



178 F. E. Lauria

then a is one of the n! machines whith the smallest number of s-in-
structions. The proof is an immediate consequence of Theorem VII.

Q.ED.

To find a programm with the smallest number of moving in-
structions we must distinguish six cases according to the relative
positions of the initial T and final F scanned squares and of the right-
most R and leftmost L marked, or erased, squares.

Said s, and s, the s-instruction acting upon R and L that is the

writing instructions for which d,, = max d* then the six cases are:
1h i ij

1) LRIF ; 2) LIRF
3) ILRF ; 4) IFLR
5) LIFR ; 6) ILRF .

Let us note that the relative position between I and F, or L and R,
is inessential, What could be called a, relative, minimum component
machine, m.c.m. for short, is any program for which N (s*) = N (s)

and either there is just one s, for which either

) i
or
ww® 1
s Bl
and d;, = max d°, that is the cases 1 to 4. Or as in case 5 we
i

il

have two s*instructions of this kind, namely s, and s, such that

d,, = max d;and either
if
S K 5. SRR - T & .
or
.rs. ... and o ls, rl

*

Or finally as in case 6) we have again just one s, such that d; =

= max d,, and either
i
rs r... and ...rs, F...
or

s ... and  ...1s] ...

1
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Obviously case 6) is characterized by the relation N (s*) = N (s}
together with either N (/) = 0 or N{r) = 0. It is immediately verified
that, in general, only in case 6) the m.c.m. is unique, that is a true
minimum,

3. - THE ALGEBRA £.

We shall now introduce, alongside the concatenation, a second
operation between programs, namely the addition. To this end we
have to settle some notational matter. If a € §/R, and ¢; is an
clementary instruction, then, the hk-factor belonging to a, am, 18
the product of the k-1 elementary instructions belonging to a, begin-
ning from the h-th and going leftward: that is if

iz

a = I a;
i

then
)3

ane = I a;.
fi—kl

It must be noted that from a e & /R, it follows a aw € & /R;.
We now have to introduce the so-called conditionals: that is syn-
tactical propositions associated with a subset F, of & /R, whose truth,
or falsity, is decidible in finite terms, we shall write:

Foifa.

By definition we shall say a conditional « referring to F, is
acceptable iff « is true for just one = € ¥, and false for any other
bekF,.

Now we have to explain what it is intended for a conditional
% to be true or false, for a machine a. A conditional is a proposition
asserting the existence of syntactical properties for a. We have en-
countered such propositions in dealing, e.g., with the Axpoint pro-
perties of a machine, with the equivalence relations etc,

Thus if N, (I} = N.(r), if No(s¥) = 2 n, if N (s%) = N. (s) could all
be considered conditionals and also their combination with con-
nectives « A », «or» and « — »: their truth, or falsity, is easily
verified once given a.

Fu I[ dyy ,

where the conditional is true for a € F,iff am Qa.




180 F. E. Lauria

We have to introduce two objects: 7 and &; they shall be
referred to respectively as the jolly and, the zero, or nul, element.
The latter is the neutral element with respect to the addition, to be
soon introduced. From a semantical point of view it is the action
to be taken when all tests, i.e. the conditionals, are false. The jolly
instead correspondsto the ground’s notion in electronics or to that
of sewage in a town: an action to be taken every time there isn't
any clear-cut situation, a sort of escape clause. From a semantical
point of view it corresponds to the meaningless case in which we
should apply two, or more, parallel tests to our programs or when
there are two, or more, true tests and we have no rules to chose
between them. We can now introduce the addition of two, or more,
programmes blending together Rosza Peter’s « patched together de-
finition » (2) and McCarty’s « if then else » (3). As usual be

Fc,:{a,-la,»eg&‘]/Rl/\ 1 Ej'ﬁﬂ}llfb,

where b is an acceptable conditional relative to F,. We shall set,
for 1 =, =n
a; ifb ifba, and bf;ia,.i,.l

a1+az+...+a,,ifb:ta,~ifb:=dc; 7] if b &a,
1 i
Vi otherwise,

In the next table we give the multiplication and addition rules
for the jolly and null element, a € § /R, :

Table IT - Rules for:

Product Sum
] i 5 I R : }
Ibec' a | g @ | 7 Vb+e a1 @ #
a ‘ a @ ¢ a | ‘ a -
i o ‘ i & } i P v
o 2 o o @ @ | a | i A

\ i

| T L

7 % By t # rd i 7l %)

*} see Table . **} see the below given definition of the sum.
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Let us now consider the sets:

FU ={aifblae &§/Ri AN b & a}
Ffz{aifb\ae?:/R; Abpdora=u8 ANb=1).

By convention we continue to write @& for the generic element
of F' and aif b for the generic element of F, . Let us define the set
Fo = {F: U F.} whose generic element, a + & if b € §,, we continue
to write as a if b, that is:

atfb=(a+ D)ifbe ..

We now define the concatenation of ai if b1 € §, with a if b, € .
as:
aifbiewif byl s aif b Ab:e s
- and

Pifi —aamifbioa b =wma ' if by AB

Both this and the rules given in Table 1I for the products in-
volving the jolly and the zero together with the proof that {&,0,i}
forms a non-commutative group is clearly suflicient to prove the
same for {&,,v0, i}

We can now define addition between objects of the type a;if b;,
that is we can introduce the second operation on §. . Let be g; if b; € §.
and a;if b; 7 7 then for 1 = j, £ jx = n we set

o n'.f b; 4+ oL+ dy l][ bn =

a; ifb, iffb, =05, and b; Ha, and b Za,
=Y aifb;l = D iff b'}, - b,-k and b,ﬁfa,, and h=1.2,..n.
i otherwise.

Now we can prove the following:

THROREM VIII. £ = {&,, 0, +,i, &} to be called an £-algebra, is a
non-commutative group with respect to the multiplication, a com-
mutative monoid with respect to addition. Moreover the distributive
laws hold in £.
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Let us suppose a;if b; € £ then:
i) The sum is defined in £:
aifbi + aif b, e €.
i1) The commutative law of addition holds:
arif by + avif by = arif by + aiif by .

iii) The associative law of addition holds:
(arif by + axif by) + asif bs = aiif by + (a2 if by + as if by)

To see this we should distinguish three cases:
a) bjea;, j=1,..., 3

then we have either
d=0 if by="b,=b;

or A= 1A otherwise

b) bja; and b, &a, and by ar, j A hZkand j, h k =12,3;
then we have ecither

a;if b; = a;if b; if by = by = b

or U= otherwise

¢) in any other case we have I = .

iv) The set contains the neutral element for addition @ such
that for every aif b e £:
aifbo @ = & .

i’) The product is defined in £:
(ﬂ[ !f b]) 0((12 1']( bz) = 1 l}t b[ f\ bz e £.
ii") The associative law of multiplication holds:

(Ch lf bl 0 (13 .'.f bz) ol lf bs =
= iy i/bﬂl(ﬂg I[ bzﬂﬂj If b}) = ¢y dz d3 lf b] /\ ]Jz /\ b_! € L.
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multiplication, such that for every aif b € £

iii") The set contins thte unit iifi, i.e. the neutral element for

iificaifb=ivaifi ANb=aifb.

iv') Bvery aifb € £, except &, has an inverse a'if b-'e ¢
such that

aifboatifb~' =a ' ifb'oaifb=aalifb A b= =1iifi.
As in Theorem I, iv) we simply obtain a~'if b;' from

a=da dz...dn

b= aydjy ...t
if we take
R B -1
a =4a, o, al
R B -1
bl=a, a4

where the inverse a, ' of the elementary instruction a; is given in
Table L.

vi) The distributive laws hold:

ﬂ;f}[blﬁ(azif by + a3ifbs) = ai azifb1 A b: + Claag;i)(bl A by

(aszbz + a3if bs)oa ffbl = azalisz A b+ avan if by A br.
In fact if b ¢ then we have:
&= .

We must thus consider by 3 @ . In the case b ¢ @ and bs & a:
we have again:
O =1a.

In the cases bs¢a and b:g5 or ba&a» and by 5 ax we have

ﬂ[(lzifb] A bzﬂajazifbl A b,

oy s I/ bz /\ b,! = (I dy l]( bz /\ bl
or respectiviey
aiagilb, A by = Cljﬂ}lifb} A b;

i dy lf b}, /\ b[ — 3 I/ ]J3 /\ bi.
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In any other case we have:

W=u.
Q.E.D.

A useful relation holding in an £-algebra is given in the tollowing:

Turorem IX. In an L-algebra we have (X g if by = ¥ a’if b;.
For every mixed product we have:
a, a if by A by = O ;

where p + g = n, because either b, ax and by & ax or by & a, and
by 73 ik .

Q.E.D.
COROLLARY.,
In an f-algebra we have
(Carif b)) = Ya " if b
It is sufficient to take m = —1 in Theorem IX.
0Q.ED.

To conclude we want to give a meaning to an infinite sum,
Oor series,

; a; I][ b,‘ .

We shall say a series convergent, and we will apply the same
rules given for an ordinary sum, if it is possible to prove in finite
terms whichever of the following cases is true for V j:

l) bg 0 a4 and bi#i & i
ity b ¢ a

iii} otherwise.

4. - SOME PROPERTIES OF AN $-ALGERRA.

Why we bothered to introduce such an algebra? The answer is
very easy: the semantical interpretation of a sum is a loop. In other
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words: starting from the generating set F={s, [, r} and using two
operations, namely concatenation and addition, we get an L-algebra.
As we shall prove £-algebras enable us to calculate general recursive
monadic functions and to tell something on their equivalence or on
the length of their programmes.

We shall say that the series X a; if bo2ui3 converges to the function
f or that f = Z a; if bowmss is calculable ift for every n the series con-
verges and we have

fon=a.,
where
ai = rEeerl(l s)r!
and
bu|2u+3 - l(l 5)”4—1

with ¢#" a concatenation of a finite number, n-dependent, of ele-
mentary instructions.

The semantic interpretation of such a definition is quite obvious.
Given a tape with the number n represented in the unary alphabet,
i.e, with # + 1 consecutive marked squares, then the function f is
said to be calculable if it is possible to choose effectively a machine a
such that if it starts on the rightmost marked square then it stops
on the rightmost marked square, the tape having just 1+ f.n
marked squares.

Since we shall use it in the proof of the next theorem, it is
here recalled the main result, Theorem III, as given by J. Robinson
in (4): «All general recursive functions of one variable can be ob-
tained by starting with the two functions S (successor) and E
(E . x = x — [x"]), and repeatedly using any of the formulas

Fhox=A.-x+B.-x, F.-x=BA-x, Fi-x=B'.«x

to construct a new function from the known functions A and B.
The third formula is used only when B assumes all values ».

TueoreM X. A monadic function [ = X a;if b; is calculable ift it is
general recursive.
Because for every n there is just one true conditional, namely

L{lsy+'=b g, =rtt g [{T a0,

aln+2

then the given series is certainly convergent. Obviously it is surely

- n=a
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if we take
c=sl
and
g n=14+4¢f-n.

It isthus sufhcient for f to be general recursive to have a, € /R, .
Let us now set

br;2n+3 —_ l(l S)"_H '

E B : ?'E"” (S Z)I+E—m Z (l S)m+l If b()2u+3 , S M= FS$

1w

Fi = Z J,A—)1:+B-m (S l)l-%—A-nH—B—m l(l S)]+A-m ?,A m (5 l)l-i-.‘\-m

n

L(Lsy B oo (5 [0 ] (1 5ym 1 if by

FZ = E T,BA»m (S l)I+BA-m l (I S)l A TA',“ (S I)H—A-m l (l S)m-H If bn}!n+3
and if
B L= Z ?,B-m (S Z’)T+B-m 1 (Z‘ S)l”w"f I)( bo2i1+3

HI

then
Fy-n=3 v (s L sY P if bosays .

ne

Because E, S, Fi, F; and F, are calculable, provided such are
A and B, then we have our theorem.
Q.ED.

Except for the purpose of arriving at a new definition of general
recursive functions, is there any other reason for an C-algebra? Of
course: lor one the application of the results given in Chapter 2
relative to the equivalence and to the problem of a program with
the minimu mnumber of instructions,

Suppose X to be the name of a special purpose machine, such
that it turns out the sequence of elementary insiructions correspond-
ing to the true conditional once we feed in the sequence of exponents
and he value of »n. Thus it immediately disappears any philosophical
problem related to the necessity of an infinite memory, eventually
needed to store the infinite addenda of a series. In other words, in
order to minimize the length of a program it is sufficient to make
each addendum of minimum length. The problem now is: with respect
to which alphabet we have to find the shortest program? Let us con-
sider the expressions given in Theorem X for E, F,, F, and Fi. If we
choose {s, I, r, i} as our alphabet we can find programs shorter than
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those given. But we have also some conventions to deal with: e.g. the
convention on the stop; the new programs will they respect it? Not so
in general. Instead let us assume {E, S} as th egiven alphabet: how
can we obtain shorter expressions for Fi, F, and F; taking into ac-
count the conventions previously made? The proof given for the next
theorem shall provide an answer.

TueorEM XI. A monadic general recursiv efunction could always be
put in the form:

Fon= Y2 o (s DFn I (Ls)™ if boa,

m

where h is constant.
Both E and F; are in this form. Moreover we have:

8 w1 =3 (s Y (L)Y i By

m

Let us now consider the four programs

e = (Is) A A (s 1)+ 55 F, F
¢ = (1 g)L+Bm B (g D+Bmies T,
di = (sD*® s5e*% {1 5" 15 Fy, Fs
s = (gl)" g g (TP w5 Py

For j = 1,2 we have
Cj = ) d,' l
and
N., (s*) = N, (s*) =0

that is they have the property «), thus for Theoremns IV ad VI
Cj:[djlz\fli[ = 12,

where V is the tape with zero marked squares.
Thus both F; and F, can be written in the given form, with & =7

and respectively h = 4.
Q.ED.

What isimportant to notice is the syntactical implementation of
the given reduction. We observe that the form we arrived isn't the
shortest: if we change, e.g. the convention on the stop of our ma-
chines we can, via a pure syntactical reduction, reach a minimum.
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THEOREM XII. If a machine stops on the leftmost marked square
then the programs for monadic general recursive functions have an
unique minimal form.
The required form is
F Pl = Z (S l)}%F‘m l (I .S)HH—I If bu2n+3 s
because N (s*) = N (5) and N(r) = 0, by the result given at the end
of Chapter 2 we have proved the thesis.
Q.ED.

We note that the given form isn’t a minimum with respect to
the generating set F it is just the shortest sequence of elementary
instructions satisfying the given conventions. It should bz stressed
here that the chosen definition for a calculable function could be,
guite naturally, modified so as to include the class polyadic, or more
generally of sequence-to-sequence, functions. We have preferred the
given above in order both to simplify our proofs and to stress the
just given possibility of syntactical investigations.

Work is now in progress both on the axioms of L-algebra and
on the questions related to the programs highlighted in the last
couple of theorems. Namely, on the possibility of extending the given
results to an arbitrarily given set of instructions in respect of which
to minimize the length of programs. And on the search for more
syntactically characterized conditions of a minimumn.
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Ri1assuNT0. — Si considera l'equazione differenziale

W X+ 5 p () x L (0] = £

in ordine al segucnte probiema:

(I} Ricerca di condizioni sufficienti affinché le soluzioni limitate nen oscillanti
delta (1) tendano a zero;

(II) Ricerca di condizioni sufficienti affinché nessuna soluzionc non oscillante della
(1) tenda a zero.

ABsTRACT. — In this paper we shall consider the dilferential equations (1) and
accompiish the tfollowing problem:

(I) To find conditions which will ecnsure that bounded nonoscillatory solutions of
equation {1} approach zero;

(II) To find conditions such that nonoscillatory solutions of equation (1) do not
approach zero.

1. - INTRODUCTION,

In the last few years, there has been an increasing interest in the
study of the oscillatory behavior of solutions of differential equations
with retarded argument, which retarded differential equation provide
a mathematical model for a physical system in which the rate of
change of the system depends upon its past history. The oscillatory
behavior of retarded differential eguation of order larger than or
equal to 2 has been the subject of many recent investigations [1-11]
just to mention a few. Recently Lapas and LAKSHMIKANTHAM [5]
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showed that if p(f} > 0, p' (1) = 0 and ¢ p(¢) = 2, then the bounded
solutions of the equation

("} () —p(Dx(t —1)=0

are oscillatory. Notice that (*) is nonoscillatory when t© = 0. The
question of whether equation (*) has oscillatory solutions or not was
left unanswered in [5]. Lapas, LADDE and PaPPADAKIS [6] generalized
results to a more general equation

(**) x" (1) — épi(ﬂ x[gi(1)] =0

where gi(¢#) =1t i=1,2,...,m More recently, DaHiva [12] has
discussed the nonoscillatory property of solutions of the following
even order differential equation

m

(%) () ~ Ep:(l‘) x[gi{O)] = f{1)

where 1 = 2 is an integer and accomplish the following problem:

{I) To find conditions which will ensure that bounded nonoscil-
latory solutions of equation (***) approach zero,

(II) To find conditions such that nonoscillatory solutions of
equation {***) do not approach zero.

In this present paper, we consider the same problem for odd
order differential equations of the following form

(1 wwwn+§pungmn=ﬂﬂ

where 0 < 17 i3 an integer.

2. - THEOREMS.

We shall consider the differential equations {1) and the following
cenditions:

(1) The functions p;(t),i=1,2,...,m, are continuous and non-
negative on [1,, «), and for some index i,, 1 <i,<m, p, (t) >0

for t = t,.
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(ii) The functions g,{t), i = 1,2,..., m, are differentiable on
[to, o) and such that
g (1) =1 for every t = (.,
g (t) = 0foreveryt = t,,

lim g (1) = = .

[

(iii) The function f(t) is continuous and nonnegative on {1, o).

We shall restrict our atteation to solution x{(f) of equation (1)
which exist on a half-line [7,, «). Such a solution is called oscillatory
it it has a sequence of zeros tending to infinity. Otherwise a solution
is called nonoscillaiory.

TueorEM 1. Assumie that the conditions (1) - (iii) are satisfied and in
addition the following inequality holds

(Cy) }1111 inf:l f (g"(t)(;f:(s))zu pi(s)ds>1
i) '

where g, (t)= min g (). Then bounded nonoscillatory solutions of

I<i<m

equation (1} are eventually positive,

Proof: Let x (t) be a bounded nonoscillatory solution of equation
(1). Then x(#) cventually assumes a constant sign, Suppose, to the
contrary, that x(¢) is eventually negative. Let T be large enough so
that for t = T = 1., x[g ()] <0, i =1, 2,..., m. Using conditions
(i) - (iti}, it follows from equation (1) that x?"+"({) > 0. In view of
the boundedness and nonpositive of x (1), the conclusion x®*+D (¢) > 0
implies the following

(2) (=12 (t)=0, j=12,....,2n+1

for sufficiently large ¢. Without any loss of generality, we can assume
that T is large enough so that for 7 = T, (2) holds. Applying Taylor’s
theorem to the function x(s) about the point ¢ we obtain

3) xs) = W gy MO e s e
=0 il (2n++1)!

where £ is a point between s and 1.
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Since x@U(EY = 0, we have from (3)

(4 x(s) = ¥ (s — ).

i=0

2 x‘”(t)
il

Since gi(i)— « as f— = and g:(t) = 0, from (4) we get

() ez EO=EOL oy, s,
i= j!

from which

(6) A0 (5) = ()~ L pr(9) % [ ()] =

< f(s) — é:pf(s);é': (gi (s) ;I g8y AP g ()] .

Integrating (6) with respect to s from g, (f) to {, we obtain

I
in

N xmmn<]"ﬂwds—z:x&ﬂn]fpmmds+

. i=1
g0} . 00)

I
"

+§”kﬁﬂfaw@mwmm»m+“_

e.(1)

7 (g, (0]
N (2n)t

i

' {i: J pi(s){gi(t) — g (s)yrds — (211)!} .

£,{1)

In view of condition (C;), conclusion {2) and the fact that
g (t) — gi(s) = 0 (since ¢ = s), each term to the right hand side of (7)
is nonnegative while the [eft hand side is nonpositive. Since p. (D>4
at least for one i,, the right hand side of (7) is positive. This con-
tradiction proves our theorem.

THEOREM 2. Under the conditions (1) - (iii) and (C\). Moreover, as-

sume that
(C) for some index j{1 < | < m) there exists d > O such that

f4d

Hm inf | pi(s)ds = e >0

Ly ea
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and

(Cs) ff(r)dt<w.

Then bounded nonoscillatory solutions of equation (1) approach zero
as s oo .

Proof: Let x (f) be a bounded nonoscillatory solution of equation
(1). By Theorem I, x(¢) and x[g:(#)], i=1,2,...,m are posilive
for every t > t, where t, is large enough. In view of condition (C.),
we have

(8) fp.mdr: o

t
“

Integrating (1) from ¢, to t, we obtain

@ 0@ -+ 5| ) xle @] ds = [ f(s)ds

T
a

or
I

(10) 227 () — 9 (1) + J o) x [N ds = | f(s)ds.

v
{ I
o

Hence |
(11) f pi(s)x g ()] ds < o .
In fact if ’

fp,-(smg,-(s)] ds — =

!

o

then, from (Cs), it follows from (9) that x“"(t)— — e as {—> oo,
But this will force x () to be unbounded, a contradiction. Hence
(11) holds.

Next we show that

(12) limx' () = 0.

If x@ (1) = ¢c(20) as t — o, then (11) implies [ pi(s)ds < o,

12
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a contradiction. Therefore
(13) XYy —=0as t— o |

We make use of Kolmogorov's general theorem that, if | x(1) | =M,
and | x“%(t)| < Ms,—; on (0, =), then

n 2n

1
(14) |29 () | < Cpi M. M, |

where C,; is a constant depending on 1 and i and 0 < i < 2u. Thus
if x*9(t)—>0ast—> « and x(¢)is bounded, then x'?(#) = 0 (0 < i < 2#n)
as t— <. Hence (12) holds.

Now from (8) and (11) we obtain

(15) lim inf x [g(0)] = 0.

The subscript j in (15) is dropped for convenience, If lim x (1) + 0,

[

then let im sup x(f) > r > 0.
oo

In view of (6), there exists a sequence {Br}, k& = 0 with the fol
lowing properties (see [10]):

(a) lim ﬁ,{ = oo, 3;— = 4 for all k.

ke
(b) For each k, x [g (3] > r.

(c) For each k > 1, there exists a number 13,: such that

B < B, < 3 and x[g(B))] < ’2

Let oy be the largest number less than 8 such that x [g{ar)] = ;
and &; be the smallest number greater than Besuch that x [g ()] = ;—
for k = 1. Now in the [a 3], there exists a number cc; such that

Pty . x[g (B ~ x[g(a)] r
16 o ) x 0 (e, - s _Eo - —— S
(16) g («, g («,)] S w 3 e — @)

by the mean-value theorem. But »* [g(cc; J]—0 as g{a;) — =, Also
g’(o;;) is bounded. Therefore from (16), it follows that lim (8, — ag) —

Femiy o
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— . Also, because of thc way « and 3: were chosen x[g ()] =

> ; >0 on [ax,&]. Now from (11), it follows

5
= “

> [ p@rtaorde= 3 [ poxis@lds >

h

&

> r-ifp,-(S) ds = o,
2 k=1

%y

due to condition (C,;) of this theorem. This contradiction shows that
r = 0 and the proof is complete.

Example 1. Consider the equation

P I
-7

L
() + e x(t —m)=¢ —e ', t>ma;

which has x({) = e as nonoscillatory positive solution that ap-

proaches to zero as t—» oo,

By condition (C,) we have

{ 1 &

lim inf | pi(s)ds = lim inf f e ds > 1.
f—3ea "
2,00 =7

From condition (C;), it follows

£ =

lim inf 62 ds = 2e ™ lim inf.e2 (e- — 1) = oo

since d > 0, also f{(t) = e’ ( e2 — 1} > (0 which is integrable on
(7, =) and

f e'(e’ — iJ dt < oo,

Thus all the conditions of Theorem 1 and Theorem 2 are satisfied.




196 LuSan Chen e Cheh-Chil Yeh

TurorEM 3. Under the conditions (i) - (i) and (C.)), moreover, as-
sume that

m

(Co) im Y | pi{s)ds = =
i—e =1
and
f f(s)ds
(Cs) lim inf — — = f > 0.

Z pil{s)ds

Then no nonoscillatory solution of equation (1) approaches zero.

Proof. Let x(#) be a nonoscillatory solution of (1) which ap-
proaches zero. Then x{¢) is bounded on [#:, « ). By Theorem 1, x (¢)
is eventually positive. Then, without Toss of generality, x(¢) > 0 for
t= 1.

From (1) we have

‘ i

(17) 9 (1) — x00 (1) + ; ) xla(s)]ds = ff(s) ds.

4 )

Since x(t)— 0 as t— « and is positive, then there exists a £, = 7
such that

xfg ()] <§ ,i=1,2,...,m for t = 1;.

Replacing #; for # in {17), we obtain

i I
in

0 @) = = [ psa e @] ds + [f5)ds

=

t iy

£ !
!3 m
i

P L ps) ds + j‘f(s)ds,

v

TZ [2




Nonoscillation Generating Delay Terms in Odd Order, etc. 197

which vields

i

f f(s)ds

(27} (211} 4 p
(18) —— oo %_.{iﬂ___.. > _ ,5 o '
; pi{s)ds X:;: pi(s)ds § pi(s)ds
: p :

2 2 2

Now as t— oo, the right hand side of (18) is bounded away from
zero from condition (Cs). Since

¢
i3

m 30 | pi(s) ds = e,

3o (=1

it follows from (18) that x?"{#)— e which in term forces x(¢) to
be infinite, a contradiction, since x(z) is bounded on [#, = ). This
contradiction proves our theorem.

Example 2. Conosider the equation

() 4+ x(f — ) =3 + sintt — cost £

which has x (1) =3 + cost as positive nonoscillatory solution does
not approach zero as f — . From conditions (C;) and (Cs), we have
respectively

4

Hm | p(s)ds = e,

f f(s)ds
Iim inf i‘————{ S
' f p(s)yds

4

] 3(t — t1) + (cos ty — cos i) 4 {sin {; — sin )
= lim : e

t—yee t— 1

3>0.
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From condition (C,) we have

J 2

ua ()

lim inf L[ (g(t) — g ()P p(syds —

£
—~3
— lim inf f(z sds = 1,
be 2 6
f—w

Thus all the conditions of this theorem are satisfied.

it

—

[2

—

{3

for}

[41

[5]

6]

n

[8

—_

(%]

[1o]

[1i]

[£2]
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Modulo di Young e temperatura di transizione vetrosa
di vetri inorganici
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{Adunanza del 3 aprile 1976)

R1assunTo, — Utilizzando considerazioni termodinamiche & stata ricavata un’egua-
zione che permetle i calcolo del module di Young di vetri inorganici di cui sia nota
la composizione chimica ¢ la temperatura di transizione vetrosa.

Il calcolo del modulo elastico per diversi ossidi vetrosi ha messo in evidenza
l'eccelicnte accordo con 1 valori sperimentali desunti dalla lctteratura.

ApsTrRacl. — On the basis of thermodinamic arguments an equation [or the direct
calculation of Young’'s modulus of inorganic glasses from their glass {ransition tempe-
raturgs and chemical compositions, has been derived.

Excellent agrecment is obtained beiwecn measurcd and calculated values of elastic
modulus for a variety of oxide glasses .

INTRODUZIONE

L'uso sempre crescente di fibre di vetro per rinforzare materiali
plastici ha focalizzato I'attenzione sul modulo elastico, una proprieta
che varia con la composizione del vetro. Si e cercato pertanio di in-
dividuare quei parametri che influerizano il modulo di Young E con
il proposito di preparare vetri con caratteristiche elastiche molto pili
elevate di quelle dei vetri attualmente in commercio.

Allo stato attuale non vi & alcuna soddisfacente teoria che metta
in relazione il modulo di Young con la struttura e Ja composizione
del vetro.

Tra i lavori pill recenti vanno ricordati quelli di PHirLips [1] e
WiLLiaMs e ScorT [2] che hanno proposto una relazione empirica
tra modulo E e composizione chimica del vetro, cioé:

E = Zci pi {n
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in cui p & la percentuale in moli dell'ossido i e ¢ un coefficiente
ottenuto interpolando numerosi risultati sperimentali.

L'equazione (I), pur dando risultati soddisfacenti, non tiene in
alcun conto la struttura del vetro che, come & noto, ne influenza pro-
fondamente le proprietd chimico-fisiche; inoltre i coefficienti della
maggior parte degli ossidi hanno valori assai diversi a seconda della
composizione del vetro.

MakIsHiMA e MAckeENzIE [3] propongono l'equazione:

E =836V, ZG:X (1)

in cui V, ¢ la densita di impacchettamento che verra definita in se-
guito, G; l'energia di dissociazione dei legami M--O dei vari ossidi ed
Xi Ia percentuale in moli di questi ultimi.

YAMANE € Sakaino [4] partendo dal presupposto che le caratte-
ristiche elastiche di un vetro siano da mettere in relazione con le
energie di fusione dei singoli ossidi, piuttosto che con quella di disso-
ciazione, formulano la seguente equazione:

E=93-f sT,X%
2 (I11)

in cui p ¢ la densita del vetro, M il suo peso molecolare, T, la tem-
peratura di fusione dell'ossido i ed X; la percentuale in moli di questo.

Le equazioni (II) e (III), presupponendo che le proprieta chi-
mico-fisiche di un vetro possano essere valutate come media pesata
delle proprieta dei singoli ossidi, non tengono conto delle interazioni
esistenti nel vetro tra i vari ossidi, né della loro diversa funzicne nel
reticolo (ossidi formatori o ossidi medificatori).

Infine Ray [5], osservando che il modulo di Young di vetri a pilt
componenti non differisce molto da quello dell'ossido formatore, ipo-
tizza che Venergia necessaria alla deformazione del reticolo sia deter-
minata principalmente dal numero e dall’ampiezza delle forze che
tengono legati gli atomi di ossigeno nel reticolo e che quindi il mo-
dulo di Young debba crescere con la « densita » di tali atomi.

Nella presente nota viene proposta una relazione tra i} modulo
di Young, una proprietd meccanica nel caso dei vetri difficilmente
misurabile sperimentalmente, e la temperatura di transizione vetrosa,
una proprieta termodinamica caratieristica dello stato vetroso, che
viceversa pud essere rilevata da una semplice misura calorimetrica.
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TEORIA E RISULTATI

Un vetro a temperatura ordinaria si comporta come un solido
isotropo perfettamente elastico.

Il comportamento eclastico ¢ definito da quattro parametri: K
(modulo di compressibilitd), E (modulo di Young), G (modulo di ri-
gidita), v (coefhiciente di Poisson).

Due soli di questi parametri sono perd indipendenti essendo va-
lide le seguenti relazioni:

9K G
E=——"=3K(1 -2v)=2G(l +v v
TK G ( v) ( ) (IV)

Il coefficiente di Poisson ha per la maggior parte dei vetri il va-
lore di 0,25 ma pud essere calcolato con buona approssimazione
dalla composizione chimica del vetro [6]. Pertanto la determinazione
del modulo E permeite di caratterizzare completamente il compor-
tamento elastico di un vetro.

In accordo con SmiIta {7] il modulo di Young in un vetro di
silice & dato da:

F = - 1 ......... o N (V)

6

in cui o & l'energia di deformazione del legame Si-0-Si ed N il nu-
mero di legami per unitd di volume,

In un vetro generico, detto Z il numero di legami per mole
di vetro, ¢ la densita ed M il peso molecolare, ed indicando con
f = Za l'energia di deformazione media per mole e con ¢ una co-
stante, la (V) pud essere riscritta;

E=c¢ -2 VI
ey B (VD)

Ritenendo che la deformazione elastica di un vetro debba essere
messa in relazione, piuttosto che con l'energia di dissociazione o di
fusione degli ossidi, con l'energia che deve possedere il reticolo per-
ché in corrispondenza della transizione vetrosa acquistl la mobilita
necessaria per passare da un comportamento rigido ad uno plastico,
tenendo presente che entrambi i processi possono essere rappresen-
tati come variazioni del secondo ordine di funzioni di stato, si & for-
mulata la seguente equazione:

E=LkVT, (VID)
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L'equazione (VII) lega il modulo di Young E (K bar) alla tem-
peratura di transizione vetrosa T,('K) attraverso i duec parametri
ke V.

La funzione k tiene conto dell’eccesso o del difetto di atomi di
ossigeno rispetto a quelli necessari per un reticolo tridimensionale
formato da tetraedri e pud cssere calcolata mediante la seguente
equazione:

L

k=aexp(——2) (VIIT)

1y

in cui a(K bar/°K} & una costante alla quale & stato attribuito va-
lore unitario, n, il numero di grammo-ioni di ossigeno ed n; il nu-
mero di grammo-ioni di formatore di reticolo.

V. rappresenta la densitd di impacchettamento che, come messo
in evidenza da Ray [5] ha una notevole influenza sul modulo di
Young, e puo essere calcolata, note che siano la densita g, il peso
molecolare M e la composizione molare X; del vetro, con la seguente
refazione:

Vi= -2 2vix
v (%)
4 3 3
essendo V; = 9T - m{x Ry + y Ro) il volume effettivamente occupato

dall’'ossido M, O,, avendo indicato con 9T il numero di Avogadro ed
R i raggi ionici di Pauling.

TaseLLA T
Vetri k V' T, B B
Si0, 1,00 0,514 1463 752 730
B.O, 0,61 0,541 553 181 173
P,0; 1,65 0,548 337 485 500
Ge0O, 1,00 0,459 800 400 426
PbO . Si0, 1,00 3,607 695 422 435
Na,O . 2510, 1,65 0,523 732 032 571
0,14 Na,O - 0,11 CaO . 0,75 Si0, 1,39 G,541 828 623 690

Sono stati presi in esame alcuni vetri molto differenti tra loro
di cui si riportano in tabella I i parametri necessari per il calcolo
del modulo di Young mediante l'equazione (VII).
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I valori di E cosi calcolati (E.) sono raffrontati in Fig. 1 con
quelli ricavati dalla letteratura (E;); 1'accordo & pili che soddisfacente
tenuto conto anche dell’errore sui dati sperimentali.

7]
~
o /
=]
=
~  soo} g
o
Lz
*
600
400 |
200 //
i J H { | | 1 1
0 200 400 600 800
E. (kbar)
Fic. 1.
CONCLUSIONI

L’equazione proposta non pretende di dare risultati rigorosa-
mente esatti, ma vuole essere un approccio preliminare per determi-
nare una relazione tra modulo di Young e struttura del vetro. Essa
comungue pud fornire wtili indicazioni sui parametri che influenzano
il comportamento elastico, permettendo di prevedere quali composi-
zioni chimiche diano origine a vetri con elevati valori del modulo
elastico.
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Insetticidi cloroorganici: alcuni aspelti
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Rrassunto. — In questa nota sone esaminali alcuni insetticidi ctoroorganici, nei
vari aspetti della chimica, del metabelismo, del loro effeilo suli’ambiente, della
lossicologia.

Alcuni insetticidi cloreoorganici largamente usali in agricoltura, il DBT, 1’'Aldrin, il
Dieldrin, I'Eplacior, 1'Eptacloroepossido, il Clordano, provocanc il tumore nel [egato
di aleune specic di animali.

Appare percité urgente riconsiderare attentamente il pericolo per la salule umana
¢ per Pambiente che deriva dal largo uso degli insetticidi cloroorganici.

SuMMaRY. — In this paper some chlorinated insecticides are examined with respect
to the different aspects of their chemistry, their metabolism, their loxicology and
their eflect on the enviromment.

Some chlorinated insccticides widely used in agriculture, o.g. DDT, Aldrin, Dieldrin,
Heptachlor, Heptachlor epoxide, Chlordane, promote cancer in the liver of some
animals.

It appears therelore urgent to consider with greal altention the danger to the
public healt and to the environment which result from an excessive usc of these
chlorinaled insecticides.

INTRODUZIDNE.

Secondo 1 dati forniti dal Chemical Abstracts, circa 2 milioni di
differenti prodotti chimici sono stati sinora sintetizzati, mentre il loro
numerc aumenta di circa 250.000 ogni anneo. Sempre ogni anno da
300 a 500 nuovi prodotti chimici entrano nell'uso commerciale, e ben
9.000 sono prodotti in quantita maggiori di ¥ tonnellata ciascuno. Dal
1968 la produzione di composti organici sinfetici & crescruta di circa
55.000 tonnellate ogni anno, con un aumento di piit del 160 % in un
solo decennio [1].

* Conlrattista guadriennale presso la Facollh di Farmacia dell'Universiti di Napoli.
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Tra gli ormai innumerevoli fattori responsabili del deterioramento
ambientale (urbanizzazione, spopolamento delle campagne, distruzione
indiscriminata della flora e della fauna) le sostanze chimiche immesse
nell’ambiente rappresentano probabilmente 'aspetto pit inquietante,
poiché esse vanno ad interferire con i delicati equlibri chimici che si
SOno creati in natura assai leniamente. Nel corso della evoluzione, il
mondo inorganico, fisico e biologico della superficie terrestre gradual-
mente hanno raggiunto uno stato di equilibrio in continua trasforma-
zione, con processi che legano insieme in meravigliosa armonia i co-
stituenti viventi e non viventi della terra.

L’industria chimica & un sistema di trasformazioni chimiche create
dall’uomo che, come gli eventi della natura, hanno luogo sulla super-
ficie terrestre, Quindi questo sistema deve essere perfettamente com-
patibile con cid che accade in natura se si vuole che la tecnologia
debba sopravvivere ¢d essere un fattore indispensabile per il miglio-
ramento della qualita della vita degli uomini.

Purtroppo, la introduzione nell’ambiente di una nuova sostanza
chimica non & stata mai fatta sinora in termini di una valutazione
sia di costi e sia di benefici sociali. Piultosto, sono state introdotte
sempre nuocve sostanze chimiche nell'uso comune, o nei luoghi di la-
voro, o nella alimentazione, o nell’ambiente in genere in maniera in-
discriminata e assai spesso irragionevole, semplicemente perché esse
recavano pit profitti di altre sostanze gia usate o di altri sistemi di
produzione [2]. Assieme agli aspetti estremamente inauietanti dell’in-
quinamento macroscopico dei prodotti chimici (basti pensare alle ma-
terije plastiche) e della loro tossicith semplice, quella cioé che si ma-
nifesta per esposizione breve o, relativamente, prolungata ad essi, ¢
ora diventato evidente che gli effetti biologici a lungo diluiti nel tempo
e lali da essere spesso difficilmente imputabili ad una sostanza spe-
cifica, sono ancora pit dannosi. Le sostanze chimiche possono provo-
care negli organismi effetti estremamente gravi quali la cancerogenesi,
la mutagenesi e la teratogenesi. In particolare, molti scienziati ame-
ricani stimano che dei 650.000 casi di cancro che sono stati osservati
nel 1973 negli U.S.A. il 60-90 % sono stati causati da fattori ambien-
tali: in massima parte da prodotti chimici presenti sul posto di la-
voro, nell’ambiente, nella alimentazione [3].

D’altra parte, mentre il numero di sostanze immesse nell’am-
biente aumenta sempre pit, a questo aumento non corrisponde una
adeguata verifica della loro possibile attivitd cancerogena o teratogena
o mutagena. Ad esempio, su 2.000.000 di composti noti solo 6.000 sono
stati sperimentati per osservarne la cancerogenicita, e di questi 6.000
solo per una meta la sperimentazione & stata adeguata ed appro-
fondita. Secondo Saffiotti, circa 1.000 dei 3.000 composti indicati prima
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hanno mostrato un qualche segno di attivith cancerogena, ¢ di questi
1.000 alcune centinaia sono state dimostrate « chiaramente » cance-
rogene {1].

II problema ¢ ancor pitt complicato in quanto, quando anche
si facessero degli esperimenti accurati prima di immettere i prodotti
chimici su] mercato, di alcuni si evidenzierebbe relativamente presto
la patogenicita, ma aliri diventano tessici o, ancor pi, concerogent
solo dopo che sono stati metabolizzati negli animali. A cio devesi ag-
giungere che vi sono alcuni prodotti chimici che non sono cancerogeni
da soli, ma che tuttavia possono aumentare l'azione di sostanze can-
cerogene [2, 4]. Dalle brevi osservazioni fatte, appare indispensabile
una attenta riconsiderazione del ruolo che nella nostra civilta hanno
avuto ed hanno quei dott. Jekill dell'inerte che sono i prodotti chimici.

Il caso degli antiparassitari cloroorganici & senza dubbio significa-
tivo della dicotomia buono-cattivo che si presenta a chi volesse ana-
lizzare, senza facili catastrofismi, il problema dell'inguinamento chi-
mico dell’ambiente, e trovare delle possibili soluzioni applicabili.

Esiste nella biosfera un delicato equilibrio tra le varie forme di
vegetazione e gli insetti. Quando gli uomini, mettendo in atto le prime
elementarj pratiche agricole, determinarono la distruzione di piante
spontanee {i boschi) e la creazione della uniformita vegetale {es. il
grano), gli insetti non piu in lotta equilibrata tra loro, poterono ripro-
dursi con maggiore facilita. Dove non c'era pit varieta di bosco e di
prato, le specie di insetti nocivi adattate all’'ambiente monocolturale
potevano svilupparsi con un controllo naturale molto pit attenuato di
quello esistente precedentemente.

L'uomo ha tentato fin dai tempi pit1 lontani di combattere i danni
che gli insetti recavano alle colture: la soluzione piil logica era quella
di compensare equilibratamente 1'uniformita colturale del campo con
la presenza del prato e del bosco [5, 6]. La necessita di allargare la
produzione e difendere i raccolti ha invece spinto i produttori a creare
barriere artificiali allo sviluppo degli insetti.

Gia un certo numero di insetticidi organici, come ad esempio
CH:Br, CS;, HCN, p-diclorobenzene, oltre ai prodotti naturali derivati
dalle piante (elleboro, nicotina, piretro, derris, etc.) era noto nei primi
decenni del nostro secolo. Ma & solo dalla scoperta del DDT come in-
setticida nel 1939 e del 2,4-D come erbicida che i prodotti organici sin-
tetici sono venuti a dominare la scena. L'avvento di questi prodotti
ha rivoluzionato i metodi di lotta antiparassitaria e ha dato un enorme
impulso alla ricerca di nuove sostanze chimiche di pii1 alta specificita
d’azione, Al DDT hanno fatto seguito altri insetticidi clorurati, tra cui,
importantissimi, l'esaclorocicloesano (1941-42) ed il clordano (1946).
Pal fervore di ricerca suscitato dalle proprieta del DDT & scaturita la
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scoperta di molti antiparassitari fungicidi organici, pitx efficaci e pit
specifici dei vecchi prodotti a base di rame e zolfo, rodenticidi pit at-
tivi e piit sicuri da usare della stricnina. In pitt di trenta anni oltre
duecentomila composti organici sono stati studiati per le loro possibili
aftivith antiparassitarie. Attualmente sono pit di 800 1 composti chi-
mici correntemente usati come pesticidi, comprendendo con questo ter-
mine prodotti utilizzati nella lotta contro gli animali dannosi, contro
le malattie fungine degli animali e delle plante ¢ contro le piante in-
festanti [7]. Solo alcuni di essi sono usati larghissimamente per la loro
maggiore capacita d’azione e per il loroe pit basso costo. Le classi di
composti pitl comunemente usati come insetticidi sono gli organofo-
storici, gli organoclorurati ed i carbammati; tra questi gli insetticidi
organoclorurati rappresentano la classe usata per prima, usata ancora
oggi larghissimamente e che ha posto il maggior numero di problemi.

I composti organoclorurati pin importanti sono il DDT, aldrin,
metossiclor, metilclor, dieldrin, endrin, eptaclor, clordano, esacloroci-
cloesano, toxafene. Di alcuni di essi considereremo le proprieta, il me-
tabolismo, la tossicologia, il complesso problema della persistenza nel-
Tambiente,

t. CAamica (e accenni sugli usi principali e sui principali nomi d'uso

o di registrazione) [8]. — Fra i composti clorurati di pit [requente
Use SONo:
DDT 2,2-bis {p-clorofenil) 1,1,1-tricloroetano. — Agisce contro una

grandissima quantita di insetti,

DO

ci o
C

DT

Metossiclor 2,2-bis (p-metossifenil) 1,1,1-lricloroetano. — Insetti-
cida di contatto assai eflicace contro mosche, coleotteri e parassiti di
colture di frutta e legumi. Lo spettro di azione ¢ paragonabile al DDT,
col vantaggio di non dare accumulo nei lipidi (vedasi appresso) ma
con lo svantaggio di costare troppo. Per questo motive ¢ usato solo
limitatamente,
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Altri nomi: metossi-DDT; DMDT ; marlato; metossido,

s DO
CblCl
METOSS ICLOR

Aldrin {(prod. comm. 95 %; HHDN puro) 1,2,3,4,10,10-esacloro-1,4,
4a,5,8,8a-esaidro-exo-1,4-endo-5,8-dimetanonaftalene. — Agisce contro
una grandissima quantita di insetti; nell’ambiente si trasforma in

dieldrin,

Altri nomi: octalene, composto 18.

ALDRIN

Dieldrin (prod. comum. 85 %; HECD puro) 1,2,3,4,10;10vesacloro-
-1,4,4a,5,8,8a-epossi-6,7-octaidro-exo-1,4-endo-5,8-dimetanonaftalene. — E
stato usato assai largamente per sradicare il paludismo in America
centrale e meridionale, Agisce contro una vastissima gamma di paras-
siti delle colture e delle foreste. E usato largamente nel controllo delle
locuste, In questo caso non & il dieldrin ad agire come insetticida per-
sistente ma il suc fotoisomero, il fotodieldrin, Quest'ultimo & molto
pil1 tossico sulle locuste del dieldrin e di ogni altro insetticida.

Altri nomi: composto 437.

! o
¢! cl
Cl 0 0
Cl "
C! Cl
D ELDRIN FOTOD!ELDRIN

Endrin 1,2,3,4,10,10-esacloro-1,4,4a,5,8,8a-cpossi-6,7-octaidro-endo-
-1,4-endo-5 8-dimetanonaftalene. E uno stereoisomero del dieldrin. B

14
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usato per proteggere le colture di tabacco e di colone, per il tratta-
mento delie sementi, per il trattamento insetticida del suolo e delle

foglie.

Cl

Cl

Cl
ENDRIN

Eptacioro  1,4,5,6,7,8 8-eptacloro-3a,4,7, 7a-tetraidro-4 7-endo-meta-
noindene. — E usato contro i parassiti del suolo, le mosche, i mosce-
rini e i parassiti domestici. Nell'ambiente di trasforma in Eptaclo-

roepossido.

Altri nomi: composto 106, E-3314.

Cl Cl
Cl
Cl
Cl
EPTACLORO

Eptacloroepossido  1,4,5,6,7,8,8-eptacloro-2,3-epossido-3a,4,7, 7a-te-
traidro-4,7-endo-metanoindene.

cl Cl
cl

Ci

Cl
EPTACILOROEPQSSIDG

Clordano 12,4,5,6,7,8,8-octacloro-2,3,3a,4,7, 7a-esaidro-4,7-metanoin-
dene. — E usato largamente nella distruzione delle termiti e delle for-
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miche. E stato molto usato nel Bacino Mediterraneo per o sterminio
delle mosche e dei moscerini, finché non & apparsa una qualche re-
sistenza,

Altri nomi: Velsicol 1068, CD-68, Octa-Klor, Chlortox, orto-klor,
Cloromulsion.

Cl Cl

Cl Cl
Cl

C!
CLORDANO

Esaclorocicloesano HCH o BHC. Miscela degli stercisomeri del-
I'esacloro 1,2,3,4,5,6-cicloesano. — L'isomero attivo & l'isomero v che,
isolato, & noto come Lindano o gammexano. Si & rivelato efficace nello
sterminio delle mosche e degli insetti resistenti al DDT. Ha trovato
larga applicazione nella protezione delje piantagioni di cotone contro
gli antonomi e gli insetti xilofagi.

Altri nomi: Esano 666, Aphtizia, Benecida, Gambril, GBH, HCCH,
HCH, Bentox, Gamtox, Luitox, Lexone.

Cl
Cl Cl

Cl |
C!

ESACLORO -
CICLOESANO

Toxafene. — E una miscela complessa di ben 177 policloro deri-
vati Cy con il cloro oscillante tra CleClyy e con composizione media
CioHuCls. Recentemente ¢ stato isolato uno dei componenti pit {ossici
della miscela il 2,2,5-endo-6-ex0-8,9,10-eptaclorobornano, che & 6 volte
pit tossico del toxafene [9]. Gl altri non sono stati ideintificati. Uno
dei composti non ancora identificati con formula minima CiH,Cls &
14 volte pitt tossico del toxafene [10, 11, 12].
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Altri nomi: Hercules 3956, Alltox, Toxamulsion,

cl

225-endo-6-exo0-H310-
eptaclorobormang

TaRELLA 1

Proprieti fisiche

sol. in HO in pp.m. Pressione di vap. mm, He

Aldrin 0,20 23x 107
v-clorocicioesano 7 9,4 x 10-%
DT 0,0012 19 x 1077
Dieldrin 0,25 1,8 x 107
Endrin 0,23 2 x 10
Heptaclor 0,1 3 = 10~

2. METABOLISMO.

Il BDT negli animali a sangue caldo & metabolizzato ed escreto
assai lentamente: il suo tempo di semivita nell'vomo [13] & di 115
giorni [14]. La serie di reazioni che portano alla degradazione del DDT
nell’ambiente & stata ottenuta assai lentamente e non ancora comple-
tamente.

La ossidazione microsemale del DDT sul carbonio « a Dicofol (1,1-
bis (p-clorofenil)-2,2,2-tricloroetanolo) & stata descritta per la prima
volta nella drosofila melanogaster nel 1959. La via della declorurazione
riduttiva per formare il DDD (2,2-bis (p-clorofenil)-1,1-dicloroetano) &
stata osservata prima nel lievito e poi nel ratto. Un nuovo prodotto
di degradazione DDCN (2,2-bis (p-clorofenil) 1,l-acetonitrile) ¢ stato
identificato solo negli ultimi anni [15].



Insetticidi cloroorganici: alcuni aspefti 213

Principali prodortti di degradazione del DDT nell’ambiente.

OH
00 “OF0-
2T

c;'m cldcl
DIGOFOL
B (O OO
Cl {J OH
D DE DDA
ct@gH@c:
G
DDCN

Uno studio sul metabolismo del DDT [14], usando DDT marcato
con "“C ha confermato quanto era stato stabilito in precedenza da altre
ricerche,

Alcuni analoghi del DDT sono largamente usati per la loro mag-
giore degradabilita nell’ambiente. Essi possono essere trasformati ra-

0 OO

Cl3
metossmc metilclor

oDy e
C~C|3

l !
OO D gD

pidamente in prodotti polari, cioce piu facilmente solubili in acqua,
e guindi escreii pilt rapidamente di prodotti troppo solubili nei grassi,
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grazie a gruppi chimici presenti sul nucleo benzenico. Questi gruppi
agiscono come substrato per le ossidazioni multifunzionali e favori-
scono il loro pitl rapide metabolismo {15].

Il metossiclor infatti in un recente esperimento fatto su quattro
generazioni successive di topi, non & stato trovalo nei tessuti dei
topi né del gruppo base né delle tre generazioni successive [16].
Nello stesso esperimento, durante il quale sono stati somministrati
insieme numerosi insetticidi, tra i quali il DDT, & stato osservato in-
vece un aumento di DDT, DDE e DDD nelle generazioni successive,
anche se l'aumento ¢ limitato e non continuo.

L'aldrin e il dieldrin sono metabolizzati ed escreti nel topo e nel
ratio sotto forma di trans-4,5-diidrossi-4,5-diidroaldrin I [17] nelle feci
e di 4,5-seco-aldrin-4,5-acido dicarbossilico 1T [18] nelle urine.

el
Ci o Cl
Ci Cl
Cl
aldrin dieldrin
o Cl
ci OH Gl COOH
Cl-¢-C| - CH;
el o C OOH
cl ¢
I IT

Un altro metabolita dell’aldrin, del dieldrin e del fotodieldrin, il
4-cheto-4-declorofotodieldrin IIT [197 & probabile che si formi per

fotodieldrin prodotto m
idrossilato

H
idrossilazione del gruppo -—C\’: K Dal prodotto idrossilato instabile,
C

si elimina HCI per formare il metabolita,
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L'endrin & idrossilato nei mammiferi: si forma 'anti 12-idrossien-
drin insieme a piccole quantith dell’isomero sin (IV).

Nei ratti ['isomero anti & escreto nelle feci, mentre nei conigli
sia il siin che Yanti sono escreti come coniugati nelle urine [20].

Un terzo metabolita il 12-chetoendrin (V) & presente in piccole
quantita nelle urine dei ratti ed & stato anche ritrovato nei lore tes-
suti [20]. Questi tre metaboliti sono stati sintetizzati da Beprorp [21]
e recentemente ne & stata studiata la tossicitd anche sul ratto [22].

La osservazione che la tossicita acuta dei tre metaboliti dell’endrin
¢ assal pitt grande dell’endrin stesso, fa pensare che la forte tossicita
dell’endrin sia dovuta probabilmente alla sua trasformazione biolo-
gica in uno dei tre metaboliti. Quindi il metabolismo ossidativo del-
Iendrin, che & un sistema di eliminazione relativamente efficiente dal
ratto di dosi subacute dell’endrin, pud essere considerato il respon-
sabile della sua tossicita acuta.

cl ¢l
c" C
CH2 0 0 ’ =0 o
‘ c Ci
¢l ¢l
v v

Dopo somministrazione nel coniglio di (U-"C) lindano durante 26
settimane KarapralLrl e coll, hanno osservato la escrezione del lindano
nelle urine (54 % della dose) e nelle feci (13 %) [23].

Nelle urine & stata trovata una miscela di 14 policloroderivati
{19 % della dose) 3 policlorobenzene (2 %) e niente lindano. I maggiori
metaboliti (> 1 % della dose) sono il 2,3 ,4,5tetraclorofencio (VI), il
2,3,5-, 24,5 e il 2,4,6-triclorofenclo (VII, VIIIL, IX rispettivamente), 2,3-
e 24-diclorofenolo (rispettivamente X e XI) e l'o-diclorobenzene (XII).
E stato anche identificato il 2,3,4,6-tetraclorofenolo in tracce (XIII).

Uno studio fafto sui ratti da Frear e coll. [24] ha portato alla
identificazione nelle urine di tracce di 3,4-diclorofenclo e quantita iso-
labili di 2,3,5-, 2,4,5- ¢ 2,4 6-triclorofenolo; 2345 ¢ 23 4,6-tetracloro-
fenolo e 2,3 4,6-pentacloro-2-cicloesene-1-o0lo. Una parte dei meccanismi
di degradazione del lindano & stato schematizzato da FruaL [24].

Cl ]
endrin

Uno dei metaboliti del c¢is e del #ramns clordano, 1'ossiclordano (XV)
si accumula nei tessuti adiposi di ratti sia maschi che femmine [25].
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H OH H
T Cl Cl
Cl Cl ¢y ci Gl
Cl Cl
Vi Vil VIH
aH OH OH
Cl , Cl Ci
Cl
I Cl
¢ X Xi
OH OH
Cl Cl o Gl
c!
Cl
X1l X111

Questo metabolita si forma probabilmente attraverso il corrispondente
2,3-alchene (XIV), composto che & stato identificato [25].

ct ci cf ¢l
Ci Cl Cl o
— - ICI C-Ci 4\D
cl Cl
. Cl Cl
clordano (cis e trans) XV xV

La formazione di XIV dal cis e dal trans clordano si ha o per rea-
zione di deidrogenazione o, pin probabilmente, per disidratazione di
prodotti di idrossilazione.

Nonostante siano state usate e si continuino ad usare quantita
enormj di toxafene [26] erano abbastanza scarse le informazioni su
alcuni aspetti della chimica, della persistenza, del metabolismo e della
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tossicita di questo insetticida [12]. Alcune ricerche fatte recentemente
hanno chiarito alcuni di quegli aspetti [9, 10, 117.

E stato studiato il metabolismo di questo insetticida sommini-
strando a ratti il toxafene marcato con *Cl suddiviso in sette frazioni,
ciascuna delle quali con contenuto uguale di cloro totale [11]. La
escrezione del *Cl avviene per il 50-60 % nelle urine e per il 3040 %
nelle feci in 14 giorni. Nel complesso i costituenti della miscela sono
metabolizzati abbastanza velocemente.

3. EFFETTI SULL'AMBIENTE,

Quando il DDT & stato introdotto durante la seconda guerra mon-
diale si ¢ dimostrato uno strumento di eccezionale efficacia, superiore
alle siesse attese, nella distruzione e nel controllo di un gran numero
di parassiti e di vettori per malattie per ['nomo. E servito a scongiu-
rare il tifo e a distruggere un gran numero di parassiti dell'uvomo a
Napoli nel 1943, a sradicare la malaria nella provincia di Latina, nella
Piana del Sele e in Sardegna nel 1945. L'uso del DDT, fatto in maniera
sistematica casa per casa, sulle persone, nei mezzi pubblici, nelle cam-
pagne, nelle paludi, nei boschi ebbe risultati eccezionali: per la prima
volta nella storia si poté disporre di un mezzo sicuro, poco costoso
e duraturo con cui poter non soltanto controllare, ma anche sradicare
i vettori di malattie, alcune di esse endemiche.

I’Assemblea Mondiale della Salute del 1955 proposte 1'uso degli in-
setticidi clorurati, aldrin, dieldrin, BHC, ma in particolar modo il
DDT per la sua economicitd, per sradicare Ia malaria nel mondo. Dal
1972 la malaria non & pit praticamente presente in 37 nazioni che
che nell'insieme hanno una popolazione totale di 728 milioni di abi-
tanti ed & sotto controllo in altre 80 nazioni con 618 milioni di abi-
tanti [27]. In India, per esempio, 'uso del DDT (e degli altri insetti-
cidi organoclorurati) ha ridotto i casi di malaria da 100 milioni ogni
anno nel 1933-35 a 150.000 nel 1966, ed ha diminuito la mortalita da
750.000 persone ogni anno a 1.500 nel 1968 [28]. Durante il programma
anti-malaria, la vita media degli indiani & aumentata da 32 anni nel
1948 a 52 anni nel 1970 [29, 30]. In agricoltura l'uso del DDT ha pro-
curato vantaggi di produzione eccezionali, stimolando, come si & gia
detto, un gran fervore nella ricerca di nuove sostanze chimiche da
usare nella lotta contro gli insetti nocivi alle colture,

I vantaggi potenziali che derivano dalla difesa dei raccolti dagli
insetti sono immensi, se la Food Agricultural Organization (F.A.0.) in
una statistica indica nel 23 % la quantita dei raccolti perduti ogni
anno. L'uso di prodotti chimici come insetticidi in agricoltura era sermn-
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brata percid una manna dal ciclo. In realta l'insorgere di resistenze
in alcune specie di insetti giad negli anni immediatamente successivi
alla loro prima utilizzazione {come nella provincia di Latina gid nel
1946) ha posto una serie di problemi che si & creduto di risolvere
puntando tutto sulla ricerca di sostanze chimiche insetticide pitt spe-
cifiche, meno tossiche e che non dessero resistenza. Si ¢ trascurata
cost la ricerca e la utilizzazione di altri metodi di lotta contro gli
insetti che solo oggi si sta tentando di introdurre. In effetti, seguendo
ta logica dei costi, il beneficio economico che deriva dal controllo degli
insetti con mezzi chimici & tra le dieci e le venti volte il costo: basti
confrontare tra loro le quantita di pesticidi (tutti insieme) adoperati
per ettaro nei vari confinenti e la resa in prodotti agricoli per ren-
dersene conto.,

¢ pesticidi resa Kp (31, 32)
per ettaro raccolto

Giappone 10.790 5.480

Europa 1.870 3420

USA 1.4%0 ‘ 2.600

India 149 820

Africa 127 1.210

Se si tiene presente che la meta degli insetticidi usati nel mondo
¢ costituita dal DDT e dagli altri composti organoclorurati che chia-
meremo tutti insieme POCI (Persistent Organochlorine Insecticides)
si ha Ia misura della importanza che essi hanno. I POCI sono molto
tossici per moltissimi insetti (resistenze a parte), hanne una tossicita
acuta per I'uvomo e i mammiferi abbastanza bassa, in pii (e soprat-
tutto) sono assai economici se si pensa che i pitt economici sostituti
non POCI sono mediamente sei volte pid costosi. Non dovrebbe sor-
prendere quindi se, solo di DDT, sono state usate sinora 2 milioni di
tonnellate nel mondo, e attualmente, nonostante il suo declino, si con-
tinuano a produrre ancora 85.000 tonnellate ogni anno.

Il motivo per cui il DDT & un eccellente insetticida & dovuto alla
sua bassa tensione di vapore (1,9 X 1077 mm Hg. a 20 °C) alla stabilita
alla fotoossidazione, all'alta solubiliti nei grassi (ca. 10° ppm) ¢ alla
bassissima solubilita in acqua 0,0012 p.p.m. a 25 °C. Ma proprio a causa
delle sue proprieta questo insetticida si ¢ diffuso dappertutto nell’am-
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biente, nel quale permane assai a lungo, tanto da essere ritrovato anche
in regioni della terra nelle quali non & stato mai adoperato. Basti pen-
sare che & stato ritrovato nelle acque degli oceani [33], nel grasso dei
pesci, nei pinguini dell’Antartide, nel suolo, nell’aria, nella pioggia [34],
nelle acque potabili addirittura [35], nelle foreste [34], negli uccelli,
che hanno tra l'altro una particolare predisposizione all’accumulo del
DDT nei loro grassi. Secondo aleuni studiosi i POCI sarebbero respon-
sabili della diminuzione o della scomprasa delle popolazioni di molte
specie di animali [34]. Essi provocherebbero infatti numerose morie
di pesci, la drammatica diminuzione del pellicano bruno, del falcone
e di altre specie di uccelli, attribuita quest’ultima alle alte concentra-
zioni di POCI nelle loro uova [34].

Esperimenti fatti su pi generazioni di quaglia giapponese (Co-
furnix Coturnix) sembrano confermare quesia possibilita [367]. A un
gruppo di quaglie sono state somminisirate con la dieta 15 ppm di
DDT, quantita quindi relativamente basse, per osservarne gli effetti
su pitr generazioni. Tra la prima e la terza generazione si & osservata
una lenta diminuzione nella produzione di uova da parte di animali
trattati con DI¥T. La percentuale di uova fertili & sostanzialmente di-
minuita, mentre ¢ aumentata la produzione di uova anormali (con il
guscio pili piccolo o piu sottile) e di uova contenenti DDT. Nella se-
conda genecrazione le uova anormali costituivano il 23,3 % della pro-
duzione totale di uova. Si ¢ anche osservato un aumento di DDT e di
DDD nelle generazioni successive di pulcini di quaglia: i livelli di DDT
nelle uova della terza generazione sono significativamente piu alti che
nella prima generazione [37].

La maggiore fragilitd delle uova potrebbe essere il fattore decisivo
che in natura provoca una diminuzione tanto evidente di alcune specie
di uceelli [38].

I POCI sono presenti nei grassi degli uomini di ogni parte del
mondo. In media gli abitanti degli Stati Uniti hanno nei loro grassi
2,3-4 ppm di DDT e 4,38 ppm di DDF; mentre in India, dove come si
& gia detto, se ne & fatto un largo uso, si & a livelli di 16 ppm di DDT
¢ 10 ppm di DDE [39]. Persino nei grassi degli esquimesi sono pre-
senti 0,8 ppm di DDT e 2,2 ppm di DDE, pur non essendo stato usato
il DDT nelle regioni da loro abitate.

E interessante notare come e quanto il DDT si vada accumulando
nei grassi degli animali coinvolti nella catena alimentare. HARRISON &
coll. [40] hanno osservato che, mentre nelle acque del lago Michigan
il livello del DDT era di 0,000002 ppm, negli artropodi, crostacei di
piccole dimensioni, era di 0,41 ppm, nei pesci come il salmone era gia
di 3-6 ppm, nel gabbiano di 99 ppm: la concentrazione del DDT dal-
P'acqua al gabbiano era aumentata di 107!
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Come si ¢ gia detto nell'uvomo il tempo di semivita del DDT & di
115 giorni [14].

Pur essendo le concentrazioni di DDT nell'uomo e nell’ambiente
molto al disotto dei livelli di tossicita acuta osservati per il DDT, la
persistenza nell’ambiente e nei grassi umani e la tendenza a dare ac-
cumulo, gia notati da alcuni anni, ha provocato in anni recenti un
accesissimo dibattito sia a livello scientifico che di opinione pubblica
mondiale quando si & accertato che il DDT provoca il tumore nel fe-
gato di ratto.

Negli Stati Uniti e nella maggior parte dei paesi occidentali si &
giunti cosi a vietare J'uso del DDT quasi completamente, tranne nei
casi in cui il DDT & indispensabile nella salvaguardia della salute
pubblica [41].

Poiché i prodotti usati in sostituzione del DDT, a loro volta, hanno
mostrato un’alta residualita e la possibilita di provocare il cancro del
fegato del topo {(vedasi l'aldrin e il dieldrin) e poiché i prodotti che
avrebbero dovuto essere usati in sostituzione di questi ultimi a loro
volta sono potenti cancerogeni (vedasi 'eptaclor e il clordano) & di-
ventato urgente riconsiderare tutto il problema. Non si pud certo di-
menticare d'un tratto fa enorme dipendenza che ha avuto e che at-
tualmente ha l'agricoliura dai prodotti chimici insetticidi, né dimen-
ticare l'influenza che essi hanno avuto ed hanno sulla stessa salute
umana. Occorre perd che siano tenuti ben presenti gli effetti che tali
sostanze hanno sull’'ambiente,

4, TOSSICOLOGIA.

La tossicitd sia acuta che, relativamente, cronica dei POCI sui
mammiferi ¢ stata assai bene studiata, dato il loro larghissimo uso,
sia sugli animali da esperimento che su lavoratori esposti sia durante
il processo di [abbricazione sia durante il trattamento delle colture.

Esistono anche molti dati sulla tossicitad dei POCI su volontari
sottoposti ad alie dosi. Nelle varie nazioni sono stabilite per legge le
concentrazioni di POCI che sono ammesse nell’aria del luogo di lavoro,
la guantitdh massima di POCI che & consentito aspirare ogni giorno
e la tolleranza, che & la massima quantith di insetticidi ammessa negli
alimenti.

Noi ci soffermeremo su alcuni aspetti delle piii recenti ricerche
tossicologiche sui POCI e sulle ampie polemiche che alcune di queste
ricerche hanno provocato, fino a determinare la drastica limitazione
dell'uso o addirittura la totale eliminazione di alcuni di essi dal
mercato,
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ScreMA

Valori di DL.* in mg/Kg di peso corporeo nel ratti

pDT ~ 115
Aldrin 40-60
Dieldrin 45-100
Endrin 10-40
v-BHC 90-125
Clordano 280-430
Eptacior 100-160
MeLossiclor 5000

* Con DL, (dose letale 50) si indica la dose somministrata che determina la morte
del 30 % degli animali tractati.

Il DDT ed i suoi metaboliti passano, attraverso la barriera pla-
centare, nel feto [42]: essi sono stati ritrovati in concentrazioni si-
gnificative nei reni, nel muscolo cardiaco e nei tessuti adiposi di neo-
nati umani.

HarT e coll. [43] hanno analizzato la distribuzione del DDT e
dei suoi metaboliti nei feti di coniglio ¢ negli organi materni che re-
golano l'ambiente fetale, dopo aver somministrato a femmine di co-
niglio gravide DDT fino a 50 mg/Kg al 7°, 8 e 9° giorno di gravidanza.
Quegli Autori hanno trovato DDT, DDD e DDE accumulato in notevoli
quantita nel fegato delle madri, nell'utero, nelle ovarie, nei grassi pe-
rirenali e nei feti, in quantita minori nella placenta.

E stata osservata anche una pitl alta concentrazione di DDT nei
tessuti fetali che nel plasma materno, una pit alta incidenza di nascite
premature, un incremento nel numero di riassorbimenti fetali, e una
diminuzione nel peso dei feti.

JouNsonN e coll. [44] hanno osservato nei topi aberrazioni cellu-
lari cromosomiche somministrando DDT fino a 400 mg/Kg [45]. Le
dosi superiori a 150 mg/Kg hanno provocato nelle cellule del midollo
osseo un numero di aberrazioni cromosomiche significativamente piix
alto rispetto agli animali di controllo. Poiché la induzione di un danno
cromosomico ¢ strettamente associato con un effetto mutageno nei
mammiferi, si puo considerare, quindi, il DDT un potenziale muta-
geno, almeno nel topo. La possibilita che il DDT agisca come un agente
mutageno nel topo ¢ raftorzata da un altro lavoro sperimentale [46]:
con dosaggi di 150 mg/Kg si & osservato un notevole incremento nel
numero delle aberrazioni cromosomiche.

Gli effetti teratogeni e mutageni dell’aldrin, del dieldrin e del-
'endrin sono stati assai poco studiati fino ad ora. Recentemente OT-
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TOLENGHI e coll. [47] hanno osservato quali effetti teratogeni produ-
cessero quegli antiparassitari nel topi e nei criceti.

Gli Autori hanno somministrato a femmine di criceto e di topo
gravide dosi corrispondenti al 530 % della dose lctale dell’aldrin, del
dieldrin e dell’'endrin.

Fra i tre pesticidi il dieldrin ha provocato il maggiore incremento
nella mortalita dei feti. II trattamento con 1 tre pesticidi ha causato
anche una significativa riduzione nel peso dei feti confrontati con il
gruppo di controllo. Le anormalita congenite pit frequentemente os-
servate nei feti di criceto e di topo sono: il palato spaccato, gli occhi
aperti e il piede palmato, assai spesso in combinazione tra loro.

L'endrin ha provocato da solo un'altra anormalitd, le costole fuse,
mentre il dieldrin alcuni casi di micrognatia, di cranio appiattito e
di ectrodattilia, associati alle anormalitd comuni ai tre pesticidi.

Un gruppo di ricercatori della Shell Company non ha osservato
alcun effetto mutageno nel topo e nel criceto dopo somministrazione
di dieldrin [48]. Quei ricercatori hanno somministrato a topi dosi di
12,5-25-50 mg/Kg di dieldrin ed ai criceti 30-60 mg/Kg distribuendo
le somministrazioni o in dosi singole o in piccole dosi successive (5 o
10 mg/Kg) distanziate tra loro. Essi hanno poi analizzato dopo 8, 24
¢ 120 ore dai dosaggi le cellule del midollo osseo femorale senza os-
servare alcun danno cromosomico. Gli stessi ricercatori hanno fatto
ulteriori studi sui cromosomi di colture di linfociti di lavoratori at-
tualmente e precedentemente impiegati in un impianto di fabbrica-
zione di dieldrin. T risultati degli studi non hanno messo in evidenza
alcun danno cromosomico, per cui, secondo gli Autori il dieldrin non
rappresenta un pericolo di mutagenicitd nei mammiferi.

Il primo lavoro sperimentale nel guale era riportata la cancero-
genicita del DDT sul fegato di topo & stato pubblicato sul Food Cosm.
Tox. nel 1969 [49]. Negli esperimenti gli Autori adoperavano quantita
abbastanza basse di DDT nella dieta (2,8-3 ppm), inferiori a quelle cud
sono esposti i contadini che usano quell'insetticida [30]. T risullati
mettevano in evidenza una incidenza maggiore di leucemia e di tumori
maligni del fegato nel gruppo di topi trattato con DDT che nel gruppo
di controllo e gli effetti aumentavano nelle generazioni successive, Que-
sta ultima conclusione fu criticata da TERRACINT [51] e lo stesso TARIJAN,
coautore del lavoro, la ritrattd successivamente [52]. Ma la prima con-
clusione era cosi importante che il W.H.O, (World Health Organization)
che aveva fatto e suggerito un larghissimo uso di DDT, fece ripetere
gli esperimenti in alcuni Centri. Dai risultati di alcuni di quegli espe-
rimenti non risulta che il DDT abbia effetti tumorigeni fino a dosaggi
di 250 ppm, Altri esperimenti, che hanno riprodotto le pin alte con-
centrazioni alle quali & esposto 'uomo, hanno dimostrato un signifi-
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cativo aumento di tumori nei maschi e non nelle femmine. In nessun
caso soto stati osservati negli esperimenti commissionati dal W.H.O.
effetti cancerogeni significativi sulle successive generazioni [53].

Sulla scia delle preoccupazioni e delle indicazioni del W.H.O. si
collocano ghi studi di Terracint [54, 55], Turusov [56].

TERRACINT et coll. hanno somministrato a pit gruppi di topi DDT
tra 2-20 e 250 ppm nella dieta limitando le osservazioni a due genera-
zioni successive. Dai risultati dello studio risulta che nel topo il fegato
¢ l'unico organo « mirato » dal DDT per la cancerogenicita. Il cancro
si manifesta solo per i dosaggi tra 20 e 250 ppm di DDT [57].

La pit frequente presenza del tumore nel fegato dei topi della
prima generazione (74 % per dosi di 250 ppm) rispetto alla genera-
zione base (44 %) & dovuta probabilmente alla esposizione fetale e neo-
natale al DDT, ma questo fatto non & stato stabilito con esattezza.

Turusov ha studiato gli efetti del DDT su pitt generazioni, ali-
mentando topi con livelli di DDT nella dieta di 2, 10, 50, 250 ppm per
sei generazioni successive, La incidenza di tumori del fegato, che & di
circa il 30 % nei gruppi di controllo, & del 50-56 % nei tre gruppi a
pitt basso dosaggio e dell’86 % nel gruppo al quale sono state som-
ministrate 250 ppm di DDT. Il DDT non aumenta la incidenza del tu-
more nelle generazioni successive e non ha un effetto significativo sulla
incidenza di tumori su organi diversi dal fegato, sebbene sia stato no-
tato dagli Autori un leggero aumento nel tumore del polmone nei topi
cui nella dieta erano state somminisirate 2-10 ppm di DDT.

Pur essendo discordanti i dosaggi del DDT che secondo vari au-
tori provocano il tumore, pare confermato il non incremento nella
incidenza di tumori o di malformazioni nelle generazioni successive,
salvo che per gli alti dosaggi di DDT, '

Assai pili inquietanti sono i risultati di alcuni studi condotti su
topi dopo sommministrazione di dieldrin [58, 59, 60]. 1I dieldrin [61]
provoca il tumore nel fegato di topo. La incidenza di tumori aumenta
all'aumentare della dose, ma & gia statisticamente significativa per
dosaggi di 0,1 ppm [59, 60, 62]. Quantith cosi basse sono tanto pilt al-
larmanti se si pensa che tutti possono avere quantitd anche assai su-
periori nei loro grassi.

Cancerogeni sul topo sono anche l'eptaclor, il suo maggior meta-
bolita, I'eptacloroepossido, e il clordano, come ha dimostrato gia nel
1965 il Food and Drug Administration (FDA). Il cancro si sviluppa in
Ire animali su quattro trattati con eptaclor e nel 90 % di quelli trat-
tati con eptacloroepossido.

Un accesp dibattito si & sviluppato negli Stati Uniti e nei paesi
occidentali sull'uso dei POCI. Dal dicembre 1970, immediatamente
dopo la sua costituzione, la Agenzia Nordamericana per la protezione
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dell'ambiente (EPA, Environmental Protection Agency’s) [63] ha chie
sto il divieto per 'uso del DDT, dell’aldrin e del dieldrin e solo pia
recentemente, nel novembre 1974, dell’'eptaclor e del clordano. Questo
Ente ha ottenuto che fosse vietato 'uso del DDT (salve che in alcuni
casi) nel dicembre 1972, Non & ancora conclusa invece una causa ci-
vile aperta nei tribunali degli Stati Uniti per ottenere la messa al bando
dell’aldrin e del dieldrin e che ha coinvolto finora centinaia di testi-
monianze.

Durante il processo nell'agosto del 1974, 'EPA ha richiesto la so-
spensione immediata della produzione dell’aldrin e del dieldrin, in
quanto questi insetticidi rappresentano secondo I'EPA, un « pericolo
imminente » per la salute umana. In contrapposizione a questa tesi
la Shell Chemical Company, che & 'unica industria nel mondo produt-
trice di aldrin e di dieldrin, ha sostenuto e sostiene che i dati sulla
cancerogenicita di quegli insetticidi sul topo non possono essere usati
per prevedere la cancerogeniciti nell'uomo. Il fegato del topo, sostiene
la Shell, & cosi labile che perfino una modificazione nel contenuto del-
I'ossigeno dell’aria respirata o un aumento di proteine nella dieta puo
causare una incidenza di tumori pit alta del normale. Quindi non si
possono considerare gli esperimenti sul fegato di topo decisivi anche
per I'uomo. A sostegno di questa tesi la Shell indica i risultati ottenuti
in diverse e alcune di esse assai recenti ricerche epidemiologiche e
biochimiche condotte su persone che per pitt di 15 anni hanno lavorato
e lavoranco in impianti che producono l'aldrin e il dieldrin (vedasi
anche prima). In nessuna di esse sono state accertate alterazioni enzi-
matiche o ingrossamento del fegato o risposte biochimiche alterate del
fegato, anche per esposizione a concentrazioni 300 volte maggiori dei
livelli di esposizione della popolazione non esposta.

Gli esperti dell’EPA sostengono invece che le tesi avanzate dalla
Shell non sono significative, Saffiotti sostiene infatti che su 58 prodotti
chimici di cui & stata dimostrata la cancerogeniciia nel fegato di topo.
solo uno non produce il tumore nei ratti e nei criceti [64], mentre
Farber ritiene che il cancro al fegato pud svilupparsi senza alcuna
precedente modificazione nella funzione epatica. I periodi di esposi-
zione indicati dalla Shell per i lavoratori degli impianti che produ-
cono aldrin e dieldrin sono al disotto dei due decenni, mentre il
periodo dilatenza per il cancro pud essere di 30 anni o pit.

CONCLUSIONT.

Il problema ¢ indubbiamente assai complesso. Si pud considerare
cancerogena per 'uomo una sostanza che lo € sugli animali da esperi-
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mento? [65]. E ragionevole generalizzare e trasferire all’'uomo risul-
tati oftenuti su animali da esperimento con dosi di prodotti chimici
assal elevate, spesso vicine o superiori alla D.L.%? Si & sicuri che un
composto, del quale si & stabilita la non patogenicitd sugli animali da
esperimento sia non patogeno anche sull'uomo?

Intanto & ormai accertato che la esposizione cronica della popola-
zione wmana ai numerosissimi prodotti chimici sintetici presenti nel-
I'ambiente rappresenta un notevole rischio per la salute umana. E ne-
cessario percio, a nostro avviso, intervenire tempestivamente con stru-
menti legislativi quando si accerti che prodotti chimici largamente dif-
fusi e con alta residualita, come i POCI, sono sicuramente o probabil-
mente patogeni per gli organismi superiori [66].

Occorre, d'altro canto, favorire lo studio sistematico degli effetti
sull’'ambiente di futti i pesticidi presenti nell’'uso commerciale, non
soltanto di quelli sospettati. Per i prodotti non ancora nell'uso & ne-
cessario valutare attentamente g priori i danni che la loro introdu-
zione pud provocare, vietandola o limitandola quando si accertino una
tossicita acuta troppo alta o quando sia messa in evidenza una qualche
attivita cancerogena, teratogena o mutagena sugli animali da espe-
rimento.

Assieme ad un rigide controllo sui composti chimici insetticidi
occorre porre le premesse perché ['agricoltura diminuisca gradual-
mente la dipendenza che attualmente ha dagli insetticidi chimici, fa-
vorendo lo sviluppo nella ricerca di altri metodi di lotta agli insetti.
Alcuni di questi metodi, sperimentati, hanno dato risultati eccezionali,
trovando perd, come al solito, I'ostacolo dei costi nella loro utilizza-
zione pratica,

Gli attrattivi sessuali degli insetti, sostanze emesse da individui
di uno dei due sessi, in genere dalle femmine vergini sessualmente
mature, sono altamente specifici e attivi da distanze incredibili {spesso
superiori al Km}). Tn questi ultimi anni sono stati studiati attrattivi
sessuali sintetici, selezionando sistematicamente un gran nwmero di
sostanze chimiche e operando modifiche strutturali su quelle attive,
fino ad ottenere il massimo potere attrattivo e la massima specificita.

Gli attrattivi sessuali possono essere usati per fuorviare i maschi,
diminuendo cosi la probabilita di accoppiamenti e quindi il potenziale
riproduttivo di una specie, oppure per catturarli e sterilizzarli.

La sterilizazzione coi raggi v o con sterilizzanti chimici dei maschi
permette di combattere quelle specie (che sono la maggioranza) nelle
quali le femmine si accoppiano una sola volta nel loro ciclo vitale.
La immissione di un maschio sterilizzato, capace di accoppiamenti non
fecondi, corrisponde alla eliminazione di tante femmine riproduttive
gquanti sono gli accoppiamento di cui if maschio & capace (5-20).

5
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L'uso degli attrattivi, associato a quello della sterilizzazione, pud
essere una via per risolvere il problema dei residui tossici sugli ali-
‘menti, della resistenza e della persistenza dei prodotti chimici nell’am-
biente, Gli attrattivi chimici sono attivi infatti in quantita incredibil-
mente piccole (nanogrammi) ed & facilmente possibile controllare il
loro uso.

La introduzione, in zone infestate da insetti nocivi alle colture,
di una o pil specie antagoniste alle specie che si vuol combattere &
un altro possibile metodo di lotta estremamente efficace. L'entomo-
logia & attualmente estremamente sofisticata, e potrebbe quindi essere
utilizzata per metodi di lotta del tutto « naturali ».
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Wiio - Chronicle 26, 485 {1972).

Wano - World Heali, Aprile 1968,

D’allra parte all’aumento della vita media delle popolazioni che si ¢ verificato
a cavsa dei diversi fattori, ma anche indirettamente con l'uso del DDT, ha fatto
riscontro una vera ¢ propria csplosione demografica che non & stata assistila
e tutelata da adeguati sistcmi sociali e coa una maggiore distribuzione delle
ricchezze e tecnologie dei pacsi cosiddeiti progrediti.

India News, Dicembre 1970, citato in METcALE R. L., J. Agric. Food Chem. 21,
511 (1973).

Fag Production Yearbook 1963.

Bisogna tener presente perd i vari fattori concomitanti lertilizzanti, densita
di popolazione ecc,

Bweiaan T. F, Owxey C. E., Science, 183, 516 (1974),

AUToRl varl in Foreign compound metabolism in mammals vol. 3, The Chermical
Society (1975).

Marx J. L., Science 186, 809 (1974).

Carnto J. 8., Mc Queen D). T, Can. J. Zool. 51, 1307 (1973).

L'aumento del DDT e dei suoi metabaliti nelle generazioni successive di alcune
specie di uccelli non si ripete o perlomeno non & ancora stato confermato nelle
altre specic animali,

Ci pare opportuno ricordare perd che i problemi della conservazione dell’am-
biente vanno analizzati e approfondili nella loro globalita evitando la tentazionc
di indicare singoli fattori inquinanti come unici responsabili dei danni aill’am-
biente biologico. Nel caso della diminuzione di alcune specie di uccelli esistono
certamente molti fattori concomitanti: altlerate condizioni ambientali, bracco-
naggio cccetera (vedi 34).

Cittamo il DDT poiché & il pill frequentemente studiato, ma naturalmente le
stesse considerazioni valgono anche per gli altri POCI,

Harertson H. L., Lovcks O. L., Science, 170, 503 (1970).

In Italia ne & stato vietato ['uso nel 1972, in America nel gingno 1972.
Cilazione in Food Cosmet. Toxicol. 12, 272 (1974).

Hart M. M., WanG PEnG J., SiEsER S. M., Faro S., ADAMSON R. H., Xenobiotica, 2,
567 (1972).

JuonsoN G. A, TaLaL S, M., J. Ered. 64, 7 (1973).

Dosaggi cosi alti, spesse superiori alla Bl vanno naturalmente considerati con
una certa prudenza. Le osservazioni riportate si riteriscono, nei casi di dosagei
superiori alla DL, agli animali sopravvissuti,

Crarx J. M., Austr. J. Biol. Sci., 27, 427 {1974).

OtroLincar A. D, Haseman J. K., Stucos F., Teratology 9, 11 (1974).

Dean B. 1., Doax 8. M. A,, SomerviLie H., Food Cosmet, Toxicol. 13, 317 (1975).
TarTin R., Kemény T., Foed Cosmet. Toxicol,, 7, 215 (1969).

PPM. - Parii per Milione, L'introduzione colla dieta di 6,66 p.pam. corrisponde
all'introduzione nell'animale di 1 mg/Kg di peso corporco.

Terracint B., Food Cosmet. Toxicol., 8, 479 {1970).

Tar1dn R., ibidem, 8, 478 {1970).

« Safe use of Pesticides », Wuo Technical Report Scries n. 513 Ginevra 1973,
Cooper P., Food Cosmetic. Toxicol., 12, 764 (1974).

TerRaciNT B. e altri, Int. J. Cancer, 11, 747 (1973).

Turusov V. S., J. Natu, Cancer Institut., 51, 983 (1973).

Livelii che corrispondono ad an'iniroduzione giornalicra i 3 ¢ 37,5 mg/Kg rispet-
livamente,
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[58] WalLker A. I. T., Trore E., Stevenson D. E., Food Cosmet. Tox., 11, 415 (1972).

{591 Tueree E., Warker A. 1. T., ibidem, 11, 433 (1973).

[60] Hunt P. F., WaLker A, 1. T., SteveNson I, E., ibidem, 13, 597 (1973).

[611 E quindi anche l'aldrin, che rapidamente si trasforma in dieldrin.

[62] Tra V'altro e il pilt basso dosaggio che provoca il cancro in una specie anumnaile.

[63]1 L'E.P.A. & un organismo con la funzione di studiarc analiticamente i danni arre-
cati all'ambiente, indicarne le causc, discuterne i rimedi e segnalarli agli Organi
Pubblici.

[64] Tra Faltro questo prodotio non & stato adeguatamente sperimentato.

[£5] Il loro metabolismo infatii & spesso melto diverso da guelle dell'uomo.

[66] Basti pensare che negli ultimi 20 anni in Italia & raddoppiato il numero del casi
di tumore; si & passati infatti da 45000 a pin di 92000 casi nel solo 1974 (Maltoni -
Corricre della scra, Nov, 1975).

La presente nota ¢ stata gindicata degna di pubblicazione do una conmissione
composia dai soci R. A. Nicolaus, L. Mangoni ¢ R. Sersale,
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Nota di Craupio D1 CoMmITE *
presentata dal socio corrispondente VirTorro DaLia VoLra

{Adunanza del {5 maggio 1975)

R1assUNT0. — Una pscudoconnessione affine generalizzata su una varietd dille-
renziabile M & una pseudoconnessione nel fibrato dei riferimenti affini su M. Si studia
in questo lavore la rclazione fra pseudoconnessioni affini generalizzate e pscudocon-
nessioni lineari; come per le connessioni allini, si deliniscono le pscudoconnessioni affini
e si studia lo spostamento paralleio che si deduce da una pseudoconnessione affine.

SUMMARY, — A generalized afline pseudoconnectlion of a differentiable manifold
M is a pseudoconnection [2] in the bundle of affine frames over M. We study the
relationship belween generalized affine pseudoconnections and linear pseudoconnec-
tions; analogously to affine connections [6], we deline affine pscudocomnections and
we study the parailel displacement arising from an affine pseudoconnection.

INTRODUZIONE

Sia M una varietd reale differenziabile di classe C*. Tradizional-
mente le parole « connessione lineare » e « connessione athne » su M
esprimevano la stessa nozione, In [6] si fa una distinzione tra con-
nessione afline ¢ connessione lineare; precisamente, si chiama con-
nessione lineare su M ogni connessione sullo spazio fibrato L (M)
dei riferimenti lineari su M, si chiama connessione affine generaliz-
zata su M ogni connessione sullo spazio fibrato A (M) dei riferimenti
afhini su M; ad ogni connessione affine generalizzata T su M sono as-
sociati canonicamente una connessione lineare T” su M ed un campo
tensoriale T diflerenziabile di specie (1, 1) su M, quando T & il campo
tensoriale di Kronecker I' si dice una connessione affine su M.

In questo lavoro si sviluppano considerazioni analoghe relativa-
mente alle pseudoconnessioni.

Nel n. 1, considerati due spazi fibrati principali dilferenziabili
P{(M,G), P(M',G") ed un omomorfismo f di P(M,G) in P"(M’, G)

* Lavoro eseguite ncll’'ambito del Gruppo Nazionale per le strutture Algebriche
e Geometriche ¢ loro applicazioni.
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tale che l'applicazione indotta M — M’ sia un diffeomorfismo, si di-
mostra che f determina un omomorfismo dello spazio vettoriale reale
£(P) delle pseudoconnessioni su P nello spazio vettoriale (P delle
pseudoconnessioni su P,

Nel n. 2, indicati con § (M) 'anello delle Funzioni reali differen-
ziabili su M, con 2‘:’511 (M) I'§ (M) — modulo dei campi tensoriali dif-
ferenziabili su M di specie (1, 1}, con £(L(M)) I'F (M) — modulo
delle pseudoconnessioni su L (M) (pseudoconnessioni lineari su M) e
con £(A(M)) I'§ (M)— modulo delle pseudoconnessioni su A (M)
{pseudoconnessioni affini generalizzate su M), si definisce un § (M) —
isomorfismo di £(A(M)) sul modulo £(L(M)) @ %, (M).

Nel n. 3, in modo analogo alle connessioni affini, si definiscono
le pseudoconnessioni affini su M ¢ si dimostra che l'insieme delle
pseudoconnessioni affini su M & un sottomodulo di £ (A(M)) iso-
morfo al modulo £ (L (M)) delle pscudoconnessioni lineari su M.

Nel n. 4, infine, si studia come sono collegati il trasporto pa-
rallelo affine ed il trasporto parallelo linearc relativi ad una stessa
curva su M e, rispettivamente, ad una pseudoconnessione affine ed
alla pseudoconnessione lineare ad essa associata.

1. - IMMAGINE DI UNA PSEUDOCONNESSIONE PER UN OMOMORFISMO

Sia P (M, G, ) uno spazio fibrato principale differenziabile di base
M, gruppo strutturale G e proiezione canonica = : P— M.

Si indichino con & (M) I'anello delle funzioni reali differenziabili
su M, con & (M) I'§ (M) — modulo (algebra di Lie sul campo dei reali
R} dei campi vettoriali differenziabili su M, con %: (M) I's (M) —
modulo dei campi tensorjali differenziabili su M di specie (1, 1), con
T, (M), per ogni p € M, lo spazio vettoriale tangente in p ad M. Ana-
logo significato, relativamente alla varieta differenziabile P, si attri-
buisca ai simboli & (P), % (P), %i (P), T.(P), con u € P, Inolire si in-
dichino con @ (P)il sottomodulo di € (P) dei campi vettoriali ver-
ticali, con R,, per ogni a € G, la trasformazione differenziabile di P
definita, per ogni u e P, da R,(u) = ua, con (R,), Vautomorfismo
dell'algebra di Lie % (P) definito, per ogni X € 8 (P) e per ogni
u e P, da

((Ru)%., (X))u = ((Rn),\.‘ )u’(xu‘},

essendo ' = wa™' ed ((R.), ) il diflerenziale di R, in o’ .

Si noti a tale proposito che, quando non vi sia possibilita di
equivoco, il differenziale di R, o di = in un punto u di P si indichera
semplicemente con (R.), o =,
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Si chiama pseudoconnessione su P (cfr. [2], n. 1, def. 1) ogni
campo tensoriale 1" € %j (P) tale che

(a) rx)y=o0, VXeD(P);

(b) PRI, (X)) = (R)_(T(X)), VaeG, VXe%X(P).

Al & associato un campo tensoriale A e %i (M) (cfr. [2], n. 1,
prop. 1) tale che

T, (B (X)) = Auy (=, (X)), VueP, VXeT, (P).

I' & una connessione su P (cfr. [2], n. 1, prop. 2) se e solo sc A
¢ il campo tensoriale di Kronecker.

Per ogni u € P, I'.(T.(P)) = H,(P) si chiama sottospazio oriz-
zontale (cfr, [2], n. 5, def. 1).

Si chiama curvatura di I' (cfr. {3], n. 2, def, 1) il campo tenso-
riale differenziabile Q su P di specie (1, 2) definito, per ogni (X,Y) €
€ % (P) x % (P), da

(X, Y) = ;7 (T[TX Y]+ TIX,TY] — [FX,TY] — I*[X, Y]}.

Si consideri ora un altro spazio fibrato principale differenziabile
P"(M', G', w') relativamente al quale si useranno notazioni analoghe
a quelle introdotte per P (M, G, ®). Si ha:

ProposizIONE 1. Siano [P (M, G, w) — P/ (M, G', %'} un OMOomorfisio,
h:G—G" lomomorfismo di gruppi di Lie corrispondente ad f e
& M— M’ l'applicazione indotta da f.

Se g é un diffeomorfismo, indicata con U una qualungue pseudo-
connessione su P (M, G, =), si ha:

(a) esiste un'unica pseudoconnessione 1" su P{M', G, =) tale
che

fo (Tu(X)) =T, (f (X)), YueP, VXeT.(P),

I7 dicesi limmagine di T' per f :
g

P e il differenziale di § in u; anche nel scguito, quando non vi sia possibilita
di egquivoco, il differenziale di una applicazione differenziabile in un punito si indichera
in modo analogo, senza menzionare il punto.




232 (. Di Comite

(b) indicate con @ e Q' le curvature rispettivamente di T' e T7,
risulta

fo QX YY) = Q) (f, (X0 f, (YD), YueP, V(X,Y)e(T.(P)F;

(c) indicati con A ed A’ (A e %; (M), A'e %i (M"}) i campi ten-
soriali associati rispettivamente a T e T, si ha

g, (A (X)) = AL, (g, (X)), VpeM, VXeT,(M;

(d) per ogni ue P, detti H,(P) il sottospazio orizzontale di
T.(P) rispetio a T ed Hy., (P) il sottospazio orizzontale di Tiuo (P)
rispetto a T, risulta

f.-;. (H,,(P)) - HJ’(H)(P’);

(e) IV & una connessione su P’ se e solamente se T & una con-
nessione su P.

Si tralascia per brevita la dimostrazione, c¢i si limitera soltanto
ad osservare che per definire I si procede al modo seguente:

siano u € P’, X" € T.-(P’), si indichino con @« un punto di P
tale che

g(n(u)) = =" (u)
e con X un vetiore tangente in u a P tale che
g, (7, (X)) ==, (X)
e sia a’ 'elemento di G’ tale che
w=10G)a;
si definisce un campo tensoriale I di specie {1, 1) su P’, ponendo
F,:- (X) = (Rﬂ');; (f_.; (T (X)) .

Si verifica che T” & una pseudoconnessione su P’ e che sono sod-
disfatte le (a), ..., (e).

OsSERVAZIONE 1, Dalla proposizione precedente si ottiene in parti-
colare la proposizione 6.1, pag. 79 [6] relativa alle connessioni.
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Si indichi con §* (P) (§* (P)) il sottoancllo di F(P) (§(P)) co-
stituito dalle funzioni costanti su ogni fibra? e siano ¢ (P) I'§* (P)—
— modulo delle pscudoconnessioni su P (cfr. [2], n. 1, prop. 3) ed
£(P) I'§* (P) —modulo delle pseudoconnessioni su P, si prova fa-
cilmente che:

PROPOSIZIONE 2. Con le notazioni della proposizione 1, l'applicazione
di £(P) in £(P') che ad ogni T € £(P) associa Uimmagine di T per
{ & R—lineare.

In particolure, se M = M’ e g ¢ la trasformazione identica di M,
allora U'applicazione £ (P) — € (P’) che ad ogni T € £(P) associa !'im-
magine di T per { ¢ & (M)—[ineare?,

DEFINIZIONE 1. Con le notazioni della proposizione 1, se P(M, G, =) &
un sottofibrato ridotto di P’ (M’, G",="}, con riduzione f, si dice che
la pseudoconnessione I'" (immagine di T per [} su P’ & riducibile alla
pseudoconnessione I' su P.

OsservazioNE 2. La suddetta definizione & una generalizzazione di
una ben nota definizione (cfr. [6], pag. 81) relativa alle connessioni.

2. - PSEUDOCONNESSIONT AFFTNI GENERALIZZATE.

Stano M una varietd reale differenziabile di Classe C~ ad n dimen-
sioni, G L{n; R} il gruppo di Lie delle matrici reali quadrate non sin-
golari di ordine n, A (n; R) il gruppo di Lie delle matrici quadrate
di ordine n + 1 della forma

a &
5 1)

ove a={a;)e¢ GL(n;R) e £=(F)eR",
L (M) lo spazio fibrato principale dei riferimenti lineari su M, A (M)
lo spazio fibrato principale dei riferimenti affini su M, =" : L (M) — M
e m.A(M)})—M le proiezioni canoniche, £ (L(M)) ed £(A (M) gli
& (M) —moduli delle pscudoconnessioni rispettivamente su L (M)
ed A{M}.

Le pseudoconnessioni su L{M) sono (cfr. [2], n. 12, def. 1) le
pseudoconnessioni lineari su M; in accordo con [6}, pag. 127, ove

' f appartiene ad §*(P) se ¢ solamente se f € & (P) ed inoltre f{u) = { {ti a), per
ogni &« € P ¢ per ogni ¢ £ G.

* 8i & identificato F (M) con &® (P) mediante lisomorfismo f-»fox e analoga-
mente si & identificato F (M) con E* (P).
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vengono definite le connessioni affini generalizzate su M, si da ora
la seguente definizione:

DEFINIZIONE 1. Si chiama pseudoconnessione affine generalizzata su
M ogni pseudoconnessione su A (M),

Sia o} A(M) — L (M) 'omomorfismo che ad ogni riferimento af-
fine (X,; Xi, ..., X} in un punto p di M associa il riferimento lineare
(Xi,..., X} in p.

A norma della prop. 2, n. 1, l'applicazione di £ (A (M)) in £{L (M))
che ad ogni pseudoconnessione I' su A (M) associa l'immagine di T’
per « & § (M) — lineare. Detta applicazione si indichera con .

Dalla (e) della prop. 1 del n. 1 consegue che, per ogni I € £ (A (M),
& (') & una connessione lineare su M se e solamente se T & una
connessione affine generalizzata su M.

Si indichino con %; (M) I’ & (M) — modulo delle 1 —forme ten-
sorfali su L (M) di tipo (G L (m; R),R*} (cfr. [6], pag. 75) e con
5:A(M)-—>R" l'applicazione che ad ogni riferimento atline (X ;
Xi,..., X} in un punto p di M associa la n — pla delle componenti
di X, rispetto al riferimento lincare (Xi,...,X,) - 3 ¢ differenziabile
e si ha:

PROPOSIZIONE 1. Per ogni pseudoconnessione affine generalizzata
I' su M, esiste un'unica 1-forma iensoriale v su L(M) di tipo
{(GL(n; R}, R") tale che

(2.1) Ve (2, (X)) = B, Tu(X)) %, VueAM), VXeT.(AM).

L'applicazione T —v di £(A(M))} in %i (M) ¢ un & (M) — omo-
morfismo surgettivo. Detta applicazione si indichera con B.

La dimostrazione si tralascia per brevita,

Sussiste la seguente proposizione:

Proros1zioNe 2. L'applicazione O . F%(E(F),E(F)) di C(A(M)) in
LM @ ;‘%: (M) & un & (M) — isomorfisimo.
Poiché le applicazioni o £ (A(M))— € (L(M)) e B : £ (A(M))—

e%i (M) sono & (M)-— lineari, l'applicazione @ & & (M) — lineare,
Per provare che ® & una bigezione si conmsideri il diffeomorfismo
v:A(M)—=L(M) x R" definito da vy (u) = («(u)),3(u)), per ogni
e A(M),

4 Lo spazio vettoriale langente in ogni punte di R” si considera ideniificato in
modo naturale con R
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Assegnata la coppia (I',v) € £(L(M)) @ %f (M), si definisce una
pseudoconnessione T' su A (M) ponendo

(2.2) LX) = 1, oy (o, O0) 4 vatwo (2, (X)),
VueA{M), VXe T.(A(M)).

Si verifica che ®(T") = (1", v) e quindi @ & surgettiva; si verifica
anche facilmente che ® & ingettiva,

OSSERVAZIONE. Poiché %: (M) & canonicamente isomorfo all’ F (M) —
— modulo %f (M) dei campi tensoriali differenziabili di specie (1, 1} su

M, dall'isomorfismo @ di £(A(M)) su £ (L (M))@%:(M) si deduce
in modo ovvio un isomorfismo di £(A(M))} su £(L{M) & %: (M) .

Dalla precedente proposizione segue subito la pProposizione se-
guente:

ProposizioNE 3. Si indichi con £ (A (M)) il sottomodulo di £ (A(M))
immagine reciproca per ® di §(L (M)) x {0}.

La restrizione di & ad £ (A(M)) & un § (M) — isomorfisnmo di
SAM)) su £(LM)).

Si consideri 'omomorfismo p:L(M)>A(M) il quale ad ogni
riferimento lineare (X,,...,X,) in un punto p di M associa il riferi-
mento affine (0,; Xi,... X.), ove O, ¢& il vettore nullo tangente in r
ad M. Com’e noto ¢ & una riduzione.

Sussiste la seguente proposizione di cui si omette la dimostra-
zione:

PrOPOSIZIONE 4. Per ogni 17 e £ (L (M), Fimmagine T di T" per ¢

appartiene ad £ (A (M)) e lapplicazione ;:I"—>I‘ di £(L{M)) in

£ (A(M)) ¢ lisomorfismo inverso dellg restrizione di & ad (A (M)).
Dalla proposizione precedente scgue subito che:

PRrOPOSIZIONE 5. €' (A(M)) ¢ I'§ (M) — modulo delle pseudoconnes-
sioni affini generalizzate su M che sono riducibili a pseudoconnes-
sioni lineari su M (cfr. def. 1, n. I).

3. - PSEUDOCONNESSIONT AFFINI,

Com'e noto (cfr. [6], pag. 127) si chiama connessione affine ge-
neralizzata su M ogui connessione su A (M).
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Sia I' una connessione affine generalizzata su M ¢ sia » la sua
1-forma (a valori nell'algebra di Lie a(n; R) di A(w; R)), siano
inoltre T" la connessione lineare su M immagine di I' per « ed o’ la
1-forma di IV (a valori nell'algebra di Lie gl (n; R) di GL(n; R});
in [6] pag. 127 & provato che esiste un’unica 1-forma tensoriale ¢
su L(M) di tipo (GL(#n; R),R") tale che

(3.1) gfw=w + g,

Si indichi con ¢ lapplicazione I'— ¢ dell'insieme delle conncs-
sioni afhini generalizzate su M in :‘:%: (M).

Si provera la seguente proposizione:

PrOPOSIZIONE 1. Per ogni connessione affine generalizzata T su M
risulta:

(32) $(r) = — B,

Per ogni u € A (M) si indichi con v, I'isomorfismo del soitospazio
verticale di T.(A(M)) in a(n; R) il quale ad ogni vettore verticale
X tangente in wu ad A (M) associa il campo vettoriale A € a(m; R)
tale che A| = X, essendo A* il campo vettoriale fondamentale su
A (M) corrispondente ad A.

Si ha:

e = va (X — Tu(X)) ¢, YVueAM), ¥Xe T, (A(M)).
Ne consegue che

(33) (P* (-'))n' (X’) = Velu) (P,',_ (X’) - T.G(“') (P_\‘,_ (X’))) »
VueL(M), VX eT.(L(M).

Per la (2.2}, posto ®(I") = (I, v), risulta
L (p, (X)) = 7, (Tl (X)) + va (X))
Applicando la formula di Leibniz si ottiene

(34) ety (.O,.‘._ (X’)) = Pu (I‘:,- (X’)) + (Up(zr’))¥ (var (X9,

Spfw ¢ la 1-forma su L{M} defnita da (o™ w). (X" =mpm.)(p'_‘ (X)), per ogni
W € L(M) e per ogni X' C T (L{M))}.

" §i noti che T ¢ gui definita come campo tensoriale dilfercnziabile di specie
{1,1) su A (M) secondo le considerazioni del n. 1. Si veda anche [2], n. L.
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Ove con Oy.n si indica Papplicazione di A (»; R) in A (M) definita da
Oy {a) = p(u'ya, per ogni a € A (n; R).
Per la (3.4), la (3.3) si scrive secondo la

(P* ('))rr‘ (X’) = Veiu) (;5‘_.\._ (X’) - P (I‘:{. (X’)) - (O’p(u'))_\‘,_ (Vu’ (X'))) )

da cui si ottiene

{3.5) (g" w)w (X)) = w;,(X’) — v (X},

Confrontando la (3.1) con la (3.5) si ha la (3.2).
In [6], pag. 129, ogni connessione afline generalizzata I' su M

{cioe ogni connessione su A (M)) tale che ¢ (I') (cioé — E(F)) sia la
1 -forma canonica 8 su L (M) viene chiamata connessione affine su M.

Si noti che se T ¢ una connessione su A (M), il campo tenso-
riale A e %', (M) ad essa associato (secondo la prop. 1, n. 1 [2]) ¢ il
campo tensoriale di Kronecker ed anche il campo tensoriale corri-
spondente a # & il campo tensoriale di Kronecker; si ha allora che
una connessione T’ su A (M) & una connessione affine su M se e solo

se —B(I) ¢ la 1-forma tensoriale su L (M) di tipo (G L (1 R), R")
corrispondente al campo tensoriale A e %; {M) associato a I,
In accordo con cio, si da la definizione seguente:

DeFiNIZIONE 1. Si chiama pseudoconnessione affine su M ogni pseudo-

connessione affine generalizzata T' su M tale che —E(I‘) sia la
1-forma tensoriale su L. (M) di tipo (G L (5; R), R*) corrispondente al
campo tensoriale A e %i (M) associato a I' (secondo la prop. 1, n. 1,

[21).

OssSERVAZIONE 1. Le conmessioni affini su M sono le psendoconnes-
sioni aflini associate al campo tensoriale di Kronecker.

Propos1ZIONE 2. Indicato con @f (M) il sottoinsieme di € (A (M)} co-
stituito dalle pseudoconnessioni affini su M, si ha che f (M) é un
sottomodulo di £ (A(M)) isomorfo al modulo delle pseudoconnes-
stoni lineari su M.

Infatti la ridotta della restrizione di ® ad 9f (M) & una bige-
zione di @f (M) nel sottomodulo @' (M) di C(L{(M))@® %, (M) costi-
tuito dalle coppie (I, v) tali che — v sia la 1-forma su L{M) corri-
spondente al campo tensoriale A associato a T, Quindi @ (M) & un
sottomodulo di £(A(M)) isomorfo ad @£ (M), a sua volta &l (M)
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¢ isomorfo ad £(L{(M)), l'isomorfismo essendo dato da (I, v)—>T",
Quindi I'applicazione I'— & () di &4 (M) in £(L (M)} & un isomor-
fismo.

OssErvazione 2. £7(A(M))Y N 98 (M) & il sottomodulo di £ (A (M))
costituito dalle pseudoconnessioni affini banali {cfr. [2], n. 1, def. 2).

4. - SVILUPPIL.

Siano T' una pseudoconnessione athne su M e I" la pseudo-
connessione lineare su M immagine di T per « (cfr. n, 3, prop. 2)
e sia A€ 2’,; (M} il campo tensoriale associato a I' e I™.

Posto I = [0,1], si consideri una curva y:I—M differenzia-
bile di classe C' ammissibile per T e T’ (cfr. [2], n. 6} esia X | t — X (1),
con t € I, un campo di vettori continuo lungo v tale che:

(4.1) AnX@)=7v(), Vtel,

ove y(t) ¢ il vettore tangente a y in vy (1)

Sia T(M) lo spazio fibrato tangente su M, cio¢ il fibrato vetto-
riale con base M, fibra tipo R", gruppo strutturale G L (#; R), asso-
ciato ad L (M),

- Per ogni u’ = (X,,...,X.) e L(M) si indichi con ' Visomorfismo
di R" sulla fibra T.(w) (M) definito da

W(E) =EX, VE=(E)eR".

[, con {1, 5) € I?, il trasponto parallelo ri-
spetto a T (trasporto parallelo lineare) di T,¢, (M) in Ty {M) asso-
ciato alla curva v ed al campo di vettori X {cfr. {2], n. 8); t;' & un iso-
morfismo.

Sia E lo spazio fibrato tangenie affine su M, ciog¢ lo spazio
fibrato con base M, fibro tipo R", gruppo strutturale A (s; R), asso-
ciato ad A (M),

Per ogni e A(M), con u = (Xo; &) e ' = (Xi,..., X)) € L(M),

si indichi con u I'applicazione affine di R” nella fibra E..n {spazio
affine tangente in w (u) ad M), definita da

P i P L
51 indichi inoltre con =

W) =X, +EX, VE=(¥)eR".
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Si noti che quanto detto in [2], per il trasporto parallelo nei
fibrati vettoriali associati, vale anche per i fibrati associati in ge-
nerale.

5i indichi con z:, con (¢,5) e I”, il trasporto parallelo rispetto
a T' (trasporto parallelo affine) della fibra B, in E.(, associato alla
curva v ed al campo di vettori X. Si verifica subito che . & una appli-
cazione afline

Per analogia con [6], pag. 131, si da la definizione seguente:

DEFINIZIONE 1. Si chiama X-sviluppo di v (o sviluppo di v rispetfo
ad X) in By, la curva ¢ I— B, definita da

(4.2) c(t) = ‘E:("((f)), Yiel,

ove v (1) ¢ identificato con il vettore nullo tangente a M in v (2).
Si provera la proposizione seguente:

Proros1zioNE 1. Con le notazioni precedenti, posto

(4.3) Y() =<' (y(t), Vtel,
risulia
(4.4) =Y, Viel.

Siano u, = (0; i ), con u; = (Xi,...,Xs € L{M), un riferimento
afline in v (0), v* il sollevamento orizzontale di y in A (M), relativo
al campo di vettori X ed alla pseudoconnessione T, tale che R0 = u,
(cfr. [2], n. 6).

Si ponga

(4.5) Y= aey™, a = foy*.

Si verifica che y'* & il sollevamento orizzontale di v in L {M),
relativo al campo di vettori di X ed alla pseudoconnessione I, tale
che v (0) = u;.

? Come di consueto y {(#) & é(r) indicano i vettori tangenti rispettivamente a vec
in y{) e cl).
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Si verifica inoltre che
v {ty= v (tyalt), Vtel?
Per la prop. 2, n. 8 [2], e per le (4.1), (4.3), risulta

M

(4.6) Y (1) = o y™ (D7 (Avn (X (1)) .
Si indichi con X’(#) un vettore tangente ad L (M) in y'* (¢) tale che
= AX (1) = X(D).

Posto v :E(F), essendo — v la 1-forma tensoriale su L (M) di
tipo (G L (#; R}, R") corrispondente ad A (cfr. n. 3, def. 1), si ha:

o~ R
(4.7) Yy (K () = 7 () (A (X (D))

Per la {(4.7), fa (4.6) si scrive secondo [a

(4.8) Y(£) = — tt) (v, (X(D)).

Si indichi con X (f) un vettore tangente ad A (M) in v*(t) tale
che a, (X () = X' (), per la (2.1) st ha:

(4.9) Voo (X0 = B, Ty X(D));

essendo T, (X (1)) = X (1), risulta (cir. [2], n. 6):

(4.10) Doy (R(D) = 1% (0) ;

dalla seconda deile {4.5) consegue che

(4.11) 5, (7 (1) = aln)

e per le (4.8}, (4.9), (4.10), (4.11), si ottiene

(4.12) Y () = —u (a(D),

* Si noti che ogni (X, ..., X,) € L {M) si puo identificare con (0; X, ..., X,) € A (M);

1. g

inclire, identificando ogni £ € R" cen la malrice(o

=
‘1"), ove con I, si indica la

matrice unitaria di ordine n, risulta R* < A (i; R).
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D’altra parte si ha:
~ S
(4.13) c(t) = thooy™ (D) (v (D)) °,

ed essendo

S ——
D@ = (@) YT NZ),  VZe T,

la (4.13) diviene
(4.14) ¢ (1) =t ((a (£))" Opa).

Dalla (4.14) consegue che

(4.15) ety = — uala ()
e dalle (4.12), (4.15) segue la (4.3).
Dalla proposizione precedente si ottiene subito la seguente:

Propos1ZIONE 2. Lo sviluppo della curva v in E,., rispetio ad X &

un segmento di retta se e solo se il campo vettoriale t — vy (1), con
tel, lungo v & parallelo rispetio ad X e I "

OSSERVAZIONE. Le proposizioni 1 e 2 generalizzano al caso delle
pseudoconnessioni affini ben note proprieta relative al caso delle con-
nessioni afhni (cfr. [6], prop. 4.1, pag. 131, e cor. 4.2, pag. 132).
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Spazi di coomologia dei campi di 2-getti
e coomologia 1-dimensionale a coefficienti
nel fascio delle funzioni a gradiente parallelo
su una varieta a connessione lineare *

Nota di PASQUALE MASTROGIACOMO {Bari)
presentata dal socio ordinario ALFREDG FRANCHETTA

(Adunanza del 5 giugno 1976)

R1assuNTo. — In questo lavoro, considerata una varieth dillferenziabile reale n-dij-
mensicnale V, dotata di una connessione lineare T, si definiscono due spazi di coomo-
logia associati ad assegnali operatori. Si cimostra che essi sono isomorfi agli spazi
di cocmologia |-dimensionale di Céch a coefficienti 1'uno nel fascio costante reale e
Paliro nel fascio delle funzioni a gradiente paralielo rispetto a I, e quindi sono Ti-
spettivamente un invariante topologico di V., ed un invariante di V, dipendente in
modo essenziale dalla connessione T

SUMMARY. — A real n-dimensional differentiable manyfold V, endowed with a
linear connection T is considered and two cohomology spaces are defined, which are
associated to given operators. It is proved that one of them is a topological invariant
of V, while the other one is a invariant of V., essentially dependent on the connection
T, since they are isomorphic to the Céch one-dimensional cohomology spaces having
the respective coefficients in the constant rcal sheaf and in the sheaf of functions
whose gradicnt is parallel with respect of T,

INTRODUZIONE.

E nota limportanza, nello studio di una varieta differenziabile
reale n-dimensionale V,, dello spazio di coomologia di De Rahm p-di-
mensionale (1 < p < n) H”(V,) (delle pforme differenziali). £ noto
altresi che H”(V,) & isomorfo allo spazio di coomologia di Céch p-di-
mensionale di V, a coefficienti reali ¥7(V,) ed e, per ogni p, un in-
variante topologico di V..

In questo lavoro, considerata una V., si definiscono e si studiano
due spazi di coomologia associati a certi operatori, ottenendo, tra

* Lavoro escguito nell'ambito del G.N.S.AGA. del CN.R.
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l'altro, un invariante di V, dipendente in modo essenziale da una
fissata connessione lineare di V..

Diamo un sunto dettagliato del lavoro per dare un'idea del suo
contenuto. Dopo aver richiamato, nei nn. 1 e 2, nozioni & questioni
introduttorie sui campi di l-getti e di 2-getti differenziabili su V,, nel
n. 3, indicate con £ (V,) l'algebra delle funzioni differenziabili su V,
e con G*(V,) Valgebra dei campi di 2-getti differenziabili su V., si
considera 'operatore d: Q(V,)—= G’ (V,), che alla funzione f € (V)
associa il campo di 2-getti d’feG*(V,) le cui componenti nella base
naturale associata alla carta (U,, ¢.) dell’atlante universale di V. sono

(04./0x, @fJoxrdx> per i <ive ; & £./(8 5 ),

incul i, iy, a=1,...,1n, f«=7Fo0 c;] e x; sono le coordinate di un
punto nella suddetta carta.

Dopo aver dato in maniera naturale la nozione di campo di 2-
getti esatto o chiuso rispetto a d?, definiamo lo spazio di coomologia
(dei campi di 2-getti) associato a d, H*{V,, G2, d%) = H?, e dimostria-
mo che esso ¢ isomorfo allo spazio di coomologia di De Rahm 1-di-
mensionale H'(V,) (delle 1-forme differenziali) e quindi isomorfo an-
che allo spazio di coomologia di Céch 1-dimensionale a coefficienti
nel fascio costante reale, X' (V.).

Nel n. 4, indicata con € (V,) l'algebra dei campi di 2-getti omo-
genei differenziabili su V., e con T' una assegnata connessione lineare
simmetrica di V,, otteniame uno spazio di coomologia, SOVraspazio
(a meno di un isomorfismo) di H'(V.) e dipendente in modo essen-
ziale da T, considerando lo spazio di coomologia {dei campi 2-getti
omogenei) Hi(V,,, 02 8?) = Hi associato all'operatore 8? : 0 (V) —
— (¥ {V,), che alla funzione feQ (V) associa il campo di 2-getti omo-
genei Sifaﬂz (V) le cui componenti nclla base naturale associata
alla carta (U, ¢,) sono le funzioni

-
Ay fo= 0, fo = s fa - Fi“':"; '

.I!Il7

in cui I‘:“.‘l.z sono i parametri in (U, ¢.) dell’assegnata connessione
lineare T.

Nei nn. 5 e 6, dopo aver studiato lo spazio di coomologia di
Céch 1-dimensionale a coefficienti nel fascio delle funzioni a gradiente
parallelo rispetto a T, Zh‘i;, dimostriamo che esso & isomorfo all’anzi-
detto spazio di coomologia |3
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Infine nel n. 7 diamo alcuni esempi di varieta a connessione li-
neare in cui lo spazio Hf_(: }f;) coincide (a meno di un isomorfi-
smo) con lo spazio H' (= X") ed altri esempi in cui H:. & (sempre a
meno di un isomorfismo) un sovraspazio proprio di H', mostrando
in tal modo che in questi casi HT dipende in maniera essenziale

dalla connessione T.

In un lavore in corso di stesura estendiamo i risultati succitati
ai campi di k-getti (k > 2) differenziabili, In un prossimo lavoro in-
tendiamo esaminare questioni analoghe relativamente ad altri tipi
di operatori.

1. - CaMPI b1 1-GETTI PIFFERENZIABILI.

Sia V, una varietd differenziabile (reale) n-dimensionale.
Denotiamo con:

{Ar, f) Ia funzione f differenziabile nell'intorno aperto A del punto P
di V, (detta pit semplicemente differenziabile in P):

Fr l'insieme delle funzioni differenziabili in P:

Tr l'algebra dei germi di funzioni differenziabili in P;

v: Fr— I+ la proiezione canonica di § su I't e quindi con v (Ay, f)
il germe della funzione (Ay,f) e &);

I'e.o l'algebra dei germi nulli in P (ideale di T});

I”,E,O . V Ik intero = 2, la potenza k-esima (ideale) di Tro .

FE noto che (cfr. [6])":
2 3
I. 'Fp‘ogr‘?/ogn--;l—‘p’og---
II. - I'vo e Punico ideale massimo di Tp.
L. . I‘;O, k> 2, & costituito da tutti, e soli, i germi di Teo le cui

derivate, fino a quelle di ordine k — 1 incluso, sono tutte nulle in P.

Sia £}, lo spazio degli l-getti (cioe dei vettori covarianti) tan-
genti in P a V,, ossia lo spazio ottenuto considerando la sottostrut-
tura di spazio vettoriale dell’algebra quoziente I'y,, /T, , (in cui il
prodotto & sempre nullo). Dalla III segue senz'altro che:

IV. - Lo spazio Q. = T, /T. . ¢ linsieme delle classi di permi nulli
P P ro/dra g

in P, le cui derivate prime asswmono gli stessi valori in P.

' Le paremtesi [ ] si rifcriscono alla Bibliografia alla fine del iavoro.
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Ricordiamo che si chiama differenziale (primo) in P della fun-
zione (Ap, ) € & e si denota con dp [ I'elemento di ﬂll, :

(1.1) df = v(Ae,f = F(E) + T\ -
Dalla IV segue facilmente

(12) de = (am' f“)"‘u d? X; ’

incui fo=foe ', v =c(P)x, i=1,...,n) sono le funzioni coor-
dinate relative alla carta (U, c,) dell’atlante universale di V. ¢
deifo = 0/ x, .

Giacché gli n differenziali dpx! risultano linearmente indipen-
denti, dalla (1.2) si ha che:

V. - I differenziali dp xf, (i =1,...,n) costituiscono una base (detta
base naturale associata alla carta (U.,c.)) di S, .

Pertanto QI, ha dimensione n.

Denotiamo con ((V,) (o semplicemente con ) Valgebra delle
funzioni differenziabili su V., e con Q'(V,) = Q! lo spazio vettoriale
dei campi di 1-getti (o 1-forme) differenziabili su V,. Se w' € &' & un
campo di I-getti differenziabili su V, & noto che, nel riferimento na-
turale associato alla carta (U,, ¢.), esso & rappresentato da:

(1.3) w = Wy i dx; ’

in cui t,, sono le componenti di w' nella suddetta carta.

Ricordiamo che se fe¢ Q & una funzione differenziabile su Vi,
considerato, per ogni punto P di V,, il differenziale dpf della fun-
zione {(Vu, [} € &, al variare di P su V., si ottienc un elemente di
QL (V,), cioe un campo di 1-getti differenziabile su V,, che si chiama
il differenziale (primo) di f, si denota con df e la cui rappresen-
tazione in (U.,c.) ¢ data, per la (1.2), da:

(1.4) df = dutfedx, .

Si oftiene cosi un R-omomorfismo (in generale non surgettivo)
dello spazio vettoriale € (V,) nello spazio vettoriale Q'{V.)

{1.5) d: fel = dfe,

detto operatore di differenziazione di {0 in Q.
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Ricordiamo che un elemento w' di @' dicesi un campo di 1-getti
esatto se appartiene a d Q (cioe se esiste f ¢ Q tale che df = w') e
che condizione necessaria affinché w' sia esatto & che si abbia:

(1.6) aai3 Wai = aa-;, Wai, (i, =1,...,m),

in ogni carta dell’atlante universale di V, .

Un campo w'et' soddisfacente alla (1.6) si dice chiuso. Siano
C' lo spazio vettoriale dei campi di 1-getti chiusi ed E' lo spazio vet-
toriale d Q) dei campi di 1-getli esatti. Si verifica facilmente che E! &
un sottospazic di C!',

Denotiamo con H'(V,,Q') = H' lo spazio quoziente C!/Bf =
= C'/d ), ossia il noto spazio di coomologia di De Rahm 1-dimen-
sionale di V, o spazio di coomologia dei campi di 1-geiti (o delle
1-forme} differenziabili di V, .

2. - CAMPI DI 2-GETTI DIFFERENZIABILI.

Sia G, l'algebra dei getti del secondo ordine (o 2-getti) tangenti
in P a V, ossia I'algebra quoziente FI,_O/I‘;!O. Dalla III del n, 1 si
ha che:

2 3 . . . . g . .
I. - L'algebra G, =T, , /T, , & costituita dalle classi di germi nulli
in P, le cui derivate printe e seconde assumono gli stessi valori in P.

Chiamiamo differenziale secondo in P della funzione (Av,{) € Fp
il 2-getto tangente in P a V,, che indicheremo con d.f, determinato
dal germe nullo in P y (Ae, f — f(P)), ossia il 2-getto:

(2.1) dof =1 A, f—f(P)+Th,.

Manifestamente gli elementi di G, sono tutti, e soli, i differen-
ziali secondi in P delle funzioni differenziabili in P. Dalla 1 segue

facilmente;

(22) df = @afd, - dy x, + —; @i, fo), dy x) - dp x?,

in cui 3, fo= &S0 xj: -4 x; .

| 33
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2 f 2 i 2 i . . . . . -
Essendo d,x., d,x; - dyx? (it = 4) linearmente indipendenti,

at

dalla (2.2} si ha che:

T T i T i . o
I - T 2-getti dyx,, dyx) - dyxy (it < 5) costituiscono wuna base
- 2
(detta base naturale associata alla carta (U., c.)) dell’algebra G, .

Pertanto G, ha dimensione:

(2.3) d2:11+[n+1}.

2

Per la (2.2) e per la II, le componenti nella suddetta base dei
2-getto d, [ sono:

(24) @l (@, 1), ver i<i e — (@ul), .

Siano

(2.5) x = x (x;), x = x (x0) (i,j=1,...,1)

@

le equazioni dei cambiamenti di coordinate relativi alle carte (U,, c.)
e (U;, ¢3) tali che P € U,NU,. Per i corrispondenti cambiamenti delle
basi naturalt di GZP associate a tali carte, per le (2.2), si hanno le

equazioni:
4y 9. % Al i I} 3 : L £
(26) N x',) = ( ai Xy, )—",, P J\'a + ?( ai i, xb }_‘_“ P xa sl X,
’ i 1 i 1 T i
(26) dP xbl : dl’ xhz =( aul'l x!; : aafz Ty ).\‘h dP la] ’ dP xﬂz '

Ne seguono, per le trasformazioni delle componenti nelle sud-

dette basi del 2-getto d5f, le equazioni:

(2.7) @i 1), = @uifa), - @),

Q7)Y (B, Py, =@y f), @y & - 8, x2), +
+ @it - @y, 3, -

Sia Q; lo spazio dei 2-getti omogenei tangenti in P a V., ossia

lo spazio ottenuto considerando la sottostruttura di spazio vetto-
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riale dell'algebra quoziente Fi'O/Tf,IO (in cui il prodotto & privo di
interesse perché sempre nullo). Dalla III del n. 1 si ha che:

1. - Lo spazio £, = Ffa,(,/fo,o ¢ linsieme delle classi di germi nulli
m P, aventi in P derivate prime nulle e le stesse derivate seconde.

Essendo ﬂi contenuto nell’algebra Gf, (di cui & un ideale), i suoi
elementi (ossia i 2-getti omogenei tangenti in P a V.) sono i differen-
ziali secondi in P delle funzioni differenziabili in P aventi derivate
prime nulle in P. Se (Ay,f} ¢ una funzione siffatta (cioe tale che
(0a: fn)yu = 0), dalla (2.2) si ha

1 i
(28) di‘f = ? ml )[) dp JC . dlzj x{f .

Per fa 11 si ha che:

- I 2-getti omogenei d,x! - dyx" (ii < &) costituiscono una base
(detta base naturale associata alla carta (U, c.)) dello spazio vetto-
riale

Pertanto Q. ha dimensione:

(2-9} 62:[11-{—1}.
2

In virtt della (2.6'), per i cambiamenti fra le basi naturali di
Q,f, associate alle carte (U,,c.) e (U, ) con P e U,NUy, si hanmo
le equazioni:

: T i i, 2 i po
(2.10) dp xy - dy 2 = (Dei, x; - B 2 )y, dy x) o dy x]

Dalle (2.7") (essendo ora (9. fa ), =(ds;fs), = 0)siha che le com-
ponenti, (9 ai, f)), e (8,”1 fg,)v , nelle suddette basi del 2-getto omo-

geneo d / si trasfmmano con Ie equazioni:

(2.11) @, fody, = B, 1), (8, x} -8, x2),

b B2 a i 2 b
cioc come le componenti di un tensore doppio covariante simme-

trico tangente in P a V,. Ne segue allora che:

. 2 . . . .. N .

V. - Lo spazio 1, dei 2-getti omogenei tangenti in P a V, & canoni-
. . 2 - . . . . .

camente isomorfo allo spazio S, dei tensori doppi covarianti simmnie-
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trici tangenti in P a V., nell'isomorfismo canonico che associa ai

. f ? i 2 i, . . . . . )
2-getii omogenel dPx;’ . d],x;’ i tensori doppi covarianti simnietrict
de 2 O de x (essendosi denotato con dex) O dv x} il simmetriz-
zato del prodotto tensoriale dvx} & do x}).

Denotiamo con le = [d; xi] il sottospazio dello spazio vetto-
riale G} generato dai 2-getti dyx' {i=1,...,n). Esso varia, in ge-
nerale, se si cambia la carta (U,, ¢.) tale che P € U,. Infatti se (U, s}
& un'altra carta con P € U,, per la (2.6), si ha che lo spazio QL.,, =
= [d; x. ] coincide con Qi,.“ se, e soltanto se, risulta (d.., X, Yo =0,
per ogni i,i,j = 1,...n Inoltre Q;_n (e quindi anche QLJ,) & ca-
nonicamente isomorfo allo spazio ©,, nell'isomorfismo canonico che
associa ai 2-gefti dyx. (i=1,...n) gli l-getti d, x. . Dalla (22) e
dalla IT segue allora che:

VI, - L'algebra G, dei 2-getti tangenti in P a V, & isomorfa alla somuma
direita (strutturata ad algebra definendo in essa il prodotio alla
Cauchy) degli spazi Q, degli 1-getti (covettori) tangenti in P a V. e
QP dei 2-getti omogenei tangenti in P a V,.

Consideriamo ora ['algebra & G dej campi di 2-getti tangenti
PeV

a V, (cio¢ il prodotto diretto della famiglia {G} teev, delle algebre
G; dei 2-getti tangenti in P a V,) e lo spazio vettoriale & Q5 dei
PeV

campi di 2-getti tangenti a V,. Se g’ ¢ un campo di 2-getti tangenti
aV.eseg,,g,, (con g, , simmetriche rispetto a i, ) denotano

aijy

le sue componenti nella carta (U,, ¢.), per la (2.2}, si ha:
{(2.12) gZIU,J = g d?x, + —; 8ai, dxl . dxh

in particolare, se w’ & un campo di 2-getti omogenei e se Wi, (sim-
metriche rispetto a i, i) sono le sue componenti nella suddetta carta,
per la {2.8) si ha:

(2.13) Wy =T W dtx A xl

1
2 ﬂi=4‘

Le componenti relative a due carte (U, c.) e (U, cs) con
U.NUs, # @ del campo di 2-getti g* sono legate, per le (2.7) e (2.7),
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dalle relazioni:

{(2.14) Bbi = Bai a-”ixi )
(2.14) Buig, = 8aii, iy, ! d,, 2 8t 0y, Xo

in particolare, se w’ ¢ un campo di 2-getti omogenei, le sue compo-
nenti nelle suddette carte, per le (2.11), si trasformano con le equa-
zioni

3, xr .3, x-,

b jl o b j2 o

(2.15) 0, =W,

)

cioé come le componenti di un campo di tensori doppi covarianti
simmetrici tangenti a V, .

Come per i campi di 1-getti (o pilt in generale di tensori), si
dice che un campo di 2-getti tangenti a V, & differenziabile su V, se
le sue componenti relative alla carta (U,, ¢,) sono funzioni differen-
ziabili in ¢, (U,), qualunque sia la carta (U.,c.) dell’atlante univer-
sale di V,; e si ha che condizione necessaria e sufficiente affinché un
campo di 2-getti sia differenziabile su V. & che esso sia localmente
differenziabile su V, .

Denotiamo con G*(V,) = G? I'algebra dei campi di 2-getti diffe-
renziabili su V, e con ?{V,) = (¥ lo spazio vettoriale dei campi di
2- getti omogenei differenziabili su V,. Manifestamente £ & un sot-
tospazio dello spazio vettoriale G%. Per la (2.15) (cfr. anche la V) si
ha che:

VIIL. - Lo spazio O (V,) dei campi di 2-getti omogenei differenziabili
su V. e canonicamente isomorfo allo spazio S*(V.) dei campi di ten
sori doppi covarianti simmetrici differenziabili su V., well'isomor-
fismo canonico che associa fra lovo elementi di tali spazi aventi le
stesse componenti nelle rispettive basi naturali associate ad ogni

caria dell'atlante universale di V. .
Dalla VI si ha inoltre che:

VIIL - L'algebra G* dei campi di 2-getti differenziabili su V. & iso-
morfa alla somma diretta (strutturata ad algebra definendo in essa
il prodoito alla Cauchy) dei due spazi vettoriali O dei campi di 1-getti
(delle 1-forme) differenziabili su V. ed & dei campi di 2-getti ono-
genei differenziabili su V..
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Per i campi differenziabili di 2-getti valgono proprieta analoghe
a quelle dei campi di tensori: sussiste per essi un teorema di pro-
lungamento; si prova l'esistenza su ogni V. di campi differenziabili
di 2-getti non nulli ¢ quella di campi differenziabili di 2-getti omo-
genei mai nulli (quest'ultima, conseguenza della VII e dell’esistenza
su ogni V, di campi di tensori doppi covarianti simmetrici mai nulli
(cfr. [6])) ed infine si prova che su una V, esistono campt differen-
ziabili di 2-getti non omogenei mai nulli se, e solo se, vi esistono
campi di I-getti (cioe¢ 1-forme) differenziabili mai nulli,

3. . Spazio H? DI COOMOLOGIA DEI CAMPI DI 2-GETTI DIFFERENZTABILI
ASSCCIATO AD UN OPERATORE d* : Q1 (V,)—= G (V.).

Sia g'€ Q' (V,) un campo di l-getti (cio¢ una l-forma) diffe-
renziabile su V.. E noto che, se g.; e g»; sono le componenti di g
relative a due carte (U, ) e (Us, ¢) con U.NU, = &, si ha:

(31) Bbj = g,,.-abjxil ,

da cui segue facilmente:

i

(3-2) 5 (abjl gbjz ) =5 (aa'il gniz) 8.’:;‘1 x;l ' abiz xiz + 8ui - 81-,;'1;'2 X,

ove con ${d.;, & ) si & denotato il simmetrizzato di 3u; gsj, ri-
spetto a ji, fz.

Le (3.1) e {(3.2) provano che le funzioni g.:, S (8« gai, ) SONO le
componenti in {U,, ¢.) di un campo differenziabile di 2-getti, che chia-
meremo il differenziale (primo) del campo di 1-getti g' e che deno-
teremo con D' gl

Resta cosi determinata I'applicazione:
(3.3) D':g'e - Dge @G,

che chiameremo operatore di differenziazione di Q' in G* e che risulta
un R-omomorfismo iniettivo (ed in generale non surgettivo} dello
spazio Q' nello spazio G~

Dal confronto delle (3.2) con le (2.12) segue immediatamente che
ad ogni campo g differenziabile di 2-getti (€ G*) resta associato il
campo differenziabile di 2-getti omogenel

(3.4} g — D o pr(gheQ,
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in cui pr' ¢ la prima proiezione canonica di G* su Q' (cfr. la VIII
del n. 2). Si ha subito che:

L - Un campo g* € G* di 2-getti differenziabile su V, ¢ il differenziaie
di un campo di 1-getti differenziabile su V,(e Q) se, ¢ solo se, ri-
sulta nullo il campo di 2-getti omogenei (3.4) ad esso associato,

Sia ora fe Q(V.,) una lunzione differenziabile su V.. Per ogni
punto di V, si pud considerare la funzione (V,,{) differenziabile in
P ed il corrispondente differenziale secondo in P: di,f € Gi. Fa-
cendo variare P su V, si determina un elemento di G*(V,), ossia
un campo di 2-getti, differenziabile su V, perché le sue componenti,
Qi far i, fa, relative alla carta (U.,c,) sono funzioni differenzia-
bili in ¢.(U.), gualunque sia la carta (U, ¢, dell'atlante universale
di v,.

Il campo differenziabile di 2-getti d*f cosi ottenuto, rappresen-
tato localmente da

i 1 s i i
(3.5 dfy =difad x, + 5 O, fod' x) d? x2,
@ 172
sard chiamato differenziale secondo della funzione f.
Chiameremo operatore di differenziazione (seconda) di Q in G
I'applicazione:

(3.6) & fe) - dfeG.

Si prova subito che ¢’ ¢ un R-omomorfismo {in generale né iniet-
tivo e né surgettivo) dello spazio vettoriale Q nello spazio vettoriale
(. Evidentemente si ha:

(3.7 =D 0o d.

Assegnato un campo g’(e G?) differenziabile di 2-getti, ci chie-
diamo se esiste una funzione f differenziabile su V, tale che dHf = g.
A questa domanda, come nel classico problema del potenziale, si pué
dare una risposta affermativa, nel qual caso diremo che g & un
campo esatio di 2-getti, facendo opportune ipotesi su g e sulle pro-
prietd topologiche del sostegno di V,. Sia

ari, i@ @

(3.8) gy = g d x JFE1 N
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la rappresentazione locale del dato campo g’e G’ In base al teo-
rema sull'invertibilita dell’ordine delle derivazioni e dal confronto
della (3.8) con la (3.5) si hanno le seguenti condizioni necessarie af-
finché ¢ e G* sia esatto:

(39) Bur Bur, = By Bar

(3.10) Corn = S, €0

ossia:

(3.9 pri g2 € C' (spazio dei campi di 1-getti chiusi),
(3.101) g2 = D' o pr'(g’).

Tali condizioni in generale non sono sufficienti perché g* sia
esatto; lo sono certamente se il sostegno di V, & omeomorfo ad R* o
ad un suo intorno sferico. Infatti, in tal caso, il campo di 1-getti
pri(g?), chiuso in virti della (3.9") & anche esatto per il lemma di
Poincaré, Pertanto esiste una funzione f differenziabile su V, tale che

pr'(gh=df.
Tenendo allora conto defle (3.10°) e (3.7) si ha:
g=D o d(f)y=4df.

Diremo chiuso un campo di 2-getti g* € G’ localmente esatto,
cioé (come & facile provare) soddisfacente alle condizioni (3.9) e
(3.10) o (3.9°) e (3.10"). Essendo tali condizioni lineari, l'insieme dei
campi chiusi di 2-getti & un sottospazio, che indicheremo con €, delle
spazio vettoriale G*

Essendo lo spazio d’ dei campi esatti di 2-getti un sotiospazio
di C?, possiamo considerare lo spazio quoziente C/d” (), che chiame-
remo lo spazio di coomologia dei campi di 2-getti differenziabili su
V, e che indicheremo con H?(V.,G% d) o semplicemente con H?.

Giacché gli spazi C’ e d* Q risultano rispettivamente isomorfi, me-
diante D' (cfr. (3.3)), agli spazi C' dei campi di 1-getti chiusi e dQ
dei campi di 1-getti esatti, si ha che:

II. - Lo spazio H2(V,, G, d*) = C/d*Q di coomologia dei campi di
2-getti differenziabili su V, é isomorfo allo spazio H' (V.., ') = cl/do
di coomologia dei campi di l-geiti differenziabili su V.
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3
4. - Spazio H[ DI COOMOLOGIA DEI CAMPI DI 2-GETTI OMOGENET DIFFE-
RENZIABILT SU UNA VARIETA A CONNESSIONE LINEARE T,

Lo spazio H’ di coomologia dei campi di 2-getii inirodotto nel
numero precedente, essendo isomorfo allo spazio H' di coomologia
I-dimensionale di De Rahm dei campi di 1-getti, non pud fornire in-
formazioni sulle proprieta di V. diverse da quelle che gia fornisce H'.
In guesto numero introdurremo su una varieta V, dotata di una con-
nessione lineare simmetrica T' uno spazio di coomologia, che coin-
cide {(a meno di un isomorfismo) con H' soltanto in casi particolari
e che in generale, a differenza di H', non dipende solo dalla strut-
tura topologica di V., ma essenzialmente dalla connessione T e quindi
dalla struttura differenziabile di V,.

A tal fine consideriamo una varietd differenziabile, che denote-
remo con (V,,T), dotata di una connessione lineare I', che per sem-
plicitd supporremo simmetrica. E noto (efr. [1] e [5]) che, se (As, f)

¢ una funzione differenziabile in un punto P di V, e se I'),. sono le
P2
componenti di T in una carta (U, ¢.) tale che P € U,, il derivato se-
condo covariante (o assoluto) rispetto a T di (Ap,{), calcolato in P,
¢ il tensore doppio covariante simmetrice tangente in P a V, le cui

componenti nella base naturale associata alla carta (U, c.) sono
uguali a

r 5
(41) (A:ziliz f({))‘( = (aail.’2 fu - ans fﬂ r‘1lli2) ¥, o4

ed il differenziale secondo assoluto rispetto a I' di (As,f), calcolato
in P, & linvariante (rispetto alle trasformazioni di coordinate am-
missibili su V,) dato dall'espressione

I r . .
(4.2) 8of = (Aeii f)v de x' - dp x7

-
Nel seguito per semplicita scriveremo A.;; invece di Adii, €

r

§ invece di &

Consideriamo ora le seguenti funzioni definite in U, Uy ) Ap:

%“‘ fo),, (x2(Q) = y)) (x7(Q) = ¥2),

F (x)(Q))

F Q) = (A, ), ((Q) = y)) (55(0) ~¥)),

con Qe U.NUNAr , vo=ci(P), v =c:(P) e (Us,,ca) e (Us,cp)
due carte tali che P e U.NU,.
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Tali funzioni, essendo differenziabili e nulle in P ed avendo in
P derivate prime nulle e le stesse derivate seconde, per la IIT del n. 2,
appartengono allo stesso 2-getto omogeneo tangente in P a V,,. Deno-

% . 2 2 3 N .
tato con w,(f) l'elemento di Q,=T,,/T,, cosl ottenuto, si ha:

oy () = v (AeNULF) + Ty = 1 (ANULF) + Thg =
1 Y z i i S >,
= 2*(‘5:-{,12 fa, dpx) dp,x? = 72—(15‘1)Jlji fo),, de %, dyxg .

Poiché nell'isomorfismo naturale (cfr. V del n. 2) fra 0} ed S
a mzp (f )eﬂf, corrisponde &), f € Szp, i identificheremo convenendo
di adottare la seconda notazione (81, f) e la sua denominazione per
entrambi.

Se f € Q(V,) & una funzione differenziabile su V., per ogni punto
P di V., si pud considerare la funzione (V,,f) differenziabile in P
ed il suo differenziale secondo assoluto rispetto a I' calcolato in
P: 51;‘ € ©,. Facendo variare P su V, resta determinato un elemento
di 02 (V.,), cioé un campo di 2-getti omogenei, differenziabile su V,
perché le sue componenti, A.: f., relative alla carta (U,, ¢.) sono
funzioni differenziabili in ¢, (U,), qualunque sia la carta (U, c.) del-
I'atlante universale di V,. Il campo differenziabile di 2-getti omo-
genei cosi ottenuto, rappresentato localmente da

(4.3) §Ff ="-A  fodx  dxzin (Us el

|U .’li].lz

sara chiamato differenziale secondo assoluto rispetto a T della fun-
zione f.

Cid premesso, considerato I'R-omomorfismo dello spazio © nello
spazio F (che chiameremo operatore di differenziazione assoluta ri-
speite a T di Q in O

(4.4) §:fe(V,) = &8fe(V,),

ci chiediamo quando un dato campo «’ € 2 di 2-getti omogenei dif-
ferenziabile su V, appartiene a § €, cio® se esiste una funzione f dif-
ferenziabile su V. tale che &§ f = w’ Detto esatto in (V,, ) un campo
siffatto, diremo chiuso in (V,,T) un campo differenziabile di 2-getti
omogenei che sia localmente esatto rispetto a T, cioe tale che VP € V.
esista un intorno aperto di P in cui esso sia esatto rispetto a T'. Ma-
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nifestamente si ha che ogni campo di 2-geiti omogenei esatto in
(V., I} & chiuso in (V,,T) e che la proprietad inversa & vera solo in
casi particolari, Inoltre si prova facilmente che:

[ . . 2 2 . . . . - . .

I. - Gli insiemi E| e C, dei campi di 2-getii omogenei rispettiva-
. . .. - . . 2

mente esatti e chiusi in (V,, T') sono spazi vettoriali e E. & un sotto-

spazio di Cl .

. - . 2 2z
Pertanto ha senso considerare lo spazio quoziente C./E., che
chiamiamo spazio di coomologia dei campi di 2-geiti omogenei di
. 2 2 .
(V., T} e che denotiamo con H_(V,, &, & ) o semplicemente con

2

1
5. - Spazio J%Zr DI COOMOLOGIA I1-DIMENSIONALE A COEFFICIENTI NEL
FASCIO DELLE FUNZIONI A GRADIENTE PARALLELO RISPETTO AD UNA
CONNESSIONE LINEARE I,

Con lintento di studiare lo spazio di coomologia H; ottenuto
nel numero precedente, consideriamo il fascio su (V,, I') delle fun-
zioni a gradiente parallelo rispetto alla connessione T, che denote-
remo con 8(V,, T, i';) o semplicemente con &§r. Ricordiamo (cfr. [3],
[4] e [7]) che esso & il fascio ottenuto associando ad ogni aperto A
di V. lo spazio vettoriale, che indicheremo con 8., delle funzioni p,
Jdifferenziabili in A e tali che:

(5.1) p, =0, in A,
A

e ad ogni coppia di aperti A, B di V, tali che A 2 B 'omomorfismo
di restrizione ig: 8y — 8n che fa corrispondere ad ogni funzione
p, €8, la sua restrizione a B.

Ricordiamo inoltre (cfr. [3], {4] e [7]) che si chiamano
O-cocatena e l-cocatena di V, relative ad un ricoprimento aperto
U = {Uslier di V, ed a valori in 8 rispettivamente: una legge p,, che
associa ad ogni i € I un elemento p; di &, ed una legge p’U che as-
socia ad ogni coppia (i, 7) di elementi di 1 tali che U;AU; = & un
elemento p;; di  Suno. Talvolta scriveremo pu={pilicl € Py =
= {Pii}o e essendo I ={(i,j)e H/U,NU;= &} .

17
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Si chiama poi 1-cociclo relativo ad U ed a valori in 8- una 1-co-

catena py = {pii}i,er tale che
(52) pij+pfg+pz§:0 in U,ﬂU,ﬂUfiﬁ

Osserviamo che da tale relazione per i =j = ¢ si ha

(5.3) pii=0, Viel,
e per j =1
(5.4) pi+ pi=0, Vi{ij)el*.

Denotiamo con 87.(U), Qi(U) e Z;(U) rispettivamente ‘gli spazi
vettoriali delle O-cocatene, delle l-cocatene e degli 1-cocicli relativi
ad U ed a valori nel fascio 8r. Giacché la (5.2) & lineare, Zi(U) & un
sottospazio di S’i (U).

Si chiama cobordo di una O-cocatena p,,= {pi}ic1 la l-cocatena

(5.5) ap, =1{p — rluner -

Giacché i cobordi delle O-cocatene sono 1-cocicli e 'applicazione
(5.6) 3:p)e 8(U) - dpd e ZL (U)

¢ un R-omomorfismo (detto omomorfismo di cobordo), si ha che
lo spazio dei cobordi, Elr (U) = 3 8.(U), & un sottospazio dello spa-
zio ZL (U) degli 1-cocicli.

Denotiamo con JE?(U) lo spazio quoziente Zil (U)/0 8, chiama-
to lo spazio di coomologia 1-dimensionale di {V,, T} relativo al ri-
coprimento U ed a valori nel fascio 8.

Sia ora 9 l'insieme dei ricoprimenti aperti propri di V.. Ricor-
diamo (cfr. [7]) che U’:{U:, lier si dice un raffinamento di
U= {Ui}ic1, e st scrive U= U, se esiste un'applicazione (detta di

raffinamento relativa ad U e U'):
(5.7) f:ifel’ = 1{(iel,
tale che:

(5.8) el = U, €Uy .
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Giacché la relazione di rafinamento, =, cosi ottenuta in @f &
notoriamente (cfr. [7]) riflessiva, transitiva e filtrante, 'insieme o,
dotato di tale relazione, & un insieme preordinato e filtrante.

Se U ={U.},., ¢ un qualsiasi raffinamento proprio di U e
t: I'—1 & un'applicazione di raffinamento relativa ad U e U’, sia

(5.9) ty s py € Zu(U) = th(py) € ZiA(W)

I'applicazione che all'l-cociclo py =1 Pii}i e relativo ad U fa cor-
rispondere 1'l-cociclo relativo ad U”:

BY:

(5.9  pu=ty(py) = (P, = Paoriinlvb nvi Yo joers € Z,(U").

Tale applicazione & ovviamente un R-omomorfismo (detto omo-
motfismo di restrizione mediante t) di ZL(U) in Z(U") ed & tale
che

(Bl (U) € E| (U") .
Pertanto essa induce 'omomorfismo quoziente
(5.10) To ¢ [pyl € Hp(U) — [0 (p)] € H,.(U)

essendo [ p, ] la classe di coomologia ¢ J.(U) determinata dall'l-
cociclo py € Z, (U) |

Proviamo che T:j, & indipendente dall’applicazione di rathnamento
t velativa_ad U e U, cioé che .se ©: I"— I & un’altra- applicazione di
raffinamento relativa ad U e U’ e se Ty, : H.(U) — H.(U") & l'omo-
morfismo determinato da « col procedimento sopra seguito, risulta
g

Infatti, ponendo nella (5.2) (si ricordi che pt & un l-cociclo)
primai=:t(i),j=1(), ¢ =x(jYepoii=1t{),j=t()¢=1()
Vi, i el tali che U, n U;, = &, si hanno le relazioni:

Priinety + Peiin=Gy + Pegoran = 0 dn Uy N Uz N0y # &

puiny + Pogsgy + Peanan = 00dn Uiy O Uy NUy = &,
dalle quali si ha che

. I !
Preinetyy — Potin<gny = Poiy=liny — Py 10 Ui’ n U;" '
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Pertanto, giacché la famiglia di funzioni relativa ad U’
P'e = {Puiwin} e appartiene a & (U, foj e Z; 48)]
si ha
U i 9] i ) o ’
te (py) — <p(py) = 89, € 38.(U"),

. . . b u PN
da cui segue immediatamente che T, = G, ¢ cio¢ che ['omomor-

fismo (5.10) non dipende dall’applicazione di raffinamento ¢ relativa
a Ue UV, ma soltanto da U e U”.
Si prova altresi che

(5.11) T, = identita, VU € 9f ;
T, o T, =T, VU=TU" =U".

Pertanto, se si associa ad ogni U € 9 lo spazio di coomologia
Jﬁ; (U} ¢ ad ogni U, U’ tali che U = U’ l'omomorfismo TE, : Jf:\ (U) —
— in‘ (U"), si ottiene il sistema diretto di spazi vettoriali

1 A
{98, K, (U), T, } .

Denotiamo con }f.'ll,(V.i, ) = }f; lo spazio di coomologia 1-di-
mensionale di (V,, T} a coeflicienti in &r (che chiameremo anche lo
spazio di coomologia 1-dimensionale delle funzioni a gradiente pa-
rallelo rispetto a T), cioé il limite induttivo del suddetto sistema di-
retto, che notoriamente (cfr. [7]) ¢ uno spazio vettoriale sul campo

reale R, dipendente soltanto da V, e dal fascio 8.
Ricordiamo infine (cfr, [3], [4]) che se, VU € 9, con

TV : K (U) — 3

. . . 1 . {
denotiamo 'omomorfismo canonico di ¥, (U) in #., valgono le se-
guenti proprieta:

TU'OTE,:TU, VUV con U=1";

T ([py]) = T ([py 1) & dU/U =V, U= U,

512) & L
Ty ([pyD) = Ty (lp, 1)

T (U) = K, .
U e Y
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2
ISOMORFISMO TRA H. e I .

&

Ci proponiamo ora di dimostrare che

I. - Lo spazio H. di coomologia dei campi di 2-getti omogenei di
(V.,I) & isomorfo allo spazio Ih‘i'r di coomologia 1-dimensionale delle
funzioni a gradiente parallelo in (V,,T).

A tal fine consideriamo un campo di 2-getti omogenei w € Cf‘ .

Dalla definizione di campo di 2-getti omogenei chiuso in (V.,T') (v.
n.4) segue facilmente che esiste una famiglia di funzioni fu =
= {(U;, f)}ier, con U = {U}ie ricoprimento aperto proprio di V,
ed fi(Viel) funzione diflerenziabile in U; tale che

(61) 52 f,‘ = { in Uj .

Diremo che una siffatta famiglia fu & una famiglia propria di
funzioni relativa ad U associata ad » in (V,, T'). Ovviamente di fa-
miglie di funzioni associate ad w in (V., ') ne esistono infinite. T loro
legami saranno posti in luce dalle considerazioni seguenti.

Fissata una di tali famiglie, poniamo V{(i,f) € 1*

(6.2) fi=f—fin UNU;#» @
Per Ia (6.1} si ha
(6.3) 8f;=0 in UNU, V(i j) eI,

Giacché inoltre dalla (6.2) segue facilmente la (5.2), la fami-
glia fL = {fi;},.,,.;» & un lcociclo relativo ad U a coefficienti nel fa-

el

scio &r, si ha ciog

(6.4) fo = {fiidonem€ Zn(U) .
Sia

(6.5) I'= Ty ]) e %,

il corrispondente nellomomorfismo canonico TY: ;"C;,(U) — }1‘,’; (cfr.
n. 5) della classe di coomologia [le] € }E;(U) determinata dall’l-coci-

clo f:] dianzi ottenuto.
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Per ogni famiglia di funzioni fu associata al dato campo w € c.,
resta cosi fissato un determinato elemento di }Elr . Proveremo che tale
elemento non varia al variare di fy, cioé che se f5 = {(U;, f:)};. &
un'altra famiglia di funzioni associata ad w risulta

(6.6) f=T([fu]) = TV ([Fy 1) =7,

]

ove si sono denotati con f; l'lcociclo relativo ad U determinato

da f; a norma della (6.2) e con f' l'elemento di J{; determinato
da f% mediante la (6.5).

A tal fine consideriamo un qualsiasi raffinamento aperto pro-
prio U ={U,},., sia di U che di U e siano

(6.7) t: ' = 1, taleche Viel: U:.. < Uiy
e
(6.7 ]I —> 1, taleche Vi'el :U, c Us,,

due applicazioni di raffinamento relative rispettivamente a U e U’
ed aUe U,
Posto, Vi'e I,

(6.8) /.= feiniv,  in UL (S Uy,

giacché risulta & f = w in U:,, la famiglia di funzioni relativa a U’
= {U,, ¥)}..; (che chiameremo la restrizione di fu ad U’ me-
diante t) & anch’essa associata ad w in (V,, T}

Naturalmente, posto Vi el
(6.8 o= ?E(i';\u;, in U,

anche la famiglia §/, = {(U,, 7. }}¢er, restrizione di f; ad U’ me-
diante #, & associata ad w in (V,, I).
Osserviamo che V (¢, ) e I'* risulta:

(6.9) fﬂ‘ _ ](r’.’ . ]Uj, = f!(i’)i‘(i’}lU;, nu;’ in U:, ﬂU;, '

i i




Spazi di coomologia dei campi di 2-getti, ecc, 263

e quindi (cfr. n. 5) che
(6.10) /,éjl = {f’i; }(f‘,j')sl‘* = {)(f(f’)fff“)%U:.‘ nu;, }U',j’)el"-‘-‘ = fS' (fL )

e cioé I'i-cociclo relativo ad U’ determinato a norma della (6.2) dalla
famiglia {7, restrizione di fu ad U” mediante ¢, coincide con I'l-cociclo
relativo ad U’ corrispondente nell’'omomorfismo (5.9) t;’, : Z; (U) —»
—>Z'r. (U9 dell’l-cociclo relativo ad U determinato dalla famiglia f:
a norma della (6.2).

Ne segue (cfr. n. 5} che

(611)  FU=TU(fel) =TV 0T, ([fy]) = TV ([, 1) = f e X,

cioé che la classe di coomologia "' e Jf; determinata, a norma della
{6.5), dalla restrizione, f’[’j, di fu ad U mediante Uapplicazione di raf-
finamento t relativa ad U e U’ coincide con la classe di coomologia
fl e Jfl. determinata medianie la (6.5} da fv e pertanto non varia
al variare di t.

Analogamente si ha che

(6.11") Fh=feX. .

Osserviamo ora che, posto Vi'e I’

’ =41 ot - , . .
Puniuy = f P f, = (f?(g-) - f!(l")) \ U, m U,-- ,
giacché risulta

& p:n')?(s'; =0 in U, , Yiel,

1

N
la famiglia di funzioni relativa ad U’ p'. = {p, (i) trer € uma O-
cocatena relativa ad U’ a coefficienti m 3., cioe
o . )
Puoe 8. (U).
Giacché inolire risulta V (i, ;) e I'*

i . -
Fiv = For = Gronin — Fronan) ), nul, =

o 7 » . . , ,
— (p;{r)?(f-) - pz(;r)?(m);(};. nu ;e in Ui' M Ui' 1% ,
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e cioe
a0 s,
ne discende che
(6] = [f3] € H(U)
ed infine, per le (6.11) e (6.11"), che
Fefelt) .

Si & cost provata la (6.6), e cioé si & dimostrato che la classe di
coomologia € X, determinata a norma della (6.5) da una famiglia
di funzioni associata in (V,,T) al dato campo di 2-geiti omogenei
we C. non varia al variare della famiglia di funzioni associata ad w.

Resta allora determinata l'applicazione

(6.12) 9 weCh— el

che si verifica facilmente essere un R-omomorfismo.

Proviamo che il nucleo kemme¢ di tale omomorfismoe coincide
con lo spazio E. dei campi di 2-getti omogenei esatti in (V. T): in-
fatti se w ¢ kern ¢, cio¢ se w € Cl e p{w)=0e¢ Jflr, I'l-cociclo 7‘; =
= {fi} e determinato mediante la (6.2) da una famiglia di fun-
zioni fy associata in (V.,T) a w & il cobordo di una O-cocatena p), rela-
tiva ad U a coefhicienti in &, per cui si ha, V(i) e I'";

{6.13) }‘r'fj = f:‘ f,‘ = P Pi in UM ‘U, = & ,
e quindi
(614) /; + pi = fj—{-p,‘ in UfﬂU,’.

Ponendo allora f =/, + p; in U;, Vi€ 1, si ottiene una ben de-
terminata funzione differenziabile su V. tale, per le (5.1) e {6.1),
che &f,, = &{fi+ p) = &fi = w,, . Pertanto w € E: ¢ quindi ker ¢
EEi . Essendo poi ovvia l'inclusione opposta si ha kerng = Ei =
=380,
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Per il teorema fondamentale sugli omomorfismi tra spazi vet-
toriali, dall'omomorfismo ¢ si ottiene il monomorfismo

(6.15) ®:[wleC./E. =H. — o(w) =feXk

Ci proponiamo di dimostrare che ® ¢ un isomorfismo, per la
qual cosa ci resta da provare solo che esso & surgettivo, ossia che
dato un qualunque elemento p'e ZJ{; esistono un campo di 2-getti
wE Ci ed una famiglia di [unzioni fy associata in (V,,I') ad w tali
che, detto f'U I'l-cociclo determinato mediante la (6.2) da fy, risulti

fr=T(f, D =p""

A tal fine osserviamo che, V p'e X, per I'ultima delle relazioni
(5.12), esiste almeno un U = {U;};.; € @ tale che

Pe TV (X, (U)),

per cui (TV})'(p') & 2 @ ed & contenuto in K. (U). Sia [pi,.}, con
pL =A{Piitipner € er (U), un qualsiasi elemento di (TY}~!(p'), cioe un

elemento di J-C:. {(U) tale che
p' =T ([p, D).

Sia inoltre {,}..v una partizione dell'unitdx di V. relativa al
ricoprimento U e sia h: m € N— h(m) € I un’applicazione (di raf-
finamento relativa ad U e {sup ¢u}ucy) tale che Vm e N: sup gu S
< Uiy, Consideriamo ora, Viel e Vm e N, la funzione definita
in U; nel modo seguente:

=0 in U,‘——Uj,(m)
{6.16) fim =
= Pih(m) * Pm in Ui N Uh(m) .

Essa & differenziabile in U;, essendo ivi localmente differenzia-
bile (infatti se P € U;N Uy & differenziabile nell'aperto U:N Uy, di
U: come prodotto di funzioni differenziabili; se P € U: — Uy, giac-
ché sup @w S Usimy, P appartiene anche all'insieme U; — sup @, che
¢ un aperto di U;, in cui f;., ¢ differenziabile perché ivi identica-
mente nulla),

Osserviamo che per la (6.16) risulta sup fi. C S:lp @, per cui

essendo  {sup @u bwen un ricoprimento localmente finito di V,,
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{sup fiwtmen € un ricoprimento localmente finito di U;. Percio
V¥ P e U; esistono un intorno aperto Up di P ed una sottoinsieme fi-
nito Np di N tali che in Up si abbia }_. fim = L. fim. Pertanto ha

meN meN?
senso considerare la funzione definita in U,

(6.17) fi= 22 fim,

che tisulta differenziabile in U;, essendolo ivi localmente (perché
¥ PeU; essa & differenziabile nelFaperto U, dianzi citato come
somma di un numero finito di funzioni differenziabili). Si & cosi ot-
tenuta la famiglia di funzioni fv = {U, fi}ic1 relativa al ricoprimento
U. Dalla (6.16), per le (5.2) e (5.4), si ricava, ¥V (i, ) € 1%,

}tjm - ffm = (pih{u-n) - pjh(m)) C Q= Pijoc Qe in UiﬂUjﬂUh{m) )

per Cui; essendo f(’m = f,im = Pn = 0 il’l Ui HUJ — UI-;(m) R 51 ha
(618) f:’m - fjm = Pij - Om in UEQUI' ,

da cui, sommando per m variabile in N e tenendo conto che
T ogwm 1, si ottiene V(i,j)e I*
meN

(619) fj — ff = in U!ﬂUii .

Pertanto 1'l-cociclo determinato mediante la (6.2) dalla famiglia
di funzioni fu = {fi}ie: dianzi ottenuta coincide con ['l-cociclo
p:'j. Inoltre dalla (6.19), essendo & p;; — 0, segue che

(6.20) §f = &4 in UNU,# @, V() el

Ponendo allora w =874 in U;, Viel, si ottiene un campo w
di 2-getti omogenei differenziabile e chiuso in (V,,I') a cui la sud-
detta famiglia di funzioni (relativa ad U) fv risulta associata in {V,, T').

Per la (6.19) I'l- cociclo fL determinato da fu mediante la (6.2)
coincide con 1't-cociclo ]glu. Ne segue che ¢(w) = = TU([f{IJ] =
= TY ([p;]) = p' e quindi che ®{[w]) = p'. Si & cosi provato che
Ve }f;. esiste w € CF tale che @ ({w]) = p'. Pertanto il monomor-
fismo @ : H. — ¥, definito dalla (6.15) & un isomorfismo ¢ la I &

completamente dimostrata.




Spagi di coomologia dei campi di 2-getti, ecc. 267

7. - EsEmPl.

In guesto numero c¢i proponiamo di mostrare che in generale lo
spazio di coomologia Hr (e quindi anche lo spazio ;"C; =H.) dipen-
de in modo essenziale dalla connessione T e quindi dalla struttura
differenziabile di V,, a differenza dello spazio H' dei campi di 1-
getti differenziabili, notoriamente dipendente soltanto dalla struttura
topologica di V,. Esamineremo, a tal fine, gli spazi di coomologia di
alcune note varietd a connessione lineare simmetrica.

All'uopo, consideriamo il sistema:

(7.1) Qurs fo = B fuaTppy =0 in (Ua, €,
le cui condizioni di integrabilita, ricavate tenendo conto del teorema
sull’invertibilita dell’ordine delle derivazioni, sono:

(7.2) aa{ fa ]ﬁ! = O ii] Ca (Ijﬂ)J

arsl

essendosi denotate con T le componenti relative alla carta (U,, ¢.)

arsi
del tensore di curvatura della connessione T
Osserviamo che se il sistema (7.2) & soddisfatto soltanto dalle

funzioni localmente costanti, lo stesso accade per il sistema (7.1},
onde lo spazio }f:, (e quindi anche Hi) risulta isomorfo allo spa-

zio X' di coomologia l-dimensionale di Cé&ch a coefficienti reali e
quindi (cfr. Ia X di [7]) allo spazio H' di coomologia dei campi di
I-getti differenziabili su V..

Cio accade, ad esempio, se su V, esiste un tensore metrico rie-
manniano non degenere, fe cui componenti, g..s, relative ad ogni
carta (U,, ¢ dell'atlante universale di V,, siano tali che:

(7.3) TE =k (S: Bars — 5; garl’);

arsi

con k costante su V,. Infatti, in tal caso, dal sistema (7.2}, molti-
plicandone ambo i membri per g, (elemento reciproco di ge), som-
mando per r = 1,2,...,#n e tenendo conto della (7.3), si ha:

A aur fﬂ = au(‘ fd r

da cui segue senz'altro che per » > 1 le funzioni f, a gradiente pa-
rallelo in (U.,T) sono tutte, e sole, le funzioni localmente costanti
in U,.
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Si verifica facilmente che allo stesso risultato si perviene se T
¢ la connessione di una metrica localmente proiettivamente piatta
(cfr. [1] e [10]), cioe se esiste un tensore doppio covariante sim-
metrico non degenere le cui componenti, R;, in (U, ¢,) siano tali che:

- _#{Rar.\' 5: - Rariai ):

arsl —

n—1

e, pitt in generale, se esiste un atlante in ogni carta del quale sia di-
verso da zero uno (almeno) dei determinanti aventi per elementi le
componenti del tensore di curvatura con gli stessi valori di due fis-
sati indici di covarianza,

Se invece il sistema (7.2), oltre che dalle funzioni localmente
costanti, ¢ soddisfatto anche da altre funzioni, lo stesso accade per
il sistema (7.1), per cui lo spazio X' (e quindi anche lo spazio H') ri-
sulta isomorfo ad un sottospazio proprio dello spazio ;Hii. (e quindi
anche ad un sottospazio proprio di H: ).

Cido accade, ad esempio, se la connessione T & localmente piatta
(cfr. [1] e [10]), cioe se il tensore di curvatura di I & identicamente
nullo su V, nel qual caso, come & noto, esiste un atlante {(Us, ¢.)}aca,
che non & restrittivo supporre numerabile e costituito da sferoidi,

14

in ogni carta (U,, c,) del quale le componenti I, _ della connessione

ars

risultano identicamente nulle. Ne segue allora che in tale atlante i
cambiamenti di coordinate sono lineari ed il sistema (7.1) diventa:

(74) atu's fﬂ =0 in (Un, Ca) .

Pertanto, in tal caso, le funzioni f. a gradiente parallelo in (U,, T')
sono le funzioni lineari, a coeflicienti costanti in U,, delle coordi-
nate xf, relative alla carta (U,, ¢, e quindi lo spazio vettoriale del
fascio &r relativo a U,, 8, , (cio¢ lo spazio delle [unzioni a gradiente
parallelo in (U,,T)), risulta isomorfo a R"*', nell'isomorfismo deter-
minato dall'omeomorfismo coordinato c¢,. Giacché inoltre, V (a, b) €
€ A x A tale che U.N Uy # @ ogni funzione f., a gradiente paral-
lelo in (U.,NU,,T'") & funzione lineare, a coefficienti localmente co-
stanti in U,N U, delle coordinate di un punto di U,NU, in una qua-
lunque delle carte (U,, c.) o (Us,cs), lo spazio vettoriale del fascio
&r relativo a U.,NU,, cioe SL.‘,HUL, risulta isomorfo a II R'"' essen-

ceCﬁh
dosi denotato con C,; l'insieme delle componenti connesse di U,N U, .
Ne consegue facilmente che, nel caso in esame, lo spazio H, dei

campi di 2-getti omogenei, come lo spazio ¥, delle funzioni a gra-
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diente parallelo in (V,,T), & isomorfo alla potenza (m + 1)-esima
(H)+" dello spazio #' di coomologia I-dimensionale a coefhicienti
reali e quindi alla potenza (1 + 1)-esima (H')'™' dello spazio H' di
coomgologia dei campi di l-gerti differenziabili su V..
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Rapporti tra i parametri cromatografici di iododerivati
organici frazionati mediante le tecniche di adsorbimento
e di ripartizione * - Nota II

Nota del socio ordinario Mario CoVELLO
e di ORESTE SCHETTINO, LyDiA FERRARA e PasQUALE FORGIONE

(Adunanza del 5 giugno 1976)

RiassUNTO. — Si & studiata I'influenza della composizione di eluenti binari sui valori
Ry di composti organici alogenati. Per ampi valori della composizione degli eluenti
(in cui X indica la frazione molare del solvente polare — essendo il solvente diluente
sempre esano) si ¢ verificato l'andamento lineare dei grafici di Ry in funzione di
log X5 .

La pendenza delle relative rette & connessa al meccanismo di adsorbimento mo-
lecolare ed alla natura dell'alogeno sostituente.

SumMary. — The elfect of the composition of binary developing solvents on Ry
values of alogenated organic compounds was investigated.

Linear Rm vs. (log Xg) relationships were obtained for wide composition ranges
(Xs = mole fraction of polar solvent; diluting solvent: hexane).

The slope of the lines was related to the molecular mechanism of adsorption and
to the halo-substituent.

La possibilita di correlare tra loro i diversi parametri che en-
trano in giuoco nel corso dello smistamento delle sostanze nella cro-
matografia su strato sotfile & universalmente riconosciuta. Il fraziona-
mento cromatografico rappresenta, in sostanza, la risultante dell’azione
armonica di numerosi fattori, taluni agevolmente valutabili altri meno,
altri ancora che sfuggono alla percezione del ricercatore,

La molteplicita di tali fattori spiega la molteplicita delle formule
proposte dai numerosi studiosi che si sono prelissi di stabilire delle
relazioni tra essi, onde pervenire a equazioni matematiche che possano
essere utilizzate ai fini del calcolo e della interpretazione o previsione
del comportamento cromatografico delle varie sostanze chimiche.

* Lavoro eseguito con il contributo del CNR.
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Noi ci siamo occupati a pit riprese dello studio di questo pro-
blema [1, 2, 3], focalizzando la nostra attenzione in modo speciale
nelle indagini circa Vinfluenza esercitata dall’alosostituzione sul com-
portamento cromatografico delle sostanze organiche.

L'influenza dell’alogeno, infatti, sul comportamento cromatogra-
fico dei composti organici presenta aspetti peculiari per il notevole
apporto connesso all'ingombro sterico considerevole, che si sovrap-
pone alle varie alire azioni chimico-fisiche direttamente legate alla

struttura della molecola organica,
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Fic. 1. - Variazione dell’'R5 di alogenoderivati organici su strato sottile di gel di silice,
in funzione di log X; (S8 = metanolo) — diluente : esano.

In particolare nella pitl recente delle note citate ci siamo soffer-
mati sull'influenza esercitata dall’alosostituzione sul meccanismo di
interazione strato-sostanza particolarmente nei riguardi della corre-
lazione tra i valori di Rm misurati mediante cromatografia di adsor-
bimento e di partizione, relazione che, nei composti plurialogenati, si
¢ visto approssimarsi piuttosto ad una equazione quadratica che a
quella lineare proposta da Oscik [3].
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Altrettanto interessante ci & sembrato verificare i rapporti esi-
stenti tra valore di Rm e alogenosostituenti, in rapporto alla compo-
sizione di sistemi eluenti binari ed, eventualmente, a strati adsorbenti
di composizione variabile.

All'influenza esercitata sullo smistamento di una data sostanza
dal variare della composizione di un sistema eluente a pilt compo-
nenti, almeno limitatamente al caso pin semplice di un sistema bi-
nario, fu data una formulazione matematica teorica da Oscik e RozYLo

2,6 1,0 1,4 1,8 log X,

FiG. 2. - Variazione dell’Ry di alogenoderivati organici su stralo sottile di gel di silice,
in {unzione di log X5 (S = Acetato d'etile) — Dilucntc : esano.

[5]. Essi inolire tennero conto delle interazioni tra soluto e solvente
polare attraverso il parametro K, coefliciente di ripartizione ipotetico
del soluto tra i due componenti della fase liguida.

SoczEwWINSCKI e coll. [7] d'altra parte, posero in rilieve la fonda-
mentale importanza dei fenomeni di solvatazione, abbiano essi luogo
alla superficie o nella massa della fase liquida, in quanto capaci di
variare 'energia di adsorbimento della molecola del soluto. Tenendo
conto di tali fenomeni essi pervennero a stabilire la seguente relazione,
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che lega il valore di Rm al log. X, (essendo X, la frazione molare del
componente polare di un solvente di sviluppo binario).

in cul

I— ,R,’,’L E’?? E,{‘,{,

R = - = log - 2 log X,
Rf I<A5 KAs
Kaz = .S = costante di adsorbimento del soluto
Xa Xz
Kas = .. Kas = costante di assorbimento del solvente
XaXs

La verifica sperimentale dell’equazione, eseguita dagli stessi AA.,,
dimostrd 'esistenza di una linearita nella funzione Rm = f (log Xs) per

Fic. 3. -

1)

DB DB DC DA CB CA CC

3 LI [ [ T T {

2,6 1,0 1,4 1,8 log Xg

Variazione dell’Ry; di alogenoderivati organici su strato sottile di gel di silice
in funzione di log X5 (S8 = Diossano) — Diluenle : esano.

ampi intervalli di composizione della miscela cluente, mentre le pen-
denze delle rette potevano essere poste in relazione al meccanismo
molecolare dell'adsorbimento.

13
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Ci & sembrato, percio, che la medesima equazione potesse consen-
tirci di oftenere valide indicazioni circa Vinfluenza esercitata dall’alo-
genosostituente in relazione ai rapporti contraibili con sistemi eluenti
binari, secondo il quesito cui pill sopra si & accennato. Abbiamo per-
tanto condotto una verifica sperimentale eseguendo il frazionamento

R*
M A
1,8 -
1,6 DC
1,4
1,2 4
‘}ID AB%
0,8 4pc
cc
0,6 -cCh
CEB
0,4 DE
DA
0,2 -
[330]
T T I T T I T
5,6 1_,0 {,4 1_,8 log }Cq

F1c. 4. - Variazione dell'RY, di alogenoderivati organici su sirato sollile di cellulosa, in
[unzione di log Xy (5 = Metanolo) — Diluente : esano.

cromatografico di alogenoderivati organici, alcuni dei guali sintetizzati
da uno di not e coll. {4] operando su strati sottili a composizione uni-
forme o variabile al fine di valutare la possibilita di estensione per

I'applicazione pit generale possibile dei principi.

PARTE SPERIMENTALE.

It frazionamento cromatografico su strati sottili & stato eseguito
su lastre pronte all'uso Merck, limitatamente alle esperienze condotte
su sirato uniforme. Le lastre a composizione variabile sono state, in-
vece preparate in laboratoric con la tecnica giad descritta nella nota
precedente [3]. Esse sono state sempre attivate per riscaldamento in
stufa ad aria a 140°C.
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Nel corso della sperimentazione si & operato in modo da mante-
nere la massima uniformita delle condizioni sperimentali, particolar-
mente per quanto riguarda la temperatura ambiente, la sovrasatura-

R*
o
1,8
1,6 -
1,4 4 BC
BB
1,2 4 A
AD
1,0 4 ac
0,8 DB '
DC
0,6 Top d .
DA
0,4
0.2 _CEB Ch
BA R
1 T | T T T ]
2,6 1,0 1,4 1,8 log Xg

Fic. 5. - Variazione dell' Ry, di alogenoderivati organici su strato sottile di celfulosa, in
funzionec di log X (S = Diossano} - Diluente : esano.

zione delle camera di sviluppo e la corsa del solvente che ¢ stata

sempre di circa 16 cm.

La tabella | raccoglie i dati relativi alla rivelazione delle macchie
delle sostanze cromatografiche, contrassegnate con i simboli che le
identificano nei grafict che seguono, e che sono elencati nella tabella 11

che riassume i principali parametri sperimentali.

Taperra I

Reartivi rivelatori

A) Nitroprussiate in seluzione alcalina (+ NaOH + H,0,): da macchie con colo-
razione variantc dal rosa al violetto intenso.
B) Verde bromocresolo 4 AgNO,: da macchie giallo-brune.

) Verde bromocresolo, soluzienc idroalcoolica: macchie gialle.
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TargnLa H

Coefficienti qugolari delle rette rappresentanti la variazione dell’Rm
in funzione di log. Xs per gli alogenoderivati studiati

‘ ‘ Gel di
Gel di silice Cellulosa ; Allumina  ; silice
; | o lusa
Prodotto Simbole j  Cetlulosa
Meta-! Elile ’Diosf | Meta- | Dios- {Meta-! Etile )
i i i Metanolo

nola ‘ Acctato! sano | nolo | sano | nolo }Acetato
i i i

J
CO
'\_
? AA — 12 2 — 10 2309 1,0
. ~CO
NH
I/J\
~.

; AD — 1,2 1,8 - 10 23 0,8 11

h

J
NI~
‘Ifb BB o — 2 08 10 20 08 13
NH
-
Br co
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Segue: TapiLea 11

Coefficienti angolari delle rette rappresentanti la variazione dell’Rm
in funzione di log. Xs per gli alogenoderivati siudiati

| Gel di

i |
Gel di silice ! Cellulosa ‘ Allumina | silice
3 | |Ce ¢
Prodotto Simbaolo i i jCeliulosa
Mcla—| Etile ;‘Dios- Meta- ‘ Dios- %‘Mete‘p Etile
N i : Melanolo
nalo ‘ Acelam| sano | nolo ! sapo | nolo AcetatoJ
- i i i
J
NH-,
CI-O CA 10 30 3 10 09 300 1p —
c1 NH

8
\

NH«
| CB 11 2,5

~NH
&)

11 09 33 1,0 e

o
’u
@]
[
@]
[

w

CC Lo 20 1,0 09 2% 11

] ; E
8 =z
o
\
=
T
Lo¥]
[

MHCSNHCva<:ij>
COOoH DA 09 — 25 10 08 — 10 —_
J
NHCSNHCO~(E§£>
J COOR
Yy DB 0,7 — 25 10 0.6 —_ 1.0 —
&
Br
‘MHCSNHCO_<C::>
J COOH
DC 0,5 — 2,5 1,0 0,7 —_— 1,0 —_
C1
NH
COOH
DD 1,1 — 25 1,0 0,7 — 1,6 —

@)
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I risultati ottenuti sono riportati graficamente nei diagrammi delle
Figg. 1-8, in cui compaiono in ascissa i valori di log X, ed in ordinata
i valori Rl = — (Rm — 1).

Quest’ultima notazione & stata impiegata con f{inalita esclusiva-
mente grafiche, al fine di rendere progressiva in senso positivo la scala
dei valori figuranti in ordinate.

7,8
1,6
1,4
1,2
1,0y
0,8 Jg
0,6 1B
0,4 4"
AR

2 9 ac’ ap CC CA CB

o

@]

ox]

jus]

2,6 1,0 1,4 1,8 log X

FiG. 6. - Variazione dell’R; di alogenoderivati organici su strato soitile di allumina, in
funzione di log X; (S = Metanolo) — Biluente : esano.

RISULTATI E DISCUSSIONE.

I grafici delle figg. 1-8, ci consentono di constatare come, anche
per i composti alosostituiti, la linearita della funzione Rim = f (log Xs)
risulti in genere rispettata.

E altresi rilevabile come, in genere, al crescere del peso moleco-
lare dell’alogeno, sia legato un abbassamento della pendenza della
retta Rm =1 (log Xs). Tenendo presente che, di solito un aumento della
pendenza della retta rappresentativa della funzione suddetta viene
interpretata come effetto di fenomeni di solvatazione nella fase mo-




Rapporti tra i parameiri cromatografici di iododerivati, ecc. 279

bile, sembra agevole poter concludere che nel caso presente 'effetto
sterico/ponderale dell’atomo dell'alogeno influisce nel senso di una
azione di ostacolo nei riguardi degli stessi fenomeni di solvatazione.
A parita della rimanente struttura chimica tende ad attenuarsi, ad
esempio, la propensione a formarsi di complessi di solvatazione, con
solventi donatori di elettroni del tipo cicloesano-acqua (fenomeno
streftamente analogo a quello che si verifica al diminuire di gruppi
idrofili in-una molecola organica).

R*
M
1,8 -
1,6 -
1,4
1,2
AC
1,0 4BD
A
0,8 /AB
A
B
0,6 -
BC
6,4 {cCB
cA
0,2 -
¢ o BE pa
1 I T ¥ T I T
2,6 1,0 1,4 1.8 log X4

Fig. 7. - Variazione dell’R;, di alogenoderivati organici su strato soltile di allumina, in
funzione di log X (S = Etile acetato) — Diluente : esano.

La tendenza, pressoché generalizzata, ad una convergenza delle
rette verso i valori pitr alti di R (zona superiore dei grafici) & stret-
tamente connessa alla variazione di pendenza delle rette medesime
sopra sottolineata. Il fenomeno, peraltro, da una immediata dimostra-
zione visiva dell’abbassamento di selettivita che si verifica per i valori
pitt bassi della [razione molare del componente polare del sistema
cluente,
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Al contrario, in taluni casi, si nota un brusco aumento della pen-
denza delle rette (v. fig. 8) per i valori elevati di log Xs il che va posto
in relazione non solo all’aumento della frazione molare del solvente
polare, in quanto il fenomeno in effetti non ¢ generale ma occasionale.

E necessario invocare, in questi casi, in accordo con Soczewinscki,
l'intervento di fenomeni di adsorbimento « multistrato ».

La variazione continua della composizione dello strato adsorbente,
nei casi esaminati (fig. 8) pur comportando variazioni nella pendenza

R*

.

1,8 o

1,6

1,4

1,2 -

1,0 -1 A
AR

B
0,8 1 ac
Al
0,6 4 °F
0,4 4 L.
0,2
BA  J
1 T T T ] T I
2,6 1,0 1,4 7,8 log X

Fra, &, - Variazione dell’Ry; di alogenoderivati organici su strato sottile di gel di osi-
lice —-» cellulosa in [unzione di log ¥, (S = Metanolo} — Diluente : esana,

delle rette rispetto agli adsorbenti assoluti non pregiudica in gene-
rale l'applicabilita della relazione R'm = f(Xs) che, salvo sporadiche
eccezioni peraltro di dubbia interpretazione, rimane lineare,

Si pué anche osservare, come del resto era prevedibile, che la
influenza dell’alogeno & in genere tanto piti marcata quanto minore &
il peso molecolare della struttura ospitante. Cid sembrerebbe, pero,
sotto certl aspetti, in contraddizione con l'osservazione di carattere
generale formulata da Soczewinscky secondo cui I'effetto delle dimen-
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sioni molecolari delle sostanze frazionate sui valori di Rm risulti tra-
scurabile. La contraddizione, tuttavia, pué essere considerata solo ap-
parente, ove si tenga conto che l'effetto sterico dell’alogeno non si ri-
flette esclusivamente sui rapporti che la molecola del soluto & in grado
di contrarre con lo strato adsorbente, ma anche, o forse soprattutto,
sulle funzioni della stessa molecola ospitante.
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Accumulo di alcuni metalli pesanti nelle valve
¢ nel corpo del Mytilus galloprovincialis *

Nota di Mario D'AcosTine *¥, Aucusto BIionpr *F¥
e GIOVANNI SANSONE **%
preseniata dal socio ordimario Rooorro A, N1cOLAUS

{Adunanza del 5 glugno 1976)

RiAsSUNTO, — Le concentrazioni di Cr, Cd e Ph, determinate nclle valve (Cv) e nel
corpo del mollusco (Cc), mostrano che il potere disinguinante del Mrytilus gallopro-
vincialis rispetto ai suddetti clementi (Cv/Cc) cresce dal cromo al piombo, mentre
lindice di pericolosita degli stessi (Cc/Cv) aumenla in senso inverso, Viene messao in
evidenza, inoltre, che la melanina che ricopre la superficie esterna delie valve non e
coinvolia significativamenle nel processo di incorporazienc dei metaili pesanti.

SUMMARY. — The concentrations of Cr, Cd and Pb ions found in the valves {Cv)
and the body (Cc) of the Myiilus galloprovincialis shows that the ratio Cv/Cc increases
from Cr to Pb. Evidence is also presented that the melanin pigments covering the
external surface of the valves is not significantly involved in the incorporation process
of the aforesaid heavy metals.

Nell'ambito di ricerche tendenti a tracciare una mappa dell'inqui-
namento da metalli pesanti del Golfo di Napoli, sono state determi-
nate le concentrazioni di cromo, cadmio e piombo, sia nelle valve (Cv)
che nel corpo {Cc) di alcuni campioni di Mytilus galloprovincialis,
prelevati tra Cuma e Bagnofi. T dati analitici raccolti in tabella T per-
mettono di fare alcune considerazioni sia di ordine pratico che di or-
dine {eorico, Prima di tutto, infatti, bisogna tener presente che il
metallo inquinante incorporato nelle valve viene sottratto stabilmente
all'ambiente, mentre quello che si accumula nel corpo rientra nella
catena alimentare (piramide trofica) [1] e pud giungere all'uomo sia

* Lavoro eseguito con il contributo della Regione Campania.
*= Tgtituto di Chimica Organica della Facelta di Scicnze, Universita di Napoli -
Via Mezzocannone, 16, 80134 Napoli.
=% [gtiluto i Biorganica della Facoith di Farmacia, Universita di Napeli - Via
1. Rodino, 22, 80138 Napoli
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direttamente, per ingestione dei mitili, che indirettamente, per inge-
stione di animali che a loro volta si nutrono di mitili. Cio vuol dire
che i] rapporto Cv/Cc put essere preso come misura del potere disin-
quinante dei mitili rispetto ad un dato elemento e che il suo inverso
(Cc/Cv) puo essere considerato come un indice di pericolosita dell’ele-
mento stesso.

L'esame della tabella IT mostra che il potere disinquinante dei
mitili cresce, mediamente, dal cromo al! piombo, mentre U'indice di
pericolositi di questi metalli, come & ovvio, aumenta in senso iNverso.
I valori anomali di Cv/Cc e di Cc/Cv per il cromo, nel campione di

TABELLA 1T
Patere Indice
Metallo disinquinante medio medio di pericolosita
(Cv/Ce) (Ce/Cv)
Cromo 1.4 07
Cadmio 2,1 4,5
Piombo 2.8 04

Torre Gaveta, e per il piombo, nel campione di Bagnoli (tabella I),
si possono probabilmente attribuire ad un fenomeno di saturazione
apparente. Come ¢ noto gli ioni, prima di essere incorporati nelle
valve, debbono diffondere, attraverso il mantello, nello strato di li-
quido extrapalleale [2]. Se, quindi, si preleva un campione di mitili
poco dopo che questi si sono trovati in presenza di una forte carica
inquinante (per eccessivo ristagno dell’acqua, conseguente a bonaccia,
0 per improvviso riversamento in mare di liquami), gli ioni inquinanti
non hanno materialmente il tempo di raggiungere la cavitd axtra-
palleale e di partecipare alla formazione delle valve. Naturalmente &
prevedibile che, anche in condizioni di equilibrio, debba esistere, per
ogni metallo, una concentrazione di saturazione al disopra della guale
il mitilo diventa inefliciente dal punto di vista dell’azione disinquinante
(Cv/Cc < 1) e pericoloso per 'alimentazione (Cc/Cv > 1).

Per quanto concerne il meccanismo di accumulo & stata avanzata
Vipotesi che gli elementi in tracce potrebbero entrare a far parte della
conchiglia anche come componenti di sostanze organiche [3]. Nell'am-
bito di questa ipotesi abbiamo preso in csame la possibilita che lo
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strato di melanine che ricopre la superficie esterna delle valve giochi
un ruolo significativo nell'incorporazione dei metalli pesanti. In effetti,
perod, I'analisi di valve private meccanicamente di tutto il pigmento
ha fornito dati di concentrazione sostanzialmente analoght a quelli
delle valve integre. Una ulteriore prova della scarsa tendenza delle
melanine a legare questi metalli si & avuta analizzando il « nero » di
seppie pescate nelle stesse zone di prelevamento dei mitili. Il piombo,
infatti, ¢ risultato praticamente assente, mentre per cadmio e cromo
si sono rilevate concentrazioni molto basse (rispettivamente 1,0 e

1,9 pp.m.).

PARTE SPERTMENTALE [41.

Preparazione e analisi dei campioni,

A) Valve. — Campioni di 10 g di valve, preventivamente seccate
in stufa termoregolata a 100°C e finemente polverizzate in mortaio di
porcellana, vengono inceneriti per una notte in muffola a 450°C in
capsula di porcellana. Le ceneri vengono trattate con HNO, concen-
trato fino a completa dissoluzione del carbonato (circa 15 ml). A causa
della violenta effervescenza che si manifesta durante la fase di acidi-
ficazione, si preferisce, prima dell'operazione, trasferire guantitativa-
mente le ceneri dalla capsula in un beaker da 200-250 mi. A dissolu-
zione avvenuta si aggiungono 20-25 ml di acqua distillata, si riscalda
per 5 a lenta ebollizione, si filtra attraverso un filtro di carta Whatman
N. 42 e si porta a 100 ml con acqua distillata. Lo stesso procedimento
si utilizza per i campioni di valve private dello strato di melanina
mediante abrasione con carborundum.

B) Molluschi. — Campioni di circa 50 g di corpi di mollusco, ac-
curatamente staccati dalle valve, privati del bisso e finemente tritu-
rati, vengono disposti in capsule di porcellana, preventivamente ta-
rate, e seccati in stufa termoregolata a 100°C fino a peso costante.
La sostanza secca cosi ottenuta viene incenerita per una notte in muf-
fola a 450 °C. Alle ceneri si aggiungono 5 ml di HNO; concentrato e,
dopo breve digestione, 20-25 ml di acqua distillata. Si riscalda a lenta
ebollizione per 5, si filtra con filtro di carta Whatman N. 42 e si porta
a 100 ml con acqua distillata,

C) Nero di seppia. — Campioni di circa 10 g di nero di seppia,
preventivamente seccato a peso costante in stufa termoregolata a
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100 °C, vengono inceneriti in mutffola, per una notte, a 450 °C. Si pro-
cede, poi, come per i campioni dei corpi di mollusco.

Nei campioni cosi ottenuti il piombo viene determinato con spet-
trofotometro monoraggio per assorbimento atomico Atomspek (Hilger
e Watts); il cadmio e il cromo vengono determinati con spettrofoto-
metro per assorbimento atomico a doppio raggio Perkin-Elmer (mod.
103). Le soluzioni standard di cadmio, cromo e piombo, preparate me-
diante opportune diluizioni dalle soluzioni concentrate {1000 rg/ml},
contengono, rispettivamente, 2, 5 e 20 ig/ml in HNOs al 5 % {viv).

Ringraziamento. — Si ringrazia il Prof. R. A. Nicolaus per le
discussioni scientifiche, e il sig. G. Ferracane per l'assistenza tecnica.
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Influenza della magnesia sull’idraulicita di scorie
d’alto forno sintetiche

a0 +Mg0O

Nota II1. Scorie con rapporto - $i0 costanie ™
gz

Nota di ALFONSO NASTRO e GIUSEPPE MASCOLO
presentata dal socio ordinario ANTONIO SCHERILLO

(Adunanza del 5 giugno 1976)

Riassunto. — Gli Autori hanno studiato il comportamento idraulico di campioni di
Ca0 + MgO
Si0,
cestante e stagionati a vapare, nelle quali scorie il contenuto di Mg0O & stato aumen-

talo a spese di quello di osside di calcio.

Viene posto in risalto che I'"MgO di costituzione della scoria esercita un’influenza
positiva sulle resistenze meccaniche, inlluenza anche maggiore di quella derivante dal
rapporto di basicitd Ca0/Si0, .

Vengono aliresi discusse le correlazioni tra temperaiura di transizione vetrosa,
natura delle fasi cristalline neoformate per devetrificazione e resistenze meccaniche

cemento d'alte forno conlezionati con scorie sintetiche a rapporte molare -

dei relativi cementi,

SumMMaRry. — The influence of MgQO content on hydraulic behaviour of slag Portland
vements, obtained by mixing Portland clinker with synthetic slags containing variable
amounts of Mg0, =~ 9.59% ALO, with a molar ratio {Ca0 + MgO)/5i0; = 1.4, has been
investigated.

The cements, stored under hvdrotermal conditions at 175°C for 24 hours, showed
compressive strenghts enhanced more by the increase of MgQ content than by the
Ca0/Si0, molar ratio of slags,

The relationships between compressive strenghts of cements prepared with various
slags and the related glass transition and crystalline phascs obtained during deve-
trification, have been at last discussed.

PREMESSA.

In lavori precedenti [1, 2] si & dato conto dei risultati ottenuti
a seguito di ricerche rivolte a determinare l'influenza dell’ossido di

* Lavoro svolto con il contribulo finanziario del Consiglio Nazionale delle Ricerche
(C.N.R),
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magnesio, contenuto in scorie sintetiche, sul comportamento idraulico
dei cementi d'alto forno.

In particolare & stata presa in esame una serie di cementi d'alto
forno confezionati con scorie sintetiche, contenenti perceniuali varia-
bili di MgQO fino al 20 %, con rapporio Ca0Q/Si0; e contenuto di ALO;
costanti. E stato rilevato — sia per stagionatura a temperatura am-
biente, che in condizioni idrotermali — un miglioramento delle pre-
stazioni meccaniche per i leganti confezionati con scorie contenenti
percentuali di MgO intorno al 10 %.

Si ¢ percio ritenuto opportuno estendere le indagini ad un'altra
serie di scorie sintetiche, nelle quali sono stati tenuti costanti sia il
rapporto molare (CaO + Mg0)/Si0; che il contenuto percentuale di
Al:O; (= 95 %). Per questa serie di scorie infatti, il contenuto di MgQ
¢ stato aumentato a spese di quello di CaO. Tale scelta & stata fatta
allo scopo di chiarire alcune discordanze, rilevabili in letteratura, sul
ruolo svolto dall’ossido di magnesio di composizione delle scorie, sul
comportamenia idraulico del cementi d’alto forno. Seconda VENUAT
(3], infatti, il grado di basicith della scorie, determinato dal rapporto
Ca0/8i0;, sembra avere un'influcnza sulle resistenze meccaniche mag-
giore di quella attribuibile all’ossido di magnesio. CHERON e LARDI-
No1s [4] rilevano invece un effetto contrario atiraverso una correla-
zione tra resistenze meccaniche e indice idraulico (1h):

_ €Ca0 + 1,4 MgO + 0,56 ALO,
Si0,

ih =

Tale correlazione evidenzia che l'indice idraulico cresce in misura
maggiore all'aumentare del contenuto di MgO, che non con il rapporto
Ca0/Si0;. Con tale indice crescono altresi le resistenze meccaniche.

PARTE SPERTMENTALE.

I leganti in esame sono stati stagionati in condizioni idrotermali,
in guanto & stato ampiamente dimnostrato [3, 6] che il trattamento a
vapore «steaming » non determina un abbassamento delle proprieta
meccaniche, rispetto a quelle che si ottengono per stagionatura a tem-
peratura ambiente. Inoltre, le proprieta meccaniche dei cementi d’alto
forno stagionati a vapore, risultano superiori a quelle oftenute da ce-
menti Portland stagionati normalmente a temperatura ambiente {7].

Sei campioni di scorie sintetiche, le cui composizioni sono ripor-
tate nella tab. I, sono stati preparati con le modalith descritte nelie
precedenti Note {1, 2].
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Le scorie vetrose di cui alla Tab. I sono state macinate succes-
sivamente vagliate e raccolte in due frazioni granulometriche, di cui
una compresa fra 280 e 300 mesh e la seconda fra 350-370 mesh. Le
due frazioni granulometriche, miscelate in proporzioni del 50 %, sono
state utilizzate quali aggiunte ad un clinker di Portland', nelle pro-
porzioni impiegate nella pratica industriale per la confezionatura dei
cementi d'alto forno (70 % di scoria e 30 % di clinker). Sono state
preparate una serie di paste, stagionate in autoclave, in ambiente sa-
turo di vapor d’acqua alla temperatura di 175 °C, osservando le stesse
modalita descritte in un precedente lavoro [2].

TaseLra 1

Composizione delle scorie sintetiche

Percentuali in peso ‘ Rapporti molari
Campione —— i — , | . ———
Sio, ! CaO I ALO, MgO | Fe,0, | (Ca0+MgO/Si0, | Ca0/si0,
1 47,24 38,93 10,25 2,56 1,02 1,40 1,20
2 44,53 39,47 10,00 5,00 1,00 1,40 1,14
3 41,96 39,99 9,76 732 0,98 1,40 1,12
4 37,19 40,94 9,32 11,62 0,93 1,40 0,97
5 34,96 41,40 911 13,63 0,90 1,40 0,90
6 30,80 42,24 8,71 17,39 0,86 1,39 0,78

RISULTATI e DISCUSSIONE.

In Fig. 1 vengono mostrati i risultati delle resistenze a compres-
sione dei cementi confezionati con le scorie in esame, in funzione del
contenuto di MgO di queste ultime. Tali risultati si riferiscono a paste
stagionate per 24 h in ambiente saturo di vapor d'acqua alla tempe-
ratura di 175°C. Si rileva un netto miglioramento delle resistenze
meccaniche al crescere del contenuto di MgO della scoria. Tale risul-
tato, in contrasto con quanto esposto da VENUAT [3], si accorda per-
fettamente con i dati di CHERON e Larbinois [4]. L'accordo viene in-
fatti posto in luce nella Fig. 2, che riporta i valori delle resistenze
meccaniche in funzione dei valori dell’indice idraulico (Ih), calcolati
a partire dalla formulazione proposta da Cheron e Lardinois. Si puo
pertanto affermare che 'ossido di magnesio di costituzione delle scorie
esercita un’influenza positiva sulle resistenze meccaniche, influenza
maggiore di quella che deriva dal rapporto di basicita Ca0/SiO,.

! La composizione del clinker di Portland & riportata nella Nota precedente [n.



290 A. Nasiro e G. Mascolo

700

{Kg fem? )

600 —

compressiona

a

500 -

resistenza

400 -

300

1 r ! !
5 10 15 20

% MgO

Fi1G. 1. - Resistenze meccaniche der cementi d'alto forno in funzione del contenuto di
MgO delle scorie.
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Fic. 2. - Resistenze meccaniche dei cementi d'alto forno in funzionc dell'indice idraulico
delle scoric.
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Al fine di correlare le resistenze meccaniche dei cementi con il
comportamento alla devetrificazione delle scorie in essi contenute, tali
scorie sono state sottoposte ad analisi termica differenziale. L'indagine
& stata effettuata su entrambe le frazioni granulometriche preceden-
temente indicate.

1 risultati ottenuti sono riportati in Fig, 3: la curva a si riferisce
alla temperatura di transizione vetrosa, la curva b alla temperatura
di prima cristallizzazione e la curva ¢ alla temperatura di cristallizza-

zione delle fasi finali, in funzione del contenuto di MgO.

mV

% MgQ

Fic. 3. - Variazione della temperatura di iransizione vetrosa (curva «), di prima e suc-
cessiva cristallizzazione {curve b e ¢) in funzione del contenuto di MgO delle
scorie, {Le temperature sono state lette in corrispondenza del massimo dei
picchi ottenuti dalle curve di analisi termica differenziale con velocitd di ri-
scaldamento di 20°C/min, coppia termoelettrica Pt/Pt—Rh 13 %).

@ frazione granulometrica compresa tra 280 <+ 300 mcesh;
O [razione granulometrica compresa tra 350 < 370 mesh,

Si deduce che la temperatura di transizione vetrosa si abbassa
all'aumentare del contenuto di MgO nella scoria, benché resti costante
il rapporto modificatore/formatore di ossidi cosfituenti i campioni
di scoria vetrosa. Cio dimostra che 'attivita depolimerizzante del MgO
ne; sistemi vetrosi in esame risulta maggiore di quella dell’ossido di
calcio. In linea generale si & constatato che le resistenze meccaniche,
rilevate sui corrispondenti cementi, aumentano parallelamente con il
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contenuto di MgO. Pertanto, in questa serie di provini, tali resistenze
risultano maggiori al diminuire della temperatura di transizione ve-
trosa della scoria. E da sottolineare comunque che questa relazione
da sola non pué ritenersi determinante per una corretta previsione
del comportamento idraulico delle scorie stesse.

TapeLLa 11
Fasi cristalline rilevate a seguito di traftamentio termico

Temperatura del

Camplone 0 e o) CMS (G, . (CMS),, «CS 5CS €S, CMS,.CAS
200 - ++ - - - -
. 850 - + - - - —~
900 - + - - % +r
1000 - - - -y +t
800 - _ - -
, 850 4 - - - - —
900 ot - - - - +
1000 - - - - +o
800 - - - - - -
5 850 ot - - - - -
900 + - - - - 4+
1000 - - - - ¥ 4
800 - - - - -
850 G - - - +
4 900 - - - - ++
1000 - _ -+ - b+
800 - - - -~
. 850 + - - - - ++
900 - - - ot
1000 - - -5 ot
800 - - - - - -
) 850 ot - - - - -
900 - -~ + - - 4+
1000 -~ - o= - i+

*C=2Ca0; M= Mg0O: 8 = 8Si0; A =ALO;; +++ = presenle in quantith notevole:
4+ = presente in quantita media; 4+ = presente in tracce; — = assenie.

Risalta anche che la temperatura di I cristallizzazione, corrispon-
dente a formazione di una f{ase intermedia, rimane costante con con-
tenuto di MgO (curva b fig. 1), mentre la temperatura di II cristalliz-
zazione (curva c¢) diminuisce, raggiungendo un minimo per la scoria
a pitu alta attivitd idraulica.
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Altre frazioni di scorie sono state sottoposte a trattamenti ter-
mici per due ore nellintervallo di temperature 800 + 1000 °C. Le fasi
cristalline, desunte mediante I'analisi diffrattometrica, sono riportate
nella Tab, TI. L'esame dei risultati pone in evidenza che il predotto
ultimo della cristallizzazione, la melilite (C:MS, - CAS), aumenta con
il contenuto di MgO della scoria. La melilite & presente inoltre in quan-
tita maggiore, a parita di temperatura ¢ di tempo del trattamento ter-
mico, in quei campioni di scoria che denotano altrest un migliore
comportamento idraulico. Accanto a tale fase principale & stata ri-
scontrata la presenza in tracce di fasi cristalline quali « —CS, 3 —~CS
e CgSz .

CONCLUSIONI.

I risultati della presente indagine pongono in luce che il
ruolo svolto dall'ossido di magnesio in scorie a rapporto molare
{Ca0 + Mg0)/Si0; costante risulta positivo, nel senso che il conte-
nuto di MgO della scoria innalza le resistenze meccaniche dei relativi
cementi pit di quanto non faccia il rapporto CaQ/Si(, .

Le resistenze meccaniche pin clevate si ottengono inoltre con
scorie pitt depolimerizzate, i cui prodetti finali di cristallizzazione
sono costituiti dalla melilite. Questa & presente in maggiore quantita,
a parita di tempo e di temperatura del trattamento termico, cosi come
& stato rilevato da KriGer [8].

Gli Autori desiderano ringraziare il Sig. A. Annetta per l'assi-
stenza tecnica fornita al presente lavoro.

Istitute i Chimica Applicata - Facolid d'Ingegneria - Piagzale Tecchio - 80125 Napoli.
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Generalized affine parameters and proper time
in relativistic spacetimes *

Nota di Fasro Rosso
presentata dal socio ordinario CarLo TOLoTTI

(Adunanza del 5 giugno 1976)

RIASSUNTO. — Si prova che il tempo proprio appartiene alla classe dei parametri
affini generalizzati lungo una curva del genere tempo se e solo se questa & una geo-
detica, ma che la nozione di b-singolaritd — che & basata su tali parametri — & fisi-
camente significativa anche per curve non geodetiche del gencre tempo.

SUMMARY. — It is shown that proper time belongs to the class ol generalized
affine parameters on a timelike curve if and oniy i this is gecdesic, but that the
notion of b-singularity — which is based on these parameters — has physical mean-
ing alsoe for non-geodesic timelike curves.

1. -« INTRODUCTION.

Generalized affine parameters, introduced by B. G. Scummr [1},
provide a length measurement on any curve y of a relativistic space-
time M. By means of them, ScBMIDT characterized a singularity in
M as any endless non-spacelike curve of finite generalized affine length
(b-singularity) .

Orn the other hand — as R. PENRosE pointed out [2] 37 [4] —
a singularity should be thought of as a particle or a light ray whose
history does not exist after a finite time interval. In this connection,
it seemns to me natural to assume that the time measurement are
provided, on a timelike non-geodesic curve y, by proper time, which
is just the relativistic time for an observer moving along v [7] r8l.

The aim of this paper is to compare SCHMIDT'S parameters with
proper time on timelike non-geodesic curves, bearing in mind that,

* This work was supported by « Gruppe Nazionale per la Fisica Matemalica » of
C.N.R. (National Research Council),

' b shortens ‘ bundle’, generalized affine parameters being provided by Schmidl's
process for the bundle completation of M [1] [5] [6].
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on timelike and null geodesics, any generalized affine parameter iden-
tifies with an usual affine parameter, whose physical meaning of time
parameter is well-known [6] [9].

More precisely, after some preliminars (sec. 2), I show that (sec.
3), unless vy is geodesic, proper time does not belong to the class U,
of generalized afline parameters on y. Consequently a timelike non-
geodesic b-singularity might be unphysical, i.e. its proper length might
be infinite. Yet I show that (sec. 4) this never happens because the
finiteness of the generalized affine length, for a timelike curve, implies
the finiteness of proper length too. Therefore the finiteness of Schmidt's
parameters has physical meaning also for timelike nongeodesic curves.

2. - PRELIMINARS.

Let M = (91, g) be the general relativistic spacetime model, where
9T is a connected four-dimensional Hausdorff C--manifold, and g is
a Lorentz metric of signature + + + —.

In the singular spacetime theory one usually requires the
following inextendibility condition: (91T, g) is C-inextendible (r = 1),
that is there are no pairs (91T, g) which (91T, g) can be strictly and
isometrically C’-imbedded in.

A point p € 9 is an endpoint of a C-curve 1 : t € F— v (1) € 91T
(F is a connected interval of the real line R) if for any neighbourhood
® of p there is a t* € F such that v (r) € @ for every ¢ € F with
t = t*. A curve y without one or both its endpoints is called endless.

The above inextendibility condition assures [5] that if v is an
endless curve in M, one cannot obtain its endpoints by a suitable
isometric imbedding of M in a larger spacetime M’. In such a way
the absence of an endpoint is an uneliminable intrinsic property of v.

From now on, I shall consider only non-spacelike curves v (1),
1.e. such that g(X,X) <= 0 — where X is the tangent vector to ¥ (1) —,
and so parametrized that inf F =0, sup F = 1.

If v (7) is such a curve? one says generalized affine parameter
on ¥ (¢) the function

t

(2.1) u = f {24:, (X")E} ’ dt teF,

o

where X' are the components of X evaluated in a family {e;} of pa-
rallely propagated orthonormal frames (pp-frames) along % (2.

! Generalized alline parameters are also defined on spacelike curves, which we
are not herc interested in.
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As well-known, indeed, one says proper time on any timelike

curve v (¢) the function

(2.2) T:[{—g(X,X)}VZCZf ieF.

(k]

3. - GENERALIZED ATFFINE PARAMETERS AND PROPER TIME.

All possible choices of (e, provide the complete class U, of
the generalized affine parameters on v (¢).

These parameters, which are purely geometrical objects, should
have a direct physical meaning it U, included — on a timelike non-
geodesic curve v (f) — the proper time t which is, as it is well-
known [7] [8], just the physical time for an observer moving along
v. But this never happens as shown by the following.

ProposITION 1. Proper time belongs to U, if and only if v is a
timelike geodesic.
Proof: let us suppose © € Uy, that is a suitable pp-frame family

ter} exists along 7 (¢) such that 1 identifies with the generalized af-
fine parameter u determined by {e;}. From (2.1) and (2.2) it follows

4
(3D — g (X, X) = 7 (X YteF,
I
but, as {e;} is orthonormal along v (#), it must be

£OCX) = TLOCR — (X
so (3.1) becomes simply
T (XY = VieF,
which implies ]
X () =0, VtelF, Ya=1273.

Thus a function ¢ (¢) (the fourth component of X) exists such
that

(3.2) X=qg(t)es
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with ¢ ()20 Vt € F, otherwise it should not be g(X,X) < 0 every-
where along y. From (3.2) it follows

(33) V}{Xi<CZQ_P,X>€4+E._P(f)vX€4,
but being

VX s = 0 f
it must be

ViX=[¢ " () <dg,X>1X,

that is v (1) is geodesic.

Vice versa, let us suppose that v () is a timelike geodesic. As X
is parallely propagated along vy, one has, in a generic pp-frame
family {e:},

(3.4) Xt = ¢f YiecF, Vi—=12734,
where ¢ are suitable real constants depending on the choice of {e];
therefore
4 34
(3.3) = {Z:; (c‘)”} .
1
Moreover it is

(3.6) (X, X)=a VieF,

where a is a suitable negative real constant not depending on the
choice of {e;}. Therefore

(3.7) c=(—a"t .

It is not obvious, also if one chooses f to be affine, that a family
q

{e;} exists such as (¥ (c)?)” = (= @), that is also varying {e} in
1

all possible manners, the class of functions (3.5) might not include
the function (3.7). Let us consider, then, the following pp-frame

family {e}:
glew ) = 2, Va,8=123
(3.8) glew, e.) =0
{ er = (—a)y "X ;
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evaluating the components (3.4) in the family (3.8), one obtains

(M=gXe)=(-a g X) = — (- a)"
( X.=g(X,e) =(—a)tgles,e) =0
that is
oV X — ()%
(3.9) c¢t=g"X;=(-a
c=g¥X%=0 Va=1273.

Thus, from (3.5), (3.7), and (3.9), it follows that the generalized af-
line parameter u, defined by the family (3.8) identifies with =, i.e.

t€e U, .
Q.E.D.

One can conclude saying that the class U, has, a priori, a direct
physical meaning only on geodesics.

4. - ON THE PHYSICAL MEANING OF GENERALIZED AFFINE LENGTH FINITENESS
FOR NON-GEODESIC TIMELIKE CURVES,

In the singularity theory of a relativistic spacetime M, we are
interested only in those endless curves 7 which have, in some sense,
finite time-length: in this case, in fact, v could be thought of as a
particle, freely falling or not, which, after a finite amount of time,
is no longer represented by a point of M.

It is clear that we have as many definitions of singularities as
the choices are to define parameters on 7 which the time-length is
measured by.

I am concerned here in ScAMIDT's choice, who, generalizing the
affine measurement by the function (2.1), was driven to set the fol-
lowing

DEFINITION. A b-singularity of an inexendible spacetime M, is
any non-spacelike endless curve of finite generalized affine length.

The above deflinition is well-stated because, if u,u’ € U,, the
boundedness of u implies — as it can easily shown [6] — the boun-
dedness of u’.

This boundedness property of U, is the slightest one usually
required to a « time » parameter, but, as I showed in the previous
section, no generalized affine parameter identifies with proper time
on timelike non-geodesic curves, Consequently a non-geodesic time-
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like b-singularity v might be unphysical, 1.e. its proper length might
be infinite.

Neverthless Prop. 1 does not exclude that some relation exists
between t and generalized affine parameters, i.e. these two different
measurement processes might be in some way related on timelike
non-geodesic curves.

This is actually the case because, in any ppframes family {e}
along a timelike curve y (7), it is always

it

f{(X“)z - )f: (x“)z}% dt <

el

(4.1 0 <z

I

i
%

=< J {(X“)2 - iu (X“)z} dt =u YieF,

o

where © does not depend on {e}. Thus if u is bounded, also = is.

Then (4.1) and the finiteness requirement itself in the defnition
of b-singularity assure that

Proposition II. Any timelike non-geodesic b-singularity of an
inextendible spacetime M has always finite proper length.

So Schmid’s definition has physical meaning in order to the re-
quired finiteness of generalized affine length.
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Materiali litoidi ottenibili per (rattamento idrotermale
di miscele di scoria d’alto forno e di idrossido di calcio ®

Nota di VITTORIO SABATELLI
presentata dal socio ordinaric ANTONIO SCHERILLO

{Adunanza del 5 giugno 1976)

RiassUNTO. — E stato csaminato il comportamento meccanico di provini confe-
zignati con scoria d’alto forno, idrossido di calcio ed acqua e sottoposti, dopo
formatura a pressione, a trattamento idrotermale, in differenti condizioni speri-
mentali.

E stato poslo in evidenza che:

— la pressione di lormatura e la finczza di macinazione favoriscono il raggiungi-
mento di elevati carichi di rottura;

— pia alte temperature del trattamento idrotermalec non sempre determinano pii
elevati carichi di rottura;

— la quantita d'idrossido di calcio in miscela, che promuove il raggiungimento di
valori pilt elevati del carico di rottura, non & costante, ma dipende da altri para-
metri, quali: la pressione del trattamento idrotermale ¢ la finezza di macinazionc.
E stato inolire confermato che provini conlezionati con sola scoria ed acgua,

mostrano, in determinate condizioni sperimentali, valori significativi della resistenza

meccanica,

SumMMARY. — Samples of blast furnace slag, calcium hydroxide and water in
suitable amounl have been formed under pressure and submitted to hydrothermal
treatment; their mechanichat strenght was successively examinated.,

The following conclusions may be drawn:

— the moulding pressure and the grinding fineness favourably influence the mecha-
nical bchaviour;

- higher temperatures during the hydrothermal treatment don't ever promecte higher
mechanical strenghts;

— the calcium hydroxide quantities corresponding to the best values of mechanical
strenght is not constant, but depend on the other parameters, such as the auto-
clave pressure and the grinding fincness.

It has been morcover ascertained that samples made of blast furnace slag
and water show. in some cases, noticeable compressive strenghi.

* Lavoro cscguilo con il contributo finanziario del Consiglic Nazionale delle
Ricerche.
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PREMESSA

E noto che le scorie d'alto forno rappresentano un legante
« potenziale », in quanto la lorc reattivita viene esaltata in ambiente
basico. Cid ne consente l'impiego, come aggiunta attiva al clinker
di portland, per la produzione dei cementi d'alto forno. Il loro indu-
rimento & infatti addebitabile alla reattivitd che la scoria acquisia
nell’ambiente basico determinatosi per effetto della presenza della
calce d'idrolisi.

In tempi recenti si sono messi a punto, nel campo dell'inge-
gneria edile, tecnologie di produzione di manufatti ottenibili a se-
guito di stagionatura accelerata, realizzata a temperatura (e, a volle,
a pressione) superiori all'ordinaria {11, [2], {3]. Come materiali di
partenza, accanto a quelli tradizionali, si cerca di adoperare anche
altri materiali reperibili in natura [4].

E anche noto che miscele calce aerea-scoria forniscono le cosi-
dette calci idrauliche siderurgiche, dotate di resistenza meccanica non
molto elevata; se la stagionatura viene condotta a temperatura supe-
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g ® ©
~ pr. autoclave = 10 Kg /cm? pr. autoclave = 20 Kg/cm? |  pr autoclave = 30 Kg Sen
BOO |- -
o= scoria passanle affo Staceio da 400 maglie/cm’
2 A= I ” ” r » 1600 11 I
.= »r r » ” » 10000 »
600 r
400t = 4
i
i i i i i I i ! i
50100 200 400 50 100 200 400 50100 200 400
pressione di formatura, Kg /cm?
F16. 1. - Andamento delia resistenza meccanica in funzione della pressione di forma-
tura, di provini confezionati con scoria od acqua.
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riore a quella ambiente, si ottengono, perd, prodotti dotati di buona
resistenza meccanica, dell’ordine di quella dei cementi {51, [6], [7].

Si & pertanto ritenuto interessante intraprendere una ricerca
rivolta alla individuazione dei valori otiimali dei parametri che in-
fluenzano il comportamento meccanico di cilindri costituiti da mi-
scele di scorie d’alto forno, idrossido di calcio ed acqua, sottoposti,
in svariate condizioni sperimentali, a trattamento idrotermale, previa
formatura a pressione.

Dei risultati conseguiti e delle relative conclusioni, si riferisce
nel corso di questa Nota.

PARTE SPERIMENTALE

I parametri presi in considerazione sono stati:
@) finezza di macinazione della scoria;
b) concentrazione dell'idrossido di calcio;
c) pressione di formatura dei provini;
d) pressione del trattamento idrotermale.

@ @

1000
800 - L
600 - -
A
sl
wolf w
fay

200 = ~

pr. autoclave =10 Kg /cm2 pr. autoclave = 20 Kg,/{:m2 pr. autoclave = 30 Kg /cm2
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50 100 200 400 50 100 200 400 50 100 200 400

pressione di formatura, Kg /c:m2

Fic. 2. - Andamenio della resistenza meccanica in funzione della pressione di formatura
di provini confezionati con scoria, acqua e il 5% di Ca(OH),.
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£ L
50100 200 400

F16. 3. - Andamento della resistenza meccanica in funzione della pressione di formatura,
di provini confezionati con scoria, acqua e it 10 % di Ca(OH),.

Si ¢ adoperata una normale scoria d'alto forno, della seguente
composizione chimica;

Si0; 33,4 %
ALO; 13,1 »
Fe;0; 1,4 »
Mn:0, 0,6 »
Ca0O 4},2 »
MgO 71 »
S da solfuri 1,5 »
Na;O 0,6 »
K0 07 »

Con ecssa sono stati confezionati provini cilindrici del diametro
di cm. 2,5 e di altezza di cm. 5, mediante formatura a pressione di
miscele ottenute omogeneizzando accuratamente quantiti opportune
di scoria, idrossido di calcio e acqua.
Le pressioni di formatura dei provini sono state: 50-100-200-400
Kg/em?,
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FiG. 4. - Andamento della resistenza meccanica in funzione della pressione di formatura,
di provini confezionati con scoria, acqua e il 153 % di Ca(OH),.

pressione di formatura .

Per quanto riguarda la finezza di macinazione della scoria, si
sono scelte tre diverse granulometrie e precisamente: il passante
allo staccic da 400 maglie/cm? il passante allo staccio da 1600
maglie/cm?; il passante allo staccio da 10.000 maglie/cm®

I guantitativi di idresside di calcie aggiunti sono stati pari a:
0-5-10-15 %a.

Per quanto riguarda le condizioni del trattamento idrotermale
esse sono state cosi fissate: 10-20-30 Kg/cny?, corrispondenti alle ten-
sioni di vapore alle temperature di: 180°, 212°, 231° C rispettivamente.
La durata del trattamento idrotermale & stata di 24 ore. Dopo 1l trat-
tamento idrotermale 1 provini sono stati sottoposti a prove di resi-
stenza meccanica a compressione, adottando come carico di rottura
il valore mediato di tre determinazioni. Tenendo conto di cio e del]
fatto che il trattamento idrotermale condotto alla pressione di 20
Kg/cm?® & stato effettuato solo sui provini formati con scorie passanti
allo staccio di 1600 maglie/cm?, il numero totale det provini sotto-
posti ad indagine & risultato essere di 336.

20
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TF1G. 5. - Andamenio della resisienza meccanica in fanzione della concentrazione di
Ca(OH),, di provini sottoposti a pressione del trattamento idroiermaic di

10 Ksg/om?,

ESPOSIZIONE DEI RISULTATI

1 risultati ottenuti sono riassunti in una serie di grafici che pon-
gono in evidenza l'influenza dei parametri esaminati sulle resistenze
meccaniche,

In fig. 1 sono riportati i valori della resistenza meccanica a com-
pressione, in funzione della pressione di formatura, per provini con-
fezionati con sola scoria ed acqua: in a) sono raggruppati i dati
relativi ai provini sottoposti a trattamento idrotermale alla pressione
di 10 Kg/cm?; in b) quelli relativi a pressione di 20 Kg/cm?; in ¢) in-
fine sono riportati i dati relativi alla pressione di 30 Kg/cm?®.

L'esame dei grafici in fig. 1 permette di rilevare che:

a) la resistenza meccanica cresce al crescere della pressione
di formatura, con andamento quasi rettilineo;

b) i provini confezionati con scorie di maggiore finezza pre-
sentano valori pilt elevati della resistenza meccanica; l'influenza della
granulometria & molto netta nel caso dei provini trattati in autoclave
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concentrazione di Ca(CH), ., %

Fi1c. 6. - Andamento della resistenza meccanica in funzione della concentraziene di
Ca(OH},, di provini sottoposti a pressione del trattamento idrolermale i
20 Kg/om?,

alla pressione di 30 Kg/cm? Si riscontra infatti, a parita di altre
condizioni, una differenza massima di 360 Kg/cm tra il carico di
rottura di un provino confezionato con scorta passante allo staccio
di 10.000 maglie/cm?® e quello di un provino formato con scoria pas-
sante allo staccio di 400 maglie/cm? Per pressioni inferiori del trat-
tamento idrotermale, l'influenza della finezza di macinazione & meno
sentita;

c) il carico di rottura dei provini confezionati con sola scoria
ed acqua, generalmente modesto, in adatte condizioni sperimentali
(elevate pressioni di formatura, elevata finezza di macinazione, ele-
vata pressione del trattamento idrotermale) assume valori di tutto
rilievo (intorno a 700 Kg/cm?).

Nelle figg. 2, 3 e 4 sono riportati i valor: dei carichi di rottura
a compressione, sempre in funzione della pressione di formatura, di
provini confezionati con scoria, acqua ¢ idrosside di calcio (in ra-
gione del 5% per i campioni in fig. 2; del 10% per i campioni in
fig. 3 e del 15 % per i campioni in fig. 4). Si nota che anche per i
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FIG. s. - Andamento della resistenza meccanica in funzione della concentrazione di
Ca(OH),, di provini sottoposti a pressione del trattamento idrotermale di
20 Kg/cm’.

provini confezionati con scoria, idrossido di calcio ed acqua, tanto
la pressione di formatura, quanto la finezza di macinazione, favori-
scono il raggiungimento di elevati carichi di rottura, particolarmente
alti per provini confezionati col 5% di idrossido di calcio e sotto-
posti a pressioni elevate di formatura e di trattamento idrotermale.
Da notare che per i provini preparati con il 10 % ed il 15 % di idros-
sido di calcio, l'influenza della granulometria della scoria sul com-
portamento meccanico € piuttosto modesta, come risalta dai valori
del carico di rottura di provini confezionati con scoria di differente
granulometria, a parita di altri parametri.

L'influenza della concentrazione dell’idrossido di calcio, sempre
nei riguardi del comportamento meccanico, ¢ riassunta nei grafici
delle figg. 5, 6 ¢ 7.

In fig. 5 sono riportati i dati relativi ai provini sottoposti a trat-
tamento idrotermale, alla pressione di 10 Kg/cm?; in fig. 6 sono ripor-
tati quelli relativi alla pressione di 20 Kg/cm?, mentre in fig. 7 com-
paiono i dati relativi alla pressione di 30 Kg/cm®,
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Ca(OH); =0 % CalOH), =514 Ca{OH), =10 % Cal(OH), =15 %

10 20 30 10 20 30 10 20

pressione autoclave . Kg /cm?

F1G. 8. - Andamento della resistenza meccanica in funzione della pressione del trat-
tamento idrotermale di provini confezionati con scoria passante a 1600
magiie/cm?®, Ca{OH), e acqua.

Dall'esame della fig. 5 si rileva che la resistenza meccanica cresce
al crescere. della .concentrazione di idrossido di calcio, per raggiun-
gere valori massimi in corrispondenza di provini confezionati con il
10 % di idrossido di calcio, per pol diminuire; in due casi, per provini
confezionati con scoria passante al vaglio di 400 maglie/cm’, il ca-
rico di rottura massimo si riscontra per un contenuto del 15 % di
idrossido di calcio. Dai grafici in fig. 6 si rileva che i pit alti valori
del carico di rottura si riscontranc in corrispondenza di provini con-
fezionati col 5 % di idrossido di calcio. Le stesse considerazioni si
possono trarre dall’esame dei grafici di fig. 7, i quali mostrano che
1 valori della resistenza meccanica, per provini confezionati col 5 %
di idrossido di calcio, sono ancora i pin alti; si nota altresi in alcuni
casi, che i provini confezionati con idrossido di calcio presentano
valori del carico di rottura inferiori a quelli di provini confezionati
con sola acqua.

Per gquante concerne l'influenza delle condizioni del trattamento
idrotermale sul comportamento meccanico, in fig. 8 compaiono guat-

3¢
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tro serie di grafici relativi a valori del carico di rottura, in funzione
della pressione del trattamento, per provini confezionati con scoria
passante al vaglio di 1600 maglie/cm?® ogni serie & stata approntata
con la stessa quantitd di idrossido di calcio; le linee contrassegnate
con la lettera a si riferiscono a provini formati a pressione di 50
Kg/cm? mentre le linee contrassegnate con le lettere b, ¢, d sono
relative a provind formati a 100, 200, 400 Kg/cm? rispettivamente.

L'esame delle quattro serie di grafici permette di confermare
alcuni aspetti interessanti, peraltro gid emersi precedentemcnte: i
provini confezionati con sola scoria ed acqua o con scoria, acqua e
il 5% di idrossido di calcio, presentano valort del carico di rottura
che aumentano ail’aumentare della pressione del trattamento. Tale
aumento risulta maggiore nel caso di provini costituiti da scla scoria
e acqua. Per quanto riguarda i provini confezionati col 10 % di
idrossido si riscontra che, nel caso di campioni formati a 200 e 400
Kg/cm?, all’aumentare della pressione del trattamento idrotermale,
i carichi di rottura aumentanc, ma in modo poco significativo; nel
nel caso di campioni formati a 30 e 100 Kg/cm® 'aumento della pres-
sione del trattamento idrotermale comporta invece un decremento
dei carichi di rottura, Tale andamento viene confermato ed esaltato
per 1 provini confezionati col 15 % di idrossido di calcio: in tal
caso infatti, il loro comportamento meccanico peggiora all'aumen-
tare della pressione del trattamento, gualunque sia stato il valore
della pressione di formatura,

CONCLUSIONT

L'insieme delle risultanze sperimentali indica che la resistenza
meccanica a compressione di provini ottenuti a partire da miscele
di scorie d'alto forno, idrossido di calcio ed acqua, successivamente
formati a pressione e soitoposti a trattamento idrofermale, varia in
ampio intervallo; i parametri che sostanzialmente la influenzano
sono: la granulometria delia scoria, la pressione di formatura del
provino, la quantitd di idrossido di calcio in miscela, le condizioni
fisiche del trattamento idrotermale.

Per quanto concerne linfluenza della granulometria, si ¢ riscon-
trato che la finezza della scoria migliora il comportamento mecca-
nico specie per bassi contenuti di idrossido di calcio in miscela.

La sua presenza si & rivelata peraltro vantaggiosa, fino al conte-
nuto del 10 (e talvolta del 15 %), per modeste pressioni del tratta-
mento idrotermale (10 Kg/cem?), e del 5 %, per pin elevate pressioni
(20 e 30 Kg/cm?).
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Risalta anche che, in opportune condizioni sperimentali, provini
confezionati con sola scoria ed acqua esibiscono carichi di rottura
abbastanza alti e superiori a quelli presentati, a parita di condizioni
sperimentali, da provini confezionati con il 10 ed il 15 % di idrossido
di calcio.

La pressione di formatura dei provini, poi, si rivela sempre fat-
tore positivo.

Le condizioni fisiche del trattamento idrotermale esercitano in-
fine una influenza notevole sulle resistenze meccaniche: tale influenza
¢ risultata positiva per provini privi di idrossido di calcio, meno
determinante per provini formati col 5% di idrossido di calcio,
negativa per i provini confezionati con il 10 ed il 15 % di idrossido

di calcio.
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A proposito di una caratlerizzazione
delle funzioni reali derivabili quasi ovunque

Nota di Ciro Esposiro (a Napoli) *
presentata dal socio ordinario Fenerico CAFIERO

(Adunanza del 6 novembre 1976)

RiassunTe, — Vicne data una semplice dimostrazione di un teorema i B. PETTINEO
che caratterizza lc funzioni reali derivabili quasi ovunque.

Summary. — The author gives a simple prool of PETTINEG'S theorem concerning
almost cverywhere differentiabie real functions.

E ben noto il seguente teorema (banale corollario di un classico
teorema ' di Denioy [1], YouNc [2], Saks [3]) che fornisce alcune
significative caratterizzazioni delle funzioni reali derivabili quasi
ovunque:

Qualunque sia la funzione reale § definita nell'intervallo X di R,
le seguenti proposizioni sono equivalenti:
a) { & derivabile quasi ovungue;
b) D" f{x)= + « e D, f(x)=
) DYV ()= + = e D™ f(x) £ + = quasi ovungue;

I
8

quasi ovungque;

d) Dif(x}st — o e D.f{x)5% — e quasi ovungue;
e) D" f(x})= 4+ =« e D_f{x)7# — = gquasi ovunque.

* Lavore escguito nell'ambito del Gruppo Nazionale per ["Analisi Funzionale e le
sue applicazioni,

' Il teorema & il segucnte:

Se f & una funzione reale defirita nell'intervallo T di R, per quasi ogni punto x
dr 1 le derivate superiore destra ed inferiore sinisiva di f in x sono reali ed ugnali o
infimite e disnguali; pilt precisamente, nel secondo cuso la prima ¢ + oo e la seconda
é — oo,

Naturalmente, analogo teorema sussiste per le derivate supcriore sinistra ed in-
feriore destra.
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Alquanto recentemente, B. PETTINEO [4] ha dato la seguente ul-
teriore caratterizzazione:

Condizione necessaria ¢ sufficiente affinché la funzione reale f,
definita nell’intervallo limitato X di R, sia derivabile quasi ovunque
é che [ sia quasi a variazione limitata in X 2

In questa nota fornisco una semplice dimostrazione di tale teo-
rema di G. PETTINEO fruendo dell’enunciate corollario del citato teo-
rema di DENJOY-YOUNG-SAKS.

I. Allo scopo di provare la necessarieta della condizione di cui
all’enunciato teorema di B. PETTINEO, denotato con g un numero reale
positivo, indichiamo con C una parte chiusa di X in cui f & deriva-
bile, tale che’

n(X — Q) <2
2

Cio premesso, qualunque sia il numero intero positivo #, desi-
designiamo con C, la parte di C costituita dagli elementi x per i quali
& vera l'tmphlicazione:

[yeX e Jy—xl<---;] = 1@ fW]=nly—x|

E immediato verificare che (C,) & una successione crescente di
insiemi chiusi convergente verso C *.

? 8i dice che f & a variazione limitata ncl sottainsieme chiuso € di X quando esi-
stono due numeri reali positivi ¢ e § tali che risulti:

ZH) —fle)| <

per ogni famiglia finita ([x;, »;]} di inlervalli chiusi non sovrapponentisi di lunghezza
minore di § aventi gli estremi in X e intersezione non vuota con C.

Si dice che f & quasi a variazione limitata in X se, qualungue sia il numero reale
positive ¢, esiste un sottoinsieme chiuse C di X, in cui f sia a variazione limitata, tale
che X — C abbia misura minore di o (cfr. [4]).

* Con il simbalo p, denotiamo la misura di Lebesgue in R,

! La successione & ovviamente crescente in quanto, qualanque siano 1 e N, x ¢ C,
¢ ¥y € X, sussiste l'implicazione :

1 i
by —x <";;t'“":> ly—xl<— = |[fM—f@isnly—x[sm+D]y—x].
- n
Allo scopo di verificare che Vinsieme C, & chiuso per ogni intero positivo n, basta
far vedere che, qualungue siano il punto x di € d'accumuiazione per C, e il punto
yodi X tali che |y —x{ < 1/n, risulta [f{y) —f{x)| < n|y—x],
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Detto allora m un numero intero positivo godente della pro-
prieta:

w(C —- G < <,
2

[ & a variazione limitata in C, .

Invero, per ogni famiglia finita ([x:, ¥:1) di intervalli chiusi aventi
gli estremi in X, privi, a due a due, di punti interni comuni, ciascuno
dei quali sia non disgiunto da C.. ed abbia lunghezza minore di 1/m,
risulta:

) = f = TG0 — F T+ 120 = f{xa) )
sempreché, per ogni i, z; sia un punto di [x;, ;] C,., cio che implica:
) —fld| =m 1o (yi— x) = m(supX — inf X).

La condizione ¢ sufficiente,

All'uopo, a norma del citato corollario del teorema di DENJOY-
YouNG-Saks, basterd dimostrare che le parti di X:

A={xeX:D*f(x)= + =1}, B={xeX:D f(x) =+ =}

hanno misura nulla.

All'uopo, detla (x;) una successione di punti di C, convergente verso x e deno-
tato con s un numero naturale tale che:

[y —x | < -~ per ogni k2 m,
n

Lasta csservare che, risultando:
|70 —fle) | €|y — x| per ogni k= m,
si ha, per la continuitd di f in x:
[fi) —flol<n|y—x{.

Infine, per completare la nosira verifica, basta osservare che, se x & un elemento
di C, detto p un numero iniero positive maggiore di |/ (x} |, esiste un numero na-
turale g tale che:

1 L fn —f@ |
yeXel|ly—x|<—| = |*7 e i< p.
4q

Poy—x

Invero, denotato con # il pilt grande dei numeri p ¢ g, risulta x € C,.
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A tale scopo, denotiamo con (C,) una successione di parti chiuse
di X, in ognuna delle quali f & a variazione limitata, tale che:

n(X — UC)=0

e supponiamo, per assurdo, che esista un numero intero positivo k
tale che AN C: abbia misura positiva.

Qualungue sia x € ANCy, per ogni coppia (g, 8) di numeri reali
positivi, esiste un punto v di X ta le che:

FCE IO

xX—y

0<y—x<38

Conseguentemente, qualunque siano i numeri reali positivi ¢ e §,
Uinsieme degli intervalli chiusi non degeneri [x, y] aventi il primo
estremo in ANCe e il secondo in X, tali che:

[ =1 ¢
x—y p(ANCY

¥y — x <8

¢ un ricoprimento di Vitali di ANC,.

Detta allora § una parte finita o numerabile del suddetlto in-
sieme, i cui elementi siano, a due a due, disgiunti, verificante la con-
dizione:

WANC — UT) =0,
Teg

risulta ovviamente;

; G N e T .
lEZI@IJf(.supI) f(infI)| > TANCS “:@(bupl inf1) = ¢.

Cio & palesemente in contrasto con il fatto che f & a variazione
limitata in Cy .

L’asserto, quando si rilevi che analogo ragionamento puo essere
fatto a riguardo di B, ¢ dimostrato.

Lavoro svolto presso U'lstituto di Matematica della Facoltd di Scienze M., F. e N.
della Universita di Napoli.
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Sulla stabilita non lineare in media
di una miscela convettiva termodiffusa binaria *

Nota di MIcHELE MAIELLARO **
presentata dal socio ordinario CarLo ToLOTTI

(Adunanza del 6 novembre 1976)

RiassUNTO. — Si applica la teoria della stabilita in media ad una miscela binaria
con interazioni tra diffusione termica e conducibilita termica diffusiva, per domini
limitati in almeno una direzione e nel caso generale di perturbazioni tridimensionali,
Si delermina un criterio di stabilita asintotica esponenziale, si dimostra un teorema
di unicita e si applica il criterio ottenuto ai moti stazionari alla Reyleigh-Jeffreys in
uno strato obliquo.

Summary. — We apply the theory of stability in the mean to a binary mixture
with interactions between thermal diffusivity and diffusive thermal conductivity, for
in at least one direction bounded domains and for the general case of tridimensional
perturbations. We establish a suflicient condition for the asymptotic exponential sta-
bility, we prove a unigueness thcorem and we apply the condition so obtained to the
Rayleigh-Jeffreys staedy flows into a slant layer.

1. - INTRODUZIONE.

In un precedente lavoro [1] considerando tre classi di moti
piani alla Couette-Benard di una miscela fluida binaria in uno strato
piano, abbiamo studiato l'influenza delle interazioni tra la diffusione
termica e la conducibilita termica diffusiva e l'influenza dell’orienta-
mento dello strato sulla stabilith non lineare in media di tali moti
rispetto a perturbazioni finite laminari unidimensionali (dipendenza
da una sola variabile spaziale). Servendoci del metodo dell’'energia
e di un teorema stabilito in [2], [3], abbiamo determinato una con-
dizione sufficiente per la stabilita asintotica in media in queste classi

* Lavoro eseguito nell'ambito della sezione n. 2 del Gruppo Nazionale per la Fisica
Matematica del C.N.R.
** Istituto di Meccanica Razionale dell’Universita di Bari.
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ed abbiamo anche migliorato tale condizione dimostrando, con tecni-
che variazionali, la incondizionata stabilita asintotica di questi moti.
Successivamente [4] abbiamo esteso questo studio al caso magneto-
idrodinamico, dimostrando, con le tecniche della teoria dei semi-
gruppi di trasformazioni lineari limitate ed in un opportuno spazio
di Banach, l'esistenza e ['unicita della soluzione del problema di evo-
luzione per perturbazioni laminari unidimensionali finite ed accer-
tando, anche in questo caso M.ILD., la incondizionata stabilita asin-
totica in norma di tali moti.

In questa Nota si riprende il problema e, in migliore accordo
con la realth fisica, si abbandona l'ipotesi della unidimensionalita.

Dopo aver richiamato (n. 2} le equazioni che governano i moti
della miscela nello schema di Boussinesq ed in presenza di condu-
cibilita termica diffusiva, si scrivono innanzitutto (n. 2) le equazioni
che reggono i moti della miscela possibili in un dominio S dello
spazio, di frontiera ¥, quando su X, oltre alla velocitd, sono assegnate
la temperatura e la concentrazione. Ottenute quindi (n. 2) in una op-
portuna forma adimensionale le equazioni di evoluzione delle per-
turbazioni ai moti sulle condizioni iniziali, applicando il metodo del-
I'energia ed il teorema dato in [3], si determina (n. 3} un criterio
di stabilita asintotica esponenziale in media dei moti, stazionari o
non, della miscela, rispetto a perturbazioni iridimensionali, per un
dominio S limitato in almeno una direzione [5] [6] e si dimostra
un teorema di unicita.

Successivamente (n. 4), dopo aver tradotto in termini variazio-
nali il problema della stabilita [7], si determina la migliore condi-
zione sufficiente per la stabilita asintotica esponenziale in media.

Infine (n. 5) si applica il criterio ottenuto al n. 3 al caso che il
dominio sia costituito da uno strato piano obliguo limitato da due
piani rigidi — di cui uno fisso e I'altro uniformemente traslanie con
assegnata velocith — e, nell’ipotesi che su tali piani siano assegnate
inoltre temperatura e concentrazione, si mette in evidenza l'influenza
dell'inclinazione dello strato sulla stabilitd dei moti stazionari alla
Rayleigh-Teffreys,

2. - FORMULAZIONE DEL PRGBLEMA E PRELIMTNARI ANALITICI.

Le cquazioni indefinite che reggono i moti convettivi termo-
diffusivi nella dinamica delle miscele fluide binarie, tenendo conto
degli effetti delle interazioni tra la diffusione termica e la conduci-
bilitd termica diffusiva [8] [9] [10] nelle ipotesi della quasi incom-
pressibilita, della variazione lineare della densita con la tempe-
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ratura e la concentrazione e nell'ambito dello schema di Boussinesg
[11] {12] sono:

[ dv 1 ; 3¢ :
oy = - - grad p + va, v + [1-Bi(T—T,) + s 3 (C-Ci}l g
dT
“dt":(KT+N)\-ZKC)AzT"'N}"kcAZC
(1)
G koM T + ke A€
dt
p=po[1 — B (T — T} + 5B (C — Cp)
divv =0

ove v, g, T, p sono rispettivamente il campo cinetico, ['accelerazione
di gravita, la temperatura e la pressione della miscela; C & la con-
centrazione di uno dei componenti, p ¢ la densith, misurate a par-
tire da valori medi di riferimento T, e C.. Le costanti positive g,
Bi e f sono implicitamente definite dalla (1) ove s vale + 1 0 — 1
secondo che la densitd del soluto & maggiore o minore di quella
del solvente. Le costanti positive v, kr, ke ¢ & rappresentano, nell’or-
dine, il coefliciente di viscositd cinematica, di conducibilitd termo-
metrica, di diffusione e di termodiffusione; N infine ¢ il coefliciente
termodinamico positivo che definisce insieme a h gli effetti della con-
ducibilita termica diffusiva {87 [10].

Detto S un dominio variabile dello spazio, di frontiera Z, sia J
I'insieme dei moti della miscela dinamicamente possibili in S, re-

golari - ossia di classe C' rispetto a tutte le variabili, con derivate
spaziali seconde generalmente continue in S x [0, [ e con grad T
e grad C di modulo limitato in S — soluzioni delle (1) sotto le se-

guenti condizioni al contorno:

]

(2) v(P,t) = vz, T(P,t})=T,, C(P,f)=2C,,

V(P t)e X x[0,e],

con vg, T,, C, funzioni assegnate.

Dal punto di vista fisico la (2;) & la condizione di aderenza alle
pareti rigide in moto prefissato, dovuta alla viscosita, mentre (2:) e
(2;), assegnando temperatura e concentrazione su X, riguardano il
caso di superficie ottime conduttrici.

Considerato un moto imperturbato ®1T:

(3) (viP,t), p(P,1), T(Pt) C(P1)],
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soddistacente alle seguenti condizioni iniziali

(4) v(P,0) = V,(P), T(P,0)=T(P), C(P0)=C(P),
VPeS{0),

con T* ¢ C* funzioni assegnate, indicata con

(5 [u(P, ), Ap(P2), (P12}, y(P1)]

una qualsiasi perturbazione regolare di velocita u, pressione A p, tem-
peratura ? e concentrazione vy, associata a variazioni delle condizioni
iniziali (4), tale che il moto perturbato

(6) v+ u, r+Ap, T+ 7, C+ ],

sia un elemento della classe J, ed indicata con

(7 E(f)Z;f(aluz-l—azﬁeraaYz)dS
5

I'energia totale della perturbazione, ci proponiamo di studiare la sta-
bilita in media del moto (3) in J, rispetto alle perturbazioni (5), ossia
di determinare un criterio atto ad assicurare che

(8) Ve>038() >03'E(0) <8(e) = E(1) < e, Yt=0,;
¢ di studiare la stabilita asintotica esponenziale in media, ossia
{9 VEO) Ik >0 (E{(t) <E(0) -exp(— ki), Yi=0.

1l moto imperturbato (3) ed il moto perturbate (6) verificano
entrambi le (1) e (2), pertanto la perturbazione (5) wverifica il si-
stema

= —u-gradv — (v + u)gradu — grad (A p) +

[
d1 Po
\ +yvrau+Bd—-skhygk

__897 = —u-gradT — (v + uygrad® + (kr + NA k) A28 +
(10) at
+ NrikeAry
2Y = —u-gradC — (v+ugrady + Mk A0 + ko Aoy
t
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con le condizioni al contorno ed iniziali

) )Iu(P,t):G(P,t)ﬁv(P,t)to, Y(P,t)e X x [0, e
(11
| w(P,0) = u,(P), 0(P,0) = 8 (P), 7(P,0) =+ (P), VPeS(0)

con u,(P), 0 (P), v'(P) funzioni regolari assegnate, e con k wver-
sore della verticale ascendente.
L'adimensionalizzazione

2
(x,v,) = (x'd,vd 7d), t— %— v, u— Y w,
Ny d Y Bm d Do .\)2
B % - . 6‘7 T % - Y’) % T ’?
r ke P==p P

consenie di scrivere le equazioni (10) nella forma adimensionale se-
guente (riscrivendo per comodita le nuove variabili senza apici):

%—-—m—u-gradv—(v-;—u)Agradu—grad(i.f}uv)r{L
t
+ Au+ (RO —-sRoyik
db 1 2
f;: -—u-gradT—(v+u)-gl‘ad5+--P-----(7L Nrp A8 +
(12) ¢ + ANoAY + AD)
dy
T T u-gradC — (v + u) - grady +
+—-1----(K-{P—- A+ Aﬂ'}
5. G
Voo
podlv o — u

con le condizioni al contorno ed iniziali (11), ovviamente nella ver-
sione adimensionale.

Nelle (12)
. q
P,= -5 S.o= ", 1= _’jc_g_, R, = _B_IS_%!_*_..E%_____, Re = - Bg B d
k1 e kr v ke v ke

sono rispettivamente i numeri adimensionali di Prandtl, di Schmidt,
di Lewis, di Rayleigh e di Rayleigh associato alla concentrazione, con

e = sup | grad T |, B, = sup |grad C| .

2t
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Inoltre, nelle (12} e (124), ¢ = B/
Considerata l'energia della perturbazione

(13) E (1) % f (1 + r, 0 + No?42) dS,

5

e nelle ipotesi che, nel caso di un dominio S non limitato, u, &, v
siano infinitesime in media, d’'ordine maggiore di due, all'infinito, som-
mando le {12y}, (12,}), (123}, dopo averle moltiplicate rispettivamente
per u (scalaramente), r,0, No’y, ed integrando in S, per i teoremi
del trasporto, della divergenza, di Gauss, e tenendo conto di (12:) e
(11}, dopo agevoli calcoli, st ha:

(14) AE _ @19
dit

con ® ed J funzionali guadratici, rispettivamente definitivo positivo
e indefinito, dati da;:

] g o
3 @:J{gradu:graduﬁr-é? ----- grad?0 +
S

+ Nk ro grad 84 prad v2 ] s
(15) S,

g :J[u-D-u—(Rt,ﬁ—sRcy)kvu—F

+ (rzDBgradT + No?ygradC)-uldS§,

ove D & il tensore velocitd di deformazione del moto imperturbato.
Dalle (14) e (15) segue agevolmente che sussiste la seguente pro-
posizione:

Per qualsiasi dominio, limiiaio o meno, ogni moto regolare (3),
stazionaric o non, ¢ stabile in media rispetto a perturbazioni pura-
mente conduttive-diffusive.
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3. - UNA CONDIZIONE SUFFICIENTE DI STABTILTTA INCONDIZIONATA PER DO-
MINT LIMITATI IN ALMENO UNA DIREZIONE.

Tntrodotti i funzional

(16) X, = Uuldsr , X, = UBZdSJ”,xaz des}”,
S 3 s

e nell'ipotesi che S sia limitato in almeno una direzione, per le dise-
guaglianze di Poincaré e Schwarz, si ha:

i

J f(gradu:gradu)dSzSXf
1 5
ju-D-udSE—R:Xf
5

fgradzedSES)(i

5

[g.rad"’y dS =z eX;

s

an f(l rograd 0 + cgrad vyl dS = e(hrmp Xy — ¢ Xo)°,
5

e

I(RHB—SRC"{)k-udS‘ =R, XX 4+ R X Xy

B

|
U‘(rf, Geprad T + Noy gradC) - udS ‘ <
S

7'% N ¢*
== e Xl X2 + [ Xl X}, )
P S.

| g ¢

comn 8, R ed ¢! opportune costanti adimensionali positive [2]. Da
(14) e (15), per le (16) e (17) segue agevolmente:

(18) — =< (P—-0)-A-(P-0
dt

con P —0=X;e;, {0,e} riferimento ortonormale arbitrariamenie

'R =md¥v, ove m & Vopposio dell'estremo inferiore dei valori caratteristici
del tensore velocita di deformazione del molo imperturbate e d & l'estremo superiore
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fissato in uno spazio E; ed il tensore doppio simmetrico A di com-
ponenti A", con i, j € {1, 2,3}, date da:

al' = R: -3 a? = _ _Erp (1 + N X )
e N o’ 1 ry
(19) at = a® = — (Ra + }
Se 2 P,
= L ( R + N O"J oo N®orp
2 . S.

Per un noto teorema. sulla stabilita asintotica esponenziale in
media [3], da (18) e {19) si ha quindi la seguente proposizione:

Nell'ipotesi che il dominio S sia lmitate in almeno una direzione,
condizione sufficiente affinché il moio (v, p, T,C) € I sia asintotica-
mente ed esponenzialmente stabile in media in J & che sia:

(20) a + b <1,

ave

at=R’/5, b? = (1/e8) max [&’ + 8, %1,

con
S, N
/5{'2: T e 97(RL + (\G‘_]
4 No S/
) 1‘2 2 z
8 = _S‘ |: o (Ra e D} + )\'?'D(Rc + i\;g ) }
21y ¢ 4 rp o P. ¢

oy
Sc (Ra + — J

r

T = LA
4rp(l + NMrp)

del diametro di S; £ e § dipendono dalla forma di S: per un dominio ¢i forma ge-
nerica si pud assumere £ = 3 e § ~ 80,
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Avendosi inoltre da (14) e (15)

per le (17,), (17¢), (17;) e la diseguaglianza di Cauchy, segue:

1B, zuE,
dt
con
o 4 2
E:max[[ZR: ‘I‘Rz!"‘Ru""D_ BISO-),
[ 1 + RH.J (1 R. J]
P rn ) LS. N ¢ '
da cul

i

T [E-exp(—-E1] =0

e quindi, se E (0O) = 0, il seguente

325

TEOREMA DI UNICITA: Il moto O determinato dalle (1), (2), e (4),

Se esiste, e unico.

4. - FORMULAZIONE VARIAZIONALE DEL PROBLEMA DI STABILITA,

Dimostreremo ora una ulteriore notevole diseguaglianza della
energia totale della perturbazione allo scopo di ottenere, con tecniche
variazionali, il miglior limite di stabilita asintotica esponenziale in
media per i moti regolari della miscela, stazionari o non, in un do-

minio limitato.

Indicato ancora con S tale dominio e detto & un parametro posi-
tivo arbitrario di accoppiamento, introduciamo, in variabili adimen-
sionali ed omettendo gli apici, la famiglia di funzionali del tipo di

Lyapounov:

(22) E(E 1) = ; f(guz + 0+ Ne?y?)dS
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¢ definiamo i seguenti funzionali:

D (u,u) = f grad?udS; 9(91,8,0 =
' 5
_ 1

1+ NR ;-D)f grad’0dS; D:(9M,v,y) =
s

= Sl Jgradzycis; @g(%,i,u,ﬂ,y):Eﬁ)w!—r; D, +

C
S

L NIDs: F. (9, u,u) = ﬁJ u-D-udS; & (9, 0,y) =

| _  2Niom

23) ( ~ Se f grad O grady d S; & (91C,0,u) =

S
:R,,Je-u-ka’S; SJ(W,B,u)zri,fﬂuvgradeS;
s S
S, (9, y,u) = — sch yu-kdS; & (O, v,u)=

S

= —Ndzfyu-gradCdS

s

D=5 +&F+F;, O.=F + &+ Fs;
|
, T (M, Eu,0,y) =0+ ED.

Da (12) (14) (15) (22) (23) segue agevolmente:

E t
(24) BEEDH _ _g 43,
dt
Siano poi
f 5.
y = sup ——
“ 8p D
(25)
o = sup D
E — ]
\ bS] EE_
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dove & & un opportuno spazio funzionale i cui elementi f sono definiti
come segue:

con le funzioni f; sufficientemente regolari, e si noti esplicitamente
che, nel caso di un campo di moto S limitato, con procedimenti del
tutto analoghi a quelli seguiti in [7] si pud provare l'esistenza di
{e. Quanto all’esistenza di oy, questa & assicurata dalla validita della
diseguaglianza di Poincaré ed inoltre la positivita di ¢; ne discende
come diretta conseguenza,

Dalle (24), (25), posto che sia & < 1, si deduce agevolmente:

(26) 9B o (-t aE,
at

da cuil, indicati con

‘ g = Hﬁﬂ(& £)
(27) )

&F=minc (g 1),
|38 4

segue la ulteriore diseguaglianza fondamentale dell’energia:

(283 E <« E r
Ny s L

o
~
[
o
LS
el

o

Y
o EXP
e sussiste pertanto la seguente proposizione:

Condizione sufficiente affinché il moto MU sia asintoticamente ed
esponenzialmente stabile in media nella propria classe & che:

(29) <1,

Dalla diseguaglianza dell’energia ora ottenuta appare chiaramente
il legame esistente tra il massimo del rapporto funzionale (25,) e la
stabilita asintotica esponenziale in media [7]. Determinare % (£, ¢), al
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variare di {u,0,v) in & equivale a determinare il massimo del fun-
zionale (23}

(30) & = J [ _ 2Nhor grad @ grady — rp Qugrad T —
C
S

—No’zyugradc—E(u-D-u—R,,Bu-k+sRcyu-k} a5,

sotto le seguenti condizioni al contorno, indefinita ¢ di normalita

u=0=y=0
divu =0
l E91+I’;@2+N62®321.

(31)

Introdotti i moltiplicatori di Lagrange — &re 24 - i (x, v, 2, 1), ne con-
segue il problema variazionale:

SJ(&_#EE@E—}—Z&QJdivu)dS: YPeS
(32) )
u=0=vy=20 YPedS
diva = 0 YPeS.
Dalla (32, si ottengonc le seguenti equazioni di Eulero-Lagrange:
[ 2ED - u+ (rhgrad T — ER k)8 + (Notgrad C + EsRe k) y =
=28 (5 Mu — grad )
2 1+ N}uzi'p
rpgrad T — ER K -u=27r 8 — """ A0 +
(33) < (rpg pte P, 2
+ng1§1)&01® Az y
Sc
- 2
(No’grad C + EsR.K) - u = Z—I\I;—“—’-iaze b 2N Ay,
C C

cul vanno aggiunte le condizioni (31).
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Si osservi che tra gli autovalori e le autofunzioni del sistema
(31), (33), normalizzate in modo che ©: = 1, sussiste la relazione

(34) fo= § (9,5 00,y

che segue infatti agevolmente dalle equazioni di Eulero-Lagrange (33),
sommandole dopo averle moltiplicate rispettivamente per u,0,v ed
integrate in S. Dimostrato che — almeno nello spazio W, delle fun-
zioni dotate di derivate generalizzate —, con procedimento del tutto
analogo a quello seguito in [13] al n. 7, esistono, per ogni fissato
€ >0 le funzioni (u*, 6% v*) estremanti il funzionale (30) sotto le
condizionoi (31) ed ammesso che — come avviene in genere per i
funzionali del tipo (30) - queste funzioni estremanti siano autofun-
zioni delle equazioni di Eulero-Lagrange (33), posto che per tali equa-
zioni esista un sistema completo di autofunzioni, dalle (25/) e (34)
segue:

(35) L = sup £

ossia ¢ ¢ il massimo dell'insieme di tutti gli autovalori #: delle equa-
zioni di Eulero-Lagrange relative al rapporto §:/®: e, posto che si
conosca un insieme di autovalori &¢ le cui corrispondenti autofun-
zionoi costituiscono un sistema completo, l'estremo superiore di tale
insieme da senz'altro & .
Avendosi inoltre % = max sup Z:, da (29) consegue infine che:
e

La migliore condizione sufficiente per la stabilita asintotica espo-
nenziale in media di un moto MM (3) nella classe J ¢ data da:

(36) max sup & < 1.
E 2

5. - APPLICAZIONE AD UNO STRATO OBLIOUO.

Sia {e:}, i € {1, 2,3} la base ortonormale levogira associata ad un
riferimento cartesiano Oxyz nello spazio fisico, tale che k - e; = cos a,
con k versore della verticale orientata positivamente verso Valto,

o € [0, ;} e sia S lo strato piano obliquo della miscela, Ia cui fron-

tiera X & costituita dai due piani rigidi e perfetti conduttori termict
che indicheremo rispettivamente con

Tiiz=0 e I:z=4d {cost > 0),
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il primo dei quali fisso e tenuto a temperatura T, e concentrazione
C, costanti, il secondo fisso o traslante uniformemente con preasse-
gnata velocita V, e e tenuto a temperatura T, e concentrazione Cq co-
stanti.

Esiste, per un tale strato e sotto le condizioni al contorno asse-

gnate, il moto SN del tipo Reyleigh-Teffreys (detto anche alla Couette-
Benard) imposto dall'inclinazione dello strato e dai gradienti trasver-
sali costanti di temperatura e di concentrazione, soluzione stazio-
naria del sistema (1), dato da (in variabili adimensionali ed omet-

tendo gli apici) [1]:
P =0Ral{d—2)— b —z)]sena + V.2

172:1:’3:0

(37) o P,
‘ ' ze [0, 1]

P=po+t @z —2bz)cosa,

con
Po = (p)z:U
£ [ R, R. }
YR S R S
(38) ¢ 12 P, S,
3
b, — g
242
ed ove
AT < 0
— 1 se
AC <0
(39) £ =

AT > 0
I se
AC>0

ossia £ = = 1, secondo che lo strato é riscaldato ed & a maggiore
concentrazione nel piano inferiore I, o in quello superiore X, ri-

spettivamente.
Dalle (12), (14), (15), scritte per un moto (37}, si ha intanto age-

volmente la seguente proposizione:
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Ogni moto stazionario alla Rayleigh - Jeffreys nello strato piano

obliquo é stabile in media rispetto a perturbazioni iso-termoconcen-
trate.

Infine, per perturbazioni arbitrarie regolari (5) la condizione di

stabilita asintotica esponenziale (20) si specializza in (cfr, [1],
Introd . A-1):

Va&+b<l,

con
5 () = (1/378) max (K2 + &, T
in cui
| o g N 12
R = — —[Rc(sena—l—cosa)ir- G]
4 N 52 Sr:
8 ¥
8§ = —=¢ {J[Rn(senercosa)—f— l:|+
4 g% rp .
2 2
+ A rD[Rr(sena + cos a) + N }}
2
p T2
S, [Ra (sen oo + cos a) + ]
o P,
4."[)(1 + N A\ ?’D)
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RIAsSUNTO. — Vienc preso in considerazione un nuovo tipo di limite per succes-
sioni di funzioni reali definite in spazi sequenziali che, nel caso di convergenze pro-
venienti da topologie verificanti il 1° assioma di numerabilita, coincide con la
I'-convergenza di De Grorct e Franzoni [5]. Altrimenti le due nozioni sono diverse,
come & mostrato da esempi.

Summary. — A new kind of limit for sequences of real functions defined on
spaces with a convergence structure is considered. In the particular case of topo-
logical spaces verifying the first countable axiom, this limit coincides with I-limit
of DeE Giorct and Franzont [5]. Otherwise the two notions are different, as it is
shown by examples.

INTRODUZIONE

In un recente lavoro [5], E. DE Gioret e T. FRANZONI hanno
introdotto una nozione di convergenza per successioni di funzioni
reali definite in uno spazio topologico (I-convergenza), che si presta
ad inquadrare da un lato vari risultati su limiti di integrali del Cal-
colo delle Variazioni contenuti in [4], [6], [13] e dall’altro diverse
teorie astratte di convergenze di funzioni sviluppate precedentemente
in [2], [7], [8], [9], [10], [11], [12], [14].

Una trattazione generale di questa teoria & contenuta in [3], ove
viene considerato anche un T-limite sequenziale tramite una nozione
di T-limite composto di funzioni.

Scopo di questa nota ¢ di introdurre un tipo di convergenza va-
riazionale per successioni di funzioni reali definite in uno spazio
sequenziale (cfr. def. 0.1) (Iconvergenza sequenziale) ¢ di indagare
su alcune sue proprieta.

* Lavoro eseguito con borsa di studio del CNR per laureandi per l'anno accade-

mico 1975-76.
#* Istituto Matematico « R. Caccioppoli », Via Mezzocannone 8, Navoli.
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Tale convergenza, nel caso che lo spazio sequenziale provenga
da una struttura topologica verificante il 1¢ assioma di numerabi-
litd, risulta equivalente alla T'-convergenza, rivelandosi altrimenti da
da essa diversa, come viene messo in luce tramite esempi.

Un caso che ha interesse per le applicazioni a funzionali del
Calcolo delle Variazioni & quello della convergenza debole in spazi
di Banach.

Nel § 0 richiamiamo alcune definizioni € notazioni connesse con
la nozione di spazio sequenziale e strutiura di convergenza.

Nel § 1 diamo la definizione di I'"-convergenza sequenziale e pro-
viamo alcune sue proprietd seguendo una impostazione analoga a
quella di [5].

Nel § 2 passiamo ad analizzare alcune applicazioni della T-con-
vergenza sequenziale a questioni di minimo, e in tale studio rile-
viamo alcune differenze tra la teoria sequenziale e quella non sequen-
ziale mostrando ad esempio che un T-limite sequenziale, pur potendo
non essere sequenzialmente semicontinuo inferiormente, & tuttavia
dotato di minimo su ogni insieme sequenzialmente compatto,

§ 0. - PREMESSE E RICHTAMI

Sia X un insieme, N l'insieme degli interi positivi e T un sotto-
insieme di XM x X.

0.1 DerinizIONE. Diremo che < & una struttura di convergenza
su X se valgono le condizioni [9]:

) VxeX posto x, =xVheN, {({(xih,x)ex

(a
(b} ((xi)s, x) € T e (B ) strettamente crescente = ((x, Y, x) € T
k

- ST 1

(L—'} K(xt‘r)h, J\i) ¢ T = 3 (f’u) Y \1'1\',,,)

£ . RV T
K 3, K)o
Diremo che x & limite della successione (x:) nella struttura =
{(x =t — lim x) se e solo se {(x), x} € .
i

Alla coppia (X, t) si d& il nome di spazio sequenziale.

0.2 DEFINTZIONE. Se X & uno spazio sequenziale e Y € X, definiamo
chiusura sequenziale di Y, ¥*9, linsieme dei punti x € X che sono
[imiti di una successione di punti di Y. L'insieme Y si dice sequen-
zialmente chiuso se e solo se Y = ¥

' Qui e ne! scpuito le successioni di interi positivi saranno intese, salve avviso
contrario, strettamente crescenti.
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0.3 OsservAzZIONE. In genecrale 'operatore K: Y — ¥°*¢ non & un
operatore di Kuratowski, per cui non si puo definire sullo spazio X
una topologia © avente come famiglia C dei chiusi quella dei chiusi
scquenziali.

0.4 OSSERVAZIONE. Se X ¢ Y sono spazi sequenziali si conferisce
all'insieme X X Y una struttura di spazio sequenziale, convenendo
che la successione di punti (xs, yi) converge verso (x, y) quando
&= Iilm Xpey= Ii;m Vi

3 )

0.5 DEFINIZIONE. Se (X, t) ¢ uno spazio sequenziale, l'insieme
K € X si dice sequenzialmente t-compatto se ogni successione (x;)
di punti di K contiene un'estratta <t-convergente verso un punto
di K.

0.6 DEFINIZIONE. Siano (X, ©) e (Y, ¢) due spazi sequenziali.
Una funzione f: X— Y & sequenzialmente continua se e solo se

x=1—limx,=f(x) = ¢ — lim { (x3).
h h

0.7 DEFINTZIONE. Una funzione f di (X, T) in R, retta numerica
ampliata, ¢ sequenzialmente semicontinua inferiormente (superior-
mente) in x quando per ogni successione (x;) di punti di X conver-
gente a x risulta

f(x) < lim’inff(x;,) (f(x) = lim’supf(x;,)).

0.8 DEFINIZIONE. Sia X uno spazio topologico con topologia =,
e (fu) una successione di funzioni da X in R.
Si definiscono allora le seguenti funzioni da X in R (cfr. [5]):

I'" (<) lim inf f,(x) = Sup lim inf Inf £, (y);
i Ueg)p (=) h yeu

'~ (z) lim sup f,(x) = Sup lim sup Inf fn ();
h UFGlf (T)

r'+ (=) lim inf f,(x) = Inf lim mf Sup i ();
h

Ued)[ (=) yelU

' (v) lim sup fi(x) = Inf lim sup Sup fu ();
h Uc@lﬂ( )

ove 9. () ¢ l'insieme degli intorni del punto x per la topologia .
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§ 1. - DEPINIZIONI E PROPRIETA GENERALI

1.1 DerFinizioNE. Indichiamo qui, come nel seguito, con X uno spazio
sequenziale con convergenza © e con (fx) una successione di funzioni
da X in R, retta reale estesa dotata della usuale struttura di insieme
totalmente ordinato e di spazio topologico compatto,

Si definiscono allora le seguenti funzioni da X in R:

ro, (3) lim inf £ (x) = Inf {lim inf /i (6): x> x)
it h

e (1) limsup fiu(x) = Inf {limsup fi(x): x;,;x}
h . ]

Tl () lim inf fu(x) = Sup {lim inf fi{(x): xn;x}
I ]

seq
I, (0) limsup fi(x) = Sup {limsup fi(x): xn— x}
h h

Quando non vi sard possibilitda di confusione ometteremo il rife-
rimento alla convergenza t e scriveremo semplicemente T lim inf f,
n

scq

¢ analoghi. Se un punto xe X & tale che T {(z) lim inf f; (x) =
fr

T (t) lim sup f, (x) indicheremo tale valore T (7} lim fi(x) e diremo
h i

seq
che esiste il T~ limite sequenziale della successione (f;) nel punto x,
ovvero che la successione (f;) & T'~ sequenzialmente convergente nel

punto x. Analogo sara il significato della scrittura T (7) lim /i (x). Se
it

pol ancora un punto x & tale che esistono i due limiti T () lim f. (x),
h

Iy (7) im fi (x) e sono uguali, indicheremo il loro comune valore
Ir
con T (7)1lim fu (x) e diremo che esiste il T limite sequenziale della
I

successione (fy) in x; oppure che la successione (fi) T' converge se-
quenzialmente in x.
Nello stesso modo si possono definire T'q (7} lim inf fi (x) e
i

Fscq (T) limlsup fii (x).

1.2 OsservAZIONE. Nel caso che la successione non dipenda da h,
ossia fn = f per ogni h, si ha:

seq

T, liminf f,(x) = Ty, lim sup fx (x) VxeX
h 1

4

sE)

e analogamente T'__ lim inf f,(x) = F_:;q lim sup fu (x).
h h
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(Invero per ogni successione (x,) convergente a x esiste un’estrat-
ta (x, ) tale che:
b

liminf f(xa) = m f(x, ) = T limfsup fr(x))
h P L4 1

In gquesto caso particolare per comoditd di notazione porremo:
r, limf="r_ Il}'ﬂ £y
T

1.3 OSSERVAZIONE. Se con § indichiamo la convergenza discreta su X
(cioe (x:) converge ad x secondo § se e solo se x; = x definitivamente)

allora:
Hm inf £, (x) = Ty (8) lim inf £, (x)
h I

lim sup fi(x) = Fuq (&) lim sup fi(x).
I h

1.4 OsSsSERVAZIONE. Se t e ¢ sono due convergenze su X con ¢ pilt
fine di =, {cioe x = ¢ — lim x, implica x = v — lim x;), si ha, dalla
definizione:

[y (0 lim inf £ (x) < T, (¢) lim inf fi(x) = lim inf £ (x) =
it B il

... (o) lim inf f (x) = 1"5; (=) lim inf £, {x).
h h

[, (v) limsup fu(x) =< Iy, (¢) limsup fi(x) < limsup fi.(x) <
h h h

T, (o) limsup fi(x) = T} (2} limsup fi(x).
i h

Un risultato di qualche utilita nelle applicazioni & il seguente
che fornisce una condizione affinché coincidano limiti sequenziali

neftn o convero H
polio a convergenze gy

1.5 PROPOSIZIONE. Siano fi: X— [0, ], © una convergenza sepa-
rata’ e o una convergenia piit fine di v tali che:

(fu (xi)Jn convergente = (), sequenzialmente o - compatta.

Allora;
I, (¢) Him inf f» = T, (v) lim inf £,
I h

T, (o) limsup fi = 'y, (1) lim sup £,
i h

* Una convergenza & separata quando ogni successionc convergente ha  limite
unico.

22
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Dim. Posto {(x)=T

per ogni x € X, poiché ¢ & piftt fine di ~, si ha (x) = g (x).

we (@) iminf £, (x) e g (x)=T_, (7) lim inf {, (x)
h h

Se per assurdo fosse f{x) > g{x), per le proprietd dell’estremo
T

inferiore, esisterebbe x, — x tale che
flx} > liminf fu (x) = lim f, (x,
i P ? 4

La successione (f, (x,)) converge, esiste allora un'estratta di
v Id
(x, ) che, per comodita di notazione, denotiamo ancora con (x, ) tale
? I3 P

che x, —XeX Per Ia separatezza della convergenza = & ¥ = x e quindi
r
la successione y, = xhp\y‘ he [hy, hy.i[ converge ad x secondo ¢ per cui

f(x) = lim fnf fu(w) = lim f, (x,) < /().
4 i r #
L'altra uguaglianza si dimostra in maniera analoga,

1.6 CororLARIO. Nelle stesse ipotesi della proposizione preceden-
te, se f=T_ (o)limfy allora f =T _, (<) lim fs.
I it

scq seq

1.7 OsservazioNg, Dalla definizione si ricava:

- . . -+ .
T g hm’ inf f, = — ', lim sup {(— fv)
1 i
- s . Foog. . ¢
T, hmfsup fi = — Ty, hmfmf (— fu)
T 1
Cio significa che ogni proprieta dei ', limiti ha una traduzione

. . . . \ . + . e .
immediata in una proprieta dei I';,, limiti (e viceversa).

Ci limiteremo percié da ora ad enunciare le proprieta solo per
i T, limiti.

1.8 OssERvAZIONE. Se (X, %) & uno spazio topologico dal lemma 2.2
di [5] e dalla definizione 1.1 segue

'~ {t) lim inf f, = T'_, (z) lim inf f.
# I

' (=) limsup f» = T (<) lim sup f..
h h
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1.9 ProposizionE. Se (f, ) indica un’estraita arbitraria della sue-
:

cessione {fn) si ha:

T T N I S T - T I3 -
T hu;!ﬂh fi =T, Hm inf o, = g fim sup f”p =T, ]H‘ﬂ} sup fr
J P . v h

Dim. Se (x,) ¢ una successione convergente ad x, fa successione
(i) tale che y, = x, per ogni ke [hy,, h,..[ converge ancora ad «x
e inolire

lim inf f, (x,) = lim inf fi () = T, limlinf fr{x).
» 2 h h

Percio la prima disuguaglianza & dimostrata. In quanto alla terza
osserviamo che se (x;) converge ad x, la successione (y,) tale che
y» = x, per ogni p, converge ancora ad x e

P

lim sup fo(x) = lim sup f, {y,) = T lim sup f, (x).
' P r I r

1.10 LEmMMA, Sia o R —» R continua ¢ non decrescente ¢ A < R.

Allora
o (Sup A} = Sup ¢ (A)

o (Inf A) = Inf ¢ (A)
{Per la dimostrazione c<fr. [5]).

1.11 PROPOSIZIONE. Sia ¢ : R — R continua e non decrescente.
Allora

p ol limhinf fr =T Eimhinf (@ 0 fr)

e valgono le formule analoghe per gli altri T limiti.

Dim. E sufficiente applicare pitt volte il lemma precedente, visto
ad esempio che

T lim inf f,(x) = Inf {sup inf fi () xh—>x}.
h

sea " bz
1.12 OssERVAZIONE. Per la proposizione precedenie non & in ge-
nere restrittivo ai fini della T-convergenza scquenziale, analogamente

a quanto accade per la T-convergenza, considerarce successioni di fun-
zioni equilimitate.
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1.13 LEMMA. Sia ¢ : R x R —= R continua e non decrescente in en-
trambe le variabili, Siano (x:), {v) {(per i e 1) due famiglie di ele-
menti di R. Si ha allora {cfr. [5]):

1A

Y (Inf x;, Inf v) < Inf ¢ {x, w) ¢ (Inf x;, Sup y);
iel iel iel iel iel

¥ (Sup x;, Inf y) = Sup ¥ (%, ¥) = ¢ (Sup x:, Sup v
iel iel iel el fel

La seguente proposizione trova applicazione nel calcolo di somime,
prodotti, massimi e minimi fra ' limiti sequenziali.

1.14 PropPosizioNE. Sia §: R x R = R continua e non decrescenie
in enirambe le variabili, e siano (f1), (gn) due successioni di funzioni
da X in R, Poniamo per ogni h Y (x) = b (fu (x), g (x))

Valgono allora le seguenti disuguaglianze:

1A

(T, lim inf fu(x), T, lim inf g (x)) = T, lim inf s (x)
h h h

seq q

UNE Iimf inf f,(x), 5 limsup g (x));
't ]

seq

Y (T, limsup fi(x), Iy, lim inf g (x)) < T,
it it

. Iirnhsup b (2} =

g
$ (T, limsup fu(x), T, limsup g {(x));

h fr
ed anche:

r,., liminf ¢, (x) < § (T, lim sup £ (x), I“;q lim inf g, (x)).
I fi It

In particolare, se esistono i limiti seguenti, si ha:

Y (T, lim fu(0), Top lim gi(x)) = T

seq

Hm () =<
f
RSN Ii;‘n fn (%), Ty li}:n 2n (X))

[ lim du(x) = & (T, lim fi(x), Twq lim gn(x)).
I Ti 1

Dim. Invero per il lemma precedente basta osservare che se (x;)
e () sono due generiche successioni di punti di X si ha:

g (Iim inf x, im inf y) < lim inf § (xn, vi);
I it fr
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¢ (Himsup x, limsup yi) > lim sup ¢ (x4, Va);
L] ft n
¢ (lm sup x, lim inf y)
It fi

lim inf § (x, v2) < = limsup ¢ (0, w)
h h

Y (lim inf x,, lim sup )
il h
1.15 OssErRVAZIONE. Se (X, <) ¢ uno spazio topologico che verifica
il 1° assioma di numerabilita le nozioni di I'- convergenza e I'™ con-
vergenza sequenziale coincidono (cfr. [5]). In generale pero le due
defnizioni sono diverse, Invero se la funzione f: X—=R & t-sequen-
zialmente semicontinua inferiormente, ma non semicontinua inferior-
mente, posto fi = f per ogni & si ha (cfr. [5]) f = ., (t) lim f men-
h
tre I'" (<) lim fi = sc =~ () f, dove sc “(z)f & la pitt grande funzione
I

semicontinua inferiormente, rispetto alla topologia ©, minore o uguale
ad /.

Diamo a questo punto esempi di successioni {fu) dotate di 1
limite ma non di I'" limite in un punto e viceversa.

1.16 Esempio. Sia R linsieme dei numeri reali, © la topologia
co-numerabile su R, i cui aperti sono R, i} O e i sottoinsiemi A di R
per cui R — A ¢ finito o numerabile.

Si verifica subito che x, — x se e solo se x4 = x definitivamente,
Considerata la successione di funzioni () tali che

fn(0) = % M he N
1 per h pari
fu{x) = Y xeR -~ {0}
0 per h dispari
51 ha:
(1. = (=) lim iaf £ (0) =0
h
(1.2) '~ (7) limsup £, (0) = 1
B
mentre

{1.3) ro, (1) lilm fi(0) = 1.
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Dim. Ta (1.3) segue immediatamente dall’'osservazione 1.3. Per
quanto riguarda la (1.1) e la (1.2) basta invece osservare che per
ogni U € 7(0) si ha:
Inf fx = 1 per h pari
u

Inf fi = 0 per h dispari.
u

1.17 Esempro. Sempre in R dotato della topologia co-numerabile
consideriamo la successione di funzioni

gn(x) = sen hx heN, xeR.
Si ha
(1.4) (7)) lim gn(x) = =1 W x e R,
h
invece
1 se B Y
2T

(1.5) [ (1) lim inf gu(x) =
h

0 se €Z
T
1 se - - eR -0
T
(1.6) T () lim sup gn(x) =
h
0 Se—’x'f SA
2T

Dim. Le (1.5) e (1.6) risultano chiare grazie all’'osservazione 1.3.
Per provare la (1.4) basta osservare che per ogni A € T — {B} e per
ogni 1 € N si ha:

II:f gn=—1

Il precedente ¢ allora un esempio in cui in ogni punto X tale che

X
2n
ziale,

_ € R — O esiste il T~ limite, ma non esiste il I'" limite sequen-

Dalle proposizioni che seguono, la differenza fra le nozioni di
T~ -convergenza e I'”-convergenza sequenziale sara ancora pit
evidente.
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Ricordiamo anzitutto la definizione di limite inferiore e supe-
riore di insiemi (rispetto alla convergenza <) secondo Kuratowski:

Koo () limsup Ap = {x e X: (M) ex, € A, ¥ 7, tale che x =1 — lim x,}
h ¥

Kieo (7) lim infA, = {x e X: Jx, € Ay ¥ A, tale che x =« — lim x4}
h h

dove (Az) & una successione di sottoinsiemi di X.

1.18 ProprosIZIONE, Sia (A} una successione di sottoinsiemi di X,
per ogni h definiamo

0] x € An
frixeX—
+ oo xe X~ A

Si ha:
r,, Hm inf f, = f

seq
£

seq

r., limsup f = f
h
dove ' ed [” sono rispettivamente le applicazioni
0 X € Ky lim sup Ay
h

+ oo x € X — Kiq lim sup A,
fr

0 x € Ko lim inf A,

it
fixreX—>
+ oo x € X — Kiq lim inf A,
h

Dim. E sufhiciente provare che:

Svl X, V x}1;>x f’ (.X) = hm 1nf fh (-xh)

Wox, 3 x— x [ (x) = liminf fi (x2)
It

Se x appartiene al K.y lim sup A; allora /' (x) = 0, e ovviamente per
i

ogni successione (x4) convergente ad x & lim inf fi(x.) = 0, inoltre
h

esiste (h,) strettamente crescente ¢ x, ¢ A, tale che x,— x, ciog per
”
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ogni pf, (x) = 0. Poniamo v, = x, per ogni h € [h,, h,.:[, allora
< Hm mf frlyn) < HIl mf ]‘h (x) = 0.

Se invece x non appart;ene al Ky Elm sup A,’; allora x non appartiene

neppure al Kiq lim inf Ay cioé per ogni x;,_ax esistono infiniti indici
Ll

h tali che xi ¢ Ay e al pitt un numero finito di indici A tali che x, € Ay,
per cui

Hm inf £ {xs) — 4 oo,
h
La seconda uguaglianza si dimostra in maniera analoga.

1.19 ProposizioNe, Il T, lim inf e T lim sup di una succes-
sione di funzioni non sono in generale funzioni sequenzialmente se-
micontinue inferiorniente.

—seq .
Dim. Sia A < X tale che A** & A*® ¢ f{(x) la funzione indica-
trice di A cloe

0 xe A

f{x) =
+ oo reX — A

Dalla proposizione precedente segue immediatamente, per f» = f e
Ay = A per ogni h,

0 X ¢ A
Hmfu(x) = F(x): xe X— .
) + o xe X — A™

La 7{x) non & sequenzialmente semicontinua inferiormente perché il
suo epigrafico non & un insieme sequenzialmenic chiuso.

1.20 DEFINIZIONE. Se f & una funzione da X in R denotiamo

con sc. f la massima funzione sequenzialmente semicontinua in-
feriormente minore o uguale ad /.

1.21 OSSERVAZIONE. La definizione precedente ha senso perché per
ogni famiglia (f:)i: di funzioni sequenzialmente s.c.i. il Supfi & una

iel

funzione sequenzialmente s.ci,
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1.22 OSSERVAZIONE. In uno spazio topologico (X, t) risulta evi-
dentemente:

se” f = se, f =T limf<f
Da cui si ricava:
I liminf sc™ f, = '~ lim inf SCq fr =
il f

I'" lim inf (C, lim f,) = [ lim inf f;.
3 h

8 2. - APPLICAZIONI Al. CALCOLO DELLE VARIAZIONT

In questo numero consideriamo i legami che intercorrono tra
la T~ convergenza sequenziale ¢ la convergenza deghi estremi inferiori
o degli eventuali punti di minimo di successioni di funzionali defi-
niti in spazi sequenziali.

Se (X, o) & uno spazio sequenziale, 15, /: X—= R, diremo che

ViegeC,, (X))’

= 91— lim f,,
f (@) im fu e Inf [fi () + g(0)] - Inxf [ (x) + g (0)].

Proveremo, sotto ipotesi opportune, un risultato del tipo

(1) f =T. (e}limfi=s f = O (o) Iiim T

che, in alcuni recenti lavori, & stato stabilito per classi di funzionali
integrali del Calcolo delle Variazioni [13] e di funzionali convessi in
spazi di Banach ritlessivi [2] [10] con opportune scelte della con-
vergenza o.

Ci poniamo in un contesto generale, considerando una Ty
rispetto a due topologie diverse, situazione che si presenta molto
spesso nelle applicazioni. In sostanza una relazione del tipo (1) puo
ottenersi con lipotesi dell’esistenza di un insieme K sequenzial-

mente ¢ -compatto tale che Inf f, = Inf fu, condizione che nei casi
K X

concreti corrisponde ad una maggiorazione a priori uniforme in A
per soluzioni di successioni di problemi di minimo e che implica la

* Con Clq (X, 7} denoliamo P'insieme delle funzioni ¢ — seq. comtinue su X,
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¢ -convergenza dei punti di minimo delle fi (supposti esistenti)
verso punti di minimo di f.

2.1 PROPOSIZIONE. Sia (X, <) wuno spagio sequenziale e (fi) una
successione di funzioni da X in R dotato della usuale topologia.

Si ha:

Inf ¥ (<) Hm inf f» = lim inf (Inf £.)
X it 1) X

seq

Inf T (7) limsup f» = limsup (Inf f)
X it i1 X

s€G

Dim. Basta osservare che fissato x € X, per ogni successione (x1)
convergente ad x &:

lim inf fu(xs)} = lim inf (Inf 7).
i h X

2.2 PROPOSIZIONE. Siano verificate le ipotesi della proposizione
2.1. Se K ¢ un sottoinsieme di X sequenzialmente compatto, allora:

Inf T, lim inf fi < lim inf (Inf fu)
K I h K

Dim. Sia (f, ) una sottosuccessione di (f+} tale che
lim (Inf f,) = Yim inf (Inf fi)
e sia (x;) una successione di punti di K tale che
fim i (x) = lim Tnf I

Sia poi (x, ) una sottosuccessione di (xy) convergente ad un punto
x di K, si ha allora:
rz, liminf fi(x) < T, liminf f,(x) < Ty, lim inf o (x)
h it P 4

< fim inf f, (x,) = lim f; (x,) = lim f, (%) = lim Inf f, =
P P r P I I h it K

= lim inf Inf f,.
h K
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2.3 DEFINIZIONE, Siano fi, f: X—=R, o e © convergenze su X. Allora
poniamo

f="r., (6, 7)lim f
]
se e solo se:
f =T, {e)liminf j, = T, () lim sup f,.
I it

24 OsservAZIONE. Evidentemente [ = I

seq

(D-J G) Ilm fh se e SO]O s
h

f =T, {o) lim f., inolire, se © & pit fine di ¢ si ha:
I
f = Fx:q (G‘, T) lim fh i = I'S:q (c‘) lim fh = F;.q (‘C) Tim ](1;
bl h i

Dimostriamo ora il risultato principale di questo paragrafo.

25. TEOREMA. Sianc o e =t convergenze su X, fi: X—R, =
T, (o, v} lim fi. Se esiste K C X o-seq. compatio tale che.
i

Inf f.’z = Inf ]lh V h:
K X

allora:
Min f = Min { = lim Inf {,.
K X h X

Se inoltre xy— x e fu{x:)— Inf f, allora f(x) = Min f.
X X

Dim. Per le proposizioni 2.1, 2.2 si ha
Inf f < lim inf (Inf /i) =< lim sup (Inf f,) =
K I K h K

= lim sup {inf fu) < Inf #

ki X X
da cui, essendo Inf [ < Inf f si deduce
X K

Inf f = Inf f = lim Inf /.

X K h X
Sia x; € K tale che fu(x1) — Inf f, — 0; allora esiste (h,) stretta-

mente crescente tale che x, > xe K. Posto ¥ pzly=x, ¥ he
(M, Apl, si ha

f(x) = lim inf f, (ys) < lim inf f, (v, ) = lim inf f, (x,) = Inf {.
it I I ? P I » I




348 . Moscariello

Se poi x,—x e fx () — Inf f, allora

f(x) = lim inf fu (x0) = Inf f.
I X
E il teorema & dimostrato.

2.6 OsSBERVAZIONE. Nel precedente teorema, pur non essendo le
fn in generale dotate di minimo su X, si ha invece che f ha minimo;
e cid (a differenza di quanto accade per la I'"-convergenza) nono-
stante f possa non essere sequenzialmente s.c.i. rispetto a ¢ o =.

2.7 COROLLARID. Sia X sequenzialmente o-compatto, [ w'ap-
plicazione di X in R e f =T, (o) lim f. Allora 7 ha minimo in X.

Dim, Basta scegliere come (x;) nell'enunciato del teorema 2.5
(considerato con ¢ = <) una successione minimizzante f, cioé tale che

f () —> IQf f.

2.8 CoroLLARrIO. Nelle ipotesi del teorema 2.5 se xi, € K sono tali
che
](h (xh) = Min f'f; = Min fﬁ
K X

a

e x> x, allora
f(x) = Min { = Min f
K X

Nel corollario 2.8 non si ottiene in generale alcuna informazione
sulla < -convergenza dei punti di minimo x» di fs, com’e naturale
essendo t del tutto arbitraria.

Nelle applicazioni (cfr, {4]) si ha perd spesso a che fare con il
caso T > o, ed & possibile ottenere in certe ipotesi la < -conver-
genza delle x,. Si ha ad esempio il seguente risultato per cui cfr.
anche, in condizioni un po’ diverse, [10]:

2.9 PrOPOSIZIONE. Sia X di Banach ed f,: X— R tali che

fn()’)+fn{x)>2f;,(x--§—y—] +y(lx—ylx) VheN, ¥x veX

ove ¥ : Rt - R* & crescente, continua, v (0) = 0.
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Se f=T., (w, s) lim £.* e x sono tali che
It
fi(x4) = Min f, = Min f, (K w - compatto)
X K

allora:

¥—=>x e [(x)=Min { = Min f.
X K

Dim. In primo luogo osserviamo che f verifica la condizione

f(y)+f(x)22f(xi3’)+v( X — k. Vo yeX

2

Infatti se x,— x & tale che {(x) = lim sup fu{xa) e yo—y & tale
B

che f(y¥) = lim sup fi(y), evidentemente
fi

fA

vl =yl & 2 (F12) sty (= ) +

1A

+ Iimhinf 21 (ﬂ—F}U] flx) + ().

Dalla formula precedente si vede facilmente che f ha al pit un
punto di minimo ed allora, grazie al teorema 2.5,

i

Xn— X f{x) = M}in f.

5

Proviamo che x, — x.

Se per assurdo esistesse (4,) strettamente crescente o 3 > 0 tale
che ¥ r =1

|2, ~ x> 8

3

sia ¥, — x tale che

lim sup £, () = f ().

* Con w indichiamo la convergenza debole in X e con s queila forte.
Ricordiamo (cfr, [121) che nell'insieme  delle  {unzioni f € R* convesse ¢
s.ci la Ty, (w, 5) definisce una struttura di convergenza.

In un prossimo lavoro esamineremo le condizioni perché valga pit in gencraie
un risullato analogo,
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Allora

X, + ¥
fo )+ f, (x) =21, ( 5 ] + ¥ (8 —o(r)

e, poiché
nw

i
PRAIEL A

si ha
2f(x) = 2f(x) + v (8) > 2 (x).
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Una questione di conteggio di grafi

Nota di Grustina Prca *
presentata dal socio ordinario Marie CurzIo

{Adunanza de¢l 6 novembre 1976)

RIASSUNTO. — Vengono date formule per il conteggio degli OM-grafi con quatfro
Zvertici e con i due 3wicli, i cui spigoli non appartengono al ciclo hamiltoniano,
avenli uno spigolo in comune. Sono altresi date formule per particolari partizioni di un
intero positivo in quattro addendi.

1. INTRODUZIONE

Diremo OM-grafo un grafo G esterno planare massimale (cfr. [3]).
Dato un OM-grafo G, esiste un grafo piano GP, che supporremo fis-
sato per ogni OM-grafo G, isomorfo a G, che ha Ia proprieta di avere
un ciclo hamiltoniano ¢ che divide il piano in due regioni, una fnita,
che indichiamo con R, ed una infinita, in modo tale che tutti gli spi-
goli di GP che non sono su ¢ (che chiameremo corde) si trovano in R
e dividono R in triangoli. Si ha inoltre che ogni GP ha almeno due
2-vertici (vertici di grado 2). Un OM-grafo GP che ha quattro 2-vertici
ha due 3-cicli {cicli di lunghezza 3) che non hanno spigoli su ¢ (cfr.
[2]). Evidentemente i due 3-cicli possono avere, o non, uno spigolo
in comune.

In questo lavoro procederemo al conteggio degli OM-grafi con
quattro 2-vertici che hanno i due 3-cicli suddetti con uno spigolo in
comune, spigolo che nel seguito chiameremo diagonale.

Per conteggio dei grafi di un certo tipo s'intende calcolare il
numero degli elementi di un insieme I dei grafi di quel tipo, a due
a due non isomorfi, tale che ogni grafo di quel tipo sia isomorfo ad
uno, ¢ ad un solo, elemento di 1. All'insieme I si da il nome di in-
sieme campicne.

Nel seguito con I viene indicate l'insieme campione dei grafi di
ordine i, con quattro 2-vertici, e con i due 3-cicli suddetti aventi uno
spigolo in comune.

Considerato un elemento G di 1, nella sua rappresentazione piana
GP le corde dei due 3-cicli, diverse dalla diagonale, formano un 4-ciclo

* Istituto di Matlematica - Facoltd di Ingegneria - Universita di Napoli.
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che chiameremo ¢ e che divide R in cinque regioni, una interna ad
esso e gquattro esterne, Dencminiameo le regioni esterne a ¢ con R;
in modo tale che, detto #, il numero di corde interne ad ogni R.,
risulti:

(D M= == e = 0

ed indichiamo con A; il 2-vertice di GP e con # la corda di ¢ che
appartengono ad R;.

La scelta dei nomi da dare alle regioni esterne a ¢ risulta non
univoca nel caso che si ha 'uguaglianza tra due o pill 1, aventi indici
consecutivi; in tal caso la scelta della denominazione delle R; con
numero di corde uguali verra fatta in due o pitt modi diversi.

Scelta una corda ¢, (il criterio di scella verra indicato in seguito)
orientiamola in modo che il suo primo estremo & i vertice che essa
non ha in comune con la diagonale ed associamo quindi al 4-ciclo
t un verso che sia concorde con quello fissato su f,..

Considerata, poi, Ia corda #: ed indicati con T. e T, i suoi estremi,
diremo che T, (risp. T,) & il primo estremo e T, (risp. T,) & il secondo
estremo di #;, se T, (risp. T,} precede T, (risp, T,) nel verso prescelto.

Indichiamo inoltre le corde interne alla regione R con @i, I v =<mn;,
e chiamiamo K, e K, gli estremi di ognuna di esse. Posto, quindi,
an = L e considerata la corda a,, 1 < r < n;, se essa ha in comune
con. di—y il vertice K, (risp. K’) orientiamola con il verso per cui
K, (risp. K:,_) risulta primeo estremo e K:'_ {risp. K;,) secondo estremo,
Diremo inoltre che due corde ;. ed a;, 1 = r =< n;, sono consecu-
tive se il secondo estremo di d»_, coincide con il primo estremo di a;.

Cio premesso, fissata la denominazione delle regioni R;, ad ogni
corda a;, 1 < <y, associamo la coppia ordinata:

(si,ssyconl €igdel <r=<m

per 1 =1, 2,3
1 se R: ed Ry, sono consecutive (secondo il verso di t)
5 =
0 nel caso contrario
per i =4
1 se Ry ed R sono consecutive
S3 =
0 nel caso contrario
1 se a;,_, ed a, sono consecutive
Sir —
0 nel caso contrario
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In questo modo, in corrispondenza di ogni scelta di denominazione
delle regioni R:, ad ogni OM-grafo di I viene associata una quaterna
del tipo:

(S;J S;[) (Sl, 512) ....... (Sl, 51:!])

(52, Sz]) (52, 522) ....... (32, Sluz)
(2)

(SJp SSI) (53, 532) ....... (53, 53;1])

(54, 541) (Sa, .5'42) ....... (S:i, 341:4)

Nel caso che qualcuno degli n; ¢ uguale a zero, all'OM-grafo GP si
associa una quaterna del tipo (2), ove al posto della riga i-esima si
pone si;. Nel seguito se x ¢ un numero reale con il simbolo [x] si
indica il massimo intero < x; se x = y sono due numeri interi posi-
tivi con il simbolo d v (x, y) si indica il numero 1, se x & divisibile
per y, il numero 0, nel caso contrario; in particolare se y = 2, si porra
p(x) =dv(x,2) e p(x) =1~ dv(x 2); con il simbolo dv(x) si in-
dica il numero k, tale che x = k (mod. 3) con 0 < k < 2.

2. CONTEGGIO DELLE PARTIZIONI DI UN INTERG IN QUATTRO ADDENDE

Dimostriamo il seguente

Teorema 1 - 1l numero delle partizioni dell'intero N nei quattro
addendi mi, 1, ms, 7 con m = M = M =y = 0, & dato da:

x=0 fr=0
\

Py = %] {E‘Zﬂi {(h +2)/2] +

[+5]
+ A PN [(x — 2 +2)/2] —x +2h +
B o= [,":2_]

{3N/4] Fxi2]

AR Pl L

[€x—13/2] X

+ A [‘Z . [(x—h+2)/2]—x+2h —NZ D [(x—h+2)/2]
P el
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oveh =0 se[x;l] < [x—;_Z] ; & ugunale 1 nel caso contrario

e M =0se [N:g—} > fi?jf] ; & uguale 1 nel caso contrario.

Allo scopo di dimostrare il teorema 1 cominciamo con l'osser-
vare che fissato 1, il numero delle partizioni di N coincide con il
numero delle partizioni di x = N — #; nei tre addendi m, 1, 1y con
My = 13 = 1 > 0, numero che & dato da (cfr. [2]):

x—1
x/2) [ ‘27

3) szzym+mm1+x[_Hau—h+mm;—x+wﬂ

Evidentemente possono verificarsi i seguenti due casi:
a) x < m b} x > m

Indichiamo allora con Py ,le partizioni di N verificanti le (1)
ed a), e con P;,4 quelle verificanti le (1) e b). Osservando che se vale
la a), x varia tra 0 ed [N/2], si ha subito che:

s (721

Pys = Zﬂ P

Per il calcolo di P;A osserviamo che, fissato my, il numero delle
partizioni di x & uguale a P, ; menc il numero P:__ , delle partizioni di x
tali che n, < m,. Tenendo presente che il numero delle partizioni
di x — 1; nei due addendi »; e m, con m = my = @, fissato m, & dato
da [{x — ma + 2)/2] e che 1 + 1 < m; < x (sempre verificate per la b)),
ot 1 1

51 13a Ciiel

P, = 1. [(x—h+2)/2]
fi=N—-x+1

Inoltre valendo le (1) e b), si ha che x varia tra [{N + 2)/2] e [3 N/4]
per cui esistono partizioni di questo tipo solo se [(N + 2)/2]=[3 N/41;
si ha quindi:
TN ,
PN,4 = A Y (Pis — P,\-,3)

.- [’“_1]

]

ove 7\,,20 Se|:N+2jI> 3NJJ)\":1SB {&2]<[3N}
2 4 2 4




Una questione di conteggio di grafi 355

Si ha quindi facilmente la tesi essendo, evidentemente Pyy = P;M +

"

+ Py,
Dimostriamo ora:

Teorema 2 - Detto P& il numero delle partizioni di N in quat-
tro addendi verificanti l'i-esima delle seguenti relazioni, escludentesi
a due a due:

1) m=m=m=mz=0 2) m > = > 0
3) m=m=m>m=0 4y m=m>m=m=0
5) m=m>m>m=0 6) mi>m=m>n=0
Ty m>m>n=m =0 8) mi>m>mnm>n=0

si ha che:

(4) Py, = dv (N, 4)

(5) Py = LN — 1D)/4] + 1

(6) P, = [(N -1 - 4dv(N)/12] + 1

(7) PLs = (LN — 1)/41 +1) p (N)

(8) PUL =[N -2 - p(N)/4]+ 1

(9) Py, = [(N—3)/41 + 1

(10) Py, = [(N —2)/4] + 1
7 )
(11) Py, = Py — ; Py,

La (4) e la (11) sono evidenti. Per quanto riguarda la (5) basta
osservare che una partizione di N che verifica le 2) & del tipo N - 3 ,
h,h, h con N — 3h > h = 0. La (6) segue facilmente dal fatto che le
partizioni di N che verificano le 3) sono del tipo (N — 3k)/3, (N ~ 3h)/3,
(N —-3h)/3,3hsedv(N)=0; (N —1)=3h/3 (N - 1)—3h)/3),
(N—-1)=3Rh)/3,3h + 1sedv(N)=1;((N —2) — 3h)/3,((N = 2) —
—3h)/3, ((IN—2)—3h)/3, 3k +2 se dv(N) =2 e che il loro nu-
mero &, rispettivamente, dato da [(N —1)/12] + 1, [(N=1)—4€)/12]1+
+1, [((N — 1) —8)/12] + 1. Per dimostrare la (7) osserviamo che
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dovendo essere N = 2 (1 + 1) esistono partizioni di N di questo
tipo solo se p(N) = 1; in tal caso esse sono del tipo (N — 2h)/2,
(N —2h)/2, h, h ove 0 = h < [(N — 1)/4]. Le partizioni di N che
verificano le 5) sono del tipo (N —(2h + 1))/2, (N — (2h + 1))/2,
h+1, hse p(NN=0; (N—2(h+1))/2, (N—2(h+ 1))/2, h + 2,
h se p(N) =1 ed il loro numero &, rispettivamente, dato da [(N —
—2)/41 + 1, [(N — 3)/4] + 1, per cui tenendo presente il significato
di p(N) si ha la (8). La (9) segue facilmente dal fatto che le parti-
zioni di N che verificano le 6) sono del tipo N — (3h +2), h + 1,
h+1, hcon0=h=[(N—3)/4]. Le partizioni di N che verificano
le 7) sono del tipo N — (3h + 1), h + 1, h, hcon 0 < h < [(N — 2)/4]
e da cio segue facilmente la (10).

3. Carcoro pr | I}

Indicando con I; il sottoinsieme di I tale che gli n; verificano le
diseguaglianze i) riportate nell’enunciato del teorema 2, la famiglia
8

{Li}ie1,...,s costituisce una partizione di I e quindi |I|= 1 |L]|
i=1

Detto n l'ordine di un generico elemento di I, evidentemente gli n;
verificano l'uguaglianza:

(12) M+ +mtn=n—28

Inoltre, poiché per ogni i il numero delle coppie (s, si) €, per ogni
fissato di valore di s;, uguale al numero delle successioni

S =52 e w 5 8 ove 0 < s5;, < 1

.
i

5

numero che chiaramente & dato da 2%, e poiché il numero delle qua-
terne ordinate (s, $2, 83, 84) dislinle ¢, in corrispondenza di ogni qua-
terna #y, m2, M, g verificante le diseguaglianze i) del teorema 2 e
l'uguaglianza (12), uguale al numero S delle possibili successioni
delle corde ¢; lungo il verso di ¢, si ha che il numero delle quaterne
del tipo (2) associate ad clementi di I;, ¢ dato da:

(13) S Z 2u| 2": 2"3 Zli4

ove la sommatoria va estesa a tutte le quaterne i, s, 13, 114 verificanti
le diseguaglianze i) del teorema 2 e la (12).
Cio premesso passiamo al calcolo degli | Ii .

a) Calcolo di |1, |
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Gli OM-graft di I, sono caratterizzati dall’avere i numeri di corde
n; verificanti le ipotesi:

{14) =y =y = () Mmoo =n — §

Si chiami una delle regioni R,, si fissi il verso su ¢ scegliendo 1, = ¢
(cfr. n. 1), si chiamino le altre regioni in modo che la successione
delle corde su t e # 524 4. Essendo quattro le regioni a cui si pud
dare il nome Ry, se per una certa scelta la quaterna associata ad un
elemento di I, & la (2) con s = 1, i=1,2,3,4, per le altre scelte le
quaterne sono:

(l, 1— 541) (1, 542)...(1, San, ) (1, 331) (1, 532)...(1, $an, )

(1, I — Sa}) (1, 532)...(], S3ul ) (1, 341) (1, 542)...(1, Sdn, )
Ay (B)

(L1 — s3)(1, S2)...(1, $an, ) (1, si) (1, sp)...{1, S, )

(1, 1 — .S’“) (1, Slz)...(l, S]”| ) (1, .S'2|) (}_, 522)...(1, 52;11 )

(1, I — 521) (I, Szz)...(l, Sz"l )

(1; 1 - Sll) (1, SIZ)...(]., Sinl )
(C)

(I, 1-— 541) (1, 342)...(1, Sdn, )

(1, 1 — su) (1, sn)...(1, San )
Si ha che la (2) coincide con la (A), e quindi la (B) con la (C), se
(15) Su=1 - Su, Sy =384 ; su=1— 53,8 =su: r=2 Y
Si ha che la (2) coincide con Ia (B), e Ia (A) con la (C), se
{16) Si=33 ed s=usy, j=1,...,m
Si ha che la (2) coincide con I1a {C), e Ia (A} con la (B), se
(17)  su=1 —$n, §i, = & sy =1 — Sa, Sy = Sy r o= 2,...,1
Detti Ny il numero delle quaterne del tipo (2) che non verificano le
(15), {16), (17); N, il numero & quelle che verificano le (15) e non

le (16), (17); N; il numero di quelle che verificano le (16) e non le
(15), (17); N, il numero di quelle che verificano le (17) e non le (15),
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(16); Ns il numero di quelle che verificano le (15), (16), (17); si ha
evidentemente che:

PL | = N4+ (N2 + Noo+ Ny)/2 + Ns
Poiché in base alla (13) ed al teorema 2 si ha:

) . (1) _ -
Ns =P}, -8 N, — Ny = Ny = P”_“(z(n B2 _ pln-8idy

- p -8 m (1-8)72 (n—8) W (n—83/4
Ny = PH—&‘I 2" -3 P,r78_4 (2 " — 2 ) o Pn—S,‘i 2

in definitiva

|111 _ Pflli&d 2(1:—12),’2 (2(»—8),’2 +3)
b) Calcolo di | 1] e { L]

Gli elementi di I, e di Is sono caratterizzati dall’'avere 1 numeri
di corde n: verificanti la (12) e, rispettivamente, le relazioni:

(18) e e 1y =M = 0 (19) o= 1= M3 > g = 0

Si fissi il verso su ¢ scegliendo f. = t, per ogni GFP isomorfo ad
un elemento di 1o, e tw = fa, per ogni GP isomorfo ad un elemento
di I; (cfr. m. 1), si scelgano i nomi delle altre regioni in modo che
la successione delle corde su t sia & £ ts ty. Allora ad ogni elemento
di 1, (rispettivamente I;) viene associata una sola quaterna del tipo
(2), per cui | I;| {risp. |Is|) coincide con i] numere di tali quaterne,
cioé, in base alla (13) ed al teorema 2, si ha:

L|="P",, 2" L] =Py, 2"

-84

c) Calcolo di |14

Gli elementi di I: sono caratterizzati dall’avere gli n: che veri-
ficano la (12) e le diseguaglianze:

(20) Ty = 2 > V3 = = |

Chiamata R, una delle due regioni con m corde, si fissi il verso
su ¢ scegliendo t, = & (cfr. l.c.), si chiamino le regioni con my corde
in modo che le possibili successioni, secondo il verso di ¢, siano:

(a) RiR:Rs Ry (b) RiR:RiRs (c) RyRiR: Ry
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In dipendenza della doppia scelta della regione da denominare R:,
nei casi (a) e (b), ad ogni elemento di I, vengono associate due qua-
terne, una & la (2) e l'alira &:

(SI, i— 521) (51, .5'22) ....... (S], Sam, )

(Sz, T — S]|) (Sz, 512) ....... (52, Sin, )
(X)

(S,;, 1 - 841) (53, 542) ....... (S;l,, San )

(54, 1 — 531) (54, 532) ....... (.5‘4, S3n, )

con sy =5:=5 =5 =1 nel caso (a), si=5=0 s5=1 s, =0 nel

caso (b).

Nel caso (c) ad ogni elemento di I, vengono ancora associate
due quaterne, una & la (2) e lalira &:

(51, 521) (5|, .S'zz} ....... (51, San, )

(52, sn) (s, S12) e (2, Sin, )
(Y}

(53; 541) (33; 542) ....... (53, 544,] )

(54, s} (84, 5:2) . .00 .. (54, S, )

con $i=8=85=0ce 54 = 1.

La (2) coincide con la (X) se:
(21) S = 1 *SZi; Sir = S, 7‘:2,-..,111

ed sn=1—su, Sy =15y, ] =2,...,m

La (2) coincide con la (Y) se:
(22) Se=3Sy, r=1,...,m ed sy =54, j=1,..., 1

Indichiamo con Ii,Y;, I gli insiemi delle quaterne che verificano,
rispettivamente, le (21), le (22), e nessuna delle due; siano Ty, T2, T,
i sottoinsiemni di Is per gli elementi dei quali le successioni delle re-
gioni sono, rispettivamente, Ie (a), {b), (¢). Chiaramente si ha che

gli insiemi J; e gli insiemi T: sono a due a duc disgiunti; inoltre, per
quanto detto, ad ogni elemento di T, o di T, (risp. T;) resta associato
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o uno (risp. due) elemento di J; o due (risp. uno) elementi di J: op-

pure di J.. Da cio, essendo:

si ha, posto N; = | I;|

3
L= 5T = 2| T4 | Ta] = 2N+ Ny/2) +

+ (ZNz/2 + N2) + 3 N3/2

Poiché in base afla (13) ed al teorema 2 si ha:

53] _
N1 - N2 — Pn—g,-l 2(11 8)/2

in definitiva si ottiene:

N;

td} _ —
Pn—sfi 2” F - 2 : 2(” B)’,Z)

[ L] = 3Py, 20 R (2002 4 )

d) Calecolo di |1s|, | Ls], | I+ ]

Gli elementi di Is, I, I sono corotterizzati dall’avere gli #; che
verificano la (12) e, rispettivamente, le diseguaglianze:

(23) M =
(24) o>
(25) ny >

2

¥ia

T2

=

>

s

¥l

i3

>

>

4

4

iy

=

=

0

0

0

Fissato il verso su ¢ scegliendo t. —#, per ogni GP isomorfo ad un
elemento di Is, € tm = h, per ogni GP isomorfo ad un elemento di
I, o di I, (efr. 1. ¢.), essendoci due regioni che hanno lo stesso nu-
mero di corde, ad ogni elemento di I;, i = 5,6,7, sono associate due
quaterne, evidentemente distinte, del tipo (2) e quindi in base alla
(13), in cui S = 6, ed al teorema 2 si ha:

1) =3 Pfis,alznis

e) Calcolo di |1s|

I T,| = 3P

(6}
n—_8,4

Zu—B

'L | =3P,  2"¢

n—=_a,4
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Gli elementi di Iy sono caratterizzati dall’avere i numeri di corde
n; verificanti la (12) e le diseguaglianze:

(26) My 2> H2 > My >y = 0

Fissato il verso su ¢ scegliendo 1., = #, ad esempio, (cfr. 1. ¢),
per la unicita della scelta dei nomi delle regioni, ad ogni elemento
di Iy viene associata una, ed una sola, quaterna del tipo (2) e quindi
in base alla 13, in cui $ = 6, ed al teorema 2 si ha:

‘ L] =3 Pfgslmzniy-

Ringrazio it Prof. S. Antonucci per Uincoraggiamento e i Sugge-
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On the boundedness of the 4-acceleration norm
for timelike singularities in General Relativity *

Nota di FaBio Rosso **
presentata dal socio ordinario CarLo TOLOTTI

{Adunanza del 6 novembre 1976)

RIASSUNTO. — Si analizza in Relativita Generale ii significato fisico della limita-
tezza in norma della 4-accelerazione per una particella di vita propria finita e si
segnalano conseguenze di tale analisi riguardo alla definizione di singolarita se-
condo Schmidt.

Sumaiary, — The physical meaning of the boundedness of the 4-acceleration norm
for a particle with finite proper life is analyzed in General Relativity and consequen-
ces of this analysis related to Schmidt's cdefinition of singularity are remarked,

1. - INTRODUCTION

As outlined by R. Gerocu [1] [2], any definition of singularity
which should extend that of g-singularity in General Relativity, may
be felt satisfactory from a physical viewpoint if it includes all
timelike inextendible non-geodesic curves with finite proper length
and 4-acceleration A which is bounded in some sense. In this con-
nection in [1] he suggested just the intuitive physical meaning of
this boundedness, namely that any particle which travers the above-
mentioned curves undergoes a finite thrust; in [2] he said that the
boundedness of A must be referred to its Lorentz norm {| Al but
without a further explanation of whether or not this really means
what he previously suggested in [1].

On the other hand, it is also worth remarking that the notion
of thrust, considered by Geroch, necessarily requires a frame-depen-
dent viewpoint; in fact such a notion cannot differ from that of

* This work was supported by the « Gruppo Nazionale per la Fisica Matematica » of
Italian C.N.R.
**% Tstituto di Matematica, Universita di Napoli.
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magnitude of a phenomenological 3-force which is essentially a [rame-
dependent object, In this connection it seems necessary to me to
analyse what kind of boundedness for A may be equivalent to the
boundedness of the 3-force magnitude, which is demanded to hold,
as physically essential, in every reference frame.

Namely, after having recalled (sec. 2) the frame-dependent dyna-
mic theory of a non-zero rest mass particle as provided by C. Car-
TANEO [3] and R. Grassint [4] [5], I show (sec. 3, 4) that for any
timelike curve )\ with finite proper length the boundedness, in every
frame of reference, of the norm of the frame-dependent phenomeno-
logical 3-force §, acting on the particle which traverses A, is comple-
tely equivalent to the boundedness of the 4-acceleration norm I AL
Therefore, it turns out that is the boundedness of I Ajl which really
characterizes Geroch's suggestment about thrust finiteness.

On the ground of the above statement | precise (sec. 5) what
Geroch emphasized in [1], by stating the criterion that any physically
satisfactory definition of singularity must include all timelike inexten-
dible non-geodesic curves with finite proper length and bounded || A |f
(which, for brevity, T shall call Geroch timelike singularities). By
means of this criterion I analyse the present-day commonly accepted
definition of singularity, due to B. G. SCHMIDT {61, by showing that,
since any timelike Schmidt’s singularity has always finite proper
fength [7], this definition partially includes the class of Geroch ti-
melike singularities. The more complex problem of whether or not
Schmidt’s definition exhausts all Geroch timelike singularities will
be the object of a forthcoming paper.

2, - THE FRAME-DEPENDENT DYNAMIC THEORY OF A NON-ZERO REST MASS
PARTICLE

Let (9K, g) be a general relativistic time-orientable space-
time, where 9 and g respectively denote a 4-dimensional smooth
manifold and a Lorentz metric of signature + + + —.

Let us consider a particle with nonzero rest mass m. and let
A{7) be its world line in (91T, g), where < denotes particle’s proper
time. If X is the unit timelike tangent vector along A (), one defines

(2.1 P=m,X particle’s 4-momentum,

vX

d particle's 4-acceleration.
T

(2.2) A=
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Particle’s dynamics is completely characterized, as well-known,
by the [rame-independent law

e
dr

(2.3) =

or, equivalently, as follows from (2.1} and (2.2},
(2.4) n, A — @

where the spacelike' vector @, called rotal 4-force, depends on the
particular problem one is considering.

A physical interpretation of eq. (2.3) in newtonian-type terms Is
usually obtained [8] considering a reference frame & in {9, g).
This frame is regarded as a Cosserat continuum [9] [10], ie. as a
congruence I' of timelike curves (or, equivalently, as a timelike unit
vector field v) together with the set B of all bases of 3-dimensional
vector spaces ) .., g-orthogonal to y,, defining in every point x of
the region occupied by I', the direct sum

(2.5) T.9 =} .. @ 6.,

where T.9W denotes the tangent vector space in x, and @, is the
I-dimensional vector space spanned by v..

The direct sum (2.5) provides the following unique decomposi-
tion of an arbitrary vector field Y

(2.6 Y=3Y-g(¥.v)y;
2; is called spatial projection operator in &, while any vector belon-
ging to Y. is called spatial vector in &. Obviously Y is spatial in &
if and only if 8:Y =Y.

Along A (1) and in every reference frame, the following frame-
dependent functions are defined? {8] [5]:

(2.7} dT = —g(v,X)d~= particle's standard time
(2.8) p=23aP particle’s 3-momentunt
(2.9) E=—~¢g(v,P) particle’s energy

' @ is spacelike as [oflows from (24) and the well-known circumstance that A
is spacelike.
* The speed of light is taken to be unity.
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(2.10) v = (Zl—; 8 X particle’s 3-velocity
¢
, T L
(2.11) m = ", particle’'s mass.
d=
It can be shown [8] that
(2.12) E=m
dT |
(2.13) — — =1 —|v|)"
d=
(2.14) p=mv
where || || denotes the Lorentz norm g(. ).

It can be shown [9] that, if y (91T) is the module of vector fields
on AN, then the set y ~ = {Y ¢ x (M) / g(y,Y) =0} is a vector bundle
on 9T with fibre ., whose linear frames form a principal fibre
bundle B with structural group GL (3, IR). A linear spatial connection
in & is a connection on B.

In [10] [4] it is shown that it is physically meaningful to con-
sider, in &, the spatial connection whose parallel transport law of
a spatial vector field u, along the integral curves of an arbitrary
vector field Y, is defined by equations

Sx quiO

Y(g(y,u) =0,

(2.15)

that is the Fermi mixed transport equations of u in Y-direction. De-
note by

dr Vv d=
T —g— = %% 5y
dT Z(ET dt Y

the mixed Fermi derivative in the module of cross-sections of Y,
and spatially project eq. (2.3) in &. Thus we obtain the following ba-
lance equation for particle’s 3-momentum

Sep

=mG+ &
dT

(2.16)
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and, as a consequence, the following balance equation for particle’s
energy

(2.27) 4B =g(v,mG) +g(v,§),
dT

where the spatial vectors

(2.18) G- - 1Y

dT

(2.19) s= 9% 50
dT

are called [3] [5] gravitational 3-field and phenomenclogical 3-force
respectively.

3. - A DYNAMIC CONSEQUENCE OF TilE BOUNDEDNESS OF THE 4-ACCELERATION
NORM

Newtonian-type formulation of particle’s dynamics, developed in
previous section, leads us to identify the notion of thrust magnitude
with || § || in every frame of reference”.

In this connection let us note that, from (2.13} and (2.19) we
have

_ dx \?, 4 o
(3.1) 0<§] = [—-— ] 8.0 < |80
dT

moreover, from (2.6), since ||y]= — 1 and by bilinearity of || - |,
we also get

(3.2) 8@ =@+ g@yyi=1e|+g@ry),
and, by definition of angle # between two non-null vectors,
(3.3) g(®,v) = [I@ i cos .

Since || @ || is positive, (3.3) implies

(3.4) g(@,v) =il

* When acling on spatial vectors, the indefinite norm [| - || behaves as a positive
definite one {81,



On the boundedness of the 4-acceleration norm, ete. 367

and therefore, from (3.2) and (3.4), we obtain
(3.5) e =[|8&a|<2|0|;

thus inequalities (3.1) and (3.5), bearing in mind (2.4), show that
(3.6) lAl<H=|§|<2m’'H

where H is a suitable real constant. Since Y is completely arbitrary,
the following proposition holds:

I) If the 4-acceleration of a non-zero rest mass particle has boun-
ded norm along particle’s world line, then the frame-dependent phe-
nomenological 3-force acting on the particle is also bounded in norm
in every reference frame.

Thus prop. I) proves that if I[A]l is bounded then the particle
undergoes a finite thrust.

4. - THE PHYSICAL MEANING OF THE BOUNDEDNESS OF THE 4-ACCELERATTON
NORM

In this section I shall prove that prop. I) can be inverted under
the condition that a further assumption on the particle’s world line
be added.

To this end, suppose that

(4.1) I§)| <K (K € IR)

in every reference frame &, and, moreover, that the total proper
length <, of particle’s world line ) (7) is finite. Because of the frame-
independent character of |A ], it suffices to show the boundedness
of ||A|l in a particular reference frame. In this connection we shall
consider the frame of reference &* defined by an arbitrary fixed ex-
tension v* ([11] p. 32) of the timelike unit vector field ¥* satisfying
along ) (7) the condition

N _ 4
‘}_’::u) = X ,

where L (o) is the initial point of A (1)
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Since the inversion of prop. 1) is trivial if A (%) is geodesic, we
shall suppose it to be non-geodesic, which in turn implies that ¥~
never identically identifies with X along A (7).

let us observe now thal, from equations (2.12), (2.17) and deh-
nition {3.3), it follows
m |

U d -
A g (v, §) + glv,mG) | =
T g(v, &) + glv,mG)|

<|v[EIS "+ ImG|*) s 1§1" +1Im G~

(4.3)

On the other hand, by definitions (2.11) and (2.18), we have

(4.4) mG = — m—v—Y-“ = — T Vol
daT d

so that, by construction, the frame-dependent gravitational 3-force

vanishes identically along ) (7). Then, from (4.3) and (4.1) it follows

(4.5) !dﬂ < || §* = K¥
a1

and, consequently,
(4.6) [m(T) — m (T | <= K*(T — To)

where T, is the value of T corresponding to = = 0.
Initial condition (4.2), together with (2.6) and (2.10) imply that

(4.7) v(T,) =0

and therefore, from (2.11), we have m (T.) = mm.; since m (T) = m,,
we obtain, from (4.6},

{4.8) m (T) <= K" (T — To) + 11

IA

that is, from (2.11),

AT K1y 41,

(4.9)
d= 11,

Integrating (4.9), we obtain

(4.10) T —T, < ;"‘— [ exp (KTJ . 1},

M
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and, bearing in mind that <, is finite, from (4.9) and (4.10) it follows

that, in &*, ,,j L has the following upper bound
T
K%
exp (— 'n-mJ-
1,

Therefore, from (3.5) and (2.19), we have

dT

T

ol <80l :[ N Kexpz( K2 )

1,

and so, from (2.4), it follows

) K K'/).
HAHS_ """ 2 expz('ﬁcz],
I i,

5]

which proves that || A is bounded.
Collecting this result with prop. I), we obtain the following fur-
ther proposition

11} If the world line of a non-zero rest mass particle has finite
total proper length, then the boundedness of the norm of its 4-acce-
leration ||A|| is completely equivalent to the boundedness of the
norm of the phenomenological frame-dependent 3-force § in every
reference frame.

This proposition provides, in terms of |A|, a complete inter-
pretation of Geroch's thought about thrust finiteness at least for
timelike curves with finite proper length.

5. - A REMARK ON SCHMIDT'S DEFINITION OF SINGULARITY

Prop. II) allows us to precise what Geroch meant about a phy-
sically satisfactory definition of singularity in General Relativity.
Namely, calling Geroch timelike singularity any timelike inextendible
non-geodesic curve with finite proper length and bounded FA ], we
shall identify Geroch's idea with the following criterion:

II1) Any physically satisfactory definition of stngularity in Ge-
neral Relativity must include all Geroch timelike singularities.

24
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On the ground of this criterion we shall analyse the present-day
commonly accepted Schmidt’s delinition of singularity (b-singularity).
This is essentially ¢ any inextendible curve with finite length as mea-
sured by a generalized affine parameter

!

(5.1) " j{i (xf)?}” dt

i
a

where X are the components of the tangent vector as evaluated in
an arbitrary family of parallely propagated orthonormal bases (pp-
bases) alang the curve.

As outlined in {7], for any timelike curve we have

(5.2) finite the. = finite T ;
moreover, since Schmidt’s definition does not involve restrictions on

i A||, a timelike non-geodesic b-singularity » may have either bounded
or unbounded || A || along %. Thus, from (5.2), it trivially follows that

IV) Any timelike non-geodesic b-singularity with bounded || Al
is also a Geroch timelike singularity.

This simply shows that notion of Schmidt’s singularity is not
independent of that of Geroch timelike singularity, but the main
question is of whether or not Schmidt's definition satisfies criterion
IID), i.e. of whether or not all Geroch timelike singularities are b-
singularities. The only way to answer the question is jusi to study
if implication (5.2) might be inverted under the addictional® assump-
tion that |{A ]} is bounded.

Although we shall devote a future paper to this problem, ne-
verthless we wish to emphasize here that Schmidt's statement « 1t
is obvious that timelike curves with finite length and bunded acce-
leration determine points of spacetime b-boundary» {[6] p. 276)
cannot be considered a complete answer to the above problem. In
fact, in this statement it is not clarified in what sense the bounde-
dness of A has to be meant; on the other hand, Schmidt's definition
of singularity and the whole content of his original paper suggest
that such a boundedness has to be referred not to the norm |[Afi

i More precisely a bL-singularity is a point of the spacetime b-boundary, ie. an
equivalence class of inextendible curves with finite generalized affine length (details
can be feund in [6]).

5 Tmplication (5.2) cannot be directly inverted since u > 7, cquality holding only
in geodesic case [7].
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but to the components A” of A as evaluated in pp-bases along L and,
with this interpretation of the boundedness of A, Schmidt’s state-
ment is really obvious®
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Sulla regolarita di certi potenziali ellittici

Nota di ReENATA SELvAGGT e IRENE SISTO
presentata dal socio ordinario CarLo MIRANDA

{Adunanza del 6 novembre 1976)

SUMMARY. — We investigate some regularily properties for integral transformation
of the kind f-+G= f. Here G is a principal fundamental soiution of an elliptic egua-
tion whose coeflicients obey Dini's conditions.

INTRODUZIONE

Il presente lavoro trae origine da un problema posto da C. Mr-
RANDA a conclusione della memoria [1]. Si tratta di estendere alcuni
visultati riguardanti la continuita negli spazi C** delle trasforma-
zioni integrali del tipo f— G+ f nel caso in cui G & soluzione fon-
damentale costruita col metodo di Levi di un’equazione ellittica a
coefficienti variabili.

Se i coefficienti dell’equazione verificano condizioni di Hélder,
servendosi delle tecniche adoperate da C. MIRANDA si otiengono teo-
remi analoghi a quelli contenuti in [1}, § 5; su ci6 non ci soffermiamo.
Qui ci occupiamo invece del caso in cui G sia la soluzione fondamen-
tale principale costruita in [4] col metodo di Levi per una equazione
ellittica di ordine m con coefficienti soddisfacenti condizioni del Dini
in R*. Alcuni risultati trovati, (cfr. ad es. Teor. 1.1}, sono una gene-
ralizzazione di proprieta differenziali di potenziali ellittici trovate in
piccolo da MATICUK-EIDEL'MANN in [3] (cfr. Property 4 di 13]).

11 risultato principale & contenuto nel Teorema 1.2 in cui si prova

che la funzionef G(x,y}f(y)dy ha prolungamento continuo a Q

n
di classe C™ con derivate di ordine m soddisfacenti condizioni del

Dini, nell'ipotesi che sia f che le derivate delle funzioni che rappre-
sentano localmente la frontiera di O soddisfino opportune condi-
zioni del Dini.

Nel N. 1 si indicano le definizioni preliminari e si enunciano i
teoremi fondamentali. Nel N. 2 vengono esposti i risultati necessari
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per la dimostrazione dei teoremi suddetti. Gli stessi, con le relative
dimostrazioni, saranno riportati in un lavoro pili ampio di prossima
pubblicazione.,

N, 1. - Sia A un insieme aperto o la chiusura di un insieme
aperto di R*. Si assumono le seguenti definizioni;

DEFINIZIONE 1.1. Se f é una [unzione reale o complessa definita
in A, si dice che 1 & di classe H'{A) o che soddisfa la condizione del
Dini in A, se essa & ivi continua e limitata e se il suo modulo di con-
tinuitd

(1.1) W () = sup |f(x) = f(®)]

soddisfa la condizione che esiste v > o tale che Uintegrale

(1.2) B (r) = f ANy

converga.

DerFInIZIONE 1.2, Se ne N con I < n ed { ¢ una funzione reale
o complessa definita in A, si dice che f é di classe ®"(A) se essa é di
classe X' (A) e se esiste v > o tale che lUintegrale

o F ()
foe N .
(1.3 F,(r) _J — dh

4]

converga.

DEFINIZIONE 1.3. Se m e k sono elementi di N con 1 <m ed f ¢
ung funzione reale o complessa definita in A si dice che & di classe
H=m (A) se essa é di classe C*' (A) e se per ognio. € N*, con |a| = k, d*f
& di classe ¥ (A) (cfr. def. 1.1 e 1.2),

Sia © un insieme aperto limitato di R* di classe AV,
Esiste, allora, a> o tale che per ogni x, € 4 'insieme QN T (., @)
& rappresentato mediante un’equazione della forma

(14) gv:C{E!;EZ,...,‘EW*l)

rispetto ad un sistema di assi &;,&,..., & con origine in x,, dove ¢
& una funzione almeno di classe C'" nella proiezione T = T (x,, a) di
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AONT (x,, a) sull'iperpiano &, = o, e inoltre, si annulla con le sue de-
rivate prime in x,. Denotato con =, !'iperpianc &, = o, m, risulta tan-
gente a 3 in x, e l'asse & coincide con la normale interna a d
in x, (cfr. [1], pag. 304).

Un tale insieme aperto si dice di classe {* 7 se la funzione § ¢ di
classe #* " (T) {cfr. def. 1.3}.

In quanto segue, se (Ex)i<icr € R® dove & (Ex)icievt € T, si pone

£ = (Bidiskav—r, T =&, Li(8) = az, Cper i=1,2,...,v—1.

Inoltre se Q e H'?, denotato con ' il massimo modulo di con-
tinuita delle ¢, (§), si pone:

[;: € (E) = & {g»))z} ’
)

(15 Z = sup - e =7 - w{a)

B, BT, @) (QJ (g —¢g"

Si assume l'ulteriore

DEFINIZIONE 1.4, Se Q é un insieme aperto di R* di classe X~ ed f
¢ una funzione reale o complessa definita in 30, si dice che | é di
classe X5 (3 Q) se per ogni porzione di 80 che ammette una rap-
presentazione parametrica del tipo (1.4) risulta f{€, C (§)) di classe
Xer(T).

Si consideri adesso, come in {4], l'equazione

(1.6) Yo oap(x)oru(x) +a, Wu(x) =o

|_n‘€,m

Qui ¢ nel seguito si suppone che i coeflicienti a,(x) della (1.6)
verifichino oltre alle ipotesi {2, a} e {2, b} di [4] l'ulteriore ipotesi

{2, ¢} i coefficienti a,(x) sono di classe ¥*(R*) se |p|=m e di
classe H*(R*) se |p| < m.

Si denoti ora con w° e w' rispettivamente il massimo modulo di
continuita dei coefficienti a,(x) con | p| = m e il massimo modulo di
continuita dei coefficienti a,{x) con |p| <m. Inoltre, per k=1, 2,
Fle Fi indicano le funzioni definite in {1.2) e (1.3) relativamente a
w® e wh

1] Teorema 3.1 di [4] assicura l'esistenza di un numero reale
positivo A, tale che per ogni & = L, I'equazione (1.6} abbia una solu-
zione fondamentale principale G (x, ¥, %). Tale soluzione fondamen-
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tale & costruita col metodo di Levi ed ha una espressione del tipo
{cfr. (3.1) di i4])

(17 Gy =Fx— ) +fF, (x—20 ZzyMdz
R

Dopo cit, se A = A, & £ & un aperto di RY, si consideri la se-
guente trasformazione

(1.8) fos T, ) (x) ~fe(x, A - fOydy.

0

Sussistono i seguenti feoremi:

TeEoREMA 1.1. Se f & una funzione di classe ¥* (R) allora T (R, f)
& una funzione di classe ¥™' (R*) (¢fr. def. 1.1. e 1.2).

TrOREMA 1.2, Se Q & un insieme aperto di classe X' e se [ @
una funzione di classe W(Qy), allora la restrizione di T(Q, ) a
0 [£0] ha prolungamento continuo a Q [BQ] di classe "' (Q)
[H™'0 Q] (cfr. def. 1.1 e 1.2).

N. 2 - Per poter studiare la lrasformazione (1.8) tenendo presente
la (1.7), ¢ sufhciente studiare separatamente le due trasformazioni

2.1) f s Ty (0, ) (x) = ff(y) d ny(z,x M) Z(n M dz

R

22) o T ) () = j Fi(y,x— 3,0 - fndy.

ProposTzIONE 2.1, Se £ & un aperto di RY ed § ¢ una funzione
limitata e misurabile in 0, allora T,(Q, ) é una funzione di classe
Jpen (Rv)

La dimostrazione della propeosizione precedente si effettua pro-
vando la sommabilithd in £ rispetto a y delle derivate di ordine m
rispetto a x della funzione

V(x,y,)\,):fFI(Z,X—F-«Z})\,)‘Z(Z,_}’,)M)CIZ

R

e ¢io come conseguenza dell’ipotesi {2, ¢} e del seguente
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LEnmnma 2.1. Esiste un numero reale positivo hy = h, tale che per
ogni h = m, per ogni p€ Jo, p.[ e per ogni pe N con |p|=m
risulti

(2.3) Al v,y = C e’“'%""‘” .
o v o= FO( X —% )
.[wp_logll_.+f| )
fx =yl lx — | |x — |
con C costante indipendente da x e v (cfr. lem. 2.2 di [4]).

Al fine di valutare l'incremento rispetto a x delle suddette deri-
vate si prova l'ulteriore

Lemma 2.2. Con le noiazioni del lemuma 2.1, per ogni pe N’
con |pl=m, perognihe€ [, + o [ e perognipe ]o,p. [, risulta

(24) A vigy, ) = vix + By, A) — 0" vixy, M) =<

< C-[[F;’Hhi)!og; FEC(|R]) + F (A J -
1
B lx+h=yD)

. e_u.]';.\wh——,vl B .
lx +h— vy

' F(lx —
rendim BT

x — |

s b
—H. o R —-u. -{-!g.\'—y‘
FERD o (R - (S o Bk
lx+h—yl | x— P

Tenuto conto che per L suflicientemente grande risulta (cfr. teor.
3.1 di [4])

(2.5) 7 (x,y,0) =K {x,y,\) + z Ky (x,5,0) = K (x,9,0) + K (x,y,0),

le (2.3) e (2.4) si ottengono studiando separatamente le funzioni

fFi(z,x—z,k) Kz, y,Mdz, fFl(z,x— LA - Kz, v, Mdz

R R

e risultano, di conseguenza, pin fini di quelle ottenute in [3], pag. 159.
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Per quanto riguarda la (2.2) nel caso in cui Q = R’ si prova la
seguente:

PROPCSIZIONE 2.2, Se | & una funzione di clusse H(R"), allora
T:(R*, {) & una funzione di classe ¥ (RY).

Nel caso, invece, in cui £ & un insieme aperto limitato di R” si
segue l'ordine di idee indicato in [1].
Denotata con H,(x, vy — ) la soluzione fondamentale dell’equa-

zione

2o a, (x)3] u(y) =0

|| =m

costruita in [5], si prova preliminarmente la

PrOPOSIZIONE 2.3. Se f & di classe H2(0Q) ¢ Q & di classe X', la
restrizione a Q[0 Q1 della funzione

@@= [HOx 0o
i
ha un prolungamento continuo a Q[0Q] di classe X "{Q) [ (E)].
DIMOSTRAZIONE. Per provare lasserto si segue un procedimento
analogo a quello adoperato nel n. 4 di {1].
Siano, pertanto, X, €98, 0o < b< a__ ,x € Q0T (x,, b),
2(1 +¢)

gl =m— 1.
Servendosi del sistema di riferimento introdotio nel n. 1, si ponga

(50 =x wiE )= f [7H, (5, x — N f(¥) dy o,

i
H(z, x) = 3! H, (z, x).

Se f & una funzione a supporto compatto in 9 QNI {x,, ), indi-
cando con J d 1 'elemento di misura ipersuperficiale d, o di 9 O risulta

w (€, 1) =J-H(§, LE—mt—L(m)d(n)dn

T

dove m & la proiezione di v su =, e b (n) = {(¥) 1.
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Dopo cid fissati x" e x” in QN (x,, B) con x” = (£, ¢}, x” = (£, ")
ed={x" —x"| si ha

(26)  wE, ")~ wE, ) =

= f [H(E”, 7,87~ n,t" — {{n)) — H(E,,£" — m,t” = L{n))](n)dn +

" f TH(E, £, 00" — L) — HE £ .t — ()T (n)dn =

= I} + Iz.
Posto, per s > o,
G(s)=H{E, "8 —n,s) -—HE,E —n,s),

applicando a G{(s) la formula di Taylor di punto iniziale 1" — £(x),
v—1

dove Z(n) = {(E") + T_ C(E") (mi — E]) & l'equazione del piano tan-
i=1

gente a df) in (§”,C(E")}), tenuto conto che H{z x) & omogenea di
grado 1 — v rispetio a x per ogai x ed &, sempre per ogni fissalo z,
un nucleo di integrale a valor principale, si vede che

(2.7) [Li| = C-sup|f]|- w(d)

con un procedimento analogo a quello del lemma 2.1 di [1], risulta

a
TIPEE I Ty (' (h} + W (h) ,rz—i
bL[J EI J L wld) + we) + T h e— i P

o~
[\
(o]

—
[
>
14,
]
Ly

in virta del seguente

LeMMa 2.3, Sia € di classe C'", o < b < e f(E 1) una
2(1 4 ¢)

funzione di classe CV per || < b e t > L (E). Se, inoltre, | & tale che

esistono una funzione & definita in R e di classe X' ([0, 1) ed una co-

stante A tale che

o (|58 — ¢])
[5(8) — 1]

VifE 1) = {MZ:l! FfEDH = A
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allora per x',x"7 € ONT (x, ), risulia
d _
F) ~ FO) | = C(A) - ( (d) + f 2B h]

£t

X —x

con C(A) costante dipendente da A e non da &', 27, x, e d =

Infine, in aggiunta a quanto gid provato da MATICUK-EIDEL MANN
in [3], pag. 160, si ha Ila

ProrosiZion: 2.4, Se [ é una funzione di classe X {(Q), se Q & di
classe H':, allora la restrizione di T,(Q,f) a Q[QQ] ha prolunga-
mento continuo ad Q[ 0Q] di casse X' () [H™' (L 0)].

DiMosTRAZTONE.  Tenuto conto che col metodo di Gevrey {cfr.
[2]}) si vede che ogni funzione di classe #?(2) ha un prolungamento
continuo di classe X!(T") per ogni sfera T contenente £, ci si limita
a provare la tesi per la restrizione a Q di T:(Q, /).

Essendo, a causa delle (2.6) e (2.8) di [4],

Fi(xy,h) = Hi(x,y) + Ho(x, 3, M) + W{x, 9, 0)
con

m+]—v)
k]

Ho(o,y =60+ Wixy —6,0)=0(y—1

¢ sufficiente dimostrare che, se f ¢ di classe H’{{}), la restrizione a Q
della funzione

(2.9) Ty (2, f) (x) = f H (y,x ~y) f(ndy

ha un prolungamento continuo a & di classe X' (§1). Intanto si os-
servi che se | p| = m e x € ©, risulta {cfr. Property 2 ¢ 3 di [3])

d* Ts (€, ) {x) = f [OTH (y,x — M f(y) — 8 H (5, x — ¥)f(x)]eudy —

- f(x) f [87"'Hi(s, x — y)],;;,\—X; (y)d, o

dove X; {v) designa il coseno direttore della normale esterna a 98
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in y. La tesi allora consegue dalla proposizione 2.3 e dal fatto che
denotata con w,; (x) la funzione

f [A7H (3, x — y}f(y) = THI (5, x — ) f ()]s d ¥

n

per ogni &7, x” € & si ha

Ly () —wh () | = C[Ff(d) + ) 1w (d) log"—;r + o (d) log ;]

oy

con d=|x" —x"}]

Per concludere, si noti che il teorema 1.1 consegue dalle propo-
sizioni 2.1 e 2.2 mentre il teorema 1.2 consegue dalle proposizioni
2.1 ¢ 2.4,
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Su una classe di problemi al contorno per le equazioni
fortemente quasi-ellittiche in un rettangolo

Nota di LUCIANA SGAMBATI
presentata dal socio ordinario CaARLO MIRANDA

(Adunanza del 6 novembre 1976)

Ri1assuNTO. — In questo lavoro ci occupiamo dello studio, negli spazi di Sobolev
ed in senso variazionale, di alcuni problemi al contorno relativi ad equazioni forte-
mente quasi-ellittiche in un rettangelo di R

SuMMARY. — In this work we treat, in Sobolev spaces and in a variational sensc,
some boundary value problems relative to strongly quasielliplic cquations in &
rectangle of R

Consideriamo il rettangolo O = {x =(x,x) e R /u< x < b,
¢ < x; < d} di cui indichiamo con d;  la porzione di frontiera unione
dei due lati di equazioni x; = a e x; = b, con 8: Q la porzione di fron-
tiera unione dei due lati di equazioni x; = c e x, = 4.

Assegniamo una coppia (m1,m,) di interi positivi e poniamo
mo=max {my,nn}, d=—m.cd (g, nn), go=m/m (k=1 2),
<o, g > =o g + g per o = {a, o) € Ni.

Indichiamo con H"{(Q) il completamento di C- (£1) rispetto alla

arma’

[ty

. ¥
- ( y . | D™ | de
-
f

e con H, (Q) la chiusura di C.(Q) in H"(Q).
Assegniamo inoltre una forma sesquilineare e continua su
H™ (Q) x H™ (Q):

alu,v) = Y aw(x)D*u DPv dx
<o, g Em
a0  <hg»<m .

con da.mp € C(2) per <a,¢g>=<0B,g>=m e dg€L”() per
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<o + B, g > < 2m associata ad un operatore differenziale lineare:

A= Y a(x)D¢

<p.g>Sin

fortemente quasi-ellittico in £.

Ci proponiamo di individuare qualche spazio hilbertiano V,
con HY(f}) ¢ V c H"(Q) algebricamente e topologicamente, su cui
la forma a(u, v) sia coercitiva.

Assegniamo a tale scopo, per ogni ke{l, 2}, un sistema
{B” 1" di my operatori differenziali lineari di frontiera su 9 Q,
della forma:

BY — 1 by (x)e,

i .
<o > S,

) . k - . . f .
a coefficienti b}’ reali « sufficientemente regolari » e soddisfacenti la
condizione di normalita:

bj.:)(x);éo su 9 per w = j;

fissiamo due interi #, e 72, con rr € {0,1,2,...,m — 1} indichiamo
quindi con H"(€; v} [risp. H"{(Q; r, )] il sottospazio di H™(Q)
costituito dalle u ¢ H™ () tali che B;“ u=0sudiQperje{01,...
m — 1} —{r} e Bi.z’ =0 su &Q per je{0,1,...,nn — 1} [rispett.
Bu=0sudper je{0,1,...,m— 1} —{n}k=12]

Con tecniche analoghe a guelle usate da M. Troist in [4]', pro-
viamo che se i numeri nu/d e n/d sono dispari, allora a(u, v) &
coercitiva su H" (£}; +); se inoltre r\/m, + r/v1; =, 1, allora a(u, v)
& coercitiva su H™ (£ ry, ra).

Da tali risultati si deducono, con ben note considerazioni, dei
teoremi di esistenza ed unicith e dei teoremi dell’alternativa per le
soluzioni « deboli » in H™(Q) del problema:

Au+ hu—=F g0 in Q

cCu =0 g0 su & j=0,1,...,m:— 1, k=12

H
nei seguenti due casi:
1) ¢ =B"perje{01,...,mm—1} —(r}eC’ = F,, . _|
! H I

' I numeri tra parentesi quadre si riferiscono, come al solito, alla bibliogralia
finale,
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dove i Fi.k)sono gli operatori definiti dalla formula di Green (2, 9);
Ci.z) = Bi.z} per e {0, 1,...,m — 1},

2) per ogni ke{l,2}:C" = B} per j € {0,1,...,m — 1} —
—{nleCl=F,

Nel n. 1 vengono introdotte alcune notazioni e definizioni.

Nel n. 2 sono definiti i problemi che intendiamo studiare e sono
enunciati i risultati.

Nel n. 3 vengono stabiliti alcuni lemmi.

Nel n. 4 vengono stabilite alcune limitazioni per forme a {z, v)
a coeflicienti costanti.

Nel n. 5. vengono dimostrati i teoremi di coercitivita enunciati
al n. 2.

1. - NOTAZIONY E DEFINIZIONI.

Sia R? lo spazio cuclideo a due dimensioni di punto x = (x,, x2).
In R’ assegniamo il rettangolo aperto e limitato £ = {(x, x;) € RY/
a < x<b,c<x<d}, diculindicheremo: con 8 Q la frontiera, con
Q la chiusura, con d; @ P'unione dei due lati {aperti) verticali £ e con
d: & V'unione degli altri due lati aperti di Q. Porremo:

S =3a 0 U 3, ciot indicheremo con S 'unione dei quattro ver-
tici di Q.

Se o = (o, @) & una coppia di interi non negativi, porremo:

fa| = o + o5 x* =] - xy7; 9* =30 -37; D* = D" . DV
1 2

"Z 1
dove:

B:B,D:I—,B;fczl,z;i:\/ 1.

Fissiamo una coppia di interi positivi (#1, 7:) e poniamo:

mt = max {my, M2}, g = ﬂ(k =1,2); g=1(q,qg:)
1

e, per ogni coppia a = (&, o) di interi non negativi < a, g > =
= o1 g1 + % 4.
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Se A & un sottinsieme aperto di R?, per ogni intero di k = 0 indi-
cheremo con Hf(A) il completamento di ® (A) rispetto alla norma:

v

<a, gLk

I| 24 |lecny = ( ) ID“uldx}
A

e porremao:

1
[t |gaay = ( T iDu deJ
wugnm=k
A

Inoltre indicheremo con H™*(A), » ed s interi = 0, il comple-
tamento di 9 (A), rispetto alla norma:

| 2 Ny = (J(Z IDfuf -+ Z}\D’ u 2] a'x] :
k=1 1 = A
A

Dal lemma 1.5 di M. Tro1st [5] si ha:
LEMMA 1.1 - Per ogni ke N, i due spazi H*™ (Q) e H™'™:(Q)
sono isomorfi algebricamente e topologicamente.

Dal lemma 1.4 di M, Trors1 [5] segue inoltre:

LEMMA 1.2 - Per ogni ¢ € R* esiste una costante C(g) tale che:

Yo IDtu HLZU?) = H i lelm(n) + C (&) H u Hiz(m vV oue H"(Q)

<L

. . - (1) -1 (2} —1 . . .
Assegniamo due sistemi {B} '}, e {B; };2, di operatori differen-
ziali lineari di frontiera definiti su 0, e 8, £ rispettivamente ¢ sod-
disfacenti la seguente condizione:

a) per ogni ke {1,2} e per ogni j e {O,1,...,m — 1}, Bf.k)ha la
forma:

(1.1) BY = 1 b (0,

? .
<o, > Sidy

che:

{(1.2) bj:) (x)#0 per o= € V x € d L

. . . [ N K T
2 Facciame lale ipotesi per comodiia. Sarchbe sufliciente supporre bi—n] () ECH (8
per un Ak intero sufficieniemente grande.
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Osserviamo che si pud scrivere:

(1.3) B - grﬁ,’j’ 0, =00, ,m—1; k=12
dove:
(1.4) r) = X b 9
re ”*j Gt
(1.5) Ty = T b (x) 3

ni
!

rs {i—
i

avendo posto:

b(k) — bf_:) (a = ((11, Olz)).

Imlul

Osserviamo che i Ff.:') , con h < j, sono degli operatori differenziali
tangenziali su dr Q a coeflicienti di classe C= (3:Q) e che Tj; & una
funzione reale di classe C~ (8¢ £2).

Osserviamo che con la posizione (1.3), la (1.2) si pud scrivere
nella forma:

e rY20 w30

Dai risultati del n. 4 di M. Troisr [4] si deduce in modo ovvie
il seguente:

LEMMA 1.3 - Se ¢ verificata la condizione a), allora esistono degli
operatori differenziali lineari tangenziali su d: Q) a coefficienti reali
di classe C~(3.8), che denotiamo con Ai.}t) , della stessa forma degli ope-

. (k) (£3] A o~ - . .
ratori I',, , con Ay su 0c Q) fali che sussiste la rappresentazione:

i

(1.7) 2, = 0 AVBY . j=1,2,. ., m—1 k=12

h=

Fissati due interi non negativi vy = nmy — 1 e rn =< m; — 1, indi-
cheremo: con C (Y, 1, r2) se n=1e rn =1 la classe delle funziomn
e C* (1) tali che:

B w=0sudQ per ogni je{0,1,...r.— 1} k=1,2;

1
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con C(Q,r,) (he{l,2} fissato) la classe delle funzioni u e C~(£)
tali che:

) {0,1,...,m — 1} se k=h

i

B u=10sud:{l perje

{0,1,...,m — 1} —ir) se k= h;
con C(Q,#, ) la classe delle funzioni u € C~{Q) tali che:

B u=0sud:Q perogni je{0,1,..., 0 — 1} —{nr}; k=12,

?

con H"(Q, n, v, H"(Q,#) e H"(Q, v, ) le chiusure in H" () ri-
spettivamente di C (§, 7, 1), C(Q, r) e C(Q, 1, m).

2. - POSIZIONE DEI. PROBLEMA E RISULTATI,

Assegniamo in O un operatore differenziale lineare A della forma:

(2.1) A= ) a.(x)b

Zpg - 2m

Supporremo che 1 coelficienti a,(x) sianc funzioni complesse
definite in O tali che:

a,(x)e C{)per <, ¢ > =2m; af{x)e L" (D) per < u, g > < 2w,

e che A sia fortemente quasi ellittico in £}, tale ciog che per ogni x € {
e per ogni vettore £ € R?> — { 0 } si abbia:

(2.2) Re 2. adx)g>0

<p,gm =2

Assegniamo inoltre una forma sesquilineare e continua su
Hm (Q) x Hm (ﬂ)

(2.3) a(u, v) = Y ap(x)D*uDPvdx

<E,d SN
'n <H.g><m

a coefhicienti a,p di classe L= (£2).
Supporremo che sia verificata la seguente ipotesi:
b) a(u, v} & una forma sesquilineare associata all'operatore A,

risulta cioé:

(2.4) J Auvogds = alu, @) YoeD(Q)

4]
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Dalla (2.3) si ha, integrando per parti:

a(u,(p):f T D (aw(®) D ) adx Voe D)

R <o, g>Em
a <Ba><m

e quindi la (2.4) implica la seguente decomposizione per l'opera-
tore A:

(2.5) Au = ) D!(awm(x) D*u).

<a,g>sm
<Pg>sm

Osserviamo esplicitamente che se vale l'ipotesi b) deve aversi in
particolare:

T2 @)= I eal@B= L (uZ Qap (x)] g

i, s =2m <a,g=>=nt <p,q>=2mn t+fh=p
<Bag==m
da cui:
(2.6) a,(x) = Y aw(x) per <p,g>=2m
a+f=p

e <a,g>=<B,qg>=m.
Sussiste il seguente:

LEMMA 2.1 - Supponiamo siano verificate le ipotesi a) e b) e che
i coefficienti a,; siano di classe C=(£). Allora per ogni k € {1,2} esi-
stono gli operatori differenziali lineari di frontiera su 9 2

(2.7) F = 7 [P(x)Ds j=0,1,...,m — 1

d <u,d><fq,
it e . (k . - 3 P . . P
a coefficienti fm) di classe C~ (9: Q) e soddisfacenti la condizione:

(2.28) 920 per ;=j e V x€ 9 Q

ja

tali che si ha:

ml—l 9 s
(2.9) J‘ Au -7 dx=aluv)+ Zé F;:,il_j_i u B;” vdx +
0 {-}Iﬂ

=1
- (2) (2)
+ f Fop_jitt B vdx
=0 2
GESI
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per ogni w,v e C"(Q}) con v soddisfacente la condizione:
(2.10) Dvi{x) =0 per xe€ 8 e per < a,q > < ¥

Dim. Infatti con delle integrazioni per parti si ha:

(2.11) J Au.-vdx= DP(ap (x) D) P d x =
4 Fascmn

B, ,
=a(uv)+ Y. Z—I Di‘_h DE? (dgn {x) D* .u)Di’_l vdx +
I 1 2 1

<o, g>sm h=1%
<Bg= € +a0
B0 !

ﬁ _—
: ! -t 1
+ = |- [ D (w D w) DY D vd .
<o, d>sm =l I 2 . 3
<B.g><in Gaa
fi, =0 2

Usufruendo della formula di rappresentazione (1.7), del lemma
1.3, operando delle integrazioni per parti e tenendo conto delle (2.10)
dalla (2.11) si deduce facilmente la tesi.

Nella ipotesi che siano verificate le condizioni a) e b) e che i
coefhicienti a.g(x) € C~ (f)) poniamo i seguenti problemi.

Problema I. Assegnati v, € {0,1,...,m — 1} e f€ C~(Q)) deter-
minare una funzione u € C~ () tale che verifichi le relazioni:

Au+dhu={ g.0. in ©

B;” =0 g0 . su diQperognije{01,...,m ~1} —1{n}
Fi:v)r,qu” =0 q.0. su 9, Q2

BPu =0 g.0. su hQ perognije{0,1,...,m — 1}

!
dove A & un fissato numero complesso.

Problema TI. Assegnati r: e {0,1,...,n — 1} con ke {l,2} e
{ € C{f}) determinare una funzione u € C* (1) che verifichi le re-
lazioni:

Au + hu =1 g.0, in &

Bf.“ u =0 g.0. su deQperognije {0, 1,...,ms — 1} = {r:},
k=12
Fmr au =0 g.0. su d: Q2 k=12

dove X & un fissato numero complesso.
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Poniamo inoltre le seguenti definizioni:

DEFINIZIONE 2.1 - Se sono verificate le ipotesi a) ¢ b) diremo so-
luzione « debole » del problema I una funzione u e H" (Q, 1) che
verifichi la relazione:

(2.12) a(u,v)-{-kf u-ﬁdx—f[ﬁdx
2 n

per ogni v € H" (Q, 1y).

DEeriNIZIONE 2.2 - Se sono verificate le ipotesi a) e b) diremo so-
luzione debole del problema II una funzione u € H" (), ry, 1) che ve-
rifichi la (2.12) per ogni v € H" (Q, i, 12).

Nel seguito porremo:

m 1,
IC] 1 3 ITCQ =
d

d = m.c.d. (n, n),

Dimostreremo i seguenti leoremi:

TEOREMA 2.1 - Se l'operatore A soddisfa le condizioni precisate
all'inizio di questo numero, se ki e k, sono dispari e se valgono le
ipotesi a) e b), allora qualunque sia ri € {0,1,...,m; — 1} la forma
sesquilineare a (u,v) é coercitiva su H" (Q, ry).

TEOREMA 2.2 - Nelle stesse ipotesi del teorema 2.1, qualunque
siano r; € {0,1,...,my — 1} er,e{0,1,...,n — 1} e tali che r\/m, +
+ r/my = 1, la forma sesquilineare a (u, v) & coercitiva su H” (Q, ry, 12).

La dimostrazione di tali teoremi sara data al n. 5.

Dai suddetti teoremi di coercitivita si deducono, con ragiona-
menti ben noti, e che percio tralasciamo di riportare, i seguenti ri-
sultati relativi alle soluzioni « deboli » dei problemi I e II sopra
enunciati.

TeOREMA 2.3 - Nelle stesse ipotesi del teorema 2.1, esiste un
Lo € R tale che per ogni A con R. A = L\, il problema I ammette una
ed una sola soluzione « debole ».

TEOREMA 2.4 - Nelle stesse ipotesi del teorema 2.1, per il problema
I in forma « debole » vale l'alternativa di Fredholm rispetto a para-
metro M.
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TEOREMA 2.5 - Nelle stesse ipotesi del teorema 2.2, esiste un
o € Ry tale che per ogni & con R.\ = A, il problema IT ammetie
una ed una sola solugione « debole ».

TEGREMA 2.6 - Nelle ipotesi del teorema 2.2, per il problema 1T in
forma « debole » vale Ualiernativa di Fredholm rispetio al pametro .

Risolti in tal modo 1 problemi I e IT in forma « debole », la riso-
lubilith dei problemi I e II si riconduce ad un problema di regola-
rizzazione delle soluzioni « deboli» e ciog al problema di studiare
le proprieta delle soluzioni « deboli » in dipendenza dei dati del pro-
blema. Noi tralasceremo di occuparci di tale guestione.

3. - ALCUNI LEMMI PRELIMINARI.

LEMMA 3.1 - Assegnati d € N e il polinomio:

2d
P(x,2) =y _a{x) 72, xe{}
=0
se i coefficienti a,(x} sono funzioni complesse continue (risp. costanti
complesse) e se
(3.1 R.P(x,2) >0 Vxel, YVzeR

allora esistono le funzioni comiplesse continue (risp. costanti com-
plesse) a,., soddisfacenti le relazioni:

(3-2) drs = dsr 7’,530,1,...,01,'

(33) Za,—;ﬂa,; t=0,1,...,2d
Yogg ey

e tali che:

o
(34) R, X: s ()2, 2, >0 YVxele V(ZOJZI,.‘.,Z({) e C1 — {0}

r,s=0
Dim, Infatli, poniamo:
a,(x) = b (x) +ic(x); b.(x) e ¢ (x) reali

Per ogni z € R risulta:

2

Yo bh(x)Zt=R.P(x2) >0, Vxelle VzeR
=l
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¢ quindi per quanto noto nel caso reale {cfr. nota (3) di M. Troist
[4]), esistono b.{x) tali che:

(3.5) brs 2 b.cr; : br.s' - b!

r+s=¢

in corrispondenza delle quali risulta:
d
{3.6) Yo obe (X)) v >0 Vxel, V(vo,V,...,v4) € IR
54r=o0

D’altra parte si verifica facilmente che si possono costruire delle
funzioni ¢, (x) € C°({) tali che:

Cry = Cg, E Crs = Cy
rgvany

Allora le a.; date da:
@y = brs + icrs

soddisfano fe (3.2) e (3.3).
Inoltre se (z,,21,...,24) € C**' — {0}, posto:

2= X+ 1y,
risulta:
E{_ G 2 Zs = 32 s (ot + D 90) (e — £9:) =
= 00X b M V) P LY e X Y — 1Y Qs Xy Ve =
= a0y 4+ yy) = Tbaxen + L buyiye +
+ iy e (® s + yox)
e quindi:

d
er Z Ors Zr Zs = : bn‘ Xr Xs + Z brs Vr Vs > 0

rE=0
Susssiste inoltre il seguente:

LEMMA 3.2 - Se l'operatore A & fortemente quasi ellittico ed ha
i coefficienti come precisato all'inizio del n. 2, allora esistono delle
funzioni complesse e continue:

a,, (¥); <, g>=<Bg>=m
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tali che:
(37) a, (x) = az (x); agu ay, (x) = au(x)
per le quali risulta:
R. ‘ <“-§:mc{:ﬁ (x) D*u D'v dx = ¢, <MZ>::”;‘ D*u P dx

0 <Bgz=m

Vu e H" (Q).

dove ¢, & ung costanie positiva indipendente da u.
Dim. Osserviamo preliminarmente che, per ogni i € N, risulta:
<a,g>=hme& F/teNscont < hdo a=_{(hd —~ 1)k, tk)

Sussiste cio¢ in base a tale osservazione, una corrispondenza biu-
nivoca tra i multiindici « per cui < a,¢ > = hm e i numeri interi
tef{01,...hd}; & quindi lecito scrivere per <y, g > =21, p =
={(2d —t)ki, tk)), a,=a, eperaeltaliche <a,g>=<f g>=m

a=(d-nNk,rk); B=0d—-s)k,sk) awp=a:
e la (2.6) si trasforma in

T a.=a per te{0,1,...,2d}
rtset
r,se{01,...,d}
Con tali notazioni la (2.2) si trasforma in:

(3.8) Re Y2 a(x) B £ > 0

I=o

Essendo k, e k; primi tra loro, uno di essi ¢ sicuramente dispari;
supponiamo che sia k, dispari, posto in tal caso nella relazione (3.8):

k
BE=1e & =2
Essa si trasforma in

2

Ry la(x)z* >0 YzeR

=
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Esistono allora, a norma della 3.1, delle funzioni complesse
continue a,, (x) tali che
a,, (x) = a, (x) r,s =0,1,...,d

Yooal (x) = a(x) t=0,1,...,2d

rs5=t

per cui risulta:

i
(39) Re 1. a, (022 >0 Vel e V(z,zi,...2)€C™* — {0}

r,s=0

Dalla (3.9) si ha:

o o
Re Vo a, () Z=zed |zl
S§=0

rs=o
Assegnato u € H" (2), se poniamo per:

<o g > =<Bg>=m a=Ud 1k ,rk), B=(d -~ s)k, sk)

Z=D"u e gz, =Dtu
dalla precedente relazione segue

R. X ay, (x)D*uD'u=c, ¥ |Dul

<G = <o,q> =
<B.gm=m

da cui integrando su Q si deduce la tesi,

4, - TEOREMI DI COERCITIVITA PER FORME SESQUILINEARI A COEFFICIENTI
COSTANTI,

Nel seguito di questo numero supporremo che i coeflicienti a,
di A siano costanti e che a (u, v), definita dalla (2.3), sia una forma
sesquilineare a coeflicienti costanti soddisfacenti la (2.6).

Porremo inolire:

X

<« e —

{d—r)k vk, (d—s5)k sk, .

a, (u, v) :f Y as DT D2u-D 7 DI vdxdy
ns=a

0

o
Flzo,2v,...,20 = Y a2 %

oS = 0
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e supporremo ™

(4.1) Y =y r,s=0,1,...d; k=0,1,...,24d.

r+s=k

Sussiste il seguente:

LEMMA 4.1 - Se & verificata la condizione (4.1), esistono una forma
G (2o, 21, ..., 24) la cui parte reale & definita positiva e delle costanti
Mo € N tali che si ha, identicamente vispetto alle variabili com-
plesse zo, ..., 24

(42) F(Zo,Zl,...,Z({)2G(Z(;,Z|,...,Zd)+

ol

-1 d-2 d-k-1

d
+ Z )\'t'cr (Zr Zk—r — Zu Zk) + Z : }\‘kr (Z.kﬁ-r Zd—r — Zk Z:l‘)
ka2 k=12

r= r=1

Dim. Come abbiamo osservato al n. 3 la condizione (2.2} equi-
vale all’esistenza di una forma quadratica:

d
G(Zo,21,...,2%) = 2. G, T Z

Y=o

la cui parte reale & definita positiva e tale che si abbia:

’ z

a, = a, r,s=20,1,...,d
(43) ,

Y. oa, = m k=01,...,24d

res==k

tenuto conto delle (4.1} e (4.3) risulta:

o
Flzo, 2z, - n2) — G2, 2ty o za) = 22 (as — a, )z 2, =

rE5=0

=Y T (aw —a)ui= 5T YT (g — a ) (2 % — 20%) +

k=1 r4-s==k k=1 rds=k

+ 2 Y (ae — a.) (2.2 — 2 Z4).

k=1 r+sed4k

e da quest'ultima relazione si deduce la (4.2).

3 La condizione (4.1) & scnz’altro verificata nell'ipotesi che sia soddisfatia la con-
dizione b).
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Osserviamo preliminarmente che se d = 1 esiste un'unica forma
quadratica G associata alla forma sesquilineare a{u,v) associata al-
I'operatore A. Se ¢ soddisfatta la (4.1) la forma quadratica G ha la
parte reale definita positiva, da cui a(u, v} & coercitiva:

x

ik (d— D)k k& ", 2
R. ff G (DI w, D Dou, ... Doy dady = e g,
o

e quindi

X

R. jf F (D;’k‘ u, DA sz M., kaz w)dxdy = R, a, (4, u) =
I

2
z ¢ 1 U gy -

Se d > 1, facciamo le seguenti posizioni:

dos—1 rk, ‘ e —
(44) Ti{w) = — 2 22 dhwr 2 [ 1 ]j(ka‘_’u DU Dy dy 4
s5=2 r=l1 i=1 aﬁ
dr it o, 1 (d—sp —i 1 sk T
— A, -;--] (D p oy DT DI w) dy
s=1 =1 Toj=i 1 : - : -
Ul!l

s=2 r=1} i=1

¢ - rkz s H
(45) L) =5_ ¥ A ¥ [m i] [-(Didi')kj D;, .
:9251

e
DY DT oy d x4+

X ¥

O o T R P A=
S S I W N =y }(D\_ TR DT DD wy d x
j#3

H

I
|

|
—

EY

(4.6) T(w) = I (u) + L (w)
Possiamo ora stabilire il seguente:
LEMMA 4.2 - Esiste una costante positiva ¢ tale che:
R {ao (2, ) — 1{u)) = ¢ |t | fua, Vue C ()

dove 1 (u) non figura se d = 1.
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Dim. A motivo della corrispondenza biunivoca tra gli indici 7 e i

multiindici « data da o = ((d — ) k,t k), la relazione (4.2), po-

tk

(d— 1)k . \ N
nendo z, = D" D¥ u, si pud scrivere nel seguente modo:

ik, (d— 1)k I3 ik
{4.7) F(D" u,D """ D2 u,...,D2u) =
ik (d— Nk K D
= G (DI, DN Dw,...,D2u) +
- (d— & (d-s¥nk L Gonk,
+:;ks,(D izu-D'\,(H DH i —
\_ r=
_ Dr.’kl . D(d—— s).l:E Di‘kz Ll) +
x x »
dod Ao (d—(s 4k (s+ 0k (d-ik,
+ Y2 T a (DS I S RTTINS ) Sl >N
s=1 r=1i
- T
- D(( D D;, ),

Tenendo presente l'ovvia relazione:

(48) DV u.D7 v = Df-k u - b" v+ : D, (D“’“‘j Di?;riv)
. ), 7

".l' .\k

che puo anche scriversi ponendo al postodi pedig, p —re g+ r
rispettivamente:

(49) D' u.D'"y = DIy D, (D) DT )
¥ Fr

i=1 ok

ciascuna delle due differenze interne ad ognuna delle due sommatorie
nella relazione (4.7} si trasforma opportunamente:

(d—r)k & TRk L {d Wk c.'.
(410) D" DL DT

¥ x

Dy — DMy DTN DS

(d — i—i (d—s4+r)k sk, —f
:Z:D [D, D, u-D; ‘D] —

j=1

rk
! i, —j A=)k £ i1 - sk
— D (D w DT D

i=t

{—(5+r)3k (s+r)k, — (dsyE o, T
(411) D(,( xr),D':r tmD‘( “D‘,~u-D’,-u:

X ¥
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X

vk D [,
- {d—(s+rpk sk +i—1 rk dk, —j
=3 D, [D T w DD W] —
i=1 :

rk : —

N Z D_\- [Did—s}fclfi Di"’z T :D"i_l]:):”‘1 L.‘.j (4)
=1 ’ ’

X

In virtis delle (4.10) e (4.11) la relazione (4.7) si trasforma in

ti (d—1)k k dk
(4.12) FO u, D"Drw,. ., DMy =
1k ik
=G, ,Dru)
S = 4 T e B T LN
+ L Aer Zif D, (D7 Dy w - DT D )+
= = i=
rk

! th —j T—s)k +7°1 ik
— DD uw . DI pih gy by

[y

(-2 d—s—1 * rk, L _
(d—(s+r)k sko+j—1 rk ik, —]
+ : )\‘sr {Z DJ’ [D\ : Dy 2 - D ! Di * M] +
i =1 i=1

5

=

'kl

— YD, DT p

1

sk y
¥

R T
w-D. D ul.

Dalla (4.12) integrando su Q risulta:

a, {1, u)y = ffG(ka‘u,...,ka’ uy dxdy + T{u)
2

e per il fatto che sussiste la relazione:

2
H#{0)

R, ”G(fo"' W, D% dxdy = clu
A

risulta:
Ro(ao (2, 1) — I(u)) = c|ut |,

TeoREMA 4.1 -Sed > 1, ri e ra sono tali che v, = (d — 1) ky, h = 1,2:
allora la forma sequilineare a, (1, v) & coercitiva su @ ({2 7y, r3).

Dim. Essendo in C(Q; r, 1) B:.m =0 per je{0,1,...,1r— 1}
risulta anche per la condizione (1.7) del lemma 1.3 81} u =0 per
te{0,1,...,7 — 1} dove le d., sono le derivate normali di u rispetto

(') Nelle (4.10) ¢ (4.11) abbiamo usato la (4.9) ponendo j — 1 al posto di r — i
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a d Se ry=(d— 1)ky si ha che I(¢#) =0 in quanto in ognuno
degli integrali che compaiono in I.(u) (h = 1,2) figura un fattore
contenente derivate in direzione normale a 3, Q di ordine minore
di (d — 1) ks.

Utile per il seguito ¢ il seguente:

LeMMA 4.3 - Per ogni we H'(Q), posto w = u +iv con u e v
funzioni reali, si ha:

to (W, W) = a, (1, 1) + a, (v, v).

Dim. Infatti, per le posizioni fatte:

DD Z(M + iv)- DM D;kz (2 + iv) =

(n‘—r)]. rk

D+ u4iD, D% v) (D]

(s (e sk

= (D, 'D*LL——:.D 1Dfﬁ)

— DD DY D DDy DI D

+ I.(D(n'—r)k! Drk

¥ X ¥ x

BT (- rhE, g TR bk sk
DY DNy DY DR w D T D)

D’alira parte risulta:

(: ----- (d —rik 'k, " td sk
“ohpthy . DN phy - DT Dk w- DI DR Y =

APk td—r)k k, (d—s)k k
— (_ I)M ik 4ok, (l)“l s)k, sk, {a d—r)k, a' . 3_\-( L a)s 3
(d—rik k td—sik, ~ 5k
T M M TEN: N N T

x ¥
e per la simmetria dei coeflicienti a., si ha:
X
(1— Ik &, (d -k, n sk,
= T a.d, ta, v, A u =
((i (3714 \L {td -1k 23
= Z C,l, v ! 8 . a_\. ' 3}. !

{d - rik 23 {— sk sk
Y ooas ol Ml 9

da cui segue:

(& ik i ot —sik si. B D rk,
Y asD" T'Dv . D] u — Y asDNDE

TR
{dl \}'DSZV:O

X ¥

- D
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e quindi:
ao (W, w) = a, (1, ) + a, (v, v).

Dal lemma 4.3 risulta inoltre che posto:

ct: (u, u) :JIG(D;{A_'M R kalu) dx dy
o

si ha:
ao (1) = a) (u, u) + 1 (w)
ed anche

a,(v,v) = al (v, v) + 1 (v)

Ovvero sommando membro a membro queste ultime due rela-
zioni risulta:

ao (1, 1) + a, (v, v) = af (u, u) + a: (v, v) + I(ut) + I(v)
essendo anche:

a, (w, w) = af (w, w) + I (w)
si ha:
I(w) =1(u)+ I(v).

. . . 5. . k)
Osserviamo che dall'ipotesi che gli operatori B; "sono a coefli-
cienti reali segue che se w & una funzione complessa, posto w = u +i v
con u e v reali si ha:

Bfmw:0:>Bmu:0 e BYy = 0

i i i

TEOREMA 4.2 - Se d > 1 e ki e ky sono dispari allora per ogni

of

e > 0 esiste una costante c¢(e) > 0 tale che:
(4.13) [IW)| <e|| W ima + ()| w H;m , YweC(Q,nr).

Dim. Osserviamo che se 7 = m; — 1, come per la dimostrazione
del teorema 4.1, si prova che I (w) = 0 per ogni w € C(Q, ).

Possiamo percio limitarci a trattare il caso che sia n < 1, — 2.

Assegnata w e C(f, 7)), poniamo w = u +iv con u e v reali.
Proviamo che per ogni € > 0 esiste una costante ¢ (¢) > 0 tale che:

ZHJH(Q, —'— c (E) H U ”il(ﬂ]

()| el ul

[T | =elv]

sy + € () [| v ]I}

Loy -
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Risulta BEZ’ u=20su dQ per ogni je{0,1,...,nu — 1} e quin-
di per la relazione (1.7) del lemma 1.3 anche 38, u =0 per ogni j:
in tal caso si ha L{u) = 0. Per dimosirare la tesi basta dimostrare
che essa & soddisfatta per I, (u) al posto di I{u).

Essendo u« € C (£, 1) st ha:

) 0 per j < n
T .o .
) by 3} 9, u per j =1,

e quindi I, (1) & una somma di integrali del tipo:
cp 0 8 w9y dyudy
GIII
dove la somma & estesa ai valori di p e di ¢ tali che:

2n41 , pt
1y 1z

(4.14) = 2

Se nella (4.14) ¢’¢ il segno di uguaglianza si ha:

(4.15) H!]Jﬁflf + ﬁf L ad ciot e (2r+ D+ ki (p+1y=2dkk,
K1 K3

quindi p + ¢ & dispari per il fatto che ki e k; sono entrambi dispari;
ovvero la somma degli indici di derivazione rispetto a y deve risul-
tare un numero dispari.

I, (&) risulta quindi una somma di integrali del tipo:

r h—= r higa+1
f ad d, wu-3;09, wwdy

31!1

Quest'ultimo integrale, dopo © integrazioni per parti, per il fatto che
agh estremi di 9: & 9 9, u = 0 si trasforma in

(4.16) j (@dh ' u-a7 0" wdy +
31!1
+ -l bpaa w99, udy

g, rsit
Bl.ﬂ.
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Il primo integrale dell’'ultima relazione si pud scrivere:
1 d roeh 1 I3 f
— |la (@2 uldy= fa’ (@) 9, uy dv = My (u)
5 f a0 ) ds 5 Jdyuyds i
81!1 aln

In questo ultimo integrale, per il fatto che vale la (4.15), si ha:

2 ¥y —i— 1 + 2 IT’I
HI; s

12 ( 1 ]
"y - — —
1, 2

Relativamente agli integrali indicati con M, (u«), posto:

<2

e quindi anche:

h <«

ﬁ = - ?1‘12 - [J”.”L‘] — ¥y - %J — I?’l > 0

1y

si ha (Cfr. Lions-Magenes, I Teorema 16.3 pag. 102)

IMi ()| = e 187 tt ey = €87 1t [uscenan + € (V8% 0t [[Eaean
d'altra parte {Cfr. L1oNs-MAGENES [2], Teorema 2.1 del v. IT pp. 10-11):
10, at [|uronzean < €l [l oy = € [t flrmay

Inoltre (Cfr. note {6) e (7) di Trotsr [3])
187 u fhaean < €[] 07" # |l + ¢ (&) || 2t oy
Poiché infine & noto che (si tenpa presente che r < wy — 2)

a7 u
X

El-z(ﬂ) = H U H}[m‘mrz(n) = O H u ”H'”(ﬂ)
si ha:
[ M (1) ‘ =€ H i Hflm(m + c(e) H U Hizm) .

Inoltre ognuno degli integrali della sommatoria nella (4,16) si
maggiora allo stesso modo di M;(u) in quanto applicando la disu-
guaglianza di Schwartz risulta:

} L3(81!1}

‘ f(bq,a_'ga:{ w370 W) dy| = M| 870" u
Blﬂ
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i: 811 8? u HLZ(alm =M H 811 i HH:;(n‘u) |‘ 8:5 U HHr(alm =

r 2
< M || 8_1' u E|H,,“,1m .

Possiamo a questo punto concludere che se gli operatori di fron-
tiera sono a coeflicienti reali e le derivate che ivi intervengono sono
ordinarie, in corrispondenza di ogni funzione reale u e C{(0, ) st
ha che per ogni e > 0 esiste ¢ (e} tale che

2

‘ [{u)| =« H U Hilmcm + c(e) ” U Hz.:(m .

Per dimostrare ora la tesi basta tener presente che, in base alle
osservazioni fatte precedentemente, st ha:

I{w)=T1(u) 4+ I{v)
e quindi anche:
(4.17) [T(w)| <|T{w)| + [T(v)] = e(fu “:—mm) + v “12{-»(11)) +
+ ¢ (E) (H i ”il(n) + ” v le,::m )

D'altra parte risulta:
Ve iy + ¥l = 72 [ 1Pt
<g,g > S

+ = levrdre= :( (aau!2+aamv2)czx)twéip..(m

<, S N S
.

Osservazioni analoghe valgono per 'ulteriore termine della (4.17),
da cui la tesi.

TBOREMA 4.3 - Se d > 1, ki ¢ ks sono dispari e visulta rijfk, +
+ nfk; = d, allora per ogni € € RY esiste una costante c{e) € R*
tale che:

(4.18) [T | < el Wiy + €@ IW |, YweCEn, )

Dim, Si verifica facilmente che, nelle ipotesi poste, per ogni
w e C(Q; r,12) e per ogni a = (o o) tale che < a, g > < m risulta:

D*w = ( Yxes
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Dopo tale osservazione la tesi del teorema si consegue con mag-
giorazioni del tutto analoghe a quelle viste per il teorema 4.2 te-
nendo presente che, in tal caso, la relazione (4.18) & soddisfatta sia
da I, (w) che da I, (w).

TEOREMA 4.4 - Nelle stesse ipotesi del teorema 42, per ogni fun-
zione veale £ di classe C~(Q), la (4.13) sussiste anche se al primo
membro si sostituisce I(w) con T(Ew).

Dim. Osserviamo preliminarmente se w e C(Q, 1) posto w=u}iv
anche 1 e v € C{{}, 1) ed inoltre si ha;

I(Ew)y=1(5u)+ I(Ev).

E percio sufficiente stabilire la tesi con una funzione reale u al

posto di w.
Assegnata allora u reale di classe C({,r)) osserviamo che es-
sendo:

I(Eu) =L(Eu) + L(§u)

si ha che: 1 (Eu) = I, (£ u) per il fatto che 1 e C(Q, ).
Infatti w e C(0, 1) = B;z) w==0 per j=0,1,...,m — 1 e cioe
3 wu=0perj=0,1,...,n.— 1 Daltra parte:

‘72

2 (gu):z":[’Jai“ £ u = 0
2 i—o t H 2
essendo
a5 u=20 t=0,1,...,7

X
2

da cui anche:
L{Ewu)=10

Si tratta allora di provare che per ogni £ > 0 esiste ¢ (g) per cui
risulta:
2 2
| Ti (€ u) | < e | u ”Hmm: + c{e)|lu HLZ(Q)

Osserviamo che I, (£ u) risulta una combinazione lineare di integrali
del tipo:

f F(Ew)  PEwWy
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dove o = (o, a:) e B = (B, B:) sono tali che:

Ty 111
Essendo:

TER g

d*(Eu) =5 | [a] FrEIu = E0*u + H,(u)

dove:

H.(u) =Y (a] F*TE Fu

&< G'
In base a questa ultima posizione risulta:

fa“ (Euw)F(Eu)dy = f(ﬁa"‘ u+ Ho(u) EFu+ H(u)ydy=

LRY

meza“ztaﬁbtdy+fEB“qu(u)cfy + Jgaf‘uHm(u)dy—{—
Hkﬂ alﬂ an

—I—f H, (2) He{ut) d v.

a]!l

Essendo u (x) un elemento di C(Q, r;) analogamente a quanto osser-
vato nella dimostrazione del teorema 4.2 risulta che posto:

I, 1 (Eu) = [EZ o udludy
in

L, (Eu) ¢ una somma di integrali del tipo:

ja ()33 0, u- -39, udy
ﬂlﬂ
con
21, e
1y ",

e quindi procedendo come nel corso della dimostrazione del teorema
4.2 si prova che per ogni ¢ > 0 esiste ¢ (e) > 0 tale che

‘L,I(E“}| = E H i H;,,!(m "lt" C(E) H 24 H]ZJ(Q)




Su wnra classe di problenti al contorno per le equazioni, ecc. 405

Inoltre il secondo e terzo integrale che intervengono nell’espres-
sione di I,{& «) sono tali che per ognuno di essi risulta:

fb(x) Fududy con b(x)realees < B

Bl.ﬂ.
¢ quindi:
o + o+ 1 n o2 + & < ar + B+ 1 _,_70524-32
iy T 24 Nz

E sempre per il fatto che u € C(£, ) tale integrale si trasforma in

[c(x) o 8;”1 w-9" 8;”’ udy

a0
con:
2ntl et bt omdadl et
TH i 2 1 iz

Ovvero l'integrale in questione & della forma:

(4.14) fc(x) a7 Ay u- 80 udy

alﬂ

dove p e ¢ sono tali che:

2rn+1  p+g .o
~£n PR e M B
m, 11

Se p+ g = 2 h, operando delle integrazioni per parti si ha che tale
integrale diventa somma di integrali del tipo:

f d(x)dl 8:" - ah 8;’2 udy dove: hy < h, h, < h
Hlﬂ

con

72 ftl + _hl + hzﬁ iz,,?’i +1 + 2 h <
iy 11 i, 13
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Se p+4 g =2h+ 1, operando delie integrazioni per parti 'integrale
{4.14) si trasforma in:

f(c(x) 80 9" u 8t 3 wydy +
a0

b Y | (e 88 w3 3w dy
q.rsh - .
6511

In ognuno dei due casi considerati (p + g pari e p + g dispari)
l'integrale di partenza si trasforma in integrali che, per quanto
visto nella dimostrazione del teorema 4.2, sono tali che per ogni
£ > 0 esiste ¢(e) > 0 tale che:

. 2 2
; f b(x)dududy = ‘E [ Hl—}ﬂ!(.(z) + cle)u ‘ELZ(.Q)
Blﬂ |
Da cui anche il secondo e terzo integrale che intervengono nel-

I'espressione di I, (£ #) soddisfano la maggiorazione richiesta dalla

tesi.
Dal momento che il quarto ed ultimo integrale che compare nel-
l'espressione di I, (£ u) & una somma di integrali del tipo:

d(x)d"ududy con d(x) reale e vy <a, § <B
UIR
in cui:

ntb+l  ove+d o wtbdbt  wth

1y 1 ny 1,

si ha che anche a tale integrale sono applicabili le maggiorazioni va-
lide per gli altri integrali da cut:

Ve>0 de(e) >0 tale che:
(LED ] < el + @l tllim ; YueCn
TEOREMA 4.5 - Nelle stesse ipotesi del teorema 4.3, per ogni fun-

zione reale £ di classe C=(Q), la maggioranza (4.18) sussiste anche
se a primo membro si sostituisce 1(w) con T(Ew),
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Dim. Tale teorema si prova tenendo presente il teorema 4.3 con
considerazioni analoghe a quelle tenute per la dimostrazione del teo-
rema 4.4.

5. - DIMOSTRAZIONT DEI TEOREMI 2.1 E 2.2.

Le notazioni di questo numero saranno quelle dei nn. 1. e 2.
Inoltre porremo:

(5.1) @ {u,v) = Y dp(x) Dru DFv dx
<o, =1t
o <Bam=m

e, per ogni x* e {}

(5.2) a, (u,v) = Y7 () DruDfvdx

. LG =0
o <hbaz=m

Per dimostrare i teoremi 2.1 & 2.2 basterd far vedere che nelle
ipotesi del teorema 2.1 la forma sesquilineare a(u,v) ¢ coercitiva
su C{Q,r) e che nelle ipotesi del teorema 2.2 la forma sesquili-
neare a{u, v) & coercitiva su C{Q, r; r).

Supponiamo dunque che siano verificate le ipotesi del teorema
2.1 [risp. le ipotesi del teorema 2.2].

Per la compattezza di {1 e per la continuitd in (¢ dei coefhicienti
as{x) con <a,g>=<§3,g>=m, in corrispondenza di ¢€ R”*
esiste un insieme finito {x*},_, di punti di £ godenti.della proprieta
che ogni x* ha un intorno 2-dimensionale 1(x*) tale che {/ (XY} _,
sia un ricoprimento di {2 e tale inoltre che:

(5.3) |al(V: V) — 61;{ (v, v) | <elv Ei\m(m

per ogni v € H”(Q) con supp v < I[(x*)NQ.
Consideriamo una partizione dell'unitd in C- (1), subordinata
al ricoprimento {I(x*)}i_, mediante le funzioni &, &, ... &, tali che:

"
£ e C°(RY), E¢ >0, supp e I(x)NQ, T &, (x) =1, Vxe
E=1

Assegnata u € C~({}) e denotato, per ogni k€ {1,2,,...,p}, con
1™ J'operatore 1 definito dalle (4.4), (4.5) e (4.6) in corrispondenza




408 L. Sgambati

dei coeflicienti . (x*), in conseguenza del lemma 4.2 si ha eviden-
temente:

2
()

(5.4) R. (a,:_ e, Eruy — TV (Biu)) = ¢fbu

dove ¢ ¢ una costante positiva indipendente da k e da w.
Dalla (5.3) e dalla (54) con £ < ¢/2 segue:

{5.5) Rela (Bvw, Erut) — T (Eew)) = ¢f2 | B Efl,,,(m

e quindi:
5:6) R (DeCuEn - D10Gw) = /215t

D’alira parte si verifica facilmente che si ha:

P

(5.7} Y oa (e, Bent) = ' (1, u) + R(u)

k=1

dove:

R(u}:i o MB(B]faag(x)ﬁkD“EE;.D"‘LLDﬁuder

k=1 <ag==m 8
<B.gm = I

SN = (a] (g]faaﬂ(xma—vawﬂ—ﬁak-D*u DPudx

y<o B<f b
pertanto:

& 4,12
| Sk “ fipmgny

-

Nel seguito converremo di indicare con ¢, ¢, ..., c: delle co
stanti positive e indipendenti da .

Osserviamo che risulta:

; 2 £, L2 2 LI 2
\| i Hnm(n) = | E E.'k U gy = O :L:; H E—'k 2 HHW(Q) =

i : r
< ¢y || Evu Hip,,(m < eyl Bt |f{,,,(m +c; 2 | & u [ d x.
k=1 k=1 <aq><m‘
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Da quest'ultima relazione e dal lemma 1.2 si deduce:
i 2 2 2
(5.10) E | €& u |me) =cllu HII“'(Q) —cllu HL?(nJ

Posto allora:
M (2t) = R(u) + a' (o, u) — a(u, u),

dalle {5.9) e {5.10) segue

{(5.11) R. [a(u, ) + M (u) — Zp: I* (&, u)] =
b=
2 2
Co H H H}[mm) - & ” i ‘ELZ(m .

Evidentemente risulta:

(512) (M| < afu ;;Hw( = [ | Dru zde -

Dalle (5.11), {5.12) e dal lemma 1.2 si deduce facilmente la Hmi-
tazione:

P
(5.13) R, [a {a, 1) — E L ¢ u)] = el u \;;J,.(m
—cull

D’altra parte, applicando il teorema 4.4 se valgono le ipotesi del
teorema 2.1 ed il teorema 4.5 se valgono le ipotesi del teorema 2.2,
si ha che per ogni ¢ € R* esiste una costante ¢ (¢) € R* tale che:

(5.14) |19 () | = el e, + () ]l 2]y -
Dalle (5.13) e {5.14) si deduce in modo ovvio la relazione:
(5.15) Rea{wu,u) = cniu Hf_l,,,(m — callu Him)

e quindi si ha la tesi.
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Subgraph enumerating polynomial
and reconstruction conjecture

Nota di LuUiGt BORZACCHINI *
presentata dal socio ordinario ALFREDO FRANCHETTA

(Adunanza del 4 dicembre 1976)

RIASSUNTO. — In questo articolo si propone una nuova caratterizzazione per multi-
grafi non orientati. Si congettura che una tale caratterizzazione (un polinomio) e diffe-
rente per multigrai non isomorfi; poi si mostrano alcuni metodi di calcolo di tale
polinomio e i legami con la congettura di ricostruzione.

SUMMARY, — In this paper we propose a new characterization for (not-oriented)
multigraphs. We conjecture that such a characterization (a polynomial) is different
for not-isomorphic multigraphs; then we show some methods for the calculus of
such polynomial and the links with the reconstruction conjecture,

1. - THE RECONSTRUCTION CONJECTURE.

A well-known conjecture in graph theory is the reconstruction
conjecture (RC) known also as Ulam conjecture. A form of the RC
is the following: RC: «If G and H are graphs with vertices sets
{vi,...,va} and {,...,u,} n >3, and if for all i, the subgraphs
G — v; and H — u; are isomorphic, then G and H are themselves
isomorphic ».

In the last fifteen years many papers have been published about
this conjecture: we can find many contributions but the conjecture
is up to today unproved (for a survey and a bibliography cfr. [1]).

The purpose of this paper is the proposal of a new, to the RC
connected, characterization for (not oriented) multigraphs. The very
conjecture shows the course to be followed: it seems that somehow all
the point-deleted subgraphs preserve a « memory » of the graph. The
hypothesis that this paper analyses is that the graph can be caracte-
rized by a limited group of invariants of all the subgraphs. The
second section of the paper defines this new characterization and
the third section develops some properties and connections with RC.

# Istituto di Geometria. Universita di Bari.
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2. - SUBGRAPH ENUMERATING POLYNOMIAL (SEP)

If G=(U,V)is a multigraph, let's associate to G the following
polynomial

1 m

(D) Po{uw, v) = 12 77 Cuu/ vF
j=0 j=p

where Cy is the number of subgraphs of G formed with j vertices,
with & edges. In the following we will call Py « subgraphs enumera-
ting polynomial » (SEP).

We can list some obvious properties:

1. 37 Cu = (n) for every j
k=0 ]
2. If G has p connected components Gy, ..., G, then
Po(u, v) = PGl (e, v) - .- P (u, v)

3. The u-degree of the SEP is n, the v-degree is m
4, Pg (O, V) =1
5. P (u, O) enumerates the indipendent sets of G

6. If G is a tree then in P (u, v)

Cu=0 for k= n
C. =1 for k= 1 1
i 1 ior & s 1

and foreveryi <n Cu=0 for k=i

7. If V= then
Po (2t, v) = (1 + u)?

8. If G is K. (complete graph with # vertices)

P (w1, v) == );cﬁ] 1! (};J v(“
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3. - EXpANSTONS OF THE SEP

We want now to show some methods of calculus of the SEP
associated to a graph G with n vertices and m edges by SEP’s of
graphs with n" < n vertices or with m’ < m edges.

THEOREM 1. « If v, is a vertex of a graph G, (G — v;) the v-deletion
subgraph of G, (G — v.)° the graph obtained from (G — v adding to
the vertices v; = v, a number of self-loops equal to the number of
edges connecting v, and v,

Po (s, v) = Pg_,, G, v) + a0V P,

where R = {r;} is the adjacency matrix of G ».

Proof. In (1) for every (j, k) let's distinguish in Cy iwo parts: the
first assembling the subgraphs not including v, the second assem-
bling the subgraphs including v,.

Cix = C,, + C,,

i

i
S0 Pe(u, vy =3 Y. C;k vt Y C:; w
1 k

=0 K iz

n—1

"
but Po oy, v)=10_ 3. C;A_ w vt =3 ) C;k ul ok
‘ =1 & =0 &

Is
because for every k: C,, = 0(the subgraph with » vertices includes v,)
Now we musi show ihat

Lxg

DD C;; w vt = uva P, (u, v)
H

j=1 k

A subgraph of C;,\ includes v, and other vertices v_ .. ... v, it
1

=1
has j vertices and k=r__ + ...+ r, . +roetr,. + ... 471,
11 ot 172 5

LRV R S S , edgs.

-1

if we write

n-1

P(Gﬂw (2, v) = 1;} ; D v v*
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and if we remember that

j’ss = Tsisi + r,s'it and r,\'_.s[ = T’,\'_s fO]f 1=

where R* = {r;} is the adjacency matrix of (G — v,)",

we have
# ,
C;’k = v D
and so

}

£ b ) )
LD ChLuwivh= 1 TIvh D w vt =
i=1 ke =1 k

H
¥ H 3
=uv"y ) D u VF
=1 &
CV.D.

Applying theorem 1 more than once we obtain other results; for
example applying twice we obtain a result useful to compute the SEP:

Corollary 1.1 «If (v, v.), st 1Is an edge of G, G — (v, v)) the
partial graph of G by deletion of {v;,v), (G — v, — )" the graph
obtained from (G — v — v/} adding to the vertices v;, i # s, i34 1,
a number of self-loops equal to the number of edges connecting v,
with v; plus the number of edges connecting v, with ;.

Po(u,v) = Po_y, o, (V) + 1 (v = D P,y (1, 0) ¥t

and if (v, v.) is a self-loop

Po(u,v) = Py (o, (. v) + u(v™> = 1)P g, (4, v)

THEOREM 2. « If G is a graph with SEP P (i, v), and {Gi}ic12..0
are his point-deleted subgraphs with SEP’s P;(u, v), then

nP ('Lt, ‘l)) = Z: P; (u’ 1.;) + - apa(urv) :
i=t i

L »,

Proof. Let's be
Pu,v) =73 ¥ Cput
=0 k

n

Pi(u,v) = 7, Cﬁf 1 v*
k

j=6
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where C](.? is the number of subgraphs with j vertices and k cdges
in G; then

1

"
=y 3y JCE TV = T 3T CieoufF
-1 & :

f=1

i __a__? ( Lt’i
au
SO

AP (uv)

nP{uv)—u =n+3_ o {n—Crul vk
=1 %

but on the other hand

i=1 n—1 " .
Y Pi(u vy =02 T vt TG
b =0 k

i=1

a subgraph of G with j vertices and k edges is then a subgraph of
(n — j) pointdeleted subgraphs of G: so

; C;('r? = {1 — j) Ci

hence

i n—1
P u,vy =Y 1w v (n — 1) Ci
i=1 i=0 k

but for j =mn

Yo{n — DCauvF =0

k

and for j =0
T on—)Cutvt =mn
k
and so
nPlu,v) —u 9 P;u’ v). = t P (u, v)
i ey

CV.D.

From theorem 2 we can compute, known the SEP’s of his point-
deleted subgraphs (is sufficent their summation), the SEP of the
graph.

n—1

i P () = 0w an(v)
i=1 k=0
Piu v) = i: ut by (v)
k=0

from theorem 2, for k < n:
bely) = )

1 —k
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for k= n we can observe that b, (v) = v* where m is the number
of edges of G and we know that (cfr. [17)

rom
n—2

n =

The theorem 2 doesn't enable us to say that the RC has been
proofed because it would can be two not-isomorphic graphs with
the same SEP. Hence we propose the following.

CONJECTURE - « If two multigraphs G and G’ have the same
SEP P (u, v) they are isomorphic ». It’s obvious that such a conjec-
ture implicates the RC; but we can tcll something more: if the
conjecture is true the knowledge of all poin-deleted subgraphs is
redundand; namely is sufficent to know the sum of their SEP's to
calculate the SEP of the graph and hence to know the graph.
Otherwise is sufficent when the graph has not isomorphic 2-points-
deleted subgraphs for n >3, to know (n — 1) point-deleted sub-
graphs: the we calculate all their 2-points-deleted subgraphs; every
2-points-deleted subgraph must appear in two point-deleted subgraphs
and so must appear two times; we can single out the (n — 2) 2-points-
deleted subgraphs that appear an odd number of times and so we
can calculate the unknown point-deleted subgraph.

REFERENCE

f1] F. Harary, 4 survey of the reconstruction conjecture. GRAPHS AND COMBINATORICS
(A. Dold and B. Eckmann eds.) Springer-Berlin, 1974, 18-28.

La presente nota & stala giudicata degna di pubblicazione da una commissione
composta dai soci A, Franchetta, V. Dalla Volita ¢ G. Panella.




Pirosseno fassaitico in alcuni proietti del Somma-Vesuvio *

Nota di MAURIZIO DE' GENNARO e ENRICO FRANCO
presentata dal socio ordinario ANTONIO SCHERILLO

(Adunanza del 4 dicembre 1976)

RIASSUNTO. — Viene studiato un pirosseno di tipo fassaitico rinvenuto in un
proietto del Somma Vesuvio e se ne forniscono i dati ottici, le costanti della cella
elementare, la densita e la composizione chimica.

SummarY. — The AA. have studied optical data, lattice parameters, density and
chemical composition of a piroxene, fassaitic type, found in a block eiected [rom
Somma Vesuvius volcano.

Le ricerche condotle su alcuni proietti metamorfici del Somma-
Vesuvio hanno permesso di individuare: in alcuni di essi, la pre-
senza di minerali alquanto rari quali la tetrakalsilite, la kalsilite
e un pirosseno di tipo fassaitico,

Oggetto del presente studio & appunto quest’ultimo minerale che
& stalo rinvenuto in un proietto avente le caratieristiche qui di se-
guito illustrate:

La roccia macroscopicamente si presenta di colore verde chiaro
a grana molto minuta con frequenti cavita tappezzate da cristallini
di dimensioni un po’ maggiori che raggiungono, talvolta, il milli-
metro di lunghezza.

Sono anche frequenti tracce di frattura orlate da bordi di ossi-
dazione di colore rosso-bruno.

In genere anche le cavita si presentano arrossate, e l'orlo di
ossidazione penetra per qualche millimetro all'interno.

In queste cavita si rinviene la kalsilite in tozzi prismi esagoni
con spigoli arrotondati e spesso ricoperti da una lieve patina bruna.

Microscopicamente la roccia si presenta come un fitto aggre-
gato di grani cristallini a spigoli arrotondati delle dimensioni tra
0,2-0,5 mm. per gli individui pitt allungati,

* Lavoro eseguito con il contributo del C.N.R.

27
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Questa matrice microcristallina & costituita da pirosseno che in
sezione ¢ di colore grigio chiaro e non pleocroico con evidente sfal-
datura prismatica.

Le dimensioni del pirossenc tendono ad aumentare verso i bordi
delle cavitad fino ad assumere, sulle pareti di queste, un abito cri-
stallino ben netto.

Nella matrice fondamentale spiccano cristalli di spinello di co-
lore verde bottighia in genere arrotondati e corrosi, di biotite di

Fic. 1. - Microfotografia eletironica di alcuni cristalli di fossaite che evidenzia il note-
vole sviluppo delle facce del prisma {110} - x 160.

colore brunc chiaro, con leggero pleocroismo tra il grigio-bruno
chiaro e il bruno e di magnetile pitt subordinatamente.

Sulle pareti delle cavita si osserva spesso kalsilite in cristalli
incolori ed a spigoli arrotondati.

I pirosseno & stato isolato dalle altre fasi presenti utilizzando
un separafore isodinamico di Frantz previa riduzione in polvere, a
granulometria compresa tra 80 e 100 mesh, di tutto il campione e
quindi ulteriormente purificato con liguidi pesanti; le ultime tracce
di minerali estranei sono state eliminate con osservazione diretta
al microscopio binoculare.

I risultati dell’analisi chimica vengono riportati nella tabella A
e confrontati con quelli di pirosseni di altra provenienza.
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L'alto contenuto in CaO (25,38 %) corrisponde a circa uno ione
Ca per formula unitaria, I'altrettanto elevato contenuto in ALO; e un
relativamente alto rapporto tra Fe*! e Fe*? sembrano far rientrare
il pirosseno in esame nel campo dei termini fassaitici.

Sono stati eseguiti diffrattogrammi di polveri del minerale con
diffrattometro Philips, radiazione CuKe, 35 kV, 15 mA, velocita

FrG. 2. - Microfotogralia elettronica di un cristallo di lassaite - % 240,

del goniometro 1/2°20/min e fenditura di 1° usando silicio in pol-
vere come standard interno. I dati sono riportati nella tabella B.

Le costanti della ceila, misurate su cristallo singolo al diffrat-
tometro automatico del centro di cristallografia del CNR di Pavia
sono risultate:

a = 9728 + 0,002 B = 105°92
b = 8859 + 0,002 a sen 3 = 9.355
c = 5284 + 0,002 V(A) = 437.91

dal confronto di questi valori con quelli di un diopside (a = 9.73;
b = 891; ¢ =5.25; B = 105.50) si nota il decremento del parametro b
e un relativo aumento di ¢ e dell’angolo B.
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TABELLA A
1 2 3 4

Si0, 43.90 4136 47.04 48.09
Ti0, 0.65 0.76 0.28 0.49
ALO, 12.87 15.75 1243 7.61
Fe,0, 4.06 6.10 0.63 3.09
FeO 1.19 0.24 123 0.42
Mg0 11.17 10.39 12.80 15.11
MnO 0.15 0.03 0.24 0.03
Ca0 2538 25.27 24.34 25.34
Na,0 0.42 0.06 032 0.00
K,0 0.37 0.03 0.19 0.00
H,0* - 0.10 0.50 0.41
H,0- — — 0.06 £.00

100.06 100.04 160.06 10059

Numero deghi joni per 6 di ossigeno

Si L5 } o0 15T 1 0 1721 } 200 L7604 00
Al 0.375 0463 | 0.279 0.240 !
Al 0.187 0.226 0257 0.088
Ti 0.018 0.021 £.009 / 0.013
43
Fe! 0013 [ o 0010 [ o0 oois {008l
Fe? 0.037 0.007 \ 0,037 0013
Mg 0.616 0.576 0.697 0.824
Mn 0.005 0001 0.006 0.001
Ca 1007 1006 + 0.954 0998
Na 0.030 < Lost o004 ! oral 0022 | 0985 _ 0.99
K 0017 | ) 0009 )
Ca 57.80 57.25 56.50 51,90
Mg 3370 3265 40.00 43,00
Fe 8.50 (0.10 3.50 5.10

o = 1.696 + 0,001
B = 1.699 = 0.001
v = 1711 + 0,001

2V, = 5%
viz =45

Do, = 336
D,.. = 332

(TT

1) Fassaite Somma-Vesuvio; 2) Fassaite Helena (Montana) [5]; 3) Fassaite calc.
silicate skarn, Gondivalasa [8); 4) Fassaite, Monzoni (Tirolo) [11].
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Si ritiene opportuno riportare i dati relativi allo spinello pre-
sente nell'incluso, anche in considerazione delle possibili relazioni
con la composizione del pirosseno, che evidenziano come il minerale
in questione abbia composizione e caratteristiche fisiche comprese
tra lo spinello nobile e I'hercynite.

Si0;, —_ Si —
TiO; 0.25 Ti 0.036 )
ALO;  67.95 Al 15.614 ; 16.08
Fe,O; 2.90 Fe'” 0.426 ’
FeO 4.00 Fe" 0.652
MnO 0.10 Mn 0016 7.87
CaO 041 Ca 0.086
MgO 2428 Mg 7.112
100.09
n = 1.737 4 0.001 D = 3.75
1/1, dA hkl
m 4.691 111
mf 2.864 200
ff 2.434 311
dd 2.345 222
mf 2.028 400
md 1.657 422
mf 1.562 511
f 1.434 440
dd 1.374 531
d 1.283 620
md 1.238 333
d 1.171 444
dd 1.137 711
a=8.116

Nei clinopirosseni naturali I'alto contenuto in Al ed i relativa-
mente alti valori di Fe** e Ti vengono posti in relazione con una
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riduzione dei parametri b, sen § e di ¢ rispetto ai termini diopsidici
ed in generale ai termini poveri di detti elementi.

TasgLLa B
dA 1/1, hkt d A 171, hkl
4,414 3 020 1.7369 19 150
3.689 1 111 1.6653 7 042
3.336 5 021 1.6366 1 223
3.218 40 220 1.6302 4 531
2,991 100 221 1.6195 24 440
2.938 43 310 1.6055 g 530
2.887 30 3 1.5188 i 600
2.551 24 002 1.5570 3 350
2.544 20 221 1.5464 i 602
2.506 19 112 1.5370 3 402
2.378 5 131 1.5210 3 532
2.339 1 400 1.5076 3 242
2.299 14 in 1.4890 1 060
2.223 1 222 1.4742 1 333
2.202 3 022 1.4525 3 422
2.13% 18 331 1.4435 1 513
2.123 20 421 14180 22 531
2,102 12 420 1.4057 9 223
2.030 12 402 1.3928 3 243
1.9856 1 132 1.3747 1 il
1.9653 i 241 1.3660 1 043
1.8538 1 222 1.3387 1 712
1.8294 7 132 1.3280 4 533
1.7957 i 241 1.3191 4 512

1.7729 1 421

SAkATA {10], CLARK [2] e CoLEMANN [3] hanno messo in evidenza
che una aggiunta di afluminio nel diopside determina la diminuzione
dei parametri a, b e sen B del volume della cella e, in concomitanza,
un aumento di ¢,
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In particolare, date le dimensioni degli ioni Mg, Al a Si, ci si
deve aspettare che sostituzioni Alluminio-Magnesio influenzano i pa-
rametri @ e b e sostituizioni Al—Si in coordinazione tetraedrica de-
terminino l'incremento di e.

Coleman per di pitt ha posto in evidenza che I'aggiunta di pic-
cole quantita di altri elementi come Fe, Ti e Cr esacoordinati deter-
mina variazioni dei parametri della cella del diopside. Sostituzioni
del tipo Fe*t?® Al7—Mg** Si** producono decrementi di » e incre-
menti di ¢ mentre i restanti parametri rimangono pressocché im-
mutati.

Le osservazioni fatte dagli autori citati su clinopirosseni sinte-
tici trovano perfetto riscontro nei dati della letteratura su pirossent
naturali [4, 5, 7, 12} e confermano ['appartenenza del pirosseno in
istudio al tipo fassaitico.

La paragenesi riscontrata fa ritenere che il proietto derivi dal
metamorhsmo di contatto di calcari e calcari dolomitici come o0s-
servato anche da TiLLEy [11] che sottolinea come nell’associazione
spinello pirosseno si possa prevedere in quest'ultimo un rilevante
contenuto in alluminic e che pertanio la composizione del pirasseno
in equilibrio con lo spinello sia un punto di particolare interesse.

Come osservato da vari autori [2, 3, 6] l'alte contenuto in ALO;
in soluzione solida nei clinopirosseni viene ritenuto sintomo di am-
biente di alta pressione.

Nel caso presente la relativa abbondanza di CaAl:SiO: senza
escludere linfluenza di alte pressioni pud mettersi in relazione anche
con processi metasomatici.

Gli Autori ringraziano il Prof. G. Rossi del Centro di Cristallo-
grafia del CNR di Pavia e la dottoressa R. Munno dell'Tstituto di Mi-
neralogia di Napoli per la collaborazione nella esecuzione deile mi-
sure su cristallo singolo.
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Sull’esistenza degli estremi di un insieme
di funzioni additive in un clan

Nota di ImmacoLaTa DEL PRETE
presentata dal socie ordinaric FEDERICO CAFIERO

{Adunanza del 4 dicembre 1976)

R1A88UNTO, — 8i approfondisce lo studio del problema dell'esistenza degli estremi,
nell'insieme delle funzioni finitamente o numerabilmente additive in un clan &, di un
insieme di funzioni finitamente o numerabilmente additive in @.

SuMmmary, — The author studies the cxistence problem of extrcma, in the class
of finitcly or countably additive set functions on a clan @, of a [finitely or countably
additive set functions’ family.

Un ben noto teorema ! assicura l'esistenza dell’estreno superiore
(risp. inferiore), nell'insieme @ delle funzioni finitamente additive
in un clan, di una qualunque parte § di @ alla quale appartenga
una [unzione inferiormente (risp. superiormente) limitata.

Tale teorema ¢ completato dall’osservazione che, ferma restando
la condizione dichiarata, 'estremo superiore (risp. inferiore) di & in &
¢ numerabilmente additivo nella ipotesi che ogni funzione di J sia
numerabilmente additiva.

In questa nota approfondisco lo studio del problema dell’esi-
stenza degli estremi di un insieme di funzioni finitamente o nume-
rabilmente additive in un clan e pervenge a teoremi pilt gencrali

Uno dei teoremi qui acquisiti implica banalmente un teorema di
YOSIDA-HEWITT concernente la decomposizione di una funzione non
negativa finitamente additiva in un clan nella somma di una funzione
numerabilmente additiva e di una funzione puramente finitamente
additiva 2,

L. In questo lavoro denotiamo con € un clan di parti di un
insieme S, e con & e 9 rispettivamente linsieme delle funzioni
finitamente additive in @ ¢ quello delle funzioni numerabilmente

' Cfr. K. KRICKEBERG ¢ C, PAUC [4], pp. 460-462: C. A. Haves ¢ C. Pavc [2], pp. 125-127.
Cir. anche S. Bocuner ¢ R. S, PHILLIPS [11, p. 319.
? Clr. K. Yoswa e E, HEwITT {51, p. 52.
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additive in @. Tali insiemi si intendono ordinati per mezzo delle
relazioni d’ordine indotte dalla relazione di ordine usuale nell'in-
sieme delle funzioni numeriche definite in C.

Cid premesso, andiamo a dimostrare la proposizione seguente:

(1.1) Siano: § una parte non vuota di @, y U'applicazione definita
in @:

X — sup «(X) (risp. X — inf a (X)),
e wed

o l'applicazione, anch'essa definita in C:
X — sup Zi o (X) (risp. X — inf T a; (Xi)),

dove (Xi) e (w) sono rispettivamente una partizione finita di X con
gli elementi in @ ed una famiglia finita di funzioni di J tali che la
soprascritta somma abbia senso. Allora:

a) o ¢ lestremo superiore (risp. inferiore) di & in &, sempreché
non assuma entrambi i valori —e & + =;

b) ¢ coincide con { sempreché ogni famiglia finita di funzioni
di § sia maggiorata (risp. minorata) da una funzione di & minore
o uguale (risp. maggiore o uguale) di | (in particolare se ogni coppia
di funzioni di § & maggiorata (risp. minorata) in J).

Dim. Dimostriamo il teorema relativamente alla esistenza del-
I'estremo superiore, un ragionamento analogo si potra fare nel caso
dell’estremo inferiore.

Dimostriamo la a). Qualunque siano gli insiemi disgiunti X e Y
di @, risulta ovviamente:

e (XUY) = sup (Ziou (X)) + Z B (X)),

dove (X:) e (Y;) sono partizioni finite, con gli elementi in @, rispet-
tivamente di X e Y, mentre (a) e (B;) sono famiglie finite di [unzioni
di J tali che le soprascritte somme abbiano senso.

Pertanto, poiché si ha:

o (X) + o (Y) = sup Zi o (Xi) + sup Z; B (Y)),
la funzione ¢ & finitamente additiva .
* All'uopo basta invocare la seguente ovvia proposizione:

Qualunque siano le parti A e B di R, risulta:

sup (a + b) = sup A + sup B, inf (@ + b) = inf A 4+ int B
(a,b)eAxB (a,b)eAxB

A A
a+beR a+beR

sempreché il secondo membro abbia senso.
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E ovvio che ¢ & un maggiorante di J in &, d'altra parte, se 3
¢ un maggiorante di J in &, qualunque sia l'elemento X di € ri-
sulta:

B(X) = XiB{X) = 2o (X)),
per ogni partizione finita (X;) di X con gli elementi in € ¢ per ogni
famiglia finita (a) di funzioni di & tali che la somma X e {X:) abbia
Senso,
Conseguentemente &€ § = a e la a) & acquisita.
Dimostriamo la b). Poiché per ogni @ ¢ & e per ogni Xe € ¢

o (X) = a(X),
si ha anche, per ogni X ¢ @,

o (X} = zgga(x) = {(X).

Ora, se ogni lamiglia finita (&) di funzioni di J & maggiorata
da una funzione & di & minore o uguale a ¢, per ogni X € € si ha

T (X) = Za(X) = alX) = $(X)
e quindi, cid che dimosira la b), ¢ = .

La proposizione ora acquisita implica in modo ovvio le se-
guenti:

(1.2} Ggri insieme & non wvuoto di funzioni finitamente additive
in @ e non negative é dotato di estremo inferiore e di estremo supe-
riore i1 £l

(1.3) Una parte non vuota & di & & dotata di estremo superiore
(risp. inferiore) sempreché per ogni elemento X di € esista una funzione
di & assumente in X valore maggiore di — o (risp. minove di + o).

(1.4) Ogni insieme § non vuoto di funzioni reali finitamente ad-
ditive in @ ¢ dolato di estremo superiore e di estremo inferiore in &.

(1.5) Una parte non vuota & di & ¢ dotata di estremo inferiore
e di estremo superiore in & sempreché esista un maggiorante di J
in & non assumente il valore -+ o, oppure esista un minorante di
J in 8 non assumente il valore — oo,
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(1.6) Una parte & di & & dotata di estremo superiore in & se &
reale l'estremo superiore in @ dell'insieme delle variazioni delle fun-
zioni di &.

2. Relativamente all’esistenza in 9T degli estremi superiore ed
inferiore di una parte di 9T sussiste la proposizione seguente:

(2.1) Qualunque sia la parte 3 non vuoia di 9T Uapplicazione o,
menzionata nella (1.1), ¢ lesiremo superiorve (risp. inferiorve) di I
in 9T sempreché non assuma il valore — oo (risp, + o),

Dim. A norma della proposizione (1.1}, basta ovviamente far ve-
dere che o & numerabilmente additiva, ¢ a tale scopo basta dimo-
strare che qualunque sia la successione crescente (Y.) di insiemi
di @ avente per limite un insieme Y di @ risulta

Iifﬂ o (Y.) = 9 (Y)

Evidentemente, se la partizione finita (Z,) di Y con gli elementi
in @ ¢ se la famiglia finita (o) di funzioni di ¥ sono tali che la somma

Ziai (2:)
ha senso, ha anche senso, per ogni n ¢9C, la somma
Ziou (Z:NY, )4
Conseguentemente risulta per ogni n € 9:
e{Y,) > Lo (Z:NY.),
¢ quindi anche
liin’ p(Y,) > Iirﬂn Liew(ZiNY,) =
= 3 115‘11 o (ZiNY.) = Ziai (Zy),

! Infatti, se per due valori i, e i, dell'indice { risultassc ad esempio:
g, (2, NY) = —oc ¢ o, (Z NY) =+ oo
b3 1 2 2
sarebbe anche, contro il supposto

o (Z )= — oo e a.(Ziz):—i-oo

!
o 2
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cio che implica:

(1) lilgl'cp(Ya) = o (Y).

Pertanto se @ (Y) = + o necessariamente si ha

lim o (Y.) = o (Y).

Supponiamo ora che ¢ (Y) sia reale.
Se dimostriamo che:

im (Y —Y,) =0

risultando
Im o (Y - Y,) = o(Y) — lim” o (Y.)
in quanto ¢ (Y,) & reale per ogii n € 97, avremo

Iim” ¢ (Y,) = ¢ (Y)

¢ quindi, a norma di (1), anche in questo caso si avra

Ii}ll (Y.} = o (Y).

Orbene, poiché ¢(Y) & reale, esistono una partizione finita (Z;)
di Y con gli elementi in C, ed una famiglia finita (e} di funzioni
di g tali che la somma:

Zi Otf(Zf)
sia reale,
Conseguentemente, reale & anche, per ogni ne 9, la somma

i & (Zn N (Y - Yu)):
e cid implica:

p(Y — Y,) = 3 ai (ZiN(Y — Y.)),
e quindi anche
im o (Y — Y,) = lim % o0 (Z, (Y Y.)) =

=X lime (ZiN(Y -Y.,) =0
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in quanto ogni funzione a & reale sulla traccia di @ su Z;. L'asserto
& cosl provato.

La proposizione (2.1) implica evidentemente le seguenti, alcune
delle quali sono ben note:

(2.2) Una parte 3 di 9T ¢ dotata di estremo superiore in 9T se
¢ reale Uestremo inferiore in @ dell'insieme delle variazioni inferiori
delle funzioni di 3.

Din. Poiché, per ogni funzione o di J, risulta:

—a =0,
'applicazione definita in C:
v X—inf T (— o (X)),

dove (X)) e (a;) sono rispettivamente (al solito) una partizione finita
di X con gli elementi in € ed una famiglia finita di funzioni di J tali
che la soprascritia somma abbia senso, ¢ maggiorata dall’'estremo
inferiore in @ dell'insieme delle variazioni inferiori delle funzioni
di 9. Conseguentemente, essendo quest'ultimo estremo interiore reale,
la funzione ¢ non assume il valore + e, eppero, a norma di (2.1},
I'insieme delle opposte delle funzioni di J & dotato di estremo infe-
riore in 97, Poiché cio implica evidentemente che 'insieme & & dotato
di estremo superiore in 9T, l'asserto ¢ acquisito.
Analogamente si dimostra che:

(2.3) Una parte J di 9T ¢ dotata di estremo inferiore in 9T se &
reale Uestremo inferiore in & dell'insiemne delle variazioni superiori

T N S e
GELie JLIFLEUNE G

(2.4) Ogni insieme non vuoto di funzioni numerabilmente addi-
tive in @ e ivi non negative & dotato di estremo superiore in 9T,

(2.5) Una parte non vuola J di 9T ¢ dotata di estremo supe-
riore (risp. inferiore) in 9T sempreché per ogni elemento X di €
esista una funzione di § assumente in X valore maggiore di — oo
(risp. minore di + o).

(2.6) Ogni insieme non vuoto di funzioni reali nwmerabilmente
additive in @ & dotato di estremo superiore e di estremo inferiore

in 9T.
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(2.7) 1l limite di una successione crescente (risp. decrescente) di
funzioni numerabilmente additive in @ & numerabilmente additivo in
C sempreché non assuma il valore — oo (risp. 4 o).

3. L'insieme delle funzioni numerabilmente additive e non nega-
tive in € maggiorate da una funzione )\ non negativa ¢ finitamente
additiva in @ & dotato di massimo (cfr. teor. (2.1)), se tale massimo
¢ la funzione identicamente nulla, la funzione ) dicesi puramente
finitamente additiva.

Ora, se & ¢ una funzione non negativa numerabilmente additiva
in € maggiorata dalla funzione reale )\ finitamente additiva in @,
la differenza A — % ¢ puramente finitamente additiva se e solo % &
la pitt grande funzione numerabilmente additiva in € maggiorata
da .

Conseguentemente:

Ogni funzione reale )\ non negativa e finitamente additiva in @
e decomponibile, in modo unico, nella somma di una funzione nume-
rabilmente additiva non negativa e di una puramente finitamente
additiva.

Si ritrova cosi molto facilmente il gia citato teorema di Yosipa-
HEwrTT,
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Prima segnalazione di Kalsilite tra i minerali vesuviani

Nota di ENrRico FRANCO e MAURIZIO DE' GENNARO
presentata dal socio ordinario ANTONIO SCHERILLO

(Adunanza del 4 dicembre 1976)

R1ASSUNTO, — Si segnala il ritrovamento di kalsilite in proietti a [assaite e spi-
nello provenienti dal Somma-Vesuvio e se ne forniscono le costanti della cella ele-
mentare, la densita e la composizione chimica.

SUMMARY. — Kalsilite has been found in blocks eiected from Somma Vesuvius
Volcano, together with [assaite and spinel. Lattice parameters, density and chemical
composition and optical data have been studied,

La kalsilite fu rinvenuta in natura per la prima volta nel 1942
in Uganda da HoLmes [7] e fu studiata nello stesso anno da BAN-
NISTER e Hey [2] ed in seguito fu ritrovata da CoMBE e HOLMES [6],
da Sanama [9] nel Congo e in Italia a S. Venanzo (Umbria) da BAN-
NISTER ed altri [3].

£ un minerale piuttosto raro caratteristico di rocce alcaline ba-
siche ricche in potassio in cui sembra che si formi nei primi stadi
della cristallizzazione ad alta temperatura.

Le indagini condotte sui proietti del Somma-Vesuvio hanno per-
messo di individuare tale minerale in un tipo particolare di proietto
{ cui costituenti mineralogici principali sono pirosseno fassaitico e
spinello e subordinamento biotite e kalsite [5].

Quest’ultimo minerale si osserva principalmente nelle cavita
della roccia sotto forma di tozzi prismi esagoni delle dimensioni mas-
sime di circa 2 mm.

In sezione sottile le sue dimensioni sono tali da distinguerla dalla
massa microcristallina fondamentale costituita quasi esclusivamente
dal pirosseno; i cristalli si presentano perfettamente limpidi e inco-
lori salvo una leggera patina giallo-rossastra che spesso penetra anche
nelle fratture e negli spazi intracristallini.

Lavoro cscguito con il contributo del C.N.R.
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Non & stata rilevata la presenza di associazioni pertiliche o mi-
cropertitiche con nefelina, come osservava SaAHAMA molto freguente-
mente per le lave del Nyiragongo [10, 11], dovute a fenomeni di
smistamente fra le due fasi. $i puo dedurre, altresi, che manchino
anche associazioni criptopertitiche poiché non ¢ stata osservata ne-
felina negli spettri di polveri ai raggi X.

Gli indici di rifrazione osservati sono:
w = 1,539 4 0.001 e = 1,534 + 0.001

La sostanza da analizzare & stata ottenuta piuttosto facilmente
in quanto, come detto, 1 cristalli sone presenti in gran numero sulle
pareti delle piccole cavita della roccia avendo cura di eliminare tutii
quei cristalli che si presentavano incrostati da spesse patine. Ulte-
riori purificazioni si sono ottenute al separatore magnetico e con i
liquidi pesanti dopo preventivo irattamento agli ultrasuoni.

In tabella A si riportano i risultati dell’analisi chimica e del nu-
mere di ioni delle basi per 32 ossigeni confrontate con quelli di alcune
classiche kalsiliti riportate in letteratura.

I diffrattogrammi di polveri sono stati realizzati con diffratto-
metro PutLirs, radiazione Cu Ke, 35 kV, 15 mA velocitad del gonio-
metro 1/2° 208/min. e fenditure di 1° usando silicio in polvere come
standard interno; i valori ottenuti si riportano in tabella B.

Dal diagramma di polveri si sono ottenute le costanti della cella
raffinate utilizzando un programma di rafhnamento con i minimi qua-
drati di A. ALBERTT [1]

a = 5,156 + 0,001 c = 8,629 -+ 0,002 c/a = 1.673

La densita ¢ risultata D = 2.60

L'insieme delle analisi chimiche e roentgenografiche porta a con-
siderare che la kalsilite analizzata, prescindendo da eventuali possi-
bili impurita quali microscopiche inclusioni di pirosseno, spinello,
etc., presenta un contenuto di Ne del 12,24% che ¢ da ritenere in so-
luzione solida nella kalsilite,

TuTtLe e SmITH [14], d'altro canto hanno osservato contenuti
di Ne in kalsiliti sintetiche fino al 25 % senza riscontrare smista-
menti delle due fasi presenti.

28
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Il metodo di Samama ed altri [10] per determinare la compo-
sizione di kalsiliti utilizzando i dati roentgenografici, attraverso Pap-
plicazione della equazione Ks = 100 K/ (K 4+ Na + Ca) = 100 — 227,27
(A — 6,264) dove A = 20, — 20,4, per la radiazione CuKa non

TABELLA A
1 2 3

510, 38.36 3847 38.48
Ti0, — — 0.05
ALO, 31.84 30.81 3101
Fe,0, 0.77 1.63 1,12
FeO 0.35 0.26 —
MgO 0.58 0.63 —
MnO — — 0.01
CaO 0.23 0.20 0.03
Na,0 2.36 2.09 0.30
KO 2549 2565 28.33
BaO 0.02 — —
Rb,0 0.02 — —
SrQ 0.01 —_ —
H,0+ 0.22 0.20 0.67

180.25 99,94 100,00

Numero degli ioni per 32 ossigeni

Si 7.981 8.044 8.125
Al 7.806 7.596 7.720
Fe'r 0.120 0.256 0.178
Fel+ 0.066 0.045 —
Mg 0.180 0.196 —
Ca 0.051 0.045 0.006
Na 0.951 0.847 0123
K 6.763 6.846 7.635
Ba 0.00t — —_
Rb 0.002 — —
Sr 0.001 — —
Ks 87.05
Ne 12,24
Q 0.71

1) Kalsilite Somma-Vesuvio; 2) Kalsilite 8. Venanzo [31; 3) Kalsilite Nyira-
gongo {111,

Analisi decl projetio in toto.
5i0, 42.12 - Ti0, 0.50 - ALO, 13.8i - Fe,0, 220 - FeO 1.10 - MnO 0.15 - MgO 1208
Cald 24.20 - Na,0 0.64 - K,0 0.86 - BaO 0.09 - P,0; 0.20 - H,0- 0.66 - H,0* 0.84.
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ha fornito un accordo soddisfacente avendosi: Ks calcolato = 91.82
e Ks osservato = 87.05; ma d'altra parte gli autori stessi, data l'esi-
guita di analisi di kalsiliti naturali disponibili, non assicurano la
precisione del metodo.

Il proietto pirossenitico esaminato si pud ritenere tipico di am-
biente di contatto tra il magma originario alcalitrachitico e rocce

TapeLLA B
Kalsilite Somma-Vesuvio i Kalsilite Sintetica [14}

d A : /1 : hkl ! da I‘ /1, i hkl
4.30 mf 002 43512 12 402
396 f 191 39733 45 i0l
3.10 ft 102 3.1184 180 102
258 f 110 2.5789 50 {10
247 m 111 2.4724 15 111
241 md 103 2.4319 10 103
222 d 112 2236 3 200
2,16 md 04 2.2183 10 112
1.981 d 202 2.1753 17 004
1941 dd 104 2.164 5 201
1.922 d 113 1.9868 5 202
1.768 d 203 1.9546 3 104
1.657 md 211 1.9270 4 113
1.630 md 105 1.7703 3 203
1.570 m 212 1.6821 4 114
1.550 dd 204 1.6380 4 21
1.490 mf 300 1.6220 6 105
1.457 d 213 i.5742 9 212
1,367 d 205 1.3588 3 204
1.289 d 220 1.4895 10 300
1.258 d 11s 1.4598 3 213
1.227 d 304 1.3734 3 265
.206 d 215 1.2902 3 220
1.18% md 312 1.2645 4 116
1.136 dd 313 1.2293 2 304

1,227 1 in

1.2124 2 215

1.1921 4 312

1.140 1 313
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calcaree ¢ dolomitiche probabilmente marnose tenuto conto, in par-
ticolare, della presenza di spinello.

La paragenesi e la struttura osservata nella roccia suggeriscono
la successione: spinello-pirosseno-biotite-kalsilite.

La kalsilite, per la prima volta osservata nei proietti del Somma-
Vesuvio, come gia detto, non presenta tracce dei complessi fenomeni
di exoluzione o di diffusione di sodio nella kalsilite che si manife-
stano, molto di frequente, nel sistema Ne — Ks e pertanto non &
possibile precisare, trattandosi di blocchi eciettati, se cié & dovuto
ad una brusca interruzione del [enomeno assimilativo o per il rag-
giunto stadio di equilibrio con Pambiente circostante.

Allo stato attuale le conoscenze sui proietti metamorfici del
Somma-Vesuvio farebberc propendere per la prima ipotesi soprat-
tutto per la relativa abbondanza dei proietti a nefelina cui si associa
a volte kaliophillite o leucite.

Si ritiene, pertanto, interessante uno studio sistematico di guesti
tipi di proietti per meglio definire i rapporti tra nefelina e kalsilite
nel contesto generale dell'evoluzione del magma vesuviano.

Gli Autori ringraziano il Prof. Achille Panunzi per aver cortese-
mente fornito i proietti studiati.
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Valutazione dell’idrossido di calcio, in presenza
di silicati di calcio tdrati, mediante estrazione
con solvente e mediante analisi termogravimetrica *

Nota di ALBERTO PERULLO, VITTORIO SABATELLI
e GIiaN LorEnzo VALENTI
presentala dal socio ordinario RICCARDG STRSALE

{Adunanza del 4 dicembre 1976)

R1ASSUNTG. — E stato valutato il contenuto di idrossido di calcio, sia in miscele
di silicato di calcio idrato e idrossido di calcio, sia in paste di silicato tricalecico,
mediante analisi termogravimetrica e mediante estrazione con salvente,

L'insieme dei risultati sperimentali converge nel¥indicare che il contcnuto di idros-
sido, valutato medianle analisi termogravimetrica, risuita sistematicamente pili basso
di guello determinato mediante estrazione con sclvente.

Vicne pertanto presa in considerazione l'ipotesi di una parziale reazione deli'idros-
sido di calcio con il silicato di calcio idrato, nel corse del ciclo di riscaldamento.

SumMARY. — The amount of calcium hydroxide both in calcium silicate hydrate-
catcium hydroxide mixtures and in tricalcium silicate pastes has been evaluated by
means of thermogravimetric analysis and solvent extraction method.

The thermogravimetric analysis of the calcium hydroxide yelded values systema-
tically lower than those cbtained by the solvent extraction method.

It has been supposed that the calcium hydroxide reacted in part with the calcium
silicate hydraie during the heating cycle,

1. - INTRODUZIONE

L'estrazione con solvente costituisce il metodo di analisi pit
diffusamente impiegato nella valutazione dell'idrossido di calcio pro-
dotto per idratazione dei silicati di calcio del cemento Portland. I
risultati dipendono, pero, in buona misura da parametri difficilmente
standardizzabili quali: la durata del trattamento di estrazione, le
modalita di raffreddamento della soluzione, il rapporto solvente/so-
lido, ecc., il che spiega lesistenza dei numerosi metodi di analisi

* 1 avoro svolto con il contributo Ananziario del Consiglio Nazionale delle Ricerche.
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proposti e delle svariate modifiche suggerite a quelli originali [1]
(2] [3] [4].

Per contro, 'analisi termogravimetrica pud offrire vantaggi quali:
maggiore rapidita e semplicita operative, quantita pilt modeste di
campione per l'indagine [5], minor suscettibilita alle fluttuazioni
statistiche.

Si & creduto pertanto intcressante confrontare i dati dell’analisi
termogravimetrica con quelli dell'analisi chimica, iniziando una spe-
rimentazione rivolta ad effettuare misure di concentrazione di Ca(OH),
sia in miscele di idrossido di calcio e silicati di calcio idrati, sia
in paste di silicato tricalcico puro e di sue soluzioni solide.

In questa nota si da conto dei risultati di una prima serie di de-
terminazioni sperimentali effettuate mediante entrambe le metodo-

logie.

2. - PARTE SPERTMENTALE

Sono staii preparati ire campioni di silicato di calcio idrato con
rapporto calce/silice pari a 0,8; 1,0, 1,5, per sintesi idrotermale in
autoclave, a 10 atm. e 175°C, a partire da idrossido di calcio ¢ silice
cristallina, verificando’ successivamente la' completezza della reazione
mediante diffrazione dei raggi X.

Sono stati sottoposti alle indagini, gui di seguito descritte, sia
tre campioni di silicato di calcio idrato tal quale, sia sei campioni
ottenuti per addizione agli stessi del 10 % e del 20 % di Ca(OH)
in peso, rispettivamente.

Sono stati aliresi preparati e sottoposti alle medesime indagini
campioni costituiti da paste di silicato tricalcico puro e di tre sue
soluzioni solide stagionate per 16; 20; 24 ore, che danno luocgo a
silicati di calcio idrati di neoformazione di composizione differente [6].

L'analisi termogravimetrica & stata cseguita impiegando una ter-
mobilancia Stanton Mod. MF-HS, atta ad apprezzare una variazione
relativa di peso pari allo 0.1 %; il riscaldamento & stato condotto
fino alla temperatura di 1.000°C con una velocita di 5°C al minuto,
Si ¢ tenuto conto della carbonatazione di una piccola parte del-
I'idrossido di calcio, verificatasi durante il riscaldamento, nonostante
le precauzioni prese.

Per lestrazione chimica & stato adottato il metodo di Franke
modificato [3], che prevede 'impiego, come solvente, di una miscela
di alcool iscbutilico e di acetacetato di etile, addizionata ad una so-
luzione alcoolica di idrassido di sodio. Il procedimento consiste nella
ebollizione per un'ora e mezzo della sospensione, condotia in pallone
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munito di refrigerante a ricadere, raffreddamento a temperatura am-
biente e successiva filtrazione e titolazione con soluzione di acido
perclorico in alcool isobutilico. Come indicatori si sono impiegate
soluzioni alcooliche, per alcool isobutilico, di blu di metilene e blu
timaolo.

3. - RISULTATI E DISCUSSIONI

In tabella I sono elencate, unitamente agli scarti rispetto al va-
lore teorico, le percentuali di idrossido di calcio, ricavate con l'ana-
lisi termogravimetrica e con il metodo di estrazione con solvente,
nelle miscele di silicato di calcio idrato e idrossido di calcio. Come
¢ agevole constatare, mentre i valori desunti in base all’estrazione
chimica oscillano in un intervallo assai ristretto intorno al valore

TagerLy I

Dati ricavati con analisi termogravimelrica ed analisi chimica, per concentrazioni
di idrossido di calcio in miscela con silicati di calcio idrati.

Analisi ter-

Rapportoe Analisi

% di Ca(OH), mogravime- Scarto N Scarto
molare N . . chimica e i
alce/silice aggiunlo trica nspz.el[u al CacOH), % rlSp(._llu al
ca 1 al silicalo Ca(OH),, % teorico, 2" teorica, %
nel silicato su! totale sul totale
o — — — —
0.8 10 6.08 — 33.1 9.60 + 5.0
20 13.64 — 18.2 16.19 - 29
0 — — — .
1.0 16 7.15 - 21,3 8.70 — 4.3
20 13.93 — 164 16.32 - 1.7
0 — — — _
1.5 10 7.28 - 19.9 9.26 + 19
20 14.04 — 15.8 16.20 — 28

teorico, quelli ricavati dall’analisi temogravimetrica sono notevol.
mente e sistematicamente inferiori ai valori previsti. E interessante
notare come gli scarti si riducono progressivamente al crescere sia
del rapporto calce/silice nel silicato di calcio idrato, per pari conte-
nuto di Ca{OH),, sia del tenore di Ca(OH), addizionato ad uno stesso
silicato di calcio idrato.
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In tabella Il sono riportati i valori delle concentrazioni di idros-
sido di calcio nelle paste di silicato tricalcico pure e di sue soluzioni
solide.

Si nota come i valori ricavati per via termogravimetrica siano
ancora inferiori, per tutti i campioni esaminati, a quelli ottenuti per
estrazione chimica e che l'ordine di grandezza dello scarto sia, nella
maggior parte dei casi, piuttosto considerevole.

Analisi quantitative mediante raggi X [7] per la determinazione
di idrossido di calcio in paste di silicati di calcio, hanno indicato va-
lori della concentrazione di Ca(QH); invariabilmente inferiori a quelli

TaBeLLa IT

Dati ricavati con analisi termogravimetrica ed analisi chimica per concentrazioni
di idrossido di caicio in paste di silicalo tricalcico puro e di sue soluzioni solide.

R Analisi ter- .. Scarto  relativo
Tempo di . Analisi .
. . ) mogravime- A fra i due
Campione stagionatura, iriea chimica metodi di
ore Ca(OH3,, % CalOH), , % analisi, %
16 10.16 13.19 230
C;S purc 20 11.53 14.83 222
24 12.01 15.87 243
16 3.92 11.41 21.8
C5 + 1% MgO 20 10.12 12.71 204
24 10.94 13.12 16.6
16 5.36 6.55 182
C,S + 1% AlLO, 20 9.34 11.33 17.6
24 ii.33 ii.ed 4.5
16 7.04 842 16.4
C,S + 1% Fe,0, 20 9.88 11.06 10.7
24 [2.20 12.26 0.5

dedotti con i metedi di estrazione con solvente. Cié induce ad ipo-
tizzare che parte dell'idrossido di calcio prodotto nella reazione
di idratazione dei silicati di calcio sia amorfo; una conferma indi-
retta a questa ipotesi ¢ venuta da una serie di risultati sperimen-
tali [87 i quali risultavano in accordo con la supposizione che la fra-
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zione mancanie di Ca(OH), fosse legata, sia pure debolmente, ai
silicati di calcio idrati. I medesimi ricercatori {9] hanno ottenuto
dati termogravimetrici in accordo con quelli desunti mediante analisi
quantitativa via raggi X; cio i ha indotti a ritenere che l'idroussido
di calcio desunto in base all'analisi termogravimetrica fosse solo la
frazione cristallina e che quella amorfa desse luogo ad una perdita
di peso distribuita e non localizzata entro un ristretto intervallo di
temperatura e pertanto non evidenziabile mediante un segnale netto.

LocHER [10] in uno studio sulla stechiometria di idratazione del
silicato tricalcico puro ha ottenuto mediante il metodo di estrazione
con solvente, per l'idrossido di calcio, valori di circa il 35 % pit
alti di quelli ricavati con lanalisi termogravimetrica senza pero
avanzarc alcuna ipotesi giustificativa.

PRESSLER, BRUNAUER ¢ KaNTRO [11] in uno studio condotto su
di un silicato tricalcico in pasta, stagionato due anni e mezzo riscon-
trarono che il riscaldamento a 540°C provocava una riduzione del-
I'idrossido di calcio non combinato e supposero che il silicato di
calcio idrato reagisse con l'idrossido di calcio secondo il seguente
schema di reazione:

Ca; 5i, O7 - 3 H:0 4 3 Ca{OH), — 2 Ca,Si04 + 2 Ca0 + 6 H,0

Nell'ipotesi che tale reazione vada ad integrale compimento un
terzo dell'idrossido di calcio verrebbe rimosso dal sistema. La cir-
costanza che, come si evince dalla tabella I, al crescere del rapporto
calce/silice e dell'aggiunta di idrossido di calcio diminuisca lo scarto
fra i valori delle percentuali di idrossido di calcio stimate con il
metodo di analisi termogravimetrica e quello di estrazione con sol-
vente, induce a ritenere possibile una reazione secondo lo schema
succitato. Infatti & da presumere che i silicati di calcio idrati a pit
basso rapporto calce/silice abbiano maggior attitudine a combinarsi
con lidrossido di calcio libero, trasformandesi in silicati di pit alta
basicita.

La differenza tra i due metodi puod pertanto essere imputata ad
una parziale reazione dell'idrossido di calcio libero con il silicato di
calcio idrato, in un intervallo di temperatura precedente quello in
cui si verifica la decomposizione termica dell’idrossido di calcio.

Pertanto il difetto di Ca(OH), che si registra all’analisi termogra-
vimeltrica non necessariamente deve ritenersi connesso con la pre-
senza di una frazione amorfa.

La prova sperimentale del meccanismo di reazione indicato e
I'analisi del comportamento termico dellidrossido di calcio amorfo,
costituiscono oggetto di ulteriori indagini,
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CONCLUSIONI

I valori delle percentuali di idrosside di calcio ricavabili me-
diante analisi termogravimetrica risultano sistematicamente inferiori
a quelli desunti con il metodo di estrazione con solvente, sia nelle
miscele di idrossido di calcio e di silicalto di calcio idrato, sia nelle
paste di silicato tricalcico puro e sue soluzioni solide stagionate a
16; 20; 24 ore,

Le dilferenze riscontrate sono probabilmente imputabili ad una
parziale reazione di combinazione dell'idrossido di calcio con il sili-
cato di calcio idrato, in un intervallo di temperatura che precede
quello di decomposizione termica dell'idrossido di calcio.

Gli Autori desiderano ringraziare il Prof. R. SErsALE per le utili
discussioni e il Sig. A. ANNETTA per I'assistenza tecnica ricevuta.

Istitulo di Chimica Applicata - Facolta di Ingegneria - Universita di Napoli.
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Comportamento idraulico di soluzioni solide
di silicato tricalcico. Nota 111, Relazione fra idrossido
di calcio e resistenza meccanica *

Nota di VITTORIO SABATELLI e GIaN LORENZO VALENTL

presentata dal socio ordinario RIcCARDD SERSALE

{Adunanza del 4 dicembre 1976}

RIASSUNTD. — E stato studiato il comportamento idraulico del silicato tricalcice
purc ¢ di alcune soluzioni solide dopo stagionatura di i; 2; 3; 7 28 giorni, valutando
le concentrazioni d'idrossido di calcio e le resistenze meccaniche a compressione.

Nell’ambito di una stessa stagionatura & stata notata una correlazione tra resi-
stenza meccanica e concenlrazione dell'idrossido di calcio, nel senso che i campioni
che ne sono pill ricchi esibiscono carichi di rottura pin e¢levali; & stalo inoltre
osscrvato che, sempre ad una medesima stagionatura, j campioni esaminati mostrano
valori distinti del rapporte resistenza meccanica/idrossido di calcio.

SuMMARY., — The hydraulic behaviour of the tricalcium silicate and some its
solid solutions has been investigated after 1; 2; 3; 7: 28 days of aging, by evaluating
the amounts of calcinm hydroxide and the compressive strength.

At the same ape, specimens richer in calcium hydroxide yelded higher mechanical
strength; moreover, all samples showed different mechanical strength/calcium
hydroxide ratios. '

1. - INTRODUZIONE

In due precedenti Note [1] e [2] & stato studiato il comporta-
mento idraulico del silicato tricalcico e di alcune sue soluzioni solide,
prendendo il quantitativo di idrossido di calcio prodotto ad indice
del grado di reattivita con l'acqua, per un tempo di stagionatura
pari a tre giorni.

Il presente lavoro ha per oggetto lo studio delle relazioni inter-
correnti tra idrossido di calcio presente mei prodotti di idratazione
e resistenza meccanica relativamente a campioni di silicato tricalcico
e sue soluzioni solide, stagionati in un intervallo compreso tra 1
e 28 giorni.

% Lavore svolto con-il coniribute finanziarvio del Consiglio Nazionale delle Ricerche.



2. - PARTE SPERIMENTALE

Sono stati preparati 4 campioni costituiti da:

1) silicato tricalcico puro;
2) alite contenente 'l % di MgO;
3} alite contenente 1'l % di ALOs;
4} alite contenente I'l % di Fe,0;.
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Per la sintesi e la caratterizzazione dei campioni si rimanda alle
precedenti Note [1] [2].

L'idratazione dei campioni ¢ stata condotta alla temperatura
di 20°C, adottando un rapporto acqua/solido pari a 0.5. Sono state
preparate quatiro serie di paste, una per ogni campione, costituite
ciascuna da un numero di provini corrispondenti al numerc delle
stagionature prescelte, fissate in: 1; 2; 3; 7; 28 giorni.

Per quanto attiene alla preparazione ed alla conservazione delle
paste, all’arresto della idratazione ed ai successivi trattamenti di ma-
cinazione ed essiccamento sj rimanda a quanto descritto in una pre-
cedente Nota [1]. Il grado di essiccazione [3] & stato controllato

Tagrrra T
Determinazione del grado di essiccamento.

Primo controlio

Ultimo controllo

. X Tempo di =77ty T e e
Campione slagionatura perdita velocita perdila velocili

{giorni) | relaliva di perdita relativa di perdita

(mg/n) (m/g/giorno) {mg/g) i {m/g/giorno}
1 14,40 3,60 1,88 0,94
2 12,32 3,08 1,24 t,62
C,S 3 17,84 4,46 1,16 0,58
7 10,22 2,55 1,00 0,80
28 1328 3,32 1,40 0,70
1 12,20 3,05 1,42 0,71
GS 2z 17,22 4,30 i00 0,83
+ 3 11,46 2,86 1.80 0,90
1% MgO 7 13,89 347 1,82 0,91
28 18,96 4,74 0,88 0,44
1 1724 4,31 1,22 0,61
C.S 2 11,08 2,77 0,76 0,38
+ 3 19,22 4,50 0,88 0,44
1% ALO, 7 15,60 3,91 1,64 0,82
28 19,24 481 1,56 78
1 18,28 4,57 1,56 0,75
CS 2 2046 5,00 1,70 0,85
+ 3 18,02 4,50 1,90 0,95
1% Fe 0, 7 15,16 3,19 1,96 0,98
28 12,12 3,03 1,98 0,99
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mediante successive pesate, ritenendo realizzata un’efficace essicca-
zione allorché la velocity di perdita di peso non superava 1 mg/g
giorno [4], (cfr. tab. I). La concentrazione dell’idrossido di calcio &
stata determinata mediante analisi termoponderale, nellintervallo
20-1000°C [5]. _

Le prove di resistenza meccanica a compressione sono state
eseguite su provini di dimensioni 40 X 40 X 40 mm,, confezionati
con 92 % di C:S o di sue soluzioni solide, ¢ 1'8 % di una miscela
gesso-quarzo in rapporto 3 a 5.

3. - RISULTATI E DISCUSSIONE

In tab. II sono riportati i valori delle percentuali di idrossido
di calcio riferite all’anidro e delle resistenze meccaniche dopo 1;
2: 3; 7; 28 giorni di stagionatura,

TaBriLa 11

Percentuali di idrossido di calcio e resisienze meccaniche a compressione
i funzione del tempo di stagionaifura.

Campionc sgizli?lliid Ca(C')H}.Z % dicjc:ﬂtllcl?ra
(giorni) sull"anidro (Kg/em?)
1 13,80 112
2 16.70 146
C.8 3 18.25 160
7 21.25 230
28 2475 439
1 12.20 71
C.S 2 14.40 112
+ 3 17.00 130
1% MgO 7 20,00 208
28 23.60 378
1 12.80 104
.S 2 17.40 165
+ 3 18.40 214
1% ALO, 7 20.40 320
28 25.40 570
1 13.60 82
C.S 2 17.60 172
+ 3 13.80 235
1% Fe,0, 7 22.00 339

28 25.25 512
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L'esame della tabella consente di rilevare quanto segue:

1) in corrispondenza del primo giorno di stagionatura i valori
pit elevati sia del carico di rottura che dell'idrossido di calcio pro-
dotto spettano al silicato tricalcico puro, mentre quelli pitt bassi
sono presentati dall'alite contenente MgO;

2) a due giorni di stagionatura si verifica un cambiamento
nella sequenza dei valori della resistenza meccanica e dell’idrossido
di calcio, nel senso che quelli pit1 alti competono all’alite contenente
Fe;,05, seguita, nell'ordine, da quella contenente AlLO;, dal silicato
tricalcico puro e dall’alite contenente MgO;

3) tale sequenza viene conservata anche alla scadenza del terzo
giorno di stagionatura [1];

4) a sette giorni di stagionatura viene mantenuta ancora la
stessa sequenza registrata dopo due e tre giorni; si rileva un cambia-
mento nella sequenza in corrispondenza della stagionatura di 28
giorni, nel senso che i valori massimi del carico di rottura e del-
l'idrossido di calcio spettano ora all’alite contenente AlO;.

Da quanio sopra esposto si pud constatare che, a tutte le sta-
gionature considerate, l'alite contenente MgO presenta i piu bassi
valori del carico di rottura mentre i piu elevati spettano, a partire
dal secondo giorno di stagionatura, alle aliti contenenti Fe,O; ed
ALO;, a conferma [6] dell'influenza esercitata dalle specie presenti
in soluzione solida nel silicato tricalcico.

La coincidenza delle sequenze dei valori dei carichi di rottura
e delle percentuali di idrossido di calcio nell’ambito di una stessa
stagionatura, testimonia inoltre l'esistenza di una correlazione tra
i suddetti valori.

I rapporti R = resistenza meccanica/contenuto d’idrossido di
calcio risultano differenti da alite ad alite, com'¢ evidenziato nel
grafico in fig. 1 che riporta i valori del carico di rottura in funzione
della concentrazione dell’idrossido di calcio. 11 valore di R, per un
ampio campo di stagionature, risulta pit alto per l'alite contenente
Al,Os; seguono, nell'ordine, l'alite contenente Fe,0s;, quella conte-
nente MgO ed infine il silicato tricalcico puro.

CONCLUSIONT

In base a quanto sopra esposto si puo affermare che esiste, nel-
I'ambito di una stessa stagionatura, una correlazione tra idrossido
di calcio prodotto nel corso della reazione di idratazione del silicato
tricalcico e di sue soluzioni solide e la resistenza meccanica a com-
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pressione esibita da provini confezionati con detti prodotti; infatti
provini di pitt alta resistenza meccanica presentano anche pill elevati
tenori di idrossido di calcio: tale circostanza si ripete per tutie le
stagionature prescelte.
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Si & anche evidenziato che i campioni esaminati presentano dif-
ferenti valori del rapporto resistenza meccanica/idrossido di calcio,
a parith di stagionatura.
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Le conclusioni sopra esposte rappresentano una conferma dei

risultati ottenuti nelle due precedenti Note [1] [2] e ne costitui-
scono una estensione ad un intervallo di stagionatura compreso tra
1 e 28 giorni.

Gli Autori desiderano ringraziare il Prof. Sersale per le utili

discussioni e il Sig. A. Annetta per l'assistenza tecnica ricevuia.
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Tricometrogrammi da modelli di sezione
traversa di capelli

Parte I. - Modelli di forma circolare, a segmento di retta, ellittica,
fusiforme o «efs», «frans», ovale bisimmetrica ¢ reniforme

Nota del socio ordinaric Mario GALGANO

(Adunanza del 4 dicembre 1976)

RIasSUNTO, — Per guanto riguarda questa prima parte del lavoro {tricometrogrammi
da modelli di forma circolare, a segmento di retta, ellittica o «cis», « trans»,
ovale bisimmetrica e reniforme di sezioni trasverse di capcili), viene ampiamente
dimostrato che negli studi scientifici ¢ nelle ricerche di medicina legale ¢ meglio
attencrsi alle sezioni istologiche dei capeili ¢ abbandonare l'uso del tricocicidforo.

SuMMARY., — In this hrst part of our study, which concerns trichomelrograms
from models of circular, linear, elliptical, fusiflorm or « cis », « frais » bisimmetrically
oval and reniform shape, drawn from transverse scctions of human hair, it is clearly
shawn that, in the scientific investigations and in those of forensic medicine, it is
better to hold on the histological sections of hair and io drop the use of tricho-
cyclophore,

1. - INTRODUZIONE,

La forma dei capelli & uno dei caratteri antropologici piii impor-
tanti per la classificazione delle razze umane, ed & usato pure per
distinguere le persone fra loro, tanto che viene preso in seria consi-
derazione anche in Medicina legale.

Ritengo quindi non inutile esporre con maggiore ampiezza le
mie ricerche intorno ai tricometrogrammi che si ottengono da modelli
di sezione trasversa dei capelli, come gid mi ero proposto di fare ed
avevo esplicitamente annunziato nella nota preliminare del 1975.

In tale nota avevo dimostrato che solo limitate prestazioni si
possono ottenere dal tricocicloforo, un apparecchio ideato e descritto
da S. SeErGr (1936, 1940), e usato largamente in lavori antropologici
ed anche in indagini di natura medico-legale, con il quale invece si
riteneva di poter facilmente misurare al microscopio gli assi di un
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qualunque piano trasverso di un capello, tenuto teso orizzontalmente
e ruotato sul suo asse longitudinale con tale apparecchio, e di poter
costruire con le misure prese delle figure poligonali, i tricometro-
grammi, che sarebbero stati con buona approssimazione l'espres-
sione morfometrica schematica delle sezioni trasverse dei capelli.

Pertanto il presente lavoro & stato fatto con lo scopo di mettere
in evidenza, con FPimpiego di modelli di forma varia, ma regolare,
quali sono gli errori che si commettono con 'uso del tricocicloforo,
e di guale o di quali assi si pud prendere l'esatta misura, sia come
avvertenza per chi volesse usare I'apparecchio in questione, sia come
premessa di base per un eventuale altro lavoro {nel quale personal-
mente non crede), mirante a trovare metodi, i quali consentano,
almeno in alcuni casi, di utilizzare le misure ottenute mediante 1'uso
del tricocicloforo, per costruire curve che approssimine suthciente-
mente bene la forma delle sezioni trasverse dei capelli.

3
* %

1! presente lavoro sard svolto soprattutto dal punto di vista
antropologico; tuttavia gli argomenti in discorso possono essere
trattati anche da un punto di vista puramente matematico, e questo
sard accennato in appendice.

Ringrazio vivamente il Prof. A. FrRaNCHETTA per il valido aiuto
datomi nello svolgimento della parte matematica e il Prof. R. Vin-
CIGUERRA per il suo costante interessamento durante l'elaborazione
del lavoro.

2. - Us0o BEL TRICOCICLOFORO E COSTRUZIONE DEI TRICOMETROGRAMMI.

Per la comprensione del presente lavoro & necessario dire, sia
pur brevemente, come viene usato il tricocicloforo, e come si co-
struiscono i tricometrogrammi.

I tricocicloforo permette di far ruotare sul suo asse longitu-
dinale un tratto di capello sufficientemente teso e disposto orizzon-
talmente (con una estremitd a destra e l'altra a sinistra dell’osser-
vatore) sotto l'obiettivo di un microscopio provveduto di microme-
tro oculare, il che consente di misurare durante la sua rotazione i
vari assl — veri o presunti tali, come vedremo — in uno stesso
piano trasverso e, con lo spostamento longitudinale, in qualsiasi
altro piano parallelo al precedente.

Nell'uso corrente anzitutto si cerca e si misura, mediante il
micrometro oculare, I'asse minore (a.m.), vero o presunto del ca-
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pello; in questa posizione il capello si dice « azzerato ». Successiva-
mente si ruota il capello di 30° in 30° in senso orario, e si leggono
al micrometro oculare le misure a 30°, 60°, 90°, 120° e 150° dall’asse
minore;si prendono quindi in tutto sei misure. L'asse maggiore
(A.M.), vero o presunto del capello, ¢ di regola ortogonale al mi-
nore; ma pud trovarsi (cfr. D’AMORE e GALGANO, 1963) anche in posi-
zione assai diversa.

Per costruire il tricometrogramma si adopera un modulo, in pra-
tica un cerchio, con sei diametri incrociantisi a 30° fra loro. I dia-
metri si possono suddividere, volendo, in parti uguali, equivalenti
ciascuna al valore di 5 p.

II modulo viene disegnato con il diametro a 0°-180° disposto
orizzontalmente sul foglio. Si suppone! che il capello sia simmetrico
rispetto all’asse di rotazione, e quindi che il presunto centro della
sezione del capello corrisponda al centro del modulo. T valori misu-
rati vengono percid riportati sopra i corrispondenti diametri del
modulo, in modo che ciascuna meta di un valore giaccia sul raggio
corrispettivo. L'a. m. viene riportato sul & a 0°-180°; la misura presa
a 30 dall'asse minore sul @ a 30°210°; quella a 60° sul & a 60°-240°;
quella a 90°, che di regola ¢ I'A. M., sul & a 90°-270° quella a 120°
sul & a 120°300° e quella a 150° sul @ a 150°-330° del modulo. Si
uniscono infine con una linea spezzata i punti che sul modulo rap-
presentano le estremita delle misure prese sul capello, e si ottiene
cosi una figura poligonale, chiamata tricometrogramma, la quale si
credeva finora che rappresentasse schematicamente, sempre con buona
approssimazione, la forma della sezione del capello.

3. - FORME DELLE SEZIONI TRASVERSE DEI CAPELLT E MODELLI USATL

Ta forma delle sezioni trasverse dei capelli, ottenute con il mi-
crotomo, & varia: pud essere all'incirca non solo rotondeggiante,
ellittica, ovale, reniforme, ma anche affusolata, lobulare, quadrango-
lare, rettangolare, triangolare con angoli smussati, ecc.; vi sono inol-
tre forme del tutto asimmetriche (cfr. ad es. LAnDRa, 1935-37).

Nelle forme all’incirca rotondeggianti e quadrangolari l'indice
[I ~a.m. x 100

- AM
pud essere vario (p. es. da un minimo di 29 per le forme ellittiche,
a un massimo di 94 per le forme lobulari (da LANDRA, lav. cit.).

J & pitt 0 meno alto (p. es. fino a 99); nelle altre

' Supposizione generalmente errata, sulliciente da sola a far dubitare dell’esat-
tezza del metodo.
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Per le ricerche, allo scopo di avere dati confrontabili, ho usato
solo modelli di forma regolare, con uno o piu assi di simmetria, come
gli ellittici, gli ovali bisimmetrici, i reniformi, il quadrato e, fra i
triangoli, 'equilatero e quelli isosceli.

Come modelli ovali bisimmetrici ho usato quelli costruiti con
due coppie di archi di circonferenza.

Inoltre, per chiarire meglio il mutare della figura dei tricome-
trogrammi con il variare dell'Indice dei modelli ellittici e ovali
bisimmetrici, mi sono servito di forme opposte estreme, come il
cerchio e il segmento di retta, e, per gli ovali suddetti, anche delle
forme a fuso e di quelle formate da due archi di circonferenza di
Py Al agli estremi dell’A. M., congiunti da due segmenti di

retta paralleli all’A. M.

4, - IMPIEGO DEI MODELLI.

I modelli sono stati talvolta ritagliati su cartoncino e poi posti
e ruotati sul modulo, segnandone su di esso il contorno; ma piu
spesso, per maggiore esattezza, sono stati disegnati direttamente sul
modulo. Poiché i modelli erano di forma regolare, simmetrica, non
era necessario disegnarli in tulte le sei posizioni indicate al para-
grafo 2, il che avrebbe troppo appesantito il disegno, e pertanto
sono stati disegnati solo nelle quattro posizioni indispensabili se-
guenti: dapprima azzerata, con 'a. m. sul & a 90*-270°, e poi ruotata
di 30° in 30" in senso orario con l'a. m. successivamente sopra il
@ a 120°-300°, a 150°-330° e a 180°0°, e quindi rispettivamente con
gli assi a 30° a 60° e a 90° dall'a. m. sul @ a 90°-270°. Nel testo, pero,
sono stati riprodotti di regola soltanto i tricometrogrammi, talora
con il loro modello disegnato per confronto in posizione verticale.
Tutti i disegni sono stati eseguiti dall’autore.

Per costruire il tricometrogramma, seguendo l'uso adottato dagli
A.A. per i capelli, ho riportato la misura dell'a. m. (vero o presunto
tale) del modello sul @ a 0°-180° del modulo e le misure successive
rispettivamente sopra & @ del modulo a 30°-210°, a 60°-240° ¢ a 90°-270¢,
ossia nelle posizioni indicate come I, II, III e IV nella mia nota
preliminare del 1975,

Dato che il tratto di capello montato sul tricocicloforo si dispone
orizzontalmente sotto l'obiettivo del microscopio con una delle sue
estremita a sinistra e l'altra a destra dell’osservatore, e dato che si
comincia ad azzerarlo, per misurarne prima l'a. m., che si trova in
posizione ortogonale rispetto allo sguardo dell’osservatore, e poi,
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ruotando il capello in senso orario di 30° in 30°, i successivi assi
(veri o apparenti) dello stesso piano trasverso del capello, si puo
dire che le misurazioni al microscopio vengono tutte eseguite come
se si guardasse in direzione del @ a 0°-180° del modulo, e che tutte
le misure prese sono quelle delle lunghezze di assi disposti sul @
a 90%270" o delle lunghezze di proiezioni di assi (veri o presunti
tali), i quali non sono disposti sul @ 90°270°, ma su di una retta
parallela al @ a 90°-270° e contenuta nel piano ad essa ortogonale,
passante per questo @ e per il @ a 0°-180°. Pertanto, i disegni del
contorno di un modello, nelle posizioni dalla 1 alla 1V, vanno guar-
dati in direzione del @ a 0°-180° del modulo, con l'occhio disposto
con la palpebra superiore verso il raggio a 90° e quella inferiore
verso il raggio a 270° del modulo, affinché ci si possa rendere conto
di quello che si vede in realtd al microscopio, e se le misure prese
sono quelle vere degli assi che si volevano conoscere, o soltanto quelle
di proiezioni di assi, per di pitt non corrispondenti a quelli che si
desiderava misurare (si vedano le figg. 11, I5 ¢ 19).

TRICOMETROGRAMMI DEL CERCHTO E DEL SEGMENTO DI RETTA.

Per facilitare la comprensione dei tricometrogrammi risultanti
dai modelli ellittici e ovali bisimmetrici, & utile renderci conto anzi-
tutto dei tricometrogrammi che si ottengono dalle due forme estreme
ed opposte del cerchio e del segmento di retta.

Il cerchio pu® rappresentare al limite la forma rotondeggiante
della sezione di capelli fortemente lissotrichi, grossi, diritti e pres-
siché cilindrici, come quelli, ad es., dei Cinesi. Poiché¢ ha simmetria
raggiata ad assi, i diametri, tutti eguali, ha T = 100 e il suo tricome-
trogramma non ¢ altro che il dodecagono regolare inscritto in esso,
pure a simmetria raggiata, con 12 assi, di cui, pero, soltanto 6 uguali
al @ della circonferenza (rappresentanti le misure, in questo caso
tutte corrispondenti a quelle vere cercate, che si prendono per co-
struire il tricometrogramma) e gli altri 6 uguali a d — 25 (d = dia-
metro; s = saetta). I suoi angoli sono di 150° esso da una rappre-
sentazione schematica alquanto approssimata, ma ancora accettabile
di una circonferenza, sebbene con area un po’ inferiore, pari all’in-
circa al 95,4935 % di quella del cerchio.

Nel caso di una circonferenza con d = cm 10; lunghezza —
cm 31,4159... e area = cm’ 78,5398 circa, il dodecagono inscritto in
essa ha lati di cm 2,5882, un perimetro di cm 31,0584, un apotema
di cm 4,82965 e un’area di cm?® 75,00060078, corrispondente a circa
il 95,4935 % di quella del cerchio che lo circoscrive.
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Il segmento di retta pud teoricamente rappresentare la forma
della sezione di una lamina sottilissima. Poiché si puo immaginare
come una forma avente I’A.M. eguale al segmento e l'a. m. ridotto
a un solo punto, il mediano, ad esso si puo attribuire I'I = 0. Ruo-
tato come gia detto sul modulo, facendo coincidere il suo punto me-
diano col centro di questo, dalle misure che di esso si prendono
guardandolo in direzione del @ a 0°-180° nelle posizioni della T alla
IV, si ottiene un tricometrogramma (fig. I1) all'incirca a forma di
8, composto da due esagoni regolari ed uguali, disposti lungo il @

e o A 120
& ¢
T30° 150" _|
a a
To-A B i
a' _a
330 710
& _ 4
300° B 240°
2%0

F16. I 1. - Riproduzione 1 :2. - Segmento di retta e suo tricometrogramma formato da
due esagoni regolari ed uguali, disposti lungo il @ a 90° - 270> del modulo
¢ congiunti fra loro per un vertice al centro del modulo.

Dato il segmento AB = cm 10, quand’esso & ruotato in senso orario di 30°
e di 150°, guardando il disegno in direzione del @ a 0°-180° del modulo
(come si guarda al microscopio un capello montato sul tricocicloforo), si
vede e si misura di esso la sua proiezione aa’, lunga cm 5, di cui ogni
metd, a pariire dal centro del modulo, si riporta sopra i @9 a 300 - 210°
e a 150°-330°. Quando il segmento AB & ruotato in senso orario di 600 e di
120¢, si vede e si misura di esso la proiezione b b/, lunga cm 8,660254..., di
cui ogni meta si riporta (come dianzi detto) sopra 1 @@ a 60" -240° e a
120° - 300° del modulo, I segmento a @’ risulla eguale al cateto A (150°) B (210°)
del triangolo rettangolo A (307 A (150%) B (210%), ossia = AB sen 30° = ¢cm 5;
il segmento b b’ risulta eguale al cateto A (120°) B (240°) del triangolo rettan-
golo A (60°) A (120°) B (240°), ossia = AB cos 30° = cm 8,660254... Quando il
scgmento AB & disposto sul @ a 0°- 180" del modulo, si vede di esso soltanto
un punto, che si riporta al centro di questo @. Quando il segmento AB ¢
ruotato di 90°, esso si vede e si misura in lutta la sua lunghezza, ogni meta
della quale (=cm 5) si riporta sopra i raggi 0-90° ¢ 0-270° del modulo.
Il tricometrogramma si costruisce riunendo il punto centrale con gli estremi
delle misure riportate sopra i raggi del modulo. Si puo dimostrare facil-
mente che i lati dei due esagoni cosi ottenuti sono tulti = cm 2,5. L'area
complessiva dei due esagoni & = cm? 32,47:59...

L’area del tricometrogramma oltenibile da un segmento di retta corrisponde
a circa il 41,34-95...% di quella di un cerchio con diametro uguale alla lun-
ghezza del segmento consideralo.
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a 90°-270° e uniti fra loro per un vertice al centro del modulo. Gl
unici dati veri che in questo caso si ottengono sono il punto di
unione dei due esagoni, che rappresenta |'a.m.= 0 riportato sul
@ a 0°180° del modulo, e la lunghezza del segmento, che rappre-
senta 1'’A. M. riportato sul @ a 90°-270° del modulo. Si noti, invece,
che le misure prese quando il segmento ¢ ruotato sul @ a 30°210°
e sul @ a 60°-240° del modulo, e quindi meno o pit obliquo rispetto
all’osservatore, sono quelle, improprie, delle lunghezze delle sue
proiezioni sopra una retta virtuale, parallela al @ a 90°270° e con-
tenuta nel piano passante per questo & e per quello a 0°-180°, in
direzione del quale guarda l'osservatore.

Il tricometrogramma ottenuto & una rappresentazione del tutto
aberrante di un segmento di retta, non solo perché ha una forma del
tutto diversa, ma anche perché i due esagoni contengono un'area,
la quale, per di pit, & piuttosto estesa nel suo insieme.

Gli esagoni hanno angoli di 120° e lati uguali a Y della lun-
ghezza del segmento considerato. Per un segmento = cm 10, i lati sono
= cm 2,5 e l'area complessiva dei due esagoni & = cm® 32,475952612
50..., essendo 'apotema = cm 2,1650635075... e il perimetro comples-
sivo dei due esagoni = cm 30, La somma delle aree di due esagoni
corrisponde a circa il 41,3495 % di quella di un cerchio con d = cm 10.

TRICOMETROGRAMMI DA MODELLI ELLITTICI.

Le ellissi hanno due assi ortogonali di simmetria, che s'incro-
ciano nel punto mediano, e che sono di lunghezza piti o meno diffe-
rente fra loro; sono percid forme bisimmetriche, in cui i quadranti
opposti sono uguali e quelli adiacenti speculari, e il loro Indice puo
variare da < 100 a > 0.

Dal confronto con i dati ricavabili da un cerchio con d = x e da
un segmento di retta = x, risulta che le ellissi con A. M. = x e a. m.
decrescente hanno un’area variabile da < 100 % a > 0% di quella
di un cerchio, con un rapporto percentuale — lo si noti — corrispon-
dente al valore dell'Indice delle ellissi? mentre i loro tricometro-
grammi vanno circa da un'area < 95,4935% a circa un’area > 41,3495%
di quella del cerchio suddetto.

Se facciamo, ad esempio, x = cm 10, le aree delle ellissi con
a. m. decrescente vanno da circa un valore < cm® 78,5398... a circa

2 Per esempio, le ellissi con I =80 hanno un'area =80%, le ellissi con I =50
un'area = 50% e le ellissi con I = 20 un’area = 20% di quella del cerchio nel quale si
possono  inscrivere.
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un valore > cm? 0; mentre le aree dei loro tricometrogrammi vanno
da circa un valore < cm?® 7500060078 a circa un valore > cm?® 32475
95261250.

Da guanto ho sopra detto, risulta che le aree dei tricometro-
grammi, rispetto a quelle delle ellissi corrispondenti, saranno dap-
prima un po’ inferiori (ellissi con Indice molto elevato), a un deter-
minato Indice eguali, e pol tanto piti superiori e con un errore tanto
piu notevole quanto pit 'Indice delle ellissi sara vicino a €.

IVE:ToY
Meor

3o 150°
1o 180°
330" 210°

Fic. 1 2. - Riproduzione 1: 2. - Tricometrogramma da ellissi con I =80. 11 tricome-
trogramma ¢ un dodecagone « ovaloide »,
Con A.M.=cm 10, ¢ gquindi ¢con a.m, =ocm 8, i suoi verlici distano dal

a

.m,
centro del modulo di cm 4 [ = ] sul @ a 0°-180°, di cm 4,27-20..

a, m,
sopra i @@ a 30°- 210 ed a 150°- 330° [cordinate: x (30*) cm 3,69-96... < — ;

v (30" = cm 2,1350...], di cm 4,7696.. sopra 1 @@ a 60°-240° ed a 120°- 300°

A M,
[coordinate: x(60°} = cm 2,3848...; v {60) = cm 4,1306...] e di cm 5= T

sul @ 90°-270°. L’area della ellisse & = cm?® 62,83-18...; {'arca del tricometro-
gramma & = cm? 61,29-50.,,, con una dilferenza in suo sfavore di cm? 1,5367...
L'area del tricometrogramma & = < 97,5541... % di quella della sua ellisse,
ed & = 4 78,0433. % di quella del cerchio con d = A.M.; mentre l'ellisse
ha un'arca pari all’80 % di quella del cerchic nel quale ¢ inscrivibile. Si noti
che la % deli'area del tricometrogramma rispelto all'area della sua cilisse e
gia superiore alla % deli’arca del tricometrogramma del cerchio (= 93,49-35...%0)
rispetto a guella {= 100 %) di quest'ultimo,

L'eguaglianza delle due aree si ha con la forma ellittica avente
I = + 7211138 (si veda in Appendice), e clascuna delle due aree cor-
risponde al 72,11138... % di quella del cerchic nel quale ¢ inscrivi-
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bile l'ellisse con un dato A.M.; per esempio, con A.M. =cm 10, ¢
quindi con a.m.= <+ cm 7,211138, ciascuna delle due & = <~ cm?
56,636142 % ¢ corrisponde a circa il 72,11138 % di quella del cerchio
con d = cm 10 (hg. 1 3).

Poiché le ellissi tanto pit somigliano ad una circonferenza quanto
pit il loro Indice & vicino a 100, e tanto pitt somigliano a una lamina
sottilissima e teoricamente ad un segmento quanto pit il loro Indice
¢ vicino a 0, nel primo caso danno tricometrogrammi dodecagoni,

Vg0
. o
Meo* | 12
30" 150"
o 180°
330" 210°
100° 240°
270

Fic. I 3 - Riproduzione 1 :2. - Tricometrogramma da ellisse con I = o 72,11'138. - Il
tricometrogramma ¢ un dodecagono leggermente «ovaloide», con arca
uguale a guella della sua ellisse,

Con AM.=cm 10, e quindi con a.m.= <+ 7,21-11:38, i suoi vertici distano

a.m,
dal centro del modulo di +~ cm 3,60:5569 [ = Z_J sul @ a 0°-180°

di = cm 4,00:00-11... sopra i @@ a 30°-210° ed a 150°-330° [coordinate: x (30°) =
a.
= poem 3L < 5 v (B0)= pem 2000005..0, di 4 cm 46904 15..

sopra i @@ a 60°-240" ed a 120°-300° [coordinate: x (60°) = A cm. 2,34-52:09..;

A M.
y(60°) = + cm 4,062022..] e di cm 5= 3 sul @ a 90°-270°. Le aree
dell'ellisse e del tricomelrogramma sono ciascuna = . cm? 56,63-61:42,

Le due arce sono dunque uguali, ossia l'arca del tricometrogramma corri-
sponde al 100 % di quella della sua ellisse; ciascuna di ambedue corrisponde
al 72,11'138 % di quella del cerchio in cui sono inscrivibili.

* Ringrazio il Prof. R. VINCIGUERRA per aver elaborato elettronicamente i dati qui
sopra riportati, usando cifre con otto decimali, come era necessario per risolvere con
la maggior precisione la formula (si veda in Appendice)
2av3a + B L2bV @+ 30 + V(@ + 30 3ad + by = 4gxab, e aver trovato

cm 7,211138 x 100
cm 10

cercato.

I'T = 4
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che chiamero « ovaloidi », 1 quali tanto pill somigliano al dodecagono
inscritto in una circonferenza, guanto pitt alto & I'Indice dell’ellisse
da cui sono stati tratti, mentre nel secondo caso danno tricometro-
grammi dodecagoni, che chiamero «con falsa rientranza », i quali
tanto pill si avvicinano a quello di un segmento di retta, formato da
due esagoni regolari, quanto pitt basso ¢ I'Indice dell’ellisse da cui
sono stati tratti. L'appellativo « con falsa rientranza » deriva dal

Wao° .
Heo 120
n30° 15¢°
Io“ 180"
330" 240°
300° 240"
210"

Fig. I 4. - Riproduzicne 1: 2, - Tricometrogramma da cllisse con [ = « 6546:5367... -
Il tricometrogramma ha soltanto 10 lati, e pertanto l'indice della sua ellisse
segna il punto di passaggio dai tricometrogrammi dodeccagoni « ovaicidi »
a quelli dodecagoni con « falsa rientranza ».

Con A M. =cm 10, e quindi con a.m. = 4 ¢m 634653670..., 1 suol verticl

a. m,
distanc dal centro del modulo di 4 cm 327-32:68... { =- 2—] sul & a

0°-180°, di o cm 3779644, soprat @@ a 30°-21¢° ed a 150°- 330° fcoordinale :
a.m

X(30°) = o cm 3273268, = —-C--:---:,-' poyi30) = & cm 18898221, di

cm 4,6291-.. sopra i @@ a 600-240° ed a 1200-300° [coordinale: x {607
A M.

= & cm 2314551 y (60 = < cm. 4008918..] ¢ di cm. 5 [ =y ]

sul @ a 90°-270°. L'area dell’ellisse & = 4 om” 514106379...

L'ellisse ha un'area = . 65465307 % di quella del cerchio nel gualc e in-
scrivibile. E'area del tricometrogramma & un po’ superiore al 100 % rispetio
a quella della sua cllisse,

fatto che guesti tricometrogrammi dodecagoni sono piti stretti in cor-
rispondenza del @ a 0°-180° del modulo, sul quale viene riportata la
misura esatta dell’a. m., mentre sono pitt larghi — come verra spie-
gato in séguito — in corrispondenza di parallele opposte a tale &,
congiungenti gli estremi delle misure prese quando il modello si tro-
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vava con I'A. M. disposto sopra i @@ del modulo a 30°210° e a
60°-240° (figg. 12 e 15).

Abbiamo dunque due serie di trlcometrogramml dodecagoni di
figura opposta: quelli ovaloidi da pilt a meno somiglianti al dode-
cagono regolare inscritto in una circonferenza, man mano che I'In-
dice diventa meno alto, e quelli con falsa rientranza da pitt a meno
accentuata, man mano che FIndice diventa meno basso. Tra le due
serig, in ciascuna delle quali la caratteristica principale, ovaloide e
con [lalsa rientranza, si va attenuando man mano che il divario fra
gli Indici delle ellissi va diminuendo, esiste — com’era logico sup-
porre — un (ricometrogramma di figura intermedia, a 10 lati sob
tanto, che si ottiene (si veda in. Appendice) dalla forma ellittica con

Indice — /% X 100 = <+ 65,465367 (per AAM. =cm 10, a.m. = ~
y

cm 6.546..) (hg. 14).

Pertanto, tutte le ellissi con 1 > 4 6546... danno tricometro-
grammi ovaloidi, e tutte le ellissi con T < 4 65,46... danno tricome-
trogrammi con falsa rientranza (figg. 12, 13 e I5).

Cio avviene, perché le sole misure esatte che di esse si possono
prendere con l'uso del tricocicloforo sono 'a.m., i cui estremi si
vedono quando il modello ¢ in I posizione (ossia con 1'A. M. sul
J a 0-180° e l'a.m. sul @ a 90°270°), e percid vengono riportati,
secondo l'uso, sul @ a 0°-180° del modulo (corrispondente alla dire-
zione dello sguardo dell'osservatore), e 'A. M., i cui estremi si ve-
dono quando il modelio ¢ in 1V posizione, e percid vengono riportati
sul @ a 90°270° del modulo; mentre le altre misure, quelle prese
quando il modello ¢ in II e in IIT posizione (¢ ugualmente quelle
prese nelle posizioni VI e V corrispondenti), sono pitt grandi degli
assi a 30°, 60°, 150° e 120° dall'a.m., che si desiderava conoscere,
come ora cerchero di spiegare (si veda la fig. 15).

Si noti anzitutto che le misure esatte dell’a.m. e dell’A. M. si
prendono quando questi assi giacciono sul @ a 90°-270° del moduio,
con il modello rispettivamente in I e in IV posizione, ossia in posi-
zione ortogonale rispetto all'osservatore, che guarda in direzione
del & a 0°-180°. L'errore in cui & caduto l'ideatore del tricocicloforo
¢ stato in questo caso di ritenere di poter misurare ghi assi a 30,
60°, 120° e 150° dall’'a.m., quando questi venivano successivamente
portati sul & a 90°270°, ruotando il capello di altrettanti gradi,
ossia portandolo con I'A. M. nelle posizioni II, III, V e VI, mentre
m queste posizioni (si veda la fig. 14) uno degli estremi degli assi
cercati suddetti (quello giacente sul raggio a 90° del modulo nelle
posizioni II e IIT e quello giacente sul raggio a 270° del modulo nelle
posizioni V e VI) non ¢& visibile, perché coperto dal contorno del
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modello sporgente verso I'osservatore, e l'altro estremo, pur restando
allo scoperto, non si pud individuare, specialmente al microscopio,
nel lungo tratto visibile del contorno del modello, che va dalla parte
sporgente di esso fin oltre il raggio a 270° del modulo per le posi-
zioni 11 e IIT e fin oltre il raggio a 90° del modulo per le posizioni
V e VI. In loro vece si prendono erroneamente i punti opposti ¢ pit
distanti visibili del contorno, i quali corrispondono ad assi del mo-
detlo pitt lunghi e a @@ del modulo pitt o meno obliqui rispetto al
@ a 90°270° di quest’ultimo, sul quale si sarcbbero dovute effet-
tuare le misurazioni, e al tempo stesso meno o pilt obliqui rispetto
al @ a 0=180° di osservazione.

Data l'obliquita di tali assi rispetto all’'osservatore, non viene
misurata la loro lunghezza, ma la lunghezza della loro proiezione
sopra una retta virtuale, parallela al @ 90%270° e contenuta nel
piano passante per questo @ e per quello a 0°-180° di osservazione
(si veda la fig. 15). Non solo la lunghezza degli assi in questione, ma

T30

Fic. 1 5.

anche quella delle loro proiezioni & sempre maggiore di quella degli
assi che si credeva di misurare, ed & tanto maggiore quanto pili basso
& I'Indice delle ellissi.

Le misure delle proiezioni di tali assi, improprie (non essendo
di assi) e maggiori di quelle che si sarebbero volute conoscere, ven-
gono riportate, per costruire il tricometrogramma, sopra i diametri
del modulo a 30°-210°, 60°240°, 150°330° e 120°-300°, ossia su diame-
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iri del modulo in posizioni pitt oblique, rispetto al @ a 90°270°, di
quelle che in realta si sono potute osservare (si veda la fig. I5). Per
tanto, anche in conseguenza di questo riporto errato, con il dimi-
nuire dell'Indice delle ellissi, la figura dei tricometrogrammi si altera
progressivamente, di modo che da una serie di forme ovaloidi sempre
meno somiglianti a un dodecagono regolare, si passa, attraverso a
una figura a 10 lati soltanto, a una serie di forme con falsa rien-
tranza sempre pin accentuata. Queste ultime specialmente, essendo
tanto diverse dalle ellissi, danno una rappresentazione schematica
non congrua con la forma dei modelli ellittici a basso Indice e con
quella delle sezioni trasverse simili dei capelli.

TRICOMETROGRAMMI DA MODELLT « CIS » E « TRANS »,

Prima di passare ad esaminare i modelli ovali bisimmetrici, sara
utile prendere in considerazione modelli di forme estreme opposte
non ovali: le forme a fuso, che chiamerd « cis », aventi soltanto un

Frc. 1 5. - Riproduzione - 1:2. - Ellissi con I = 33,(3), nelle posizioni dalla 1 alla 1V,
e suo tricometrogramma dodecagono con « falsa rientranza » molto ac-
centuata,

Con AM.=cm 10, ¢ quindi con a.m.=cm 3,3), i vertici del (ricometro-

gramma distano dal centro del modulo di cm 1,(6) = - .zm._ sul & a (- 180°,
di cm 2,88-48... sopra i @@ a 30°-210° ed a 150 -330° [coordinale: x (30°) =
= cm 249(99) > a.zm_j_ ; ¥(30°) =cm 1,44-33..], di cm 44131, sopra i @@ a
60°-240° ed a 120°300° [coordinate: x (60°) = cm 2,1661..; 3 (60 = cm 3,74-44_...]
e di cm S[ = AzM } sul @ a 90°-270°. Quando ellisse ¢ disposta con

il suo ALM, sul @ a 0°-180° del modulo, si vede ¢ si misura di essa I'a. m.,
CD,= cm 3,3), di cui ogni metd (=cm 1,(6); vedi qui sopra) si riporta,
a partire dal centro del modulo, sullo stesso @, Quando l'ellisse & rnotara
in senso orario di 30° e di 150°, si vede ¢ si misura di essa la sua proie-
zione aa’, lunga cm 576:92°52.. (> dell'asse a 30, EF, dell’ellisse), di cui
ogni meta (= cm 2,8848...; vedi qui sopra) si riporta, come gia detto, sopra
i @@-a 30°-200° e & 150°-330°. Quando leliisse & ruotata in senso orario
di 60° e di 120°, si vede e si misura la sua proiezione b b, lunga ¢cm 8,83:02:51...
(> dell'assc a 60°, GH, dell’ellisse), di cul ognl metd (= cm 441-50...; vedi
qui sopra) si riporta, come gia detto, sopra i @@ a 60°-240° e a 120°- 300°
del modulo. Quando lellisse & ruotata di 90° si vede e si misura I'A. M.,
AB, = cm 10, ogni meta del quale si riperta sopra i raggi 0-90° e 0-270°
del modulo. Da quanto & stato sopra detto, risulta che il tricometrogramma
ha necessariamente la figura di un dodecagono con « falsa rientranza » molto
accentuata ed area assal maggiore di quella della sua ellisse. L'area del-
l'ellisse & = cm?® 26,1799-38,..; l'area del tricometrogramma ¢ cm? 39,21-49-25..,
con una differenza a suo favore di cm? 13,03-49-86...

L’area del tricometrogramma & circa il 149,7899-80... % di quella della sua
ellisse. L'ellisse ha un'area pari al 33,(3) % di quella del cerchio nel quale &
inscrivibile, mentre l'area del tricomelrogramma & il 49,92:99-93... 84 i quella
del cerchio suddetto.
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raggio R* di lunghezza determinata per ogni Indice (v essendo = 8),
nelle quali YA, M. fa da corda a comune dei due archi di raggio R
agh estremi dell’a. m., dato dalle saette, e le forme, che chiamerd
« trans », in cui agli estremi del’A.M. vi sono due semicirconfe-

. a. m. . . . .
renze di r = -, congiunte per i loro estremi da due segmenti
2

di retta, pitt o meno lunghi, passanti per gli estremi dell’a. m. e pa-
ralleli fra lore e all’A. M. (R essendo = oo }.

Va0
Theo
T30~ 150°
Io° 180"
330" 210°

100 240°
270°

Fi6. T 6. - Riproduzione 1 :2. - Modello fusiforme o «cis», disegnato in posizione IV,
¢ suo tricometrogramma. Poiché il modelio qui raffigurato ha T = 54.9699..,
il suo tricometrogramma risulta a soli 10 lati e con area un po’ superiore
a quella della forma da cui & stato ottenuto.
Con A.M.=cm 10, e quindi con a.m.=cm 54969.., la forma «cis» in
questione ha un R = cm 59221.. e un'area = 4 cm’ 38,72:5891...
L'angolo dal centro di R agli estremi dell’A, M. & = 115117173477, I'angolo
discriminante (vedi in Appendice) & la sua meta: 57°35°3074777.,

Le forme « cis » a indice molto elevato, ossia con a.m. di poco
inferiore all’A. M., si avvicinano alla forma della circonferenza, e
quindi danno, ruotandole sul modulo, misure poco diverse fra loro
¢ tricometrogrammi nettamente ovaloidi, con minori errori e piu
simili al dodecagono inscrivibile in una circonferenza. Anche nel caso
delle forme « cis » le sole misure vere ed esatte sono quelle che si
prendono dell’a.m. e dell’A. M., e che si riportano rispettivamente
sul @ a 0°180° e su quello a 90°-270° del modulo; per le altre misu-

2
*R = (0,5 % 5) + [0,125 P4 i) L incui s & la saetta e C & la corda.
&
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razioni si puo ripetere in via generale quanto & stato gia detto per
le ellissi e per il segmento di retta (per maggiori precisazioni si veda
in Appendice).

Lentamente, con il diminuire dell'Tndice, le forme « cis » danno
tricometrogrammi di forma ovaloide sempre meno accentuata, finché
quella con Indice = 54,96-99... (fig. 16) da un tricometrogramma a
soli dieci Iati®. Le forme «cis» successive, ad Indice ancora piu
basso, forniscono di nuovo un tricometrogramma dodecagono, ma
con falsa rientranza sul & a 0°180° del modulo e sempre piu somi-
glianfe a una specie di 8.

I modelli di forma «trans», invece, poiché della loro costru-
zione fan parte due semicerchi di raggio r della massima grandezza

_ a.m, . _ .
possibile {z 2—], forniscono solo con Indici notevolmente alti
dei tricometrogrammi ovaloidi, e gid quello con Indice = 76,3707...
da un tricometrogramma a soli 10 lati {fig. 17); al di sotto di questo
Indice si ottengono dalle forme « trans » soltanto tricometrogrammi
con-falsa rientranza sempre piil accentuata.

Posto A. M. = x ¢ a.m. decrescente, nei modelli di forma « cis »

. . ) N . » X
(nei quali ¥ = 0} 'a. m. puo variare da < xa > 0e I'R da > 5 a < oo
mentre nei modelli di forma « trans » (nei quali R = ) I'a. m. pud
. ) . x a.m .
variare da < xa > 0 ¢ l'r da 5 < Y ad T, > 0. Ad esempio,
con A.M. =cm 10, fa forma «cis» con I =54,9699.. ha I'a.m. =

cm 5,4969.., l'i'zn—l- =5 =cm 2,7484... ¢ 'R = cm 5,9221..; mentre
la forma «trans» con I = 76,3707.. ha l'a.m. = cm 7.6370... e

I'r = ,,,,,,-,;n =cm 3,8185.. Sempre con A.M. = cm 10, nelle forme

« cis » quando pilt sara I > 54,96:99..., tanto pitt sara R < cm  5,9221...
(fino a R > em 5), e viceversa (R > c¢m 5,9221... fino a R < s0); mMmen-
tre nelle forme « trans» quanto pitt sara I > 76,3707..., tanto pii

5 Nelle forme « cis» e « t7rans » si ha un tricometrogramma a scli 10 lati quando,

rispettivamente (si veda in Appendice), T = ‘/ 4 Vli'_i x 100 = o 4 e
3443
T=—20V " xm= o %

Soltanto nelle forme « cis » con tricometrogramma a 10 lati sussiste la relazione

a. n. a.m.
[R - ) cos 30° = 3

36
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sara r > cm 3,8185... (fino a r < cm 5), e viceversa (r < cm 3,81:85...
fino a r > 0).

Le forme « cis » e « trans » sono bisimmetriche, come gli ovali
che ora esamineremo, i quali si possono considerare come forme
intermedie fra tali forme estreme opposte, ossia come forme «cis »
ancora piti alterate, rispetto alla circonferenza, dall'inserimento di
un arco di raggio r agli estremi dell’A. M.

Va0’
Meo" 120°
JIEX) 150°
1o’ 180°
330" 210°
300° 2.40°
270

Fic. 1 7. - Riproduzione 1 :2. - Modello di forma « trans», disegnato in posizione IV,
e suo tricometrogramma. Poiché il modello qui raffigurato ha I = 76,37-07...,
il suo tricometrogramma risulta a soli 10 lati ¢ con area leggermente infe-
riore a quella della forma dalla quale & stato ottenuto.

Con A.M. = cm 10, e quindi con a.m. = cm 7,6370...ed r =- 5 =cm 3,81-85...,

la forma « trams» presenta un‘area = & cm’ 63,8541,

TRICOMETROGRAMMT DA MODELLI OVALI BISIMMETRICI.

Quanto ¢ stato detto per le ellissi vale anche, in linea di mas-
sima, per gli ovali bisimmetrici; ma in questi vi & in pitt un ele-
mento disturbatore, rappresentato dalla maggiore o minore curva-
tura in prossimita degli estremi dell’A. M.

Per avere dei dati confrontabili, ho usato come modelli quelli
costruiti con archi di raggio r in prossimita degli estremi dell’A. M.,
e con archi di raggio R in prossimita degli estremi dell’a. m.® Negli

a. m.
¢ Ho scelto le due lettere r ed R, essendo sempre » < R ¢ sempre < s mentre

i a. .
R ¢ sempre > — — -

2
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L s . . . a.m
ovali cosi costruiti il raggio r pud variare da > 0 a < 5 e quanio

pitt 7 & lungo, tanto pitt il raggio R deve essere correlativamente pitt
lungo di quello che occorrerebbe per raggiungere gli estremi del-
FA.M.: questo & appunto il disturbo arrecato dalla presenza e dalla
varia curvatura degli archi di raggio r; esso si ripercuote sui tri-
cometrogrammi, in modo da essere — come vedremo - perfino deter-
minante per la loro forma.

Wag
Mso°

Ji30° 150°
To" 180°
530° 210°

300 240
210
Fic. 1 8 - Riproduzione 1:2. - Ovale bisimmelrico, disegnata in posiziene IV, ¢ suo
tricometrogramima. 11 modelio qui raffigurato ha I = 63,6703..., e poiché ad
esso € stato dato, con un A.M. = em [0, un r = cm 2,57'33... (R = cm 7,07-49...),

il suo tricometrogramma risulta a soli 10 lati e con area un po' superiore
a quella dell’ovale dal quale & stato ottenuto.

Dopo l'esame delle forme « cis » e « trans », ¢ facile comprendere
perché gli ovali bisimmetrici forniscono tricometrogrammi tutti ova-
loidi dall'Indice < 100 fino all’lndice = 76,3707... compreso e tricome-
trogrammi tutti con falsa rientranza dall'Tndice = 54,96:99... fino all’In-

dice > 0, qualunque sia la grandezza del loro r (da >0a < a;‘n ) :

evidentemente nei primi, per la scarsa differenza tra A. M. e a. m., gli
archi di raggio » non rappresentano ancora un elemento tanto distur
batore da provocare nei tricometrogrammi un cambiamento di foma
da ovaloide a decagona; mentre nei secondi il notevole squilibrio fra
la lunghezza dei due assi, con conscguente notevole diminuzione della
curvatura degli archi di raggio R (il quale aumenta) agli estremi
dell'a.m., ¢ gia sufliciente a determinare da solo la forma dodeca-
gona con falsa rientranza dei tricometrogrammi (figg. 18 e 19).
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Tra i valori dell'Tndice sopra indicati, invece, per ciascun Indice
avremo una serie di modelli ovali, che daranno ancora tricometro-
grammi ovaloidi fino a un certo valore di 7, quindi un tricometro-
gramma a 10 lati soltanto, e successivamente, con valori di r sempre

. . . so e e . . a.m. . .
piu alti (ossm piit vicini al rispettivo 7 ], tricometrogramimi

90°

1o ; = 2 ) 180°

B_ ______F__g'f

230°
Fic. 1 9. - La figura & slata leggermente rimpiccolita. - Ovale bisimmetrico, disegnato
nelle quattro posizioni, € suo tricomeirogramrma. Poiché il modello ha I = 30,
il suo tricometrogramma risulta un dodecagono con « falsa rientranza» e
con area nettamente superiore a quella deli'ovale,
11 modello & stato costruito con A.M. =cm 10, a.m. =cm 5, r = cm 2,08(3)

ed R =cm 12,
Per altre spiegazioni si rimanda al testo-sulle ellissi e alla fig. 15.

con falsa rientranza. Cid significa che fra i suddetti termini, per
ogni Indice, il raggio 7, una volta raggiunia ¢ superata una certa

. , a.m . .
lunghezza correlativamente al valore dell’- P diventa egli stesso
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responsabile (avendo ormai fatto talmente diminuire la curvatura de-
gli archi di raggio R) della modificazione della forma dodecagona
ovaloide del tricometrogramma dapprima a decagona e poi a dode-
cagona con [alsa rientranza sempre pili accentuata.

Man mano che I'Indice da 76,3707... si va abbassando a 54,9699...,
I'effetto di » si somma a quello del sempre piu alterato rapporto fra
la lunghezza dei due assi M. ed m., per cui, prendendo in conside-
razione serie di modelli ovali d'Indice sempre piu piccolo, vedremo
che con l'aumentare di r pilt presto si passera dai tricometrogrammi
di forma ovaloide a quelli con falsa rientranza, mentre il modello
che da per tricometrogramma un decagono avra un r sempre piil
piccolo. Ad esempio, tenendo costante A.M. = cm 10, con ['Indice
= 71,0205... avremo a.m.=cm 7,1020... e un tricometrogramma a
10 lati quando » = cm 3,1551... (e R = 7,6514...); con 1'Indice =
65,6703... avremo a.m. = cm 6,5670... e un tricometrogramma a 10
lati quando r =cm 2,5733... (¢ R =cm 7,0749..) (fig. 18), e con
I'Indice = 60,3201... avremo a.m. = 6,0320... e un tricometrogramma
a 10 lati quando r = cm 1,7027... (e R = cm 6,4985...).

TRICOMETROGRAMMI DA MODELLT RENIFORMTI.

I modelli regolarmente reniformi hanno un solo asse di simme-
tria bilaterale trasversale, dalla concavita alla convessita del con-
torno, che ¢ I'a. m., e un A. M. ortogonale al precedente, non di sim-
metria, diviso in due parti uguali dall’a. m., mentre quest’ultimo & di
regola intersecato dal primo in un punto pit vicino alla concavita.
Nei modelli e nei capelli a sezione trasversa siffatta il punto d’inter-
sezione fra i due assi non coincide, di regola, con il centro del modulo.

In questi modelli (ugualmente come nei capelli a sezione reni-
forme) si pud misurare con esattezza solo I'A. M. (in posizione I1V),
mentre l'a. m. (in posizione I) non si pud misurare, perché il suo
estremo nella parte pit interna della concavita resta nascosto, co-
perto alla vista dalla parte sporgente ricurva su di esso, la quale
e rivolta verso l'osservatore, essendo disposta sul raggio a 0° del
modulo’. Al posto dell’a. m. si prende sempre una misura che & pii
grande di quella vera, andando dall’estremo visibile dell’a. m., di-
sposto sull'uno o sull’altro raggio del @ a 90°270° del modulo fino

7 Soltanto dopo la pubblicazione della mia prima nota ho potuto prenderc visione
del lavoro del Dott. Massa E. RasiNo (1969), nel quale I'A. aveva gia rilevato, pur
senza entrare in alcun particolare, che non si pud misurare, mediante l'uso del
tricocicloforo, 'a. m. nei capelli a sezione reniforme.
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al punto piut sporgente sull'insenatura del modello, nella parte di
questo disposta sul raggio a 0° (fig. 110).

Inoltre, poiché le sezioni reniformi hanno al massimo simmetria
bilaterale, mentre il modulo ha una simmetria raggiata ad assi tutti
eguali, i tricometrogrammi presentano simmetria superiore a quella
del modello, e sono pertanto figure ben diverse dalla reniforme: do-
decagoni ovaloidi, decagoni e dodecagoni con falsa rientranza, simili

150

B 0
270

F1G. T 10. - Riproduzione <~ 1: 2. - Modello reniforme e suo tricometrogramma. - I1 mo-
dello ha T=238; AB & il suo A. M., ma non di simmetria; CD & il suo
a.m., di simmetria bilaterale, il cui punto mediano ¢ indicato con M.
Il suo tricometrogramma, dato 1'Indice del modello, ¢ un dodecagono con
« falsa rientranza », in pratica indistinguibile (si confronti ad esempio con
la figura precedente), specialmente trattandosi di capelli montati sul tri-
cocicloforo, dai tricometrogrammi ottenibili da forme di sezioni differenti,
come le ellittiche, le ovali, le « cis» e le « trans » aventi un indice adeguato.
La sua superficie & assai maggiore di quella del modello, soprattutto perché
il suo apparente a.m. F D, errato, risulta assai pit lungo di quello vero CD.
£ inoltre da segnalare che il modcllo suddetto, ruotato sopra i @@ a
300-210° e a 60°-240°, da coordinate diverse, nel senso che y(30°) ¢ y (60°)
del quadrante superiore II sono minori (di ~ cm I, con un A. M. = cm 10)
rispetto a y (210°) e y (240°) del quadrante inferiore IV, di modo che risulta
del tutto arbitrario il riporto in parti uguali sui raggi del modulo 0-30°
e 0-210°, 0-60° e 0-240° delle misure ottenute dal modello nelle posizioni
11 e III. 11 tricometrogramma ha I = .+ 56.

Si noti infine che la simmetria del tricometrogramma ¢ superiore a guella
soltanto bilaterale del modello.

a quelli ottenibili da modelli ellittici e ovali bisimmetrici, secondo
I'Indice pit alto o pilt basso, secondo l'accentuazione maggiore o
minore della concavita e secondo la posizione del punto in cui l'asse
di simmetria bilaterale, ossia 'a. m., & incrociato dall’A. M.
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CONSIDERAZIONI E CONCLUSIONI INTORNO ALLA PRIMA PARTE DEL LAVORO.

Nelle pagine precedenti abbiamo visto che dai modelli ellittici,
fusiformi e ovali bisimmetrici al di sotto di un certo Indice si otten-
gono tricometrogrammi con falsa rientranza, di forma ben diversa da
quella che dovrebbero rappresentare e di area pitt o meno alquanto
superiore a quella dei modelli. E purtroppo i tricometrogrammi con
falsa rientranza appaiono con una certa frequenza nei lavori degli
AA. che hanno usato il tricocicloforo.

Solo dai capelli a sezione rotondeggiante possiamo ottenere tri-
cometrogrammi di forma abbastanza attendibile, se pur con area
un po’ minore di quella vera.

Per altro esistono e sono abbastanza frequenti nell'umanita i
capelli a sezione reniforme, difficilmente individuabili sotto il mi-
croscopio con l'uso del tricocicloforo. Inoltre forniscono tricome-
trogrammi errati, di forme incongrue rispetto alle reniformi, ¢ per
di pitt eguali o simili a quelle dei tricometrogrammi ottenibili dai
capelli a sezione all'incirca ellittica, fusiforme od ovale.

I tricometrogrammi delle sezioni reniformi sono quindi in pra-
tica indistinguibili da quelli che si ottengono dalle sezioni di forma
rotondeggiante, ellittica, fusiforme ed ovale.

Pertanto dobbiamo concludere che & meglio attenersi, negli studi
scientifici e nelle ricerche di Medicina legale, alle sezioni istologiche
dei capelli e abbandonare l'uso del tricocicloforo.

APPENDICE

Saranno qui presi in esame dal punto di vista puramente matematico tutti
i modelli studiati in precedenza dal punto di vista antropologico, eccetto i
reniformi, per i quali & sufficiente quanto & stato gia scritto intorno ad essi,
poiché i loro tricometrogrammi risultano sempre non somiglianti, di forma
incongrua, ed hanno simmetria maggiore di quella soltanto bilaterale dei mo-
delli reniformi.

A) - TRATTAZIONE ANALITICA INTORNO ALLE ELLISSI.

1. - Notazioni e considerazioni preliminari.

Indichiamo con z l'asse del capello, con « un piano perpendicolare a gz,
con O il punto d'intersezione di z con a.
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Detto C il contorno della sezione del capello con e, supporremo, nelle con-

siderazioni che seguono, che: 1) C intersechi ogni sua tangente soltanto nel
punto di contatto; 2) che C possieda due assi di simmeiria ortogonali fra
lore, passanti per O. Chiameremo assi di C i segmenti intercettati da C su
x e y Ove 1 due assi siano disuguali, supporremo che l'asse maggiore sia
quello situato su x

Assumiamo O come origine e x, y come assi di un riferimento levogiro del

piane o, e su un piano o (foglio del disegno) fissiamo un riferimento carte-
siano levogire di origine ' ¢ assi x/, ¥

.

5 )

[1(31')&(5,)

(967

L&)

30 ¥

)

x!
Moy
AEy;
g”
FiG. A 1. - Ellisse con I = 50, A.M. = cm 10 ¢ a.m. = cm 5; riproduzione ~ [ :2. - L'el-

lisse C, disposta con I'A. M. lungo l'asse x, viene ruotala in senso orario
prima di 30° (= &) in C’ e poi di 150" (= ) in C”, ossia in posizione sim-
metrica a C’. - C’, ruotata in senso antiorario di 30°(= &), si riporta in C
e le tangenti #,, f, si portana t,, t/,; C” ruotata in senso antjorario di
150° (= 9% si riporta ugualmente in C e le tangenti {,, ¢, (a comune con C7)
si porlano in #, f,, Pertanto la distanza p & = 4 cm 3,30 sia per 3¢
che per 150°. Tale distanza viene riportata, a partire da 0, rispettivamente
sopra 1 semiassi negativi di x (30°) e x (150°); gli estremi dci due segmenti
ottenuti sono P (30 e P (150?). Questi due punti sone simmetrici fra loro
¢, rispettivamente, con P {330 ¢ P (2109, essendo purc la loro distanza da
0=p= & cm 330

Nella figura sone stati segnati anche i punti P (0° e P {180*), rappresentanti
gli estremi deli’a. m., e sono stati riuniti P (0°) con {P (30°) e P (330?), P (1807
con P(130°) e P {210°), per mostrare che da una ellisse con I < & 6546
si ha un tricometrogramma con « falsa rientranza »,
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Cio posto, fissato comunque un.angolo #, consideriamo il punto P(d)
del piano &’ ottenulo nel modo seguente.

Si fa ruotare C intorno ad G dell’'angolo # in senso destrogiro. Detta C ()
la curva cosl ottenuta, si conducono le tangenti #(#), () a C(®) parallele
allasse x. 51 misura la distanza p(3} di una delle due rette t,(3), 6 (#) dal
Passe & (da O). Sulla semiretta ottenuta ruotando il semiasse negativo di x’
dell’'angolo # intorno ad O’ in senso orario si segna il punto P () avente
distanza ¢ (#) da O’ (fig. A1)

Il tricometrogramma & la poligonale A che ha per vertici P (0°), P (307}, P (60°),
P(HP), P(120°), P(150°), P {180°), P(210°), P (240"), P (270"}, P(300"), P (330%),

Se D & la curva descritta da P(®) al variare comunque di @, A € ovvia-
mente inscritta in D.

Per le studio della curva D e della poligonale A sono utili le osservazioni
seguenti.

Osservazione 1" - p{d) & uguale alla distanza di O da una delle tan
genli # (M, 7, (1) a €, formante angolo # con l'asse x.

Infatti, facendo ruotare C(#) dell’angole # in sensc antiorario intorno ad O,
C(?) si riporta in C e le rette #,(®), L{})} si portanoc in ¢ (§), 1 (8) (fg. A1)

Osservazione 2* - Se s'immagina o’ sovrapposto ad e, in modo che gli assi
X', ¥ siano sovrapposti agli assi x, y, il punto P () & i simmetrico del piede
della perpendicolare condotla da O alla tangente 7 (3 {formante angolo & con
T'asse x) rispetto alla seconda biscttrice degli assi.

Ne segue che D & la curva simmetrica, rispetto alla detia bisettrice degli
assi, della podaria di O rispetto a C (luogo dei piedi delle perpendicolari con-
dotte da O alle tangenti di C).

2 2
2. - Caso in cui C sia lellisse di equazione 27 + %5 =1; (a = b).

Procediamo anzitutto al calcolo di p(#), facendo uso dell'osservazione 1°
Ura retta formante angolo & con l'asse x ha equazione normale della forma

(1) xsend—ycos P +E=0

ove & ¢ uguale, in valore assoluto, alla distanza della retta da 0. Se la reita
¢ tangente a C, si ha pertanto

o(3) =15].

Per imporre la tangenie della retta a C, ricavo y dalla (1) e sostituisco
nell’equazione di C. Si oftiene I'equazione in x

(a*sen* @ + bcos' N x4+ 2@ 8xsend + a3 — @ bhlcos’ & = 0.

La retta & langente a C se il discriminante di questa equazione & zero. Si ot-
tiene cosi la relazione

a'sen’ & — (@ sen’d + B cos M@ H — a2 b cos? d) = 0

dalia quale si ricava

& = alsen’# + P cos’ D .
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Si ha quindi
(2) o(D) = V alsend + b costd.
Ne segue, ovviamente, che le coordinate di P (#) sono date da

x(®) = — cos D V @ sen’ B T bioostd,

(3)

y(B) = send V @sen’d + bicosid

e, in particolare, che } vertici della poligonale A conlenuti nel seconde gqua-
drante hanno coordinate

x{0")=—b , y(0) =0
w30y = VIEFIO gy o Y EEIN
4 4
(4 o
60 = — Y3 ey = Y3Qa+ )
4 4
X (90°) = 0 7 (90 = a

Si osservi ora che il lato P(0°)P(30°) &i A [ormerd con lasse x un an-
golo = 90° secondo che

|x (307 | = {x (0} ],

ossia, per la (4),

REICEET)

o ancora, ponendo

secondo che

1= \/i o 065465367 .

Pertanto A ha soltanto 10 lati se
I = ~ (,63465367,

e presenta in P(0°) e in P(1807) la concavith volta verso l'esterno se
I < ~ 0,65465367 .

Dalla (4) si deduce pei immediatamente che l'area di A & data da

ed essendo wa b l'area dellellisse, il confronto fra 'arca del tricomeirogramma
e quella della rispettiva ellisse si pud eseguire con la formula

YavIE T 4+ 20V A F36 + V(@ T3 (Ba+b)zd4mab.
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Passiamo ora allo studio della curva D. Per l'osservazione 2* essa & la
simmetrica, rispetto alla seconda bisettrice degli assi, della podaria deil'ellisse
C rispetto al suo centro 0. Le proprieta di D si riportanc quindi senzaltro a
quelle, ben note, della defia podaria

Volendo procedere direttamente, si osservera che, dette x, v le ccordinate

di P(#), si ha

x 7 ¥

(B) = v+ cosdh = — — s osen @ =
° Vx4 oy Vo4 ¥

Sostituendo nella (2) si ottiene per D l'equazione

(5) (xz + yz)z — bl A2 + at yl

Dalla (5} si deduce che, se ¢ = b, e quindi C & una circonferenza, D & la
curva rappresentata dall’'equazione

O 4 ) = @ ()
che, climinando il fattore & 4 ¥, si scrive nella forma
X =at
Pertanto, D coincide con C,

Se poi b =10, sicché C si riduce al segmento di lunghezza 2a dell’asse x,
simmetrico rispetto ad O, I'equazione (5) diventa

(xz o+ yz)z = q yzl
ossia

xz+y2: j—_ﬂj’,

per cui D risulta spezzata nelle due circonferenze di equazioni
XHy=ay , O+y=_—ay,

il che spiega come da un segmento di retta, pensabile al limite come una ellissi
ridotta al solo A.M., si olfenga un tricometrogramma formato da due esagoni
regolari.

Esaminiamo ora 'andamento di D nei punti P (0°) e P(180°). Intersecando Ia
D con la retta x = — ¥ si oltiene I'equazione

(bz + yz)z — a2 yz + b-t

ossia

(9) 2 bZ ),3 "i" y,-i — a) ;\,2

le cui soluzioni forniscono le ordinate dei punti d'intersezione.
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La (9) ha la soluzione y = 0 doppia, e cid significa che D & tangente in P (0"
alla retia x = — b,

Eliminata questa soluzione, la {9) si riduce a

Y =a - 25b.
Pertanto, se
a -2 =<0
non si hanno altre intersezioni fra D e la retta x = — b, ossia la D ha l'anda-

mento 1 (vedi fig. A2). Se invece
@ —~265>0

si hanno altre intersezioni e quindi la P ha Yandamento 2 (vedi Ag. A2).

2y

)

Y

Fi6. A 2. - Riproduzione 1 : 2. - Spicgazione ncl testo.

Quindi D ha Pandamento 1 o 2 secondo che
=0
a

sia non minore o minore di

V2L 070710670 .
2
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B) TRATTAZIONE ANALITICA INTORNO AGLI ALTRI CAST CONSIDERATI (forme « ¢is », « trans »
e ovali bisimmetriche).

1. - Premessa®.

Osserviamo che se y & un arco della circonferenza di centro nel punto
Q(o, —c) e raggio r(c>0, r>0), si ha, con le notazioni della fiz. B,
p(# =08.

Ma

0S=0T=QT -00.

S
- Y
3 0 .
x
Q
¢
v
Q(O,~c)
F1c. B 1. - Riproduzione 1: 2, - Spiegazione nel testo.
Essendo 0T =1, 60 = ¢ cos 3, si conclude che

(1) p(d) =r —c cos ?
e conseguentemente
(2) x(@) = — (r —c¢ cos ) cos ¥, y(@) = (r —c cos ®) sen #.

Osserviamo, in secondo luogo, che se v’ & un arco della circonferenza di
centro nel punto (- ¢/, 0) e raggio +* (con ¢ > 0) si ha, con le notazioni
della fig. B2,

P(H=05S=00+0S=00+T.

* 8i tenga presente quanto & stato scritto nel § 1 intorno alle ellissi.



478 M. Galgano

Ma

0Q=c sen @, QT =,
Quindi

(3) p{d) =1 + ¢ sen d
e conseguentemenie

(4) x() = — (r + ¢ sen d) cos ¥, y(®) = (' + ¢ sen &) sen 2.

,\lj

0
T
=

vy

Fig. B 2. - Riproduzione 1 : 2. - Spiegazione nel testo.

2. - Caso «cis ».

Nelle forme a fuso o «cis», a causa della mancanza di una curva agli
estremi dell’'asse maggiore, man mano che il modelle viene ruotato in senso
orario dal @ a 0°-180° (sul quale era stalo dapprima disposto con il suo assc
maggiore) a quello a 90°270" del modulo, l'effetio sulla forma del tricometro-
gramma dei due archi di circonferenza, dei quali & costituito, va aitenuandosi
e alfine si annulla, tanio pit tardi quanto pit alto ¢ ii suo Indice, e viceversa.

. . R o R a . ,
L'angole di rotazione discriminante & dato da arc sen Rﬁ {ossia dall'angole

che ha per seno E in cui @ indica il semiasse maggiore cd R il raggio dei

due archi di circonferenza del maedello). Per una rotazione del modello minore di
tale angolo il tricometrogramma risente dell’effetto dei due archi di circonfe-
renza, pPer una rofazione uguale o maggiore di tale angolo il modello «cis »
si comporta, nei confronti del suo tricometrogramma, <ome un semplice seg-
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mento di retta, lungo guanto il suo asse maggiore, centrato con il suo punto

mediano sul modulo,

L'angolo discriminante & di circa 77°19.. per un modello d'Indice per
centuale = 80, di circa 57°35’.. per un modello con I = 4 54,9699, e di circa
28°4’_.. per un modello con I = 25. — Tl valore dell'angolo discriminante in gradi
coincide con quello dell'Indice per T = « 69,23..—

a

Quando I'angelo di rotazione del modello & < arc sen '"R*, valgono le con-
siderazioni e le formule qui di séguito indicate.

In questo casc sono da considerare tangenti alla curva C non solo le tan

genti ai due archi che costituiscono C, ma anche le rette per gli estremi del-
I'asse su y, comprese negli angoli disegnati nella fig. B 3.

By

Fic. B 3. - Riproduzione 1:2. - Spiegazione nel testo. Il modello a fuso o « ¢is » qui

rappresentato ha 1 = 25 In analogia con questo Indice, lo circonferenze del
diametro AOQ, A’0O (uguale al semiasse maggiore} sono incomplete; esse
vanno rispettivamente dal raggio 0-25° del IT quadrante al raggio {+- 155
del I guadrante e dal raggio 0-205" del IV quadrante al raggio 0-335° del
IIT quadranic (se l'Indice fosse stato =0, le due circonferenze sarebbero
slate compiete: vedi il caso del segmento di retta). Per le restanti parti la
curva D presenta una forte rientranza,
Con un modello avente A. M. = cm 10, e quindi a. m. = cm 2,5, R & uguale
a cm 10,625, Le misure per il raggio §-20° sono: e (20°) = cm 1,8153..;
X (20°) = cm 1,7058..., ¢ ¥ (207 = cm 0,620892,,. Le misurc per il raggio 0-15°
soro p(15) = cm 1,569%4...; x (15 = cm 1,51:39..., ¢ y(i5) = cm 0,40:62... Le
misure per il raggio 0-7°30% sono: p (7°307) = cm 1,33-00...; & (7°30) = cm 1,31-88,
c ¥ (730 = cm 0,1736...

Consegucniemente, la podaria di C rispetto ad O sara coslituita dalle
podaric MBM‘, NBN" dei due archi di C ¢ dagli archi MAN, M'A’N’
delle circonferenze di diametri AO, A’ Q.
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La curva D & la simmetrica della detta podaria, rispetto alla seconda
bisettrice degli assi.

Tndichiamo con @ & 1 semiassi di C, con £(o, —c) il centro dell’arco
di C situato af di sopra dell'asse x, con R il raggio di tale arco. Si ha allora
{vedi fig. B4}

QA= Q0 + 0A.

Essendo

si ha dunque
R*= o + (R — bY.

ki

ul

Qore)

Fic. B 4. - Riproduzione 1 :2. - Spicgazione nel testo. Il modello a fusc qui rappre-

sentato ha 1= 4 69,23..
Con A M=cm 10, e quindi con a.m.= . cm 6923, R = 4+ cm 534..
L'angolo discriminante & = 4 699,237

Di qui segue che

mentre

Dalla (1) della Premessa si oitiene allora

o (D) = __az(l — cos ﬂ');—bbz(i 4+ cos @)

e dalla prima delle (2)

at (c_os ¥ — cos'#) + b'(cos® + cos’B)

[x @)1 = 3
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Da quest‘ultima relazione, si ha, per # = 30,

(5) 230 = 80

Il tricomelrogramma sara ovaloide, a 10 lati, o con falsa rientranza, sc-
condo che

|x(30) | £ b,
ossia, tenendo conto della (5), secondo che
RV3I-—3N@+{2V3+Ns8H

o, ancora, secondo che

. 2V 33 4vV3-3

avais o m

2

a?

Si conclude che si presentera I'uno o Pallro dei casi anzidetli seccondo che

1= /47\/3 —3 o L 0,549699 .
y 13

Quando invece 'angolo di rotazione del modelio & uguale o maggiore di

a . .
arc sen —- , per la restante parte del suo tricometrogrammma la distanza

degli altri vertici dal centro del modulo e le loro coordinate sugli assi x e ¥
vanno calcolate con le formule trigonometriche per i triangoli rettangoli, di
cui si conosce l'ipotenusa ¢ l'angolo al centro del module, ossia con le formule
seguenti: p{@) =a sen ¥ x (B} =p(P) cos B, e ¥(¥) = p (M) sen &.

3. - Caso «{rans »,

In questo caso la podaria di C rispetto ad O & costituita dalle podarie delle
due semicirconferenze che fanno parte di C, giacché le podarie dei due segmenti
che completano C si riducono ai punti B e B’ della fig. B5.

Petti: r il raggio delle due scmicirconferenze, ¢ la distanza dei loro centri
da O, a e # i semiassi di C, si ha

Draltra parte, dalla (4} della Premessa, si ha, per # = 30,

[x(30°)] = (r +

Ne segue che

=N

| % (30°)

k3|
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secondo che

b 3+4vV3
I=—=—7 = 4 0763707,

Nei tre casi, il (ricometrogramma ha forma ovaloide, o possiede solo 10 lati,
0 presenta una falsa rientranza.

A £l 10 A

By

Fic. B 5. - Riproduzione 1 : 2. - Spiegazione nel festo. Tl modello «trans» qui rappre-
sentato ha un I di poco inferiore a &60.

4, - Ovali bisimmetrici.

In guesto casc la podaria di C rispetto ad O ¢ formata dalle podarie dei
due archi aventi centro sull'asse y e dei due archi aventi centro sull'asse x,
che compongone C. I due archi della podaria si raccordano nel punio M della
fig. B¢ e negli analoghi situati negli altri quadranti.

Detti: g, b i semiassi di C, R ed r i raggi degli archi anzidetti, con le nota-
zioni della fig. B6 si ha

Q=000 +00Q'%

Ma
Q0 =0T -OT=R—x
O =a—r, 0OOQ=R—-1D
Pertanto
(R—=tY=({a—rY¥+ (R — b)Y
ossia

2rR—2ar—-2bR4+a2=0.

Da questa relazione fra r, R, @, b si pud ricavare uno di guesti numeri, quando
siano noli gli altri tre.
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L'angolo o della fig, B6 & determinate dalla relazione

ig a-—r.
E% = p _p
Se a < 30°, ossia se
a4 — ¥ V3
Rop T T3

la tangente a C formante angolo di 30° con l'asse x tocchera l'arco AT, e
quindi x (30°) si calrolera con la formula (4) deila Premessa.

J\.Ié,

Q'(-¢,0) .

A\ \o T
Qo)

Fic. B 6. - Riproduzione 1: 2. - Spiegazione nel testo. Il modello ovale bisimmetrico

qui rappresentato ha I = 4 60,326G1...
Con A.M.=cm 10, e quindi con a.m. < =cm 6,032..., il modello & stato
costruito con r =cm 1,7027.., ed R = cm 6,49-85... Il suo tricometrogramma

¢ decagono,

Se invece x > 30°, ossia

la detta tangente a C toccherd 'arco T B, e quindi x (30°) si calcolera con la for-

mula (2) della Premessa.
Come negli altri casi, il confronto tra |x(30°]| e b permettera di stabilire
se il Iricometrogramma & ovaloide, o ha 10 lati soltanto, o presenta una falsa

rientranza.
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RELAZIONE SUI LAVORI COMPIUTI
DALL’ACCADEMIA DELLE SCIENZE FISICHE E MATEMATICHE

durante I'anno 1976, letta nell’adunanza pienaria del 28 gennaic 1977
dal socic VINCENZO LEONE
Segretario dell’'Accadenia di Scienze Fisiche ¢ Matemaliche

Nel 1976 la nostra Accademia ha svolto, con la Presidenza del
Prof, Mario Curzio, una vita proficua ed attiva, come & testimoniato
dalle numerose comunicazioni cffettuate dai Soci, complessivamente
37, di cut 17 presentate dai Soci della Sezione di Scienze Naturali e
20 dai Soci della Sezione di Scienze Matematiche, che saranno tutte
pubblicate nel nuovo Volume dei Rendiconti, il 43° della Serie TV.

Per le Scienze geomineralogiche, contributi originali, tutti pre-
sentati dal Socio A. Scherillo, sono stati portati da A. Albini, D. De
Cillis, e D. Stanzione con dati preliminari sull’analisi di terre rare
in campioni di rocce forniti dall'U.S. Geological Service, da P. Di Gi-
rolamo, G, Nardi e D. Stanzione con uno studio di alcune andesiti
dei Campi Flegrei, da E. Franco e M. De Gennaro con ricerche sulla
composizione di minerali vesuviani e di alcuni proietti del Somma-
Vesuvio.

La maggior parte delle comunicazioni presentate alla Sezione di
Scienze Naturali ha avuto per oggetto ricerche di natura chimica. Un
gruppo di studi, presentati dal Socio R. Sersale ed eflettuati da G.
Mascole, A, MNastre e V. Sabatelli, rigua
d’alto forno sintetiche; altro gruppo, anche presentato dal Socio
Sersale, si riferisce aghi studi di A. Perullo, V. Sabatelli e G. L. Va-
Ienti sulla determinazione dell'idrossido di calcio in presenza di sili-
cati di calcio idrati e sulle relazioni ira idrossido di calcio e resi-
stenza meccanica; ¢ anche da segnalare una nota di A. Marotta e
A. Buri, presentata come le precedenti dal Socio Sersale, su alcuni
fenomeni della transizione vetrosa dei vetri inorganici. Il Socio R.
Nicolaus ha presentato un lavoro di E. Ramundo sull'inquinamento
atmosferico da radicali liberi, e un altro, suo e di E. Novellino e A.
Biondi, su virus, batteri, radicali liberi e molecole patogene. Lo stesso
socio Nicolaus ha anche presentato una comunicazione di C. Pizza
su alcuni aspetti degli insetticidi cloroorganici, ¢ una di M, D'Ago-

ot 1 Te
uarda lc proprieth delle scoric
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stino, A. Biondi e G. Sansone sull'accumulo di alcuni metalli pesanti
net mitili, Una nota di P. A. Crocks, F. De Simone e A. Dini ¢ stata
dedicata alle condensazioni intramolecolari dei sistemi 3-ossi-fena-
loni. Il Socio M. Covello ha riferito un lavoro suo e dei collaboratori
0. Schettino, L. Ferrara e P. Forgione sulle caratteristiche cromato-
grafiche di iododerivati organici.

Infine il Socio M. Galgano ha presentato una nota sulla elabora-
zione di tricometrogrammi da modelli di sezioni di capelli.

Note riguardanti problemi di geometria sono state presentate
dal Socio Dalla Volta, con i lavori di L. Parlato sull'esistenza di
certi piani regolari, e di C. Di Comite sulle pseudoconnessioni affini;
e dal Socio Franchetta, con un lavoro di P. Mastrogiacomo sugli
spazi di coomologia dei campi di 2-getti relativi ad una varieta diffe-
renziale, 11 Socioc Tolotti ha presentato note di R. Esposito e di F.
Rosso su alcuni problemi di relativita. Il Prof. Lauria, in due note
presentate dal Socio M. Curzio, ha approfondito argomenti di infor-
matica teorica; il Socio Miranda ha presentato note di A. Ciofhi,
R. Selvaggi, I Sisto e G. Moscariello su problemi di analisi funzio-
nale. Una nota di Lu-San Chen e Cheh-Chi Yeh, presentata dal Socio
Corrispondente Salvadori, e una di M. Maiellaro, presentata dal Socio
Miranda, approfondiscono temi della teoria della stabilita. Una nota
di L. Sgambati, presentata dal Socio Miranda, verte su un aspetto
importante delle equazioni differenziali a derivate parziali, mentre
due note presentate dal Socio Cafiero, una di C. Esposito e un'altra
di 1. Del Prete, si riferiscono ad alcune elaborazioni nell'ambito
della teoria della misura. Aspetti specifici della teoria dei grafi sono
stati affrontati in una nota di G. Pica, presentata dal Socio Curzio,
e in un‘altra di L. Borzacchini, presentata dal Socio Franchetta. In-
fine, problemi di astronomia sono stati I'argomento di una nota di
E. Badolati, presentata dal Socio Nicolini, e di altra nota dello stesso

Nel corso dell’anno si & proceduto alla nomina di tre Soci Eme-
riti nelle persone dei Soci Ordinari Antonio Carrelli, Antonio Sche-
rillo e Carlo Miranda. Sono inolire stati nominati, nella seduta del
17 Gennaio 1976, Soci Corrispondenti il Prof. Paolo Corradini per
la Sezione di Scienze Naturali e il Prof. Gianfranco Panella per quella
di Scienze Matematiche.

Su proposta di Soci dell’Accademia sono stati nominati Soci
Stranieri nella Sezione di Scienze Naturali il Prof. Edgar Lederer,
Professore di Chimica Biologica all’'Universita di Parigi Sud (Centre
d’Orsay), Direttore dell'Istituto di Chimica delle Sostanze Naturali
del C.N.R.S. a Gif-sur-Yvette, e il Prof. Stanford Moore, premio Nobel
per la Chimica, Professore alla Universita Rockefeller di New York.



Relazione 487

Si & anche proceduto alla nomina di nuovi Soci Ordinari e Cor-
rispondenti a coprire le vacanze verificatesi. Il Professore Carlo Ci-
liberto, gia Socio Corrispondente nella Sezione di Scienze Matema-
tiche, & stato nominato Socio Ordinario nella stessa Sezione: e i
Professori Gianfranco Ghiara e Paolo Corradini, gia Soci Corrispon-
denti nella Sezione di Scienze Naturali, sono stati nominati Soci
Ordinari, mentre i Professori Giovanni Chiefli, Mario Rigutti e Bruno
D'Argenio sono stati nominati Soci Corrispondenti nella stessa Se-
zione.

I figli del compianto Prof. Domenico Montesano, Socio Ordina-
rio della Sezione di Scienze Matematiche e Presidente della stessa
nel 1921, hanno messo a disposizione dell’Accademia la somma di
Lit. 3.000.000 per l'istituzione di due premi, ognuno di Lit. 1.500.000,
da assegnare per concorso a giovani studiosi di matematica che ab-
biano recato un contributo rilevante allo sviluppo delle discipline
geometriche. L'Accademia, accettando la nobile offerta, ha provve-
duto al bando del refativo concorso, per il quale ¢ stato fissato al
31 Dicembre 1976 il termine ultimo di presentazione delle proposte
e designazioni di candidati. Intanto ¢ anche stata formata la Com-
missione giudicatrice del concorso, formata dai Professori Francesco
Gherardelli della Universita di Firenze, Ermanno Marchionna della
Universitd di Milano, e dai Soci della nostra Accademia Professori
Franchetta, Dalla Volta e Curzio. I lavori della Commissione sono
in corso.

Per I'anno 1977 il Consighio di Classe risulta costituito come
segue: Presidente il Socio Rodolfo Nicolaus, Vice Presidente il Socio
Carlo Miranda, Tesoriere il Socio Riccardo Sersale, Segretario il
Socio Vincenzo Leone,
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