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Una classe di quasicorpi
di dimensione infinita sul loro nucleo

Nota di Anprea CaGeuer ™
presentata dal socio ordinario Maria Curzio

{Adunanza del 53 gennaio 1974)

Riassunto. — Coslruisco una classe di guasicorpi avenli caralleristica maggiore di
due e dimensione infinita sul loro nacleo.

SumatAry. — I give the construction of a set of quasificlds (VW-systems) which
have caracleristic greater than two and are infinite-dimensional vector spaccs over

their kernci.

1. — R. H. Bruck e R. C. Bosg, in [2] ', hanno posto il problema
della ricerca di quasicorpi aveali dimensione infinita in quanto spazi
veltoriali sul loro nucleo.

Di tale problema si & occupato F. BarToLozz1 in [1], in relazione
a quasicorpi di caratteristica dispari.

In questa Nota costruisco una classe di quasicorpi, aventi carat-
teristica maggiore di due e dimensione infinita come spazi vettoriali
sul loro nucleo, generalizzando al caso infinito il procedimento co-
struttivo con il quale F. W. Wi1kE e J. L. ZEMMER ([5]; p. 383) hanno
oltenuto quasicorpi finiti.

Inizio {n. 2) richiamando i concetti essenziali per la esatta com-
prensione del seguiio e, successivamente (n. 3), illustro la costru-
zione dei quasicorpi in questione.

2. — Un insieme Q = Q(+, - ) dotato delle operazioni di ad-
dizione e di moltiplicazione & un quasicorpo rispetto a quelle opera-
zioni se sono verilicate fe seguenti condizioni:

ci) Q{+) & un gruppo abeliano;
c2) se o & elemento neutro di Q(+), risulta ox = x0 = o0 per

ogni x £ Q;

* Indirizzo dell’Autore: Istituto di Matematica dell'Universita di Napoli, Via Mez-

zocannone §, 80134 Napoli
"1 numeri in | ] rinviano alla bibliografia in fine.



6 A. Caggegi

c;) QF = Q — {0} (& nen vuoto e) rispetto alla moltiplicazione
& un quasi-gruppo dotato di elementio neutro. Pilt precisamente, se
a, b & QF esistono e sono univocamente definiti x, y € QF tali che
ax = b, ya = b. Inoltre, esiste 1 £ QF tale che i x = x 1 = x per ogni

€ Q*,
o) sed, b, ¢ € Q, risulta a(b + ¢) = ab + uc;

=

cs) se a, b, ¢ € Qe se azb, esistc uno ¢ un solo x € Q tale
che — (ax) + bx = ¢,

Se Q & un quasicorpo, N ={a € Q|{(x + y)a = xa + va, (xy)a =
= x{ya) se x, v € Q} & un sottoquasicorpo di Q(+, - ) e risulta un
corpo che & detto nucleo del quasicorpo; Q (4 ) &, in maniera naturale,
spazio vettoriale destro sopra il corpo N. Le proprieta dei quasicorpi
e 1 loro legami con i fondamenti della geometria sono ampiamente
illustrati in [3], [4]; rimandando a quei trattati per una esauriente
esposizione dell’argomento, mi limito, qui, a ricordare if procedimento
costruttivo con il quale F. W. WiLke e J. L. ZEMMER hanno ottenuto
una classe di quasicorpi Aniti ([5]; p. 383).

A tal fine, siano p, n e d tre naturali dispari con p primo ¢ d
divisore proprio di n; si considerli un campo F = F(+, - ) finito
d'ordine p" e, indicate con o lelemento neutro del gruppo F(+),
il suo gruppo moltiplicativo F* = F — {o}.

Detto g un generatore del gruppo F* (. ), siano F; e F: i sotto-
gruppi di F*( - ) generati, rispettivamente, da g ' e da g"~!; inoltre,
indicato con G il gruppo degli automorfismi di F{+, ), siano lg
I'elernento neutro di G, f ¢ ¢ i due elementi di G cosi definiti: xf = x*
per ogni x & F; x¥ = x” per ogni x € F.

Infine, sia a: F — G la seguente applicazione:

a(o) = ls;

o (x) = 1g se x & Fy;
al{x) =" se x e F - F;
wl(x) =10 se x & FF — Ty,

Con tali dati, la struttura algebrica F{+{,v), con F(-) gruppo
additivo sostegno del campo F(+, . ) ¢ ««» definita ponendo xoy =
= xy*™ se x, ¥y € F, & un quasicorpo, che diremo quasicorpo di
WILKE-ZEMMER relativo al campo F e all'interno d, e che indiche-
remo WZ (T, d).
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3, — Consideriamo il campo fondamentale F, di caratteristica
p maggiore di due e sia K,,, con ¢ naturale primo ¢ tale che
p =1 (mod. g), il sottocampo della chiusura algebrica P di F, che
¢ costituito da tutti c¢ soli gli elementi di P che hanno grado uguale
a una potenza di g su F,; inoltre, siano 7 un naturale maggiore di
g e potenza di g, d un divisore propric di n, A il sottocampo di
K, , avente ordine p"

Premesso cio, indichiamo con G (K, ,: F,) il gruppo degli auto-
morfismi del campo K,,, e siano I, f e ¢ i tre elementi di G(K,,,: F,)
cosi, ordinatamente, definiti:

Al =x per ogni xEKpg;
x = x per ogni xE Kpy;
XY = x? per ogni xE Ky

I, f e ¢ fissano ogni sottocampo di K, , e, quindi, ha senso consi-
derare le loro restrizioni a ogni tale sottocampo.

Se x € K, ,, indichiamo con G(A(x): F,) il gruppo degli auto-
morfismo del campo A(x)? e con £,: A(x)—>G(A(x): F,) l'applica-
zione che, in virtlt di quanto richiamato al n. 2, consente di costruire
il quasicorpo WZ (A (x), d).

Con tali dati, definiamo ['applicazione a: K, ,—> G (K, : F,)
ponendo:

glo)=1;

a(x)=1 se  x& qu e te(x) = Taco %5
a(x)=f se  x & K;q e te(x) = fan
a(x) =1 se x € K* e t.{x) = darn

P

Dotiamo, quindi, il gruppo additivo sostegno del campo K, 4(+, + )
di una operazione di moltiplicazione, %, con la scguente definizione:

a¥ b = ab*® se a, b € K,,.

Per pervenire al risultato cui questa Nota & dedicata ci serviremo
dei seguenti lemmi:

? A (x) = sottocampo di K, , generato da A e da x
38 h: X—= Y & applicazione ¢ Z «— X, A, & la restrizione di 1 a Z.
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LEMMA 1. Siano x € K,,, S{(+, -) un soltocampo finito di
Ko (+, - ) contenente il campo A (x) e WZ (S, d) = S ( +, o) il quasi-
corpo di WILKE-ZEMMER relativo al campo S e all'iniero d. Risulti

IS =p" [Ax)| = p" e, pertanto, m = ¢ > h = g" = n con kW, m'
interi opportuni.
In 1ali condizioni, se 8% = <{g>, ¢ A¥{(x) = {gw-virm Uy 4 ;

naturali (p7 — 1)/(p" — 1) ¢ p' — 1 sono primi tra loro.

Dimostrazione. Ci limitiamo a provare che i naturali p* — I e
(p" — 1)/(p" — 1) sono primi tra lora, poiché qui intervengono tutte
le ipotesi precisate all'inizio del m. 3.

Se m = hr, risulta v = ¢’ con j opportuno intero non negativo e

(pm . 1)/([)[{ o I) _ [(IJIi o I) (Ijﬁ(r - 1) + th(r 2} + L +
FP DI = )= (P D (- )
Ty P

Premesso cio, essendo ovvio il caso & = m, supponiamo k4 << m
e sia s un divisore di (p” — 1)/(p" — 1) ¢ di p? — 1; poiché d divide A,
s divide r e, pertanto, s = ¢ con i opportuno intero non negativa,

Sep=gq, g ¢divisoredi ¢ — 1, quindisihai =0 e s = 1.

Se p~q, ¢ divide p*~' — 1 e, poiché i naturali ¢ — 1 e d sono
primi tra loro, si ha mcd. (p?' — 1, p' — 1) = p —1; quindi, se
fosse i = 1 si avrebbe che ¢ divide p* — I, p' — 1 ¢, pertanto, -1,
contraddicendo I'ipotesi p = 1 (mod. ¢). Ne deriva che, anche se
P q, deve essere i =0 e s = 1.

LEMMA 2. Nelle ipotesi del lemima 1, S(4,%) ¢ il guasicorpo
WZ(S, d) = S(+,0).

Dimostrazione. Sia a1 S— G(S: F,) * l'applicazione che con-
sente di costruire il quasicorpo WZ (S, d). Per ottenere la prova del
lemma stabiliamo, ordinatamente, che, se x £ 8, risulla:

1) a(‘s)(;\j}: IS 8¢ o{,(x) =1 H
2) a® (x) = fs se a{x) =1
3) 9 () = e

*G(5:F,) = gruppo degli automorflismi del campo S(+, - ).
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E, infatti, se x = o, risulta:
wlx)y=1 e a™ (x) = 1y,
mentre se x € S* e a{x) =1 si ha:
i (x) = Taisy e X 6 ¢ gi(p*"flh’(p” S 1y ;

ne deriva
B L ' (x) =1Is

e la 1) & cosi provata.
Per provare la 2), sia x € S con « (x) = f; risulta

X = 0, I (X) = fA{.\)

quindi, per il lemma 1, &

x C gty — gty
e, percio,
w®(x) = fs.
Rimane da stabilire la 3). Percio sia x € S con « (x) = ¢; risulta
X0, I (1) =Dy € X e A% (\} _< gunu.,i)f(pn ~Dlp =15
Ne deriva, per il lemma 1,
xE ST gt cioe a' S {x) = ds

che ¢ quanto rimaneva da provare.

In definitiva, se x, v € S, ¢ x ¥ y = xoy ciog le due operazioni
o ¢ ¥ coincidono su S; si ha, cioe, l'uguaglianza WZ (S, d) = S (+, )
e il lemma 2 & compiutamente dimostrato.

Sfruttando i precedenti lemmi, siamo in grado di provare il

TEOREMA. K, o {4, %) & un quasicorpo il cui nucleo & il campo
F,; in conseguenza, K, o, (+, %) ha dimensione infinita sul suo nucleo,
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Inolire, se H,,, ¢ un qualungue sottocampo del campo K, , con-
tenente A, il gruppo additivo sostegno di H,., dotato dell'operazione
K & un sotioquasicorpo di K, ,(+, ).

Dimostrazione, Se H,; & un qualunque sottocampo di K, , conte-
nente A, in particolare K, , stesso, si verifica immediatamente che
H,,, (+, %) soddisfa alle condizioni o), c;) e ¢) del n. 2, Vanno veri-
ficate c3) e ¢5) ma, poiché le prove sono analoghe, c¢i limitiamo a veri-
ficare Ia

cs) se a, b, ¢ € H,, e se a*h, esiste uno e un solo x £ H,,
tale che: —(a X% x)+bXx=c.

A tale scopo, detti a, b, ¢ tre elementi di H,,, con a = b, si consi-
deri il campo S = A(a, b, ¢) generato in H,., dal campo A e dagli
clementi a, b e ¢. Tale campo contiene A e ha dimensione finita come
spario vettoriale su F, percid, in forza del lemma 2, S(+, %Y & il
quasicorpo WZ (8, d); ne deriva che esiste in S uno ¢ un solo x tale
che: —{(a ¥ x)+ b % x = c. Per provare l'unicita di x in tutto H,,,
si osservi che se y € H,; & tale che —(a%y) + b %y = ¢, ¥y appar-
tiene al quasicorpo Af(a, b, ¢, ¥v)(+, %) contenente S{+4, %) come
sottoquasicorpo; da tale osservazione si deduce subito x = v,

Per determinare il nucleo N, di H,, si tenga presente che se
x € Ny risulia x appartenente al nucleo de! quasicorpo A (x){+, %);
ne deriva, per [5] (p. 383), che x € F, = campo fondamentale di
ordine p.

Poiché il nucleo di H, , & un suo sottocorpo risulta, in definitiva,
Nu = F, e il teorema ¢ compiutamente dimostrato.
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Magnetizzazione latente in ferromagnetici
soltoposti a transienti magnelici

Nota di ANTONTO CARRELLI, CARLO LUPONIO & FLAVIO PORRECA
preseniala dal socio ordinario A. CARRELLI

(Adunanza del 2 febbraio 1974)

RIsssUNTO. — L'applicazione di un rapido incremenio =% A H di campo magnectica
a ferromagnetici conduttori, di lorma cilindrica, polarizzali in un campo H rag-
giunto lentamente, da luogo a variazioni di magnetizzazione che dipendono dal segno
di AH e dal verso di .

In ogni stato di magnelizzazione sembra gquindi che il campione rimanga in
uno stato lateate relativamenie al guale ¢ possibile ricavare due valori della permea-
bilita dinamica (, € {L-

Ponendo il campione in vibrazione prima della misura st riesce ad annullare
tale stato per cui i valorl di @ € po coincidono.

Sunnmary. — Applying a faslt increment £ AH of a magnetic field to cylindrical
ferromagnetic conductors, polarized by external magnetic field slowly achieved, we
obtain magaetization changes which depend on the sign of AH and on 1the
direction of H.

The sample secms to remaip in some latent state whenever the magnetization
state is fixed. In this condition it is pessible to obtain two values p, and p, for
the dinamic permeability.

We found that such latent states are destroyed by mechanical vibrations and
the values p, and , ceincide therealter,

1)} INTRODUZIONE

La magnetizzazione di sostanze [erromagnetiche cilindriche im-
merse in campi longitudinali statici H ¢ stata da noi studiata 11 [2]
sottoponendo i campioni ad una rapida variazione AH (At =410"°
sec.) di campo magnetico.

La misura della variazione di flusso A® in funzione del tempo
ci ha permesso di verificare la tcoria classica di B. Wwedensky per
campioni sottili {diam. 0,8 mm), di studiare la permeabilita dina-
mica sia in funzione del tempo che del campo magnetico H, e di
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analizzare, nei campioni spessi (diam. 10 mm), alcune particolarita
sulla propagazione dell'induzione B lungo la direzione radiale.

Continuando le ricerche si sono osservate alcune particolarita
riscontrate in tutte le sostanze studiate.

1T dispositivo sperimentale ¢ quello gia atilizzato per il lavoro
[2] (schema I). La sostanza alla quale ci si riferisce nel presente
lavoro ¢ il ferro (99 % Fe; diam. 0,8 mm) ma qualitativamente ana-
logo comportamento presentano altre sostanze sperimentaie (Ni 99 %5;
lega: 95 9% Ni, 59 Al lega: 51 % Ni, 49 % Fe: Invar).

La preventiva smagnetizzazione dei campioni, effettuata in campi
alternati decrescenti fino a 0,03 oerst., & stata controllata mediante
un sensibile magnetometro [37.

2} RISULTATI SPERIMENTALI

Nelle condizioni descritte si & osservato che, portato il campione
in un ben definito stato di magnetizzazione mediante un campo uni-
forme H, I'incremento A H non produce sempre la stessa variazione
di flusso A,

Si eseguono gli esperimenti nel seguente modo: raggiunto un
certo valore del campo in verso crescente (da 0 a +H) si da un
incremento nello stesso verso (4 A H:) e quindi lo si toglie {— A ),
quindi si applicano successivi incrementi dando e togliendo rispetti-
vamente -+ A, —AH,, + A, A H:, ... {per semplicita il
valore assoluto dei AH; & sempre lo stesso). I segnali f.e.m. dovuti
alle variazioni A 4 corrispondenti ai A H, sono osservati all’oscillo-
grafo ¢ folografati; si riportano quindi in scala semilogaritmica le
b

at

in fig. 1. Da questi si osserva che il cocficicnte angolare dela f; (¢)
dalla quale & possibile, nota la conducibilita e la geometria del cam-
pione, risalire alla permeabilita dinamica i, ¢ minore per la fun-
zione f, (1) ottenuta applicando il primo incremento A H,, mentre
ber 1 successivi incrementi 1 A H; le funzioni fi(#) hanno lo stesso
coelliciente angolare, ma maggiore di quello relative a f, (¢).

Cio suggerisce che in ogni stato di magnetizzazione raggiunto
lentamente mediante 'aumento di I & possibile mettere in evidenza
mediante un rapido incremento A H due distinti valori della per-
meabilith p: ¢ pe. Tali valori, relativi rispettivamente a + AH, e ai
successivi :I- A H, sono stati misurati [1] facendo variare il campo
H da 0 a 90 oersted. I risultati sono riportati in fig. 2. Da essa si

funzioni del tempo fi(t) = log LS ottengono i risultati mostrati
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nota che i valori di u; sono sempre maggiori di u. e che il massimo
di w (H) & spostato verso campi pit alti rispetto al massimo di p, (H).

Se il primo incremento A H) non & applicato nello stesso verso
secondo il quale & stato raggiunto H, si & notato che la variazione
di flusso A @, corrispondente, & la stessa di quella che si otliene in
conseguenza dei successivi incrementi.

T

T T
0,2 0.4 0,6 0.8 1
-3
t (10 se0)

Fis. 3

Per estendere gli esperimenti descritti si raggiungono stati di
magnetizzazione mediante la diminuzione di H. Si applica quindi un
primo incremento — A Hy nel verso di H e successivamente si appli-
cano ed eliminano gli incrementi + AH,, — AH;, + AH,, ...; si
ottiene analogamente che la variazione di flusso A @, & maggiore di
ognuna delle variazioni A ¢, mentre cido non accade se il primo
incremento & 4 A H,. Anche in gquesto caso gli andamenti di i (H)
e 2 (H) sono quelli della hg. 2.

Si & infine provato ad applicare un Incremento + A H; succes-
sivamentc ad un incremento 4+ A H; (entrambi nel verso di H), ma
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senza preventivamente eliminare -+ A H;. Anche in tal caso il risul-
tato & che A ®; (i = 1)} & sempre maggiore di A @,

Rappresentiamo 1 processi sopra descritti mediante grafici tridi-
mensionali (hgg. 3, 4) riportando sui tre assi, in unitd arbitrarie,
il campo H, lintensitd di magnetizzazione I e il tempo t che si
impiega per magnetizzare il campione,

7y

p dinamico

» 27 At =4-10°sec
#/10
4
3 Hq
21 Ha
1_

T T 7 T T T I (i B R A
{0 20 30 40 50 60 70 8 80 100

H (oersted)

Fic. 2

Nel primo caso (fig. 3), partendo dallo stato A(H,; I,; #,) si
raggiunge B (Hs; Is; f:) in un tempo & — f; di &~ 30 sec. Ad inter-
valli di tempo uguali (7~ 30 sec.) fs — f1; t5 — ts; ts — t5, si applicano
in A~ 107° sec. gli incrementi + AH, — AH, + AH, raggiungendo
gli stati C(H: 4+ AH; I'; £); D(Hs; L”; &5); E(Ha+ AH; L5 1)
rispettivamente.

Nel secondo caso (fig. 4) raggiunto lo stato B (Hy; I;; 1), si
applicano, in ~ 107% sec., gli incrementi — AH, + AH, — AH, ..., ad
intervalli di tempo uguali fy — f3; fs — fu; s — £s; (7~ 30 sec.) rag-
giungendo rispettivamente gli stati C'(HyY — AH; L' &) D' (HY;
Li; t5); E(Hy — AH; I/: #) ... In quesio secondo caso non si os-
serva la variazione I” — I)" nolala nel primo caso.

3) CONCLUSIONI

Fenomenologicamente si pud affermare che, portato lentamente
il campione in un delinito stato di magnetizzazione mediante il campo
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H, rimane in esso una tendenza a magnetizzarsi ulteriormente nello
stesso verso di H; nella sostanza rimane cioé uno stato latente di
magnetizzazione. Questo stato latente & messo in evidenza proprio
dal fatto che un piccolo campo aggiuntivo A H, applicato rapida-
mente (~ 10-¢ sec.}, che & il primo applicato dopo che il campione

Fi1G. 3

& stato portato in detto stato latente, riesce a distruggere tale stato
lasciando il campione in uno stato normale; 1 successivi incrementi
-+ A H; danno quindi fogo sempre alla stessa variazione A @, Tale
fenomeno avviene solo se lincremento ¢ applicato impulsivamente;
inoltre se lincremento & applicato in verso opposto ad H, l'effetto
non si verifica perché il A H non facilita lo spostamento di pareii.

Questa caratteristica « magnetizzazione potenziale » delle sostanze
ferromagnetiche sembra che non sia annullata al trascorrere del
tempo, cioé per incrementi impulsivi A H, la differenza tra A O, e
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A®D; & sempre la stessa anche quando il tempo trascorso tra I'appli-
cazione di due successivi incrementi & dell’ordine di 200 min. ed
anche maggiore.

Infatti nelle nostre esperienze, una volta applicaio e tolto il
primo incremento + A H;, abbiamo anche atteso un certo tempo ¢

Fic. 4

(fino a 200 min.) prima di applicare un secondo incremento A Hy,— A H,
nello stesso verso del primo e di H. Nonostante il tempo abbastanza
lungo trascorso, si osserva che all'incremento A H, (applicato dopo 7)
fa riscontro una variazione A @, minore di A @, corrispondente a
A Hy. Successivi 4 H; danno poi luogo a uguali variazioni A @;.

Si ¢ pensato [inalmente di annullare questa tendenza ad una
magnetizzazione maggiore mediante procedimento meccanico.
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In luogo di campioni di Fe di diam. 0,8 mm si & utilizzata una
sbarretta di Fe di diam. 10 mm; ad essa & stato lasciato il magnetismo
residuo diminuendo il valore del campe H da 90 ecersted a zero.
Estratta dal campo, la sbarretta ¢ stata posta per un certo tempo
{~ 10 sec.) in vibrazione longitudinale.

Questa volta si osserva che, posta la sostanza nel nostro dispo-
sitivo di misura, gli incrementi A H; danno luogo, qualsiasi & il segno
del primo incremento A H,, a variazioni A ®; tutte uguali tra loro,
e quindi a valori di y tutti uguali.

Queste ricerche, condotte su cilindri ferromagnetici conduttori,
hanno una stretta analogia con gli studi condotti sui ferromagnetici
ad alta resistivita (ferriti) nei quali si individuano [4] processi rever-
sibili, responsabili delle variazioni di flusso, tutte uguali, originate
da incrementi impulsivi A I successivi al primo, e di processi irre-
versibili ¢ reversibili insieme, responsabili della variazione di flusso
dovuta al primo impulso.

Per alcune applicazioni (ad es. tempo di risposta dei computer)
& utile lo studio [57, [6], [7], del « time switching », ossia del tempo
necessario affinché l'induzione magnetica residua B., nei ferroma-
gnetici cristallini, vari dal valore B, in una direzione al valore —B.,
in direzione opposta mediante un incremento impulsivo A H.

A tal fine in seguito estenderemo le nostre ricerche applicando
ai campioni incrementi A H pit ampi in modo da esplorare zone
sernpre pih vaste dei cicli di isteresi.

« Gruppo Nazionale Struttura della Materia » del C:N.R. cfo Istituto di Fisica Speri-
mentale - Universita di Napoli.
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Ruassunte. — Per la costruzione delle effemeridi dei satelliti artificiali, bisogna
eseguire preliminarmente tutta una serie di misure diretre, in modo da peter stabilire
I'orbita reale del satellite ¢ la sua variazione col tempo. In questo lavoro trattiamo la
questione iniziale che si presenta in tale tipo di determinazione, cioe il calcolo dell’or-
bita osculatirce ad un istante {. Per questa detcrminazione bisogna analizzare una
tunzione ¢ (r) del raggio vettore r, a sua volta variabile in funzione del tempo ¢ Le
misure laser hanne permesso di risolvere la queslione nel modo pil rigoroso e noi,
dopo aver esposto 1 metodi noti dall’analisi matematica, diamo una relazione generale,
da noi elaborata, per il calcolo esatto della derivata m-csima rispetto al tempo di que-
sta funzione di funzione ¢ ().

SuMMARY, -— For the construction of the ephemeris of artificial satellites, it is
necessary to execute preliminarly all a series of direct measurements, so as to
establish the true orbit of the satellite and its time variation. In this work we deal
with the initial question which presents itself in such type of determinations, that
is, the calculus of the osculaling orbil rclative to an instant {. For this determination,
it is necessaly to analyse a function of the veclor radius r, in his turn, variable in
function of the time f.

Laser measurements have allowed 1o resolve the question in the most rigorous
manner and, after having explained the nole mcthods from the mathematical ana-
lysis, we give a general relation. herc elaborated, for the exact calculus of the n™
derivative with respect to the time of this function of function,

1. - PREMESSA.

I moderni mezzi di calcolo e i progressi nella tecnica strumen-
tale di misura hanno profondamente meodificato, rispetto al pas-
sato, tutti i metodi con cui condurre la ricerca sperimentale, quella
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d’astrodinamica in particolare. Infatti nel passato quando si affron-
tava, per risolverlo numericamente, un problema di meccanica ce-
leste, si eseguivano opportune semplificazioni sulla teoria analitica
rigorosa in modo da poter stabilire delle formule pitt semplici, che,
quantunque approssimate, permettevano perd un calcolo pratico pi
rapido. Per stabilire queste semplificazioni si teneva conto dei limiti
di precisione che potevano raggiungere gli strumenti adoperati per
Ie misure dirette.

Oggi Ia situazione & ben diversa: gli strumenti di mijsura sono
cosl perfezionati tecnicamente che permettono in alcune ricerche di
raggiungere le precisioni piut spinte, inoltre i computer permettono
di eseguire i calcoli rapidamente utilizzando anche le formule pii
complesse. Pertanto se nel passato la teoria matematica esatta, rela-
tiva ad un fenomeno di meccanica celeste, veniva considerata come
una pura astrazione, buona solo per chi si limitava a lavorare a
tavolino, oggi essa fa parte integrante e insostituibile degli strumenti
di favoro che un ricercatore sperimentale deve possedere.

Ma le esigenze di programmazione sui computer richiedono che
le formule teoriche, esattamente stabilite, vengano scritte sotto par-
ticolari forme, che, non alterando minimamente la loro precisione
intrinseca, tengano perd conto del modo d'introdurre i dati numerici
iniziali, dedotti direttamente dalle osservazioni. Ora dato che su un
computer ¢ molto agevole programmare anche [ormule notevolmente
complesse utilizzando il metodo della rotazione degli indici, oggi nella
ricerca sperimentale si fa largo uso dei procedimenti analitici degli
sviluppi ‘in serie’ multiple, convergénti pill o meno rapidamernte in
dati domini. Questi sviluppi vengono perd trattati in modo concet-
tualmente diverso da quello adoperato dai matematici del secolo
scorso: in altre parole, nella moderna analisi anche 1'antico concetto
relativo all’eleganza di una relazione matematica ha subito notevoli
modificazioni.

In quest’articolo vogliamo esporre la soluzione, da noi data, di
una quesiione particolare riguardante il problema iniziale che si pre-
senta nella deferminazione di orbite osculatrici di satelliti artificiali.

Nello studio del moto di un corpo celeste P;, che orbita attorno
ad un altro P, di massa notevolmente maggiore, ha grande impor-
tanza la conoscenza delle orbite osculatrici di P, ai vari istanti
d’'osservazione. Infatti, una volta che si & riusciti a determinare gli
elementi di queste orbite kepleriane ai vari istanti f;, si possono
dedurre, mediante opportuni confronti, le varie perturbazioni, do-
vute in generale ad altri corpi presenti nello spazio (per i satelliti
artificiali si devono aggiungere altre cause), a cui & sottoposto P;
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nel suo moto orbitale. Dunque in ultima analisi si riesce a determi-
nare l'orbita reale di P; ad un istante qualsiasi ¢, cioé si ¢ in grado
di costruire un'Effemeride del corpo P:, che verra poi utilizzata dai
nautici per condurre una moderna navigazione astronomica marittima
0 aereéa.

Questo in sintesi & il metodo usato dagli astronomi per supe-
rare le imsormontabili difhcolth analitiche, derivanti dal fatto che
ancor oggi non si ¢ in grado di trovare tutti gli integrali particolari
del sistema di equazioni differenziali che reggono il moto di n corpi.

Ora nella determinazione di orbite osculatrici dalle osservazioni
ha grande importanza la considerazione dei rapporti fra le superfici
triangolari determinate dai raggi vettori (relativi ai vari istanti d'os-
servazione) e le corrispondenti corde dell'orbita, ed infine 1'espres-
sione di questi rapporti in funzione della velocitad areolare.

Nelle espressioni analitiche rigorose che esprimono i suddetti
rapporti figurano le derivate successive, rispetto al tempo ¢ d'osser-
vazione, di una funzione ¢ (r), relativa al raggio vettore r che varia,
a sua volta, in funzione del tempo f.

Nel passato proprio la determinazione pratica delle derivate suc-
cessive di questa funzione ¢ (r) rappresentava un ostacolo press’a poco
insormontabile per la tecnica strumentale dell’epoca, cosi vennero
elaborate teorie approssimate che permettevano di determinare va-
lori iniziali grossolani, che venivano poi raflinati con procedimenti
laboriosi di calcolo iterativo.

Le stesse diflicoltd, anche se notevolmente attenuate con l'use
dei computer, sussistono ancora oggi nel caso di determinazioni di
orbite di pianetini o di comete, ma nel caso dei satelliti artificiali
la moderna atirezzatura strumentale, oltre a misurare con estrema
precisione la loro posizione sulla sfera celeste (sia per via ottica,
che fotografica, sia per misure Doppler), permette tramite la tecnica
laser di determinare con altrettanta precisione i valori del raggio
vettore # ai vari istanti d'osservazione. Cio praticamente significa che
dalle misure allo strumento si ottengono i valori numerici delle deri-
vate successive, sino a quella di un dato ordine », del raggio vettore
r rispetto al tempo f.

Il problema quindi si sposta al modo di utilizzare questi dati,
dedotti dall’'osservazione, nel programma di calcolo al computer della
derivata rm-esima della funzione ¢ (r) rispetto al tempo, cio¢ trovare
la forma esplicita della [unzione:

bl g (de e
dt dt " de " T de )
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Siccome la questione interessa anche l'analisi matematica, la
tratteremo in generale, cio¢ ci proponiamo di scrivere la formula
che permette di calcolare, noto il valore di », direttamente la deri-
vata m-esima di una funzione di funzione.

Inizieremo ad analizzare le formule conosciute dell’analisi ma-
tematica, esponendole in modo da vedere la loro possibile utilizza-
zione per un calcolo su computer. Infine daremo la relazione da noi
elaborata che permette un’agevole programmazione gia sperimentata.

Prima di chiudere questa premessa vogliamo accennare che Ia
tecnica d'osservazione laser, e le elaborazioni teorichenumeriche che
ne derivano per il calcolo delle Effemeridi, hanno portato un tale
perfezionamento dell'iniziale programma Transit di navigazione per
satelliti artificiali, da permettere oggi il passaggio dalla fase speri-
mentale di ricerca a quella operativa di utilizzazione per il lavoro
sociale. Cosi pure nel prossimo futuro, il riflettore laser posto sulla
Luna permettera di notevolmente migliorare le Effemeridi lunari,
ciog perfezionare la teoria di Ernest W. Brown, basata sul problema
ristretto dei tre corpi.

2. - IL METODO DI JACOBL
Questo metodo, che noi abbiamo denominato di Jacobi, & la

generalizzazione di un particolare procedimento usato dal grande
matematico per stabilire la relazione generale della derivata:

-1
_d _ (}. _ x2)mf % .

1
( ) dxnﬁl

La generalizzazione di questo procedimento infatti permette di
calcolare direttamente la derivata n-esima di una funzione di fun-
zione, evitando cosi di eseguire tutte le derivate successive della fun-
zione sino a quella d’ordine n incluso.

11 procedimento particolare usato da Jacobi per la determina-
zione della relazione generale della (1}, si trova esposto nel primo
degli otto volumi dei Gesammelte Werke, pubblicati postumi dalla
Accademia di Berlino.

In ultima analisi il procedimento di Jacobi ¢ molto vicino ad
un altro procedimento gia stabilito nel 1710 da Giovanni Bernoulli,
e che oggi opportunamente modificato serve pure alla soluzione del
nostro problema. Per motivi di logica analitica noi tratteremo perd
prima quello di Jacobi e poi quello di Bernoulli, facendo discendere
quest'ultimo dal primo.
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Naturalmente generalizzeremo il metodo di Jacobi, tenendo sem-
pre conto della sua eventuale programmazione su computer.

Sia # una funzione di ¢ e ¢ (v) una funzione di funzione. Deri-
vando successivamente ¢ () rispetto a ¢, e indicando con ¢’ {(r), ¢” (r),

, ¢ (r) le derivate successive della data funzione, si avra:

dolr dr

' Z(r?) B d?t )

dzr‘ g dZ, , d ? 124

oo+ ) o

d3 ] d3 i ’ d " dZ i 1 l i 3 e
B o o () e

Ciot si pud concludere che lespressione della derivata n-esima
della funzione «{(r) & della forma:

delr)

d = A CP’ (1») + A, Cto” (}") + .., - A CP{u} (T’)

dove Ay, As;, ..., A, dipendono dalla variabile » e dalle sue derivate
rispetto a f, ma non variano al variare della forma della funzione
% (r).

Il problema ¢ quindi ricondotto alla determinazione delle espres-

sioni dei coeflicienti A,, indipendenti dalla forma esplicita della fun-
zione ¢ ().

Poniamo:
Ak:f?f— (k=12 ..., n)
e |
e di conseguenza:
d"qﬁ(f") " Bk )
2 il - LK) { o
) do T 00
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Ora, dato che i coefficienti By, B, ..., B: sono indipendenti dalla
forma di ¢(r), possiamo determinarli facendo su questa funzione

alcune particolari comode ipotesi. Supporremo quindi successiva-
mente

ery=r, =1, ..., e@=r, ..., o@=r

e applicando 'equazione {2) a questi diversi casi, si avra tra le inco-

gnite Bs, Bz, ..., B, il sistema composto dalle seguenti n equazioni:
drr _ B,
d 1
o2
i;a:23r+&
13
Uff-;" :381?’2+3821’+B3
(3)
| d” r n—1 " n—2 n =23
o - =nBr - B, r + B;r + ...+ B,.
i 2 3

Per calcolare uno qualunque di questi coefficienti, per esempio
B:, sommiamo fra loro le equazioni (3) sino a quella d'ordine %
inclusa, dopo aver moltiplicato rispettivamente la prima, la seconda,
fa terza e cosl via per:

[k)lA _[k] 1 [k] 1 _(k]__}__
1) n’ 2 )2 T3 4 )’

Tutte le incognite By, Bz, ..., Bi1 scompariranno, ad eccezione
di B:.
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Infatti sia &" un numero qualsiasi inferiore a k, il coefliciente
di By dopo la suddetta somma sara:

(m 1)k’+1

1”[ngnnxk_g+n
N

3 Px

k(k—1)...(k = k) k=D (k=K —1)

B (K + 1)1 (K + 1)+ (k' + 2)!
KD &r2) L kk-1...1
' 21 T k!

wwwuy+n“¢}

(k — k!
cloe:
o ()T (9 (0 - (5]
(4)

ed infine:

+ L ( zi ] (1= 1% = 0.

T'k
Per k = &' la somma (4) invece dara:

. 1
e

r

quindi l'equazione che si ottiene sommando le equazioni (3), dopo
averle moltiplicate rispettivamente per i fattori gia detti, & dunque:

NS

(5) B, — (— 1)+ (k )é’f.ﬂ

d.f” '

i=1 i
Cosi la formula (2) fard conoscere la derivata m-esima di una
funzione ¢ (r), in funzione delle derivate m-esime di tutte le potenze

di 7, il cui esponente non supera mai .
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Come si vede per il calcolo su computer bisogna introdurre le
seguenti informazioni complementari:

K 91:11 v d::;i.l _du. rk dn 1,.:1
dee 0 de T de T A
in modo da esplicitare la funzione:
dr dir drr
Bk:f(n, —J—, L e, ?]
dt df d

che poi, tramite i dati d’osservazione, viene sostituita nella (2).
Fino a poco tempo fa, questo era il metodo utilizzato, anche se
presentava inconvenienti al crescere del valore di n.

3. - I METODO DI BERNOULLIL

Come gia detto, il metodo che esporremo non ha nulla a che
vedere nella forma col procedimento adottato originariamente da
Giovanni Bernoulli, perd l'idea di un artificio simile ¢ stato intro-
dotto per la prima volta proprio da questo matematico.

L'espressione trovata per rappresentare Bir~* pud trasformarsi
nel seguente modo. Consideriamo lo sviluppo:

[.ﬁ'; 1 ]k'z (—1) [-1 _ ;_)L _ :1(“1)5 ( F:] (;JL

supponendo # costante, deriviamo n volte i due membri dello svi-
luppo precedente, avremo

(1) Ao L5

% i=1 i L) di

dn

dr Pk

Se si pone = = r nel secondo membro di quest’'ultimo sviluppo, si
vede che esso coincide con lo sviluppo (5), ciog:

B, = 4" [—" - 1]k
d o

dove nel secondo membro la lettera «, considerata come una costante
quando si esegue la derivazione, sia sostituita dopo aver eseguito la
derivazione dalla lettera r.
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L'espressione della derivata n-esima rispetto a ¢ della funzione
v (r) & dungue;

3

d AL

2ok d" ¥ k
A Wy T
CP( ) k=1 Jc ! ¥ (r) dr ( &% J

dove — si ripete — si deve porre o = r una volta che la derivazione
¢ stata effettuata, mentre durante l'operazione di derivazione si deve
porre « = costante.

Questo metodo & praticamente identico al precedente.

4. - I METODO PY TAYLOR.

Vogliamo infine citare una relazione ottenuta mediante lo svi-
luppo in serie di Taylor e molto usata dagli astronomi del secolo
scorso nei calcoli pratici.

Questa formula si basa sul classico Methodus incrementorum
directa et inversa, stabilito appunto da Brook Taylor nel 1710, oggi
chiamato metodo delle differenze finite.

Noi daremo la formula generale, cioé valevole per la derivata
n-esima di ¢ (r) rispetto a +

Se si incrementa la variabile indipendente ¢ di %, il corrispon-
dente incremento della funzione ¢ (#) sara dato da:

] hi dicp(r)
Ag(r) =3 . 49l)
P =200 Ty

Se con k si indica il corrispondente incremento di r, allora l'in-
cremento della funzione ¢ (r) sara ancora dato da:

(6) Agp(r) =3 K del)
i=1 71 d ¥

Applicando sempre lo stesso teorema, si avra:

(7) k=3
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Sostituendo la (7} nella (6) ed eguagliando i due valori trovati
di Ag(r), si ha:

YoR o de(n) 5 1 el [ LR dir )

=t di ‘ p! d =t ont o de )

Se nel secondo membro si sviluppa la potenza p-esima secondo
la nota formula per le potenze di un polinomio, si ha eguagliando
i coeflicienti di #* nei due membri:

jﬂ?’i)”:n, v d'e(r} [ 1 [dr)’%. 1 __[dzr]’*z.
d ' dre ! \drt 20 et \de
i ( d3 r ] I, - 1_ ( d"_?’] nm:l
31 Ayl de T oml he! U d
dove hy, ha, hs, ..., h. devono prendere tutti i valori tali che:
(8) Wi+ 24 ...+t mhe=n

e p ¢ uguale ad m + ha 4+ ... + A
Si comprende come in questo sviluppo, quantunque figurino in
esso 1 valori di

ds v

dIT (k=1,2,..., 1),

bisogna fornire informazioni supplementari al programma base per
tener conto della relazione (8).

5. - METODO DELLE SERIE MULTIPLE.

La relazione da noi elaborata tiene evidentemente conto delle
esigenze che richiede la nostra ricerca; cioé dato che le misure
laser ci forniscono i valori delle:

dr Ay dr
de ' d# 7 7 dr

dobbiamo trovare una formula generale in cui figurano direttamente
queste derivate, in modo che programmando questa formula non si
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devono fornire altre informazioni complementari per I'esecuzione del
calcolo.
Trovare una relazione di questo tipo &, d’alira parte, utile all’ana-
lisi matematica al di fuori delle esigenze del calcolo moderno.
Incominciamo col considerare la relazione generale che ci for-
nisce la derivata n-esima del prodotto di due funzioni P(z), Q (¢):

) dn (P Q__)" " dk P dll k Q
©) do Z{k}dﬂ d e

¢ notiamo che se ¢ (r) & una funzione di funzione, si ha:

dt e (r) ar-! [ dr
10 =
(10) dr A dr¢(ﬂ}
cioe:
diel(r) (n— 1y d'r (n — 1y _dt dr .
i S0 Jar FUOFL )dﬂl{dr@(0]+
n — 1 dn—z ¥ N dZ . rer dT
+ 5 dt”_z[cp(:)d +<p()[df]]+
m— 1y d3r " a&>r e dr d*r
s d -3 [ (r) dr ()71‘ e T
terr di 3 n— 1 _djz_‘q r 2 d'4 T_
e (ﬂ(er ]+ [ 4 J d [@(” dr T
d? di 2 dZ ¥

2 2 dT’
4 e = 3 rrr T 6 LiCda N e _
aer T ST (G5 v eero [45) 4

dryt n—1ydr Aty
iidid . . i r e + .
¥ (r)[dz)]Jr +[n*1Jdr[@(r) - +
d?, -1
(it} 4 T
+ " (1) [de }

Vogliamo esprimere questa derivata sotto la forma:

dil -
TTL = A’ (1) + A" () + A (1) + .+ A g™ ().
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Se nello sviluppo precedente si mettono in evidenza successiva-
mente ¢’ (r), 9" (r), ¢ (r), ..., ¢ (r), si vede, sfruttando successi-
vamente le proprietd espresse dalle relazioni (9) e (10), che:

{n - 1 di!r‘ B di!r
A = 0 )dt” Codre

A not (n — 1y d*Fr dfr
L=z dr=t  dp

=1 (n — IJ dr kg [kﬁl [k — Iy d'r diy ]
A = 3 T D B
k=2 k di=F | o i J dis-i dy

n—t n — 1
Ay = ¥

{n— 1y dr [dr =l [dr "
A,y = er[ar. L
n—i] dt dt} dt)

Quindi in generale:

A nii {J’I_ -1 74?1“#71_ fc;l (k —_ l]_“d“k“"fr z'g:l (1_ —_— l]di_“j_’_
S, k } d =% i i di=i o\ dii
i;l (] — lJﬂ 1»\_11 [V — l]dl’_z r de v
. m:;f?s i dii-m e z:i z dr-z d

dove, come si vede, il numero di sommatorie dipende solo dall’indice
hdi Aw(h=1,2,...,n-1)

Questa relazione, agevolmente programmabile, fornisce diretta-
mente la forma esplicita dei coeflicienti

de T dr

an 2 . jI—.
A;.mf(j;,di d?}
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indipendenti dalla forma esplicita della funzione ¢ (r). La derivata
n-esima di gquesta funzione di funzione, sard data dalla relazione,
da noi scritta nel modo che segue perché preferiamo non inserire
Vindice zerc nel programma:

di e (r) d'r n=1
= A T AL oD ()
d‘ Fid d i (l" (?’) + Pl k CP (7)

Essendo nel nostro problema particolare d'astrodinamica:

¥ (r) = (1)1 M)L po(k+d)
2

st avra in generale:

el 3 dr e D A

d rtodr k=1 2 prid

con v = raggio vettore del satellite all'istante 7 ed A; dato dalle serie
multiple suddette.
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RIASSUNTO. — Si stabilisce una caratterizzazione astratta degli operatori ellittici

della forma

w3 3 " 3
- . if by —~ i =
:.§|a.r,{a' ax,-]JrEl ax € (ay = &)

a coefficienti a;, b, ¢ & 1™ (Q), Q aperto di R", mediante particolari forme bi-
lineari continue su H x HJ.

SuMmmary. — It is checked an absiract characterization of elliptic operators of
the form
" 3 3 a 3
Y gy — |+ b+ (ay = a.)
L=l @ X; ax; =1 B X

with a;, b, ¢ € L™ (Q), Q open set of R*, by particular continuous bilinear forms
on H,' x H\.

In upa nota di gualche anno fa [4], S. Spagnolo stabiliva una
caratterizzazione astratta (tipo quella di Peetre [2]) degli operatori
differenziali del 2 ordine autoaggiunti della forma

=1 8 x;

. & 8 o
(i) Z [arf s ] (ay = au)
o X

a coefficienti misurabili e limitati.
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In una nota successiva [3] ho dato una caratterizzazione astratta
di operatori della forma

o

r 3 a " )
(i) —X —— [ aij — —J + I bhi— + (a = a;)
) i Xj 1= (;

a coeflicienti a; € L™ (Q), b; € L"(Q) (r > 2, c€ELI(Q) (¢g>1), Q
aperto di R", che generalizza la precedente.

In questa nota stabilisco innanzitutto due teoremi, distinti dai
precedenti, di caratterizzazione degli operatori differenziali del 2°
ordine: il primo relativo ad operatori del tipo

(ai = ap)

bisl B x =1 Bx

=1 ¢

(3ji) — X — [ aij

e il secondo ad operatori di tipo (jj), su un aperto di R".

Come nei lavori precedenti, si danno, in sostanza, delle condi-
zioni necessarie e sufficienti affinché una forma bilineare « : H,' x H,!
— R sia del tipo a(u,v) = <Au,v>, con A operatore della forma
(ji)- In questi nuovi teoremi perd viene precisato che, sotto la con-
dizione a; = a;, i coefficienti di A sono univocamente determinati.
Inoltre si stabilisce una limitazione per le norme di tali coefficienti
dipendente dalle costanti che figurano nelle ipotesi su «.

Quindi (Teorema 3) dimostro che la coercitivita di una forma «
soddisfacente alle ipotesi di uno dei teoremi su citati & condizione
suficiente per la uniforme ellitticita dell'operatore differenziale da
essa definito; risultato che generalizza uno analogo di Spagnolo rela-
tivo al caso di forme simmetriche.

Infine (Teorema 4) ottengo una caratterizzazione della classe C
degli operatori di tipo non variazionale della forma

(jv) I oag (ajy = a; €LT)

e della classe M degli operatori di tipo (jv), con coeflicienti le cui
derivate nel senso delle distribuzioni hanno certi esponenti di som-
mabilita, che sono stati considerati da C. Miranda nello studio del
problema di Dirichlet (cfr, [1]).
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1. - Sia Q un aperto dello spazio euclideo R”.

Si denota al solito con C;° = C;°(Q) lo spazio delle funzioni
reali su Q dotate di derivate di ogni ordine conlinue e a supporto
compatto contenuto in Q.

Se u € C;°(Q), con u si denota una funzione di classe C.” uguale
ad 1 in un intorno del supporto di wu.

C,’ = G, ' (Q) & lo spazio delle distribuzioni reali su Q.

L» = 1*(Q) ¢ lo spazio delle funzioni reali misurabili su Q aventi
potenza p-sima sommabile (p > 1).

L¥=L" (@elo spazio delle funzioni reali misurabili su Q es-
senzialmente limitate.

Ho' = H,' (Q) & la chiusura di C° rispetto alla topologia definita
dalla norma

ol eu |2 Y
Nl = [llufp + & |22
i= 8 Xi 12
Se u € H,!, si porra inoltre
i Bu |*
etelfre = 2 |
i=L || 3x; |z
& ' ; 1 1 1
Infine con 2* si denota il numero definito da - ai 1
* n

essendo la dimensione dello spazio ambiente.
Tutti questi spazi si intenderanno dotati delle loro usuali strut-
ture algebrico-topologiche.

2. - Una forma bilineare o agente su spazi di distribuzioni si
dice locale se:

supp (u) N supp (v) = & > a(w,v) =0.

Si dira poi che a & D-locale a sinistra se & verificata la condi-
zione:

(1, v € C, , u costante in un intorno di supp (v) ) =——> « (4, v)=0.

3
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L’applicazione
n a2 o
o: (u,v) € H' x H'! — X fﬂiiu SVdx o+
ii=1 3 x; 0 x;
143
(1)
+ X fbf SLde (a; = an, bi €LT)
i=1 Xi

definisce una forma bilineare continua su H,' x H,! che & D-locale a
sinistra ¢ tale che la sua parte antisimmetrica soddisfa alla limi-
tazione

nt)

(vl + [fa e |12 ]

(2) la (e, v) — a(v,u)| <M (|| ula;

Cominciamo col dimostrare che la (1) & l'espressione piut gene-
rale di una forma bilineare, D-locale a sinistra, continua su H,' x H,'
soddisfacente la (2); con il seguente

TeorREMA 1. Sia o : H! x H))'— R bilineare tale che:

(i) o & D-locale a sinistra

 (ut, v) — o0 (v, ) | < Myl Qg (1w I =+ (oo 1w 1l )

(i)

HI
a

(iii) Lo (u,v)| < MJ[afu]

v |my

Allora esistono, e sono univocamente determinate, delle f[unzioni

ay = ag, b di classe L™ tali che || a; lp~ =12M, |bif|;» =12Mi e

s du owv " du
a(wv) =% | ay- — - - dx + 2 by ~—vdx MuvEH.
7] ” ! a ;
i Jdx; © X i=1 d Xx;
0 (9]

DiM. Ricalcando la dimostrazione del Teorema 1 di [3] si perviene
a dimostrare che le ipotesi (i) e (iii) sono sufficienti a garantire l'esi-
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stenza di una mairice simmetrica (a;) di funzioni di classe L con
I aill;~ <12 M e di n distribuzioni A; € C°' {Q) tali che:

. du ov 3 u
«(u,v) =2 | a5 —— ——dx + L <A, V>,
i ad x; Bx,- i 8 x;
1%

Resta da provare l'appartenenza delle A; a 1. . A tale scopo, po-
nendo B (u,v) = & (¢, v) — o (v, ), fissato un indice i € {1, ..., n}
e fissata u € C,°, consideriamo le seguenti funzioni:

wr (x) = ""’]t u (x} sen’ (g a;}
Ve
1 2
wr(x) = — - cu(xycos’{pga) + - ulx)sen (px;)cos (p %)
2 2
wsy (%) = -2 (x) sen (g x:) cos (p xi)
Vo
wy (&) = I_-- u(x) sen (¢ x) cos (o x) +
Vg
+ - \/1 1 (x) (cos® (g x:) — sen? (g x:))
ws (x) = — ——— u {x) cos’ (p x)
o
i 2
ws (x) =  — u(x)sen®(px;) + —— u(x) sen (g x:) cos (p x:)
¢ o

ot [l

ovex = (&, ., x) EQ e o=

o |l
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Si riconosce facilmente che:

Blwr, wa) + 28 (ws, wa) + B(ws, we) = 4 C A, 0?2

Fwifhog fwalhe + wslle Twalloy = 16 u P

A

2 ([ ws

wi b+ wsfle fwsllag) = 16 fa[fre

HIL
o

1A

s g welhe + s lhe Twellay = 16 Ju |

da cui segue per la (ii)
| <A, > = 12 M| P = 12 My || e s

formula dalla quale segue, utilizzando ghi stessi ragionamenti fatti nelia
dimostrazione del Lemma 3 di [3], che Ai E L™ e || Al = 12 M.

Per concludere la dimostrazione del nostro teorema basterd di-
mostrare il seguente

LemMa 1. Siano Ay = A;, Ay = Ay, Bi, B, C, C' distribuzioni sul-
Paperto Q di R" tali che:

i (lvi, 'V) = Y, (M, ‘V) A u, v 6 C:c (Q)
essendo:
Soea,, 2ty Lt T e b < Cluvd
v (u,v) = e Ly _8'36,-7 + 2 e v + UV
n du 8v n - du ,
Y, v) = X <Ay, = — > 4 & < B, S+ < CLhuwv

Q=1 dx; 2ux i=1 a X

Allora:
Ay = Ay B = B/ c=C

per ogii (i, )& {1, ..., n}
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DiMm. Fissata w € C,°(Q); k,s € {1, ..., n}; posio

wi (x) =  w(x)sen (x) cos (x.)
wr (%) = —w(x)cos (x) cos (x,)
wy (%) =  wi{x)sen (x) cos (x,)
wy (x) =  w(x)cos (x) sen (x;)
dove x = (x;, ..., x,) € Q; si ottiene, con semplici calcoli:

v (wi, wa) 4+ v (wa, wi) + oy (ws, wa) 4+ v (we, wa) = 2 {Ag, who
Y (w, wa) 4 oy (e, wi) + v (wa, owe) + Y (e, ws) = 2 KA, WO
ossia A = Ak

Ne segue che, posto

" du

& (w,v) = L {(B;, > 4 LC,uv>
i=1 3.?6;

& (u,v) =X <B/, — vy + O, uv>
i=1 d xi

si ha per ogni u,v € C, (Q)
&, v) =2 (uv).

Allora, fissata w € C)° (), i € {1, ..., n}; posto

wy (x) = w(x)sen®x;

wy{x) = —w{x)cos’x; + 2w (x)sen x; cos x;

ws (x) = w{x)sen x;cos x;

ws(x}) = wx)sen xcos x; + w{x) (cos® x; — sen® &)
ws (x) = —w{x)cos?x;

we (x) = wix)sen®x: + 2w {x)senx:cos x; ,
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si ha, con semplici calcoli:
& (wn, w2 + 28 (ws, wy) + 8 (ws,ws) = 2 <B;, w*>
8 (Wi, wa) + 28 (ws, we) + 8 (ws,we) = 2 <B,w>

da cui B; = B/ e percio pure C = C',

OSSERVAZIONE

Il Jemma precedente risulta falso (per n>>1) se si sopprime
I'ipotesi di simmetria delle matrici (A;) e (A). Infatti cid segue
subito dal lemma 1 di [3].

Osserviamo anche che, meodificando la dimostrazione del Teo-
rema II di [3] in maniera analoga a come si & fatto ora per quella
del Teorema I, si ottiene ancora il seguente

TeoREMA 2, Sia o: H,! x H,S)— R una forme bilineare tale che val-
gano le (ii) e (iii) del Teorema 1 e:

(i) a« e locale
(iv) o, u)| < M| ol .

Allora esistono e sono univocamente determinate delle funzioni
aj = ap, bi, ¢ € L™ tali che

du gv -
w(uv) =% | gy —— — dx 4+ L
i Sxi a;\f_,' i

o .
f by U vdx —t—jcuv dx
o

Xi
Q

M, v e Ht.

3. - Ricordiamo, a questo punto, il seguente lemma per la cui
semplice dimostrazione cfr, [5] p. 201,

LEMMA 2, Sia [ E 1 (p> 1) ed e >0, allora si ha:
f — ff + f{f

ove ' E L~ e {7 €1? con |

f

LP<E.
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Passiamo infine a dimostrare il seguente

TroremMma 3. Sia:

3 X 3 x; 3 x;

?1‘ 2 a n a
a{i,v) = X faf,- oo ov dx+Efb,-- Yoy dx +fcuv dx
1 i=1
0

0

con ay = a; € L™ (Q), b; € L(Q), ¢ € L (Q), Q aperto limitato di
R

Condizione sufficiente affinché

(3) \” G0 &&= A [Ef VEE RY per qo. x € Q

L=

¢ che esisia » > 0 tale che:

(4) ho |l 2t Pz = o (o, 20) + X [J e 1z

DiM. Si noti che, se i coefficienti della parte principale di un opera-
tore del secondo ordine verificano la condizione di uniforme ellitti-
cita (3), si dimostra {cfr. {5]) che la forma bilineare associata all'ope-
ratore ammette come costante di coercitivita un qualunque numero
reale minore di . Quanto alla sufficienza della condizione (4) si
osservi che, grazie alla densith in L™ delle funzioni a scalino, basta
dimostrare il teorema nel caso particolare che le a; siano funzioni
a scalino.

La tesi equivale a dire che q.o. in @ la matrice (a; (x)) ha gh
autovalori = 2,.

Supponiamo per assurdo che esista un sottoinsieme S di & di
misura positiva tale che per ogni x € S la matrice (a;(x)) abbia
un autovalore minore di A,.

Restringendo $ si pud fare in modo che le a;(x) abbiano su 8

(a)

(0}
il valore costante ;. Siano allora X, ..., A, gli autovalori di (ay)
e supponiamo per assurdo che x <,. Si pud inoltre sempre sup-
porre che § sia compatto.
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Sia £>0, si denoti con 8. un aperto contenente S tale che

mis{S. — 8) <. Allora Mu € C.° (8.} si ha:

_ | i2 (0) o
a4y [ de s s fa,-,— R TR
LA8) i | 8 x; } ij ox  3x
5 5

(5)
A T L
+eKsup ‘—u + % f b; Su u dx + f cut dx.
s, 1| 8 i 3 xi
SE SE
Ora, fissato ¢ > 0, grazie al lemma precedente si ha:
bi=b/ + b" i=1,...,n
c = C/ + C”
ove b/, ¢ C L™ (Q) e di piz
B fhay s [ € Huway < o
Allora, poiché
o u ) « (., Bu
=l b uda =% | b/ "~ udx—+
i 2 x; i 3 x;
s, 5
. Ju | B
+ e K (o) sup X J a4 o] e ey - u [fL;m)
5 7 @x

fcu2 dngc’uzdx-{—eK”(o) sup |u P + o ju e,
s

S 5

€
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dalla (5) segue subito

Lo ‘ 8 , , fu
Z ag ,5‘1;07“_” fbi AL dx—l-fc’uz dx =
ij J 3x  8x i) 3 x;

5 s 5

I 8u |? : Josu it

= }\0 z f c dx —A H H“ZLZ(“} —& K] (U) sup > 0 _

i 3 x; 8 iy @ f‘

5
2 a 2 2%

—e K (a) sup lu| —T(“ e [y + 3 T ulPe@) .

Operando a questo punto il cambiamento di coordinate f: x—>

y = Mux, M essendo una matrice ortogonale che diagonalizza la ma-
[C)]

trice {a;) e ponendo T =f(8), T.=f(S.), si ricava, denotati con
3 e v rispettivamente i coeflicienti trasformati di b/ e ¢
2 2
Y f _81,.1] dy + X fﬁ,-----ou w dy+ f vul dy =
i i g v
T T T

3y |

[ b4 _ [ 2
(6} = %, Ef cu ‘ dy — & | ulPrgen —e Ki(g) sup I U l _
i 2y | T4 By
T
a .
— ¢ Ki(o) sup [uf—- 5 [l et Prccany + 3 [P eian]

per ogni u € C;° (T.).
Sia ora w € C.° tale che |w| =<1 e:

‘ 0 su () —-T.
w o=
( 1 in un intorno di T;

allora, applicando la (6) alle funzioni

1
we(y) = = wi(y) sen (k 1)

1
ve(y) = mTw(y) cos (k)
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e osservato che

S LN R A ‘2] —wry Loy | 2w k
i\ ey s/ k5 ay |
lfﬂ, (0 Me + vk) dy = 0
i g v; 3y
mis ()

Dot |Pes, [|vg 1 = S (82)

si ha, sommando le disuguaglianze relative allo stesso valore di k:

Mimis (T) = %, mis (T) — - ;2 mis (&) — ¢ Ki{(g) ( I+
i

1 aw |? ] K, (g) a f
+ 5 S T BT S widy +
S Srltinl? J v | i 2 ( Y

fis13}

h'd
1

mis (T) .

W dy ] — 3 0 mis(Q) — L sup
ko

Passando al limite per k- + oo si ha

M= e — e K(0) —Z o mis (Q).
Per l'arbitrarieta di ¢ e o si perviene ad un assurdo.

4. - In questo paragrafo ci occupiamo della caratterizzazione
astratta di operatori differenziali del 2° ordine di tipo non varia-
zionale a coefficienti misurabili e limitati.

E cominciamo con [a seguente
DEFINTZIONE. Una forma bilineare « su spazi di Sobolev si dice
Dxlocale a sinistra se:

u, v € C;(Q)
a —  afu,v) =0

f?—uf = ¢; in un intorno di supp (v) )

o X
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Sussiste il seguente
TeorEmMaA 4. Sia o« H? x L2—>R™ wuna forma bilineare continua
Dxlocale a sinistra. Allora esistono e sono univocamente determii-
nate delle funzioni a; = a; € L™ tali che:

42
o{,(u,v)#}_‘,fa,-jouv dx V(LI,V)EHOZXLZ.
i f Bx; axj

Dim. Utilizzando ragionamenti fatti in [4], si ha che, nelle nostre
ipotesi esiste una famiglia localmente finita {T.} di distribuzioni su
Q tali che, per ogni u, v € C,  (Q) sia

wl(w,v) =2 T, (D'uv> .

Proviamo ora che la continuith di =z, ossia la validita di una for-
mula del tipo

| & (u, v) ; = M || i EEHDZ “ ¥ Hi?

implica che T, =0 per |r|> 2%,

Sia, a tale scopo, w € C;° e sia ¢ € €, tale che ¢ =1 in un in-
torno del supp (w). Consideriamo, v = (%, ..., %) € R (5 = 1), le
Tunzioni

u, (£} = ¢(x) sen {9,x2
vy (x) = w(x) cos <{7,x>
wy (2} = —(x) cos <7,x2>
v (x) = —wi{x) sen <, x> .
Si ha
Hetallues Noalhss ot flass 1 b = € [P
el ) Nwvolle, e lle, vl = C

ove la costante C dipende solo da w e ¢. Allora seguendo i ragiona-
menti fatti in [4] si ha l'asserto,

M Con HZ = H Q) denotiamo il completamento di C::D rigspetto alla norma
‘ 1y ¥
nunm—[uungz + 3 ] .
u o i L'L

"
™ S r=(r, ..., t,) & una #-pla di interi non negativi si pone: [r|= 2%
i=1

8 "1 8 "”

Su

3 x;

gt
8 x; 3»\3;

+ 3

i

12
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E dunque, potendo sempre supporre T; = T avro

3? 8
o (u,v) =2 <T,-,-,*Lv> + 5 LT, — iV> + LT, uv>.
iJ 2 x; 8 x; i 3 x;
Introducendo ora, una volta fissati w € C;” e k,s € {1, ..., n},
le seguenti funzioni:
wy(x) = - ; w (x) sen (p xx) sen (p x,)
1
wy(x) = — ry w (x) cos (g xi) cos (g x5)
1
w; (x) = - w (x) sen (g x¢) cos (p x,)
1
wy (x) = 5 w (x) sen (g x;) cos (p xx)
W Il
con x = (%1, ..., %) EQ e p=——— si ha:
| w []o2
o (Wi, W) + o (w2, wi) + a(ws, wy) + a (wy, ws) = —2 Ty, W22

| wellwe || wylle < c||w]|Pe.

E quindi, con i soliti ragionamenti, T, € L™ .
Utilizzando, a questo punto la DXlocalita si ricava T; = T = 0.

OSSERVAZIONE.

Sia C la classe delle forme bilineari soddisfacenti le ipotesi del
Teorema 4, e sia E la classe delle forme bilineari soddisfacenti le
ipotesi del Teorema 1 di [3] con p = 2%,

Sia infine M la classe costituita dalle forme bilineari che gene-
rano operatori del tipo

)
- &t u
Ay A
if g x; ©X;j
Bai

con a;=a; EL>®, X - € L", che sono stati considerati da C.

Miranda (cfr. [1]) nello studlo del problema di Dirichlet.
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Si pud vedere facilmente che C N E = M.

E sia infatti « € C N E, allora per « sussistono le rappresenta-
zioni:

2
alu,v) = Efa"" _Gu vodx

o (u,v) = Ef%. iﬂu ov_ dx+¥f B su. v dx
i3 f n

con ay, a; C L7, B €L Allora:

. 3 Su 2u oY . o g
L <ay, v = = oy = _f\‘. @y~ —— d x
i (o2 C X 5‘}6; 9 x; i o X o X
) 3 ay; Ju
+ X< —-E— > o= o {u,v)

) i 3 X ax,-
da cui, utilizzando il lemma 1, si ha:

A
o dig

f}f:—z— Cl,',::ﬁCC,'I'
i DX

e percid lasserto.
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Sull’isochimia di alcuni silicoalluminati idrati
di sodio sintetici

Nota di Rosar1o AieELLO e CARMINE COLELLA
presentata dal socio ordinario RICCARDO SERSALE

(Adunanza del 2 febbraio 1974)

RrassuNTo. — Vengono riportate le condizioni chimico-fisiche sotto le quali & pos-
sibile sintetizzare, per trattamento idrotermale di vetri sintetici o naturali in ambiente
alcalino, tre zeoliti sodiche isochimiche di formula generale: Na,O . ALO; - 2Si0,, con
quantita variabili di acqua di idratazione.

Due di tali zeoliti (Na—A e Na—V) non hanno equivalente in natura, mentre
la terza (zecolite Na—I) costituisce un termine sintetico riferibile alla sodalite.

Mediante indagini roentgenografiche, microscopiche e chimiche viene messo in
evidenza che lc tre zeoliti presentano simmetria cubica, con notevole variabilita di
habitus cristallino, e che duc di esse, i termini V ¢ I, hanno attitudine ad intrappo-
lare idrossido di sodio.

Sulla scorta dei dati sperimentali viene infine discusso il ruolo fondamentale
dell'alcalinita della soluzione di contatto sulla neoformazione preferenziale dell'uno
o dell'altro termine.

SumMARY. — The physico-chemical conditions under which three sodic isochemical
zeolites, having general formula: Na,0 . ALO; . 28i0, with variable amounts of hydra-
tion water, can be synthesized by hydrothermal treatment of synthetic or natural
glasses in alkaline environment, have been reported.

Two of these zeolites (Na—A and Na—V) have no natural counterpart, while
the third one (zeolite Na—1I) is a synthetic term rclated to sodalite.

By means of X-ray, microscope and chemical analyses it has been pointed out
that the above mentioned isochemical zeolites show cubic simmetry, with large
variability of crystalline habitus and that zeolites Na—V and Na—1 are able to
trap sodium hydroxide.

The basic role played by the alkalinity of the contact solution on the preferential
neo-formation of the various zeolites, has been at last discussed on the ground of

experimental results.

INTRODUZIONE

Tectosilicati a struttura diversa, che denunzino identica popola-
zione cationica ed identico rapporto Si/Al, possono ritenersi iso-
chimici.
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Limitandosi a considerare la famiglia delle zeoliti e, in partico-
lare, termini omwocationici?, la possibilita di esistenza di specie iso-
chimijche & legata semplicemente alla uguaglianza del predetio rap-
porto, stante il fatto che le molecole d’acqua ospiti non costituiscono
parte integrante della struttura.

E da tener presente a tale proposito che, nell’ambito di singoli
tipi zeolitici, si riscontra spesso un'ampia variabilith di tale para-
metro, Ja qual cosa rende del tutto casuale la coincidenza della com-
posizione chimica di due termini strutturalmente diversi. Esistono
perd alcuni termini che tendono ad assumere composizione chimica
costante.

Scopo della presente Nota ¢ innanzitutto la determinazione
delle condizioni di sintesi e lo studio delle caratteristiche strut-
turali e morfologiche di tre zeoliti isochimiche, di formula generale
Na;0O - AlO; - 28i0; - aq., oftenute per trattamento idrotermale di vetri
sintetici o naturali in ambiente alcalino ed inoltre, I'approfondimento,
sulla base dei dati sperimentali, del ruole dell’alcalinita della solu-
zione di contatto ai fini della cristallizzazione, nell’ambito di pih fasi
isochimiche, di una determinata specie zeolitica.

PARTE SPERIMENTALE

I termint presi in esame sono le zeoliti sintetiche Na-A{1) e Na-V(2)
¢ la zeolite Na-I(3), che rappresenta l'equivalente idrato del feldspa-
toide naturale sodalite.

Le suddette tre fasi sono state sintetizzate per irattamento idro-
termale a temperature inferiori a 100°C? sia a partire da vetri natu-
rali (pomici riolitiche) (4, 2), sia a partire da vetri sintetici di com-
posizione generale Na;O, ALO:, nSi0; con 1 < n < 6 (5, 6).

Le fasi sono state identificate per via roentgenografica, utiliz-
zando una Camera di Guinier-De Wolfl. Le distante reticolari, calco-
late a partire dalle tracce densitometriche degli spettri di polvere,
sono state corrette impiegando come standard Pb(NO;);, mentre i pa-
rametri di cella sono stati computati, con l'ausilic di apposito pro-
gramma, mediante il calcolatore elettronico.

Lo studio della morfologia dei cristalli & stato eseguito mediante
osservazioni in microscopia elettronica a scansione (microscopio Jeol,

' 5i ritengono qui esclusi lermini omocationici ottenuti attraverso procedimenti
di scambio ionico.

? In gquesta Nota non vengono presi in considerazione equivalenti sintetici idrati
di feldspatoidi naturali (quali cancrinite e noseanite), anch'essi a rapporto SifAl = |,
in quanto tali termini, richiedendo temperature di sintesi molto elevate (7), non
sono stati da noi mai ottenuti.
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mod. JSM-2) di campioni preventivamente ombreggiati con una
lega Au-Pd.

Le analisi chimiche dei campioni sono state eseguite, previo am-
bientamento degli stessi, per una settimana, su soluzione satura di
Ca(NO:); (umidita relativa ~ 54 %), determinando la SiO; gravime-
tricamente, 1'alluminio complessometricamente con EDTA, il sodio
mediante fotometria di fiamma e l'acqua tramite il rilevamento del
diagramma perdita di peso/temperatura (termobilancia Stanton Mass-
flow tipo MF-H5).

RISULTATI
Sintesi. La sperimentazione ¢ stata condotta secondo due diverse
direttrici: da un lato si & effettuato uno studio di ottimizzazione della

sintesi, gia in precedenza (2, 4, 5, 6) da noi conseguita, dei tre termini

TaBeLra I

Condizioni di sintesi di campioni delle zeoliti A, V ed I.

Zeolite Na-A Na-V Na-1
Vetro di partenza Sintetico di comp. Sintetico di comp. Pomici riolitiche
Na,0, Al,0,, SiO, Na,0, ALOQO,, 28i0, di Lipari (4)

Conc. sol, NaOH di con- lm 10 m im

tatto
Temperatura 80°C 500C 80°C
Rapporto in peso vetro/ 1:20 1: 10 1:50

acqua
Durata del trattamento 2 giorni 2 giorni 7 giorni

isochimici A, V ed I, allo scopo di ottenere campioni atti alla suc-
cessiva caratterizzazione; dall’altro si & voluto indagare sull'influenza
che l'alcalinita della soluzione di contatto, a parita delle altre con-
dizioni di trattamento, esercita sulla crescita differenziata delle tre
zeoliti,

La Tab. I riporta un esempio delle condizioni sotto le quali &
stato possibile ottenere campioni puri delle tre fasi. La purezza ¢
stata controllata via raggi X ed otticamente, accertandosi in quest'ul-
timo caso, dell’assenza, nei solidi a fine reazione, di frammenti di
vetro non reagito.

Con riferimento al ruolo dell’alcalinita, la sperimentazione ha
messo in luce la possibilita di sintetizzare i tre termini a partire da
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uno stesso vetro sintetico e nelle stesse condizioni di trattamento,
facendo variare unicamente la concentrazione di NaOH nella solu-
zione di contatto.

La Tab. II riporta, limitatamente al caso pit indicativo ed in-
dipendentemente da considerazioni di carattere quantitativo, i risul-
tati di tale ricerca, mettendo in evidenza gli intervalli di concentra-
zione alcalina, entro i quali & possibile ottenere nelle seguenti con-
dizioni di sintesi, ciascuno dei tre termini, oggetto della presente
Nota:

— composizione del vetro sintetico: Na,0, ALO;, 2S8i0;;

— temperatura: 50°C;

— rapporto in peso veiro/acqua: 1:10;
— durata del trattamento: 48 ore,

TaBELLA 1T

Influenza della concentrazione alcalina sulla sintesi deile fasi A, V ed I

Conc, alcalina . Conc. alcalina , .
s Fasi neoformale . Fasi ncoformate
{(melalitiy) (molalita}
<16 — 70= 79 X+V
1928 A 83+ 97 V*
3,1 +59 A+ X 16,2 =+ 129 Vil
6,2 +66 A+ X+V > 13,5 T

¥ Come gid riportato in precedenza (6), la zeolite V tende spesso a cristallizzare
in associazione con la I, per cui non sempre la sua sintesi, quale singola fase cri-
stallina, & risultata riproducibile.

Come si puo rilevare dalla tabella, accanto alle tre fasi isochi-
miche, ne compare una quarta, designata con X, corrispondente ad
una zcolite di tipo faujasite (8). Tale zeolite pud presentare una note-
vole variabilita del rapporto Si/Al, ma il campione cui si fa riferi-
mento netla tabella deve presumibilmente avere composizione iden-
tica alle altre tre fasi (valore del rapporto: 1). Tale campione, infatti,
cristallizzando in condizioni di alcalinithd pit pronunciate di quelle
che determinano la crescita della A, non pud avere rapporto Si/Al
superiore ad essa (9), né tanto meno, in accordo con la regola di
Loewenstein (10), inferiore.

L'esame della Tab. I consente infine di notare come la cristal-
lizzazione delle varie fasi, al crescere dell’alcalinita, rispetti un or-
dine che, nel caso in esame, &: A, X, V ed L

4
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Caratterizzazione. La Fig. 1 riporta i diffrattogrammi di raggi X
di polveri (Camera Guinier-De Wolff), relativi ai campioni delle zeoliti
A, V ed 1, ottenuti nelle condizioni di Tab, I.

Fic. 1. - Diffrattogrammi di raggi X, rilevati tramite Camera Guinier-De Wolil, Rad.

Cully,.

a) zeolite Na-A;
b) zeolite Na-V;
c} zeolite Na-I.

Le fasi sintetizzate sono state indicizzate secondo il sistema cu-
bico ed i relativi parametri di cella compaiono in Tab. IIL

TapEiLa 11T

Dati cristallografici e morfologici relativi ai tre termini isochimici.

Zeolite Na-A Na-V Na-1
Simmetria Cubica Cubica Cubica
Gruppe spaziale Pm3m (11} Fid o Fidm (?) (6) P43n (12)
Costante di cella 1229 8% 36,99 A 8,90 A
Habitus cristallino Cubico Cubo-otiacdrico Sterclitice

osservato Cubo-dodecaedrico Cubo-ottaedro-do-
decaedrico
Sterolitico

* 1] valore riportato si riferisce ad una pseudo-cella. Il valore reale, ricavato da
dati strutturali, deve ritenersi doppio (13).

Le analisi chimiche dei tre campioni hanno confermato la com-
posizione molecolare: Na0 - AlO; - 2510;. Le tre zeoliti hanno denun-
ciato inoltre quantita d'acqua pari a 4,5 (A); 25 (V) e L, (1) moli i
H:0 per singola unita di formula ed inoltre, limitatamente alle sole
specie V ed T, tenori di NaOH incluso pari, in entrambi i casi, a 0,6

moli, sempre per unita di formula.
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La caratteristica di presentare inclusioni, talvolta estraibili a
mezzo di lavaggi, & del resto comune alle tre zeoliti. E noto infatti
che la zeolite A puod intrappolare NaAlO; (14), la I una serie di sali

Fig. 2. - Micrografie eletironiche a scansione.
Zeoliti Na-I (A, B ¢ C) ed Na-V (D}
Condizioni di sintesi (P = pomici, Vn = vetro sodico sintetico a rapporto
Si0,/ALO, = n; m = molalitd di NaOH nella soluzione di contatto; T = tem-
peratura; v/a = rapporto in peso vetrofacqua; t = durata dc] traitamento):
AB:P;, m=5 T=280rC, v/a=1:50 t="7 giorni.
C Vy m=167; T=50°C; v/a=1:10; t =48 ore.
D VvV, m=95 T=353"C; vi/a=1:25 1 =48 ore.

sodici (15), menire ¢ stata di recente segnalata la sintesi della zeolite
V in presenza di NaClO, (16).

Nell'ambito delle condizioni sperimentali adottate, le zeoliti A e
V presentano habitus cristallino ben definito (cfr. Tab. III). Nelle
Fige. 2 (micrografia D), 3 e 4 viene riportata una serie di micro-



FiG, 3. - Micrografic elcttroniche a scansione.
Zeolite Na-A,
Condizioni di sintesi {(clr. Fig. 2):
A 0V, m=28 T=50C; via=1:10; ¢ = 48 ore.
BC :V, m=25 T=50rC;, v/a=1:10; t =48 ore.
D-E-F:V,;, m=08; T=80C; v/a=1:20; £t =48 ore.
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FI1G. 4. - Micrografic cletironiche a scansionc.
Zeolite Na-V,
Cendizioni di sintesi (cfr. Fig. 2):
ABCEF: :V,;, m=9T7 T=5°C; vJ/a=1:10; t =48 ore.
D:Vy; m=102, T=50C; vi/a=1:10; t =48 ore.
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grafie elettroniche relative a campioni delie due zeoliti, ottenuti in
diverse condizioni di sintesi.

Per quanto concerne i campioni della specie A, ottenuti a partire
da vetri sodici sintetici a rapporto Si0;/ALG; pari a 1 € a 2, la mag-
giore aciditad del vetro di partenza sembra favorire la crescita di cri-
stalli di habitus cubico (Fig. 3, A-C), mentre nel caso del vetro pin
basico I'habitus preferito & quello cubo-dodecaedrico (Fig. 3, D-F).

La zeolite V, oitenuta quale unica fase cristallina solo a partire
da un vetro sintetico di composizione Na,0, ALQ;, 2S8i0., mosira
habitus cristallino cubo-ottaedro-dodecaedrico (Fig. 4, A-C) o cubo-
ottaedrico (Fig. 4, D), rilevabili anche nello stesso campione (Fig.
4, E-T). Si presenta talvolta anche sotto forma di sferoliti (Fig.
2, D), senza che sia stato possibile riscontrare una relazione tra
condizioni di sintesi e tipo di habitus,

La specie T {Fig. 2, A-C), otienuta sia a partire da pomici rio-
litiche che da vetro sodico sintetico a rapporio Si0O;/ALO; = 2 non
mostra mai habitus cristallino ben definito e si presenia spesso sotto
forma di sferoliti.

DISCUSSIONE

La possibilita di ottenere per sintesi termini zeolitici di identica
composizione chimica, cui competonro strutture notevolmente diverse,
consente di trarre interessanti indicazioni sul meccanismo della loro
formazione.

Se, infatti, come & risultato dalla sperimentazione espletata, &
possibile sintetizzare i tre termini isochimici, a partire dallo stesso
vetro e a parita di condizioni di trattamento, facendo variare unica-
mente ['alcalinita della soluzione di contatto, si puo dedurre che la
concentrazione di OH~ svolge un ruole fondamentale non soltanto
nel determinare il rapporto Si/Al della specie neoformata (9), ma
anche, a paritd di tale rapporto, nell'indirizzare il sistema verso Ia
cristallizzazione di una ben determinata specie zeolitica.

Il meccanismo della zeolitizzazione, nell'ipotesi esemplificativa
che tale processo si realizzi attraverso stati di equilibrio, puo essere
allora schematizzato nella maniera seguente.

Come giad messo in luce in precedenza (17), lo stadio iniziale di
dissoluzione del vetro comporta la precipitazione di un gelo allumo-
silicatico, la cui funzione, in accordo con un meccanismo di nuclea-
zione in fase liquida (18, 19), sarebbe unicamente quella di « nuirire »
la soluzione di contatto, a mano a mano che la cristallizzazione
procede.
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In tale soluzione l'alluminio & presente nell'unica forma mono-
nucleare di A{OH),~ (20) mentre il silicio, sempre limitatamente a
specie mononucleari, pud trovarsi in forme dissociate, a diverso grado
di ossidrilazione, in equilibrio fra di loro:

[Si0.(0OH ). 1" + OH™ <= [SiO4y (), ]"*07 4 HO
con 0 =n <3

Inoltre, data la proprieta degli ioni silicato a dar luogo a specie
polinucleari (21, 22), che nel nostro sistema interesseranno anche lo
jone alluminato, si dovranno prendere in considerazione una serie di
equilibri di policondensazione con formazione di unita poliedrali
(3, 23), i quali, nel caso esemplificativo della specie Si(OH)s (n = 0),
potranno essere cosi descritti:

a- 3
pSi{OH), + in(OH)Mm‘[ Si, Al 05 (OH)(M)] +— -2—{19 +¢q) H:0
2

+a)

Il primo dei due equilibri riportati chiarisce I'influenza che la
concentrazione alcalina della soluzione di contatto esercita sul rap-
porto Si/Al (= r) della specie in via di formazione. Infatti, al cre-
scere di tale concentrazione, diminuisce il grado medio di ossidrila-
zione delle specie silicato e quindi la capacita totale di queste ultime
a policondensare, col risultato che il rapporto Si(OH)/AI(OH):™, utile
ai fini della cristallizzazione e correlato con r, tenderd ad assumere
valori sempre pilt bassi, fino al valore limite di 1, previsto dalla re-
gola di Loewenstein (10). Per comprendere poi la ragione per [a quale,
a parita di tale rapporto, & possibile la cristallizzazione di termini
isochimici a struttura diversa, bisognera ammettere che la concen-
trazione di OH", attraverso i due tipi di equilibri descritti, influisca
sulla geometria, sulla concentrazione e sulla capacita di successiva
condensazione delle unita poliedrali piti su riportate, unita che, im-
pacchettandosi successivamente secondo un ordine determinato, da-
rebbero luogo alla crescita dei vari termini zeolitici.

Gli Autori sono vivamente grati al Sig. Antonio Canzanella per
Peffettuazione delle micrografie elettroniche riportate nella presente
Nota.

Istituto di Chimica Applicaia delle Facoltid d'Ingegneria dell'Universita

Napoli, gennaio 1974
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SUMMARY. — In the first part of this note we present some surjectivity results for
non compact acyclic-valued maps defined in Banach spaces. In the second part we
extend an intersection theorem, proved by A. Granas for compact single-valued maps,
to the context of g-noncxpansive convex-valued maps.

RIASSUNTO. — In questo lavoro si prendono in considerazione trasformazioni multi-
voche a valori aciclici, definite in spazi di Banach. Vengono stabilite delle condizioni
che assicurano la suriettivith di tali trasformazioni. Il scguente teorema pud esscre
considerato come il principale risuitato del lavoro:

Sia T : E —o0 E una funzione multivoca semicontinua superiormente e a valori aciclici,
definita in uno spazio di Banach E. Se T & g-nonespansiva ¢ quasi limitata con quasi-
norma minore di 1 allora (I-T)(E) & denso in E.

Si dimostra anche un teorema di intersezione, che generalizza alle funzioni multi-

voche dei risultati ottenuti precedentemente per le funzioni univoche.

INTRODUCTEON.

The main purpose of this note is to present some surjectivity
results for multivalued acyclic maps. Our task is to give generaliza-
tions of known results regarding singlevalued maps. We will show
how these results can be extended to the context of multivalued maps
modifying in a quite natural way the definitions and proofs of the
singlevalued case. In some instances however one has to be a little
careful and take into account the peculiarities of the multivalued

* Work performed under the auspices of the National Research Council of Italy
(GN.R.).
=2 Jglituto Matematico U. Dini, viale Morgagni 67/A, 30134 Firenze
##* Dipartimento di Matematica dell’Universita della Caiabria, C.P. 371, 87100 Co-
senza.
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theory. For example, the sum f + g of two multivalued acyclic maps
f and g need not be acyclic.

The first section consists of a listing of notations and definitions
to be used throughout the paper. In particular we specify which
homology is used and therefore it becomes clear what is meant by
« acyclic »,

The second section deals with c-Lipschitz multivalued acyclic
maps. The concept of quasibounded multivalued map is introduced
and some surjectivity results are given. This way we extend the
work done in [2], [7], [117, [15].

Finally, in the third section using the results of the previous one
we give an intersection theorem for «Lipschitz multivalued acyclic
maps. As immediate consequences of this theorem we get the results
obtained in [8], [12], [14].

1. - NOTATIONS AND DEFINITIONS.
Upper semicontinuous multivalued maps.

Let X and Y be two topological spaces. An upper-semicontinuous
multivalued (u.s.c.m.) map F from X into Y is a map which assigns
to each point of X a nonempty and compact subset of Y and which
verifies the following condition at every point x € X: for any open
subset 0 of Y containing F{x) there exists an open neighborhood
U of x such that F(U) < 0, where F(U) = I€JUF(z). For a multi-

Z

valued map F from a set A into 2 set B we will use the following
notation F: A—B.

An uscm, map F: X—Y is said to be acyclic valued if for any
x &€ X, F(x) has the same homology of a point. We shall always
use the Vietoris-Cech homology with coefficients in 7, .

If Y is a topological vector space then F is said to be convex
valued if F(x) is convex for any x € X.

If the following weaker condition is verified: for any x € X
there exists a point y € F{x) such that the line segment joining y
with every point of F(x) is entirely contained in F(x), then F is
said to be star-shaped valued.

w-Lipschitz mapsings.

Let A < X be any bounded set of a metric space X. Following
Kuratowski [9] we define «(A) as the infimum of all ¢ >0 such
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that A can be covered by a finite number of subsets with diameter
less than e. Such a number is frequently called a measure of non-
compactness since o (A) is equal zero if and only if A is precompact.
For properties of this measure of noncompaciness see Sadovskij [13].

A multivalued map F: X—sX is said to be a-Lipschitz with
constant k= 0 if a{ F{A)) < k a (A} for any bounded subset A of X.
If o << 1(k = 1) then F is called «-contractive (az-nonexpansive) (Darbo
[17). If for any bounded and nonprecompact subset A X we have
a{ F(A) )<<« (A} then F is called densifying.

Quasibounded multivalued maps.

Let X and Y be Banach spaces and F: X— Y be a multivalued
mayp. We define

SO | o 9(FG)

o ’

l[x]]=e  fTx]] [xffseo [ 2]

where ¢(F(x)) = sup {|ly|l: vy € F(x)}.

If [F|<Co2 then F is said to be cuasibounded and the number
| F ! is called the quasinorm of F. This definition extends in a natural
way the one given by Granas in [7] for the singlevalued case.

2. - SURIECTIVITY RESULTS.

In this section we will give some surjectivity results concerning
quasibounded multivalued maps.

The quasiboundedness concept was first introduced by Granas
[7] for singlevalued maps. Granas pointed out that any continucus
linear map L is quasibounded and [L| = || L|.

For our purpouses we need the following two lemmas,

LemMa 2.1, Let T: E— E be a multivalued map satisfying the two
conditions

i) T is quasibounded and [T |<1,

it} T sends bounded sets into bounded sels.
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Then there exists M such that T(B(0, M)) < B(0, M),

Proor. From i) it follows that there exists a number ¢ > 0 satisfying
[ T|<c-<{1 and R> 0§ such that ¢(T{x)) <c| x|, for any x with
x> R

On the other hand T(B(0, R)) = B(0, L) for some L > 0 since
T satisfies ii).

Therefore ¢ (T(x)) <L + ¢ x|, for any x € E. Let M be such

that L+ cM <M, ie. M > " L . We have that ¢ (T(x)) <M for
—c

any x with |[x|]-<M. This implies that T (x) ¢ B(0,M) for any

x & B (0, M), Q.E.D.

Remark. If T is a-Lipschitz then T satisfies condition ii) of
Lemma 2.1.

Lemma 2.2, Let T: B(0, R)—e B (0, R) be an w.s.c. a-nonexpansive
nudtivalued map with acyclic values, Then

inf{d(x,T{x)): xEBOR }=20.

n

and define T,{x) = b, T(x). T, is ws.c.

Proor. Let b, =
n+1

acyclic valued and maps B(0,R) into itself. Furthermore
a(T.(A)) = b, (T{(A) < b, (A)

for any A < B(0,R), i.e. T, is an «-contraction with constant b, < 1.
By Theorem 2 of [10] there exists x, € B (0, R) such that x, C T, (x.)
for any 2 1. This implies that x, C b, T{(x.) and so there exists
vu € T{(xs) such that x, = b,v,. We have

A2, T} < [[yo— 2l = llow— buyall =
= Iy )1 —b)<R(L—b).

Since lim &, = 1 the result follows. Q.ED.

H > 00

Remark. Lemma 2.2 represents an extension of a result obtained
in [4]1 for singlevalued maps.

We are now in a position of proving the main result of this
section.
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TueoreMm 2.1. Let T: E—o E be an w.s.c. quasibounded s-nonexpansive
multivalued map with acyclic values and let | T|<T1.

Then (I — TY{(E) is dense in E.

ProoF. Let y € E. For any ¢ > 0 we have to find x. € E and y. € B (y,¢)
such that y. € x — T {(x).

Let G(x)=v+ T(x), x € E. G is clearly us.c. a-nonexpansive
with acyclic values and |G| <C1. Therefore, by Lemma 2.1, there
exists M > 0 such that G({ B (0, M) ) ¢ B (0, M). Applying Lemma 2.2
we get inf{d{x G(x})}): x € B(0,M)} =0. This means that given
¢ > 0 there exists x. & B(0, M) such that

dlx,Glx))<<e ie. d(x,y+T{x))<e.

This implies that we can find ¥ € T (a.) such that

Iy + %) — x| <e.

Set y. = x. — x. We get ||y — ».||<<e and v € x. — T (%)
Q.ED.

Remark. If we strenghten the assumption on T by requiring T
to be densifying then we get a stronger result, namely (I — T) (E) = E.

The following Corollaries are direct consequences of Theorem 2.1
and the remark above.

Cororrary 2.1 (Granas [7]). Let F: E—E be a gquasibounded com-
pletely continuos singlevalued map with |F|<1. Then (I — F)(E}=E.

CoroLLARY 2.2 (Dubrovskij [21). Lef F: E—> E be a completely con-
tinuous singlevalued map such that [|F(x)|| = o x|} as ||z ]| —> 0.
Then (I — rF)(E) = E for any real number r.

The above Corollaries have been extended in [15] to the context
of densifying singlevalued maps.

As remarked in the introduction the sum of two acyclic valued
maps need not be acyclic. But if we restrict our attention to star-
shaped valued maps then the following proposition holds.

ProrosiTioN 2.1. The sum F 4+ G of two star-shaped valued maps F
and G is star-shaped.
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Proor. It is enough to prove that if A and B are star-shaped with
respect to x, and y, then A 4 B is star shaped with respect to x, + v, .
let z& A+ B. Then z = x + y where x € A and y & B. We have to
prove that

Mo+ 3} + (1 —=2zEA+B for any 0 <A <1, But (% + %) +
+ (1 =2z = 2+y) + -V &x+y) =hx + (1 Wx +
+ hye + {1 =Xy But hax, + (1 -7)xEA Ly, + (1 —NyCB
and so the result follows. QED.

Proposition 2.1 will be useful in proving the following.

Cororrary 2.3. Let F: E—E be a quasibounded w.s.c. star-shaped
valued densifying map with |F|{ <k, 0<k<1, and let G:E-—E
be quasibounded u.s.c. star-shaped valued and completely continuous.
Let ) be a real number such that || |G| <1 — k.

Then (I — F — X G)(E) = E.

Remark. Corollary 2.3 represents an extension of a result due
to Nashed and Wong [11]. In their paper they assume T and G to
be singlevalued, [[F(x) —F(»)|| <kl|lx—y]|, 0<k<1, x,y€E,
r=1.

3, - AN INTERSECTION THEOREM.

We are going to give an intersection theorem first proved by
Granas [8] for singlevalued quasibounded completely continuous
maps and later extended in [14] to the context of singlevalued
quasibounded densifying maps. For analogous results see also Pe-
tryshyn [12].

Let E be a Banach space and let E = V@ W be a direct topo-
logical sum of two closed subspaces V< E and W < E. By P, : E—>
—>V,Pyv:E—>W we denote the two canonical projection mappings
of E onto V and W respectively.

The following result holds.

TaeorEM 3.1, Let {:V—oE and g:W-—wE, where VBEW=E, E
being a Banach space, be two w.s.c. star-shaped valued maps. Assume
that

f) =v +F{v) forany v €V
g(w) =w+ G(w) for any w& W,
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where ¥ and G are a-Lipschitz with constants L and L' respectively,
which satisfy

i) LIPJ + L

Pl <1,

Furthermore assume that F and G are quasibounded and that the
inequality

) |Fl Pl +]G|[|Pu]j<<1 holds.
Then d(f(V), g(W))=inf{[x—y|:x€f(V), y Cg(W)}=0.

Proor. Define T{x) = FoP,(x} — Ge P, (x). Clearly FoP, and G+P,
are star-shaped valued maps.

Thus T is star-shaped valued (see Proposition 2.1) u.s.c, and
a-nonexpansive. Let us show that T is quasibounded and |T]<1.
This is the case if |FoP,| <|F| || P,| since

|T|=|FoP, — GoP,| <|FoP,|+ |GaP,]|.

The inequality |FoP,| <|F| ||P,|| holds since

CP(F(V)) :E|P‘JH R i(FOPI'(x)) )

Pl [F|[=1P, i

Pl | F| I ”vﬁn}}m Iy |x][=e [Py ()|
Dells ey fm ELER) 1 g op
x| %]l [l i P ]

Now applying Theorem 2.1 we have that (I — T)(E) is dense
in E. Therefore given ¢ > 0 there exists x. such that

d(x, T(xs))s;-—.

Let v. € V an w: & W be such that ve — we = x..
Then

o

d(x, T(x)) =d(v.—w., Flvo —G(uw)) € o

This implies that we can find x € F(v) and x; € G (w.) such that

fve —we — (ki — ) |l = ve — 0 — (we — ) || < e
i.e.
w,—x € B(ve — x1,8).
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But
B(ve—2x,e)cB(f(v.),s) and w. — 2 € glw.).

This implies that
B(f(V),e)N g(W)# O | Q.ED.

Remark. In the case when L[[P,||+ L'||Py]}<<1 and T is
densifying we get the following stronger result

f(V) Ng{w)=> 3.

Cororrary 3.1 (Granas (7). Let E= VO Wand { . V—E, g:W—E
be singlevalued completely continuous maps which can be writien
in the form

fv) =v —F{& forany v £V,
gw) =w — G(w) for any wE W,
If the maps F and G are quasibounded and
FLP )+ 1G] Pl <1
then
f(V) N g{W)=a.

CoroLLARY 3.2, Let E=VOW and f:IR X V—>E, g:IRXW—E
be singlevalued continuous maps, which can be written in the form

F{,v)y=v —IF(w for any v &V, &R
glm,w)=w —mG(w) forany wEW, mEIR,

Assume that the maps T and G are w-Lipschitz with constants L and
L’ respectively, satisfying

Li|P.ji + L[| Pof] < 1.
It IE) [=o(lv() as [v|—

and TGy | =o ([w]l) as [w]-—>c
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then FUD XN glml x W)= @ for any 1, m
such that N+ 1ml<t.

Let us note that the result of CoroLLARY 3.2 remains valid if we
assume that F and G are guasibounded and /, m are such that

TR+ | [G L P < 1.

“Remark. Tt should be pointed out that there exists another
measure of non compactness. Let A — E be a bounded set. Golden-
stein, Gochberg and Markus [6] defined y (A), the ball measure of
non compactness, as the infimum of all £ >0 such that A admits
a finite e-net.

The results of this paper are valid also if we change our measure
of non compactness into the one of Goldenstein, Gochberg and Markus
since Theorem 1 of [10] remains valid in this context.
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Aleune questioni di risolubilita in anelli associativi

Nota di Sarvarore Rao *
Presentata dal socio ordinario Mario CURZIO

{Adunanza del 6 aprile 1974)

SUMMARY. — We give a new definition of « solvable » associative ring (possibly
with identity). Some theorems like in group theory are proved; a class containing
artinian bul not ncetherian rings is considered; a characterization of solvable artinian
rings is proposed. Finally, we show somec applications to torsion free rings.

RIASSUNTO. — Si propone una definizione di anello associativo « risolubile ». Si
ottengono leorcmi analoghi a quelli della teoria dei gruppi, si esamina una classe
di anelli includente gli artiniani ma non i noetheriani, caratlerizzando infine gli anelli

artiniani risolubili.

La teoria di HicciNs dei gruppi con multioperatori ([9]; si veda
anche l'ampia riesposizione datane dal KurosH in [12], p. 90 e segg.,
o, per un rapido sunto, [15]) permette, come & noto, di riunire in
un'unica trattazione diverse strutture algebriche, dando ragione, tra
I'altro, di molte delle numerose analogie esistenti fra la teoria dei
gruppi e la teoria degli anelli. Un ruolo fondamentale in tale teoria
& assolto dalle cosiddette espressioni « commutatore » e « ideale »,
che, consentendo una generalizzazione delle classiche nozioni di com-
mutatore e di sottogruppo normale della teoria dei gruppi, condu-
cono all’estensione a queste strutture pitt generali — gli Q-gruppi —
di concetti quali abeliano, risolubile, nilpotente, centro e cosi via.

Tuttavia, I'applicazione di queste nozioni agh anelli (associativi)
non sembra troppo fruttuosa: la nozione di derivato di un anello
si riduce a quella di quadrate dell’anello; la nozione di anello abe-
liano equivale a quella di zero-anello; quelle di anello risolubile e di
anello nilpotente (tra loro equivalenti per gli anelli associativi: [12],
p. 123) coincidono con la nozione classica di anello nilpotente (se
A & l'anello, esiste un intero n tale che A" = 0) e gquindi sono inuti-

* E’autore usufruisce di una borsa di studio del C.N.R.
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lizzabili per gli anelli unitari. Mentre ben altro ruolo svolgono gli
analoghi concetti nella teoria dei gruppi.

Non pare, quindi, inutile tentare di impostare una teoria della
risolubilita per gli anelli associativi (eventualmente unitari), indipein-
dente da quella che si deduce dalla teoria degli Q-gruppi e basata su
una particolare forma di « commutatore ».

Nei primi due paragrafi, introdotte le nozioni di « modulo (o
anello} risolubile » e di « modulo (o anello) speciale », si mostra la
loro sostanziale analogia con le nozioni, rispettivamente, di « gruppo
risolubile » e « gruppo nilpotente », dando alcune proposizioni ana-
loghe a quelle classiche della teoria dei gruppi; e si prova che, per i
moduli (o gli anelli), esse sono equivalenti.

Nel terzo paragrafo, dopo aver dimostrato 'analogo, per gli anelli,
del teorema di WIELANDT sui gruppi nilpotenti, si introduce una classe
di anelli, gli «anelli di Wielandt », che contiene gli anelli artiniani,
ma non quelli noetheriani, e si da una caratterizzazione degli anelli
artiniani speciali.

Nell'ultimo paragrafo, infine, studiando gli anelli senza torsione
e di rango finito, si dimostra che tutti quelli il cui rango & minore
di quattro sono speciali.

1. - MoDULI RISOLUBILIL.

Sia M un module sinistro (non necessariamente unitario) su un
anello A.
Chiameremo commutatore della terna («, 3, x) € AXAXM l'ele-

mento di M;:
(o, B, 2] = (P — af) x.

Il sottomodulo di M generato dai commutatori di tutte le terne
(e, B, 2) € AXAXM verra detto derivato (o derivato prime) di M e
denotato con K (M) (o K,(M) ). Ponendo, poi:

K, (M)=M e Ki(M) = K{K.(M)), n & N,

si definira induttivamente il derivato n-esimo di M.
Il A-modulo M possiede cosi la successione discendente di sotto-

moduli;
M=K, M2KM>..2K.M>2...,

che chiameremo serie derivara di M.

'Con N e IN, si denoteranno, rispettivamente, l'insieme degli interi positivi e
quelio degli interi non necgativi.
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Se esiste un m € N, tale che sia
(i) Km(M) = 0 »

il A-modulo M si dira risolubile e il minimo valore di m per cui vale
la (i) sara il grado di M.
Di facile verifica sono le proposizioni seguenti:

1.1. - Il A-modulo sinistro M & bilatero se, e solo se, é risolubile di
grado uno.

1.2. - Sia H un sottomodulo del A-modulo sinistro M. M/H ¢ bilatero
se, e solo se, H 2 K(M).

1.3. - I fattoriali della serie derivata del A-modulo sinistro M sono
bilateri.

1.4. - Sig H un sottomodulo del A-modulo sinistro M. Si ha:
K(M/H) = (K (M) + H)/H.
L.5. - Per ogni A-modulo sinistro M, M/K, (M) ¢ risolubile di grado

non maggiore di n.

1.6. - Se M ¢é un A-modulo sinistro risolubile di grado m, ogni sotto-
modulo di M ed ogni immagine omomorfa di M é risolubile
di grado non maggiore di m.

Ne segue:
TeOR. 1.1. - Per un A-modulo sinistro M, sono equivalenti le propo-
sizioni:
(a) M ¢ risolubile.
(b) Esiste un sottomodulo risolubile H di M tale che M/H é

risolubile,

(c) Esiste una catena di sottomoduli di M a fattoriali bilateri.

(Dim. (a)=> (b). Ovvia per la 1.6.
(b)=> (c). Sia H un sottomodulo di M risolubile di grado r e tale che
M/H sia risolubile di grado s. I primi r 4 1 termini della serie de-
rivata di H costituiscono una catena di lunghezza r, H = K, (H) 2
DK (H)D ... 2K, (H) =0, che, per la 1.3, ¢ a fattoriali bilaterali;
similmente, & a fattoriali bilateri la catena:

M/H = K, (M/H) 2 K, (M/H) 2 ... 2 K. (M/H) = H/H.
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Indicando con M: (i=0,1,..., s} l'immagine inversa di K;(M/H)
nell’omomorfismo canonico di M su M/H, la catena di sottomoduli
di M:

M=MoM>D...ZM=HZK(H>2...2K{H)=0

& a fattoriali bilateri.
fc)=>(a). Sia M=M.2M; 2> ... 2 M, =0 una catena di sottomo-
duli di M a fattoriali bilateri. Poiché M/M, & bilatero, per la 1.2,
M, 2 Ki (M}. Analogamente, si ha M, 2 K; (M) e quindi M, 2 K; (M).
Cost procedendo, si trova: 0 = M, 2 K; (M) ed M & risolubile di gra-
do m s ).

Si noti che, se un A-modulo sinistro M & risolubile di grado m,
ogni sua calena a fattoriali bilateri ha lunghezza non minore di mz.

2. - MODULI SPECIALL.

M sia ancora un A-modulo sinistro. Un x € M si dira s-centrale
se, qualunque siano «, 3, ¥ € A, risulta: {a, B, vx] = 0.

L’insieme Z {M) degli elementi s-centrali di M si chiamera s-centro
(o primmo s-centro) di M.

E immediato che;
21. - Z(M) ¢ un sottomodulo del A-modulo sinistro M.

22, - Se M & un A-modulo sinistro unitario, Z (M) & un sottomodulo
bilatero.

Posto Z, (M) = 0 e Z; (M) = Z (M), il sottomodulo Z, (M), definito
induttivamente con la posizione:

Z’f (M)/th—l (M) =7 ( M/Zn—l (M) )J 1 6 rN r
si chiamera n-esimo s-centro di M.
Ha senso in tal modo considerare Ia successione ascendente di
sottomoduli di M:

0=ZMcZMc ... cZ.M)c ...,

che chiameremo serie s-cenirele ascendente di M e che, se M & uni-
tario, ¢ a fattoriali bilateri.
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Se esiste un m € N, per il quale si abbia:
(ii) Zon (M) =M,

il A-modulo sinistro M si dira speciale (o nilpotente?) e il minimo
valore di m per cui vale la (ii) sara la classe di M.

Ci si propone ora di mostrare |'equivalenza, per i moduli, delle
nozioni di risolubilith e nilpotenza,

A questo scopo, conviene innanzi tutto riferire ad un anello A
(associativo, ma non necessariamente unitario) le nozioni finora in-
trodotte per un modulo. Cid pud farsi in modo naturale conside-
rando il A-modulo sinistro A, canonicamente associato a A e trasfe-
rendo all'anello base le definizioni date per A,.

Cosi, un x ¢ A si dira s-centrale, se & tale come elemento di A
Z(A):= Z (A si dird I's-centro di A ed & chiaro che Z (A) & un ideale
bilatero di A. Analogamente, il derivato K (A) dell'anello & K{A,) ri-
guardato come ideale di A ed anche K (A) & un ideale bilatero di A °.
Si dird, infine, che A & risolubile di grado m (speciale di classe n),
se tale & A,.

Si ricorda ancora che, se A e H sono parti non vuote rispettiva-
mente di un anello A e di un A-modulo sinistro M, si denota con AH
il sottomodulo di M generato da tutti i prodotti @ x, con o CEAe
x € H.

Cio premesso:
2.3. - Per un A-modulo sinistro M, si ha, qualungue sia n € IN:
(a) K(AYZ, (M) =0
(b) K1 (M) € K (A) K, (M)
(c) K (M) € K(A)'M
(d) Kouwsr (M) € K(AYK(M).

¢ Per mantenere una pii stretta analogia con la teoria dei gruppi, sarebbe sen-
z'altro preferibile il termine « nilpotente », generalmente adotftato per indicare un
gruppo la cui serie centrale ascendente termini con il gruppo stesso (si veda, p. es.,
{181 p. 141 ¢ [17]1 p. 139). D’altra parte, tale termine potrebbe dar tuoge ad equivoc
nel caso di algebre o anelli non unitari. Per questo motive si preferisce riprendere
il lermine « speciale », talvolta adoperato in teoria dei gruppi in luogo di « nilpotente »
(p. es: [I4], p. 69; {111, p. 216; o il piit recente [163, p. 111}

* Quali sottomoduli di A,, Z (A) e K(A) sono ideali sinistri di A. Se x € Z(A),
avendosi [e, 8, v (8} = [a, B, v x18 = 0, V o« B, v, 8 & A, pure x§ & s-centrale
e cosi Z(A) e anche ideale destro di A. Un k € K(A) & del tipo:

k= E yila, B %1 + m, [a, Bo X1, con o Bu ve X € Aem e 7
icl
e cosl, per ogni & € A, si ha:
ko = '2]_‘{.‘ Lo, 8o %] + w1 [z By xiwl £ KA.

icl
Dunque, anche K{A) & idcale destro di A.
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(Dim. Poiché Z,(M)/Z,_ (M) = Z(M/Z,,(M)), per ogni x C Z,(M),
si ha:

[C‘h }g], Tl ( X + Zn‘—l (M) )] = Zu—l (M)

e quindi
[os, B, 71l % € Zon (M), ¥ oo, i, € AL

Analogamente, poiché Z, 1 (M)/Z,—. (M) = Z{ M/Z,—, (M) ), si ha:
Lo, B2, v2] Lo, Br, i1 & € Zoa (M), Vo2, B, 12 € A

Cosi procedendo, si trova:

[ty Ba Yol - - Loz, Bo, y2] T, B, ] € Zo (M), W, By, v € A

e di qui segue la (a).

Per quanto riguarda la (b), basta osservare che K, (M) & il sotto-
modulo di M generato dai commutatori di tutte le terne («, 3, x), con
a3 EA e xCK, (M), e quindi un y € K.{M) & del tipo:

— b Yuae [0, 3, ] + mapy [, B, 2],
(3,0 €9,

con YuxEA, M€ Z e 3.1 sottoinsieme non vuoto di AXA XK, (M)*.
Si pud allora porre:

- F.. )\mﬁ_\-x,
(2. f,x)Edun

COT
}\uﬂ.\' - YGB,\' (ﬁot. - CI.B) + niﬁlﬂ-"(ﬁ“’ - O:'B) 6 A ¥

e cosi il commutatore di una terna (7,8, v) EA X A X K, (M) & del
tipo:

[YF ar yl = 5 [Trar )\GB.\'] X
(e, 3, x)YETn

Ne segue che i generatori di K. (M) sono in K(A) K, (M} e
quindi la (b).

“ Con Z si denota l'insieme degli interi relativi. E superfluo avvertire che si con-
siderano somme aventi cffettivamente significato, nelle quali, ciog, gli addendi non
nulli sono al pia in numero finito.
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Dimostriamo, infine, (¢) e (d). Per la (b) si ha intanto:
KM CK(AM e K(M)CK(MA)KM.

Inoltre, ancora per la (b), se si suppone che sia Kz (M) S
c K{(AM, si ha:

Kaen (M) © K(A) Ka, (M) € K(A)*'M;
e, analogamente, da K. (M) € K(A)"K (M), si deduce:
Ky (MY S K(A) Kzt (M) S K (AP K (M).
Pertanto, (¢) e (d) sono valide per il principio di induzione).

24.-Se M & un A-modulo sinistro unitario, si ha, qualungue sia

n € IN:
(a) Kot (M) = K (A) K, (M)
(b) K, (M) = K(AM.

(Dim. Un y € K, (M) ¢ del tipo:

y= b) Ymﬂx [05, B, x] ,
(@,B,X)GEJJ,_.I

con Yap: € A e J,.: sotloinsieme non vuoto di AxAXEK, (M)
Quindi, il commutatore di una terna (y,%,5) EAXAX K, (M) ¢
della forma:

[v,8, v]= 3 L}ES [v, 2, veas] [, B, x]
o,0,X n-t

e se ne deduce:
(-.‘:) Kasi (M) c K (A) K. (M) !

Un » € K(A) & del tipo:

W= by Jovse [, 8,81,
(v,3,e)E]

con I sottoinsieme non vuoto di AXAXA e ki & A
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Pertanto, un generatore X y di K (A) K, (M) pud porsi nella forma:

}\y = z )\YEE{ Y, a,EYm,@x [OE, 13: x] ]

Ixd,.
e guindi:
(:‘::‘:) K (A) K,, (M) - K|x+l (M) ‘

Dal confronto di (*) e (**) si ottiene la (a).
La (b) ¢ poi immediata conseguenza della (a)).

Si ¢ in grado ora di provare quanto gia annunciato:

TeOR. 2.1. - Per un A-modulo sinistro M, sono equivalenti le propo-
sizioni:
(a) M & speciale

(b} M é risolubile,

(Dim. (2) => (b). M sia speciale di classe m. Essendo Z,, (M) = M,
la (¢) e la (a) della 2.3 forniscono:

K2m (M) g K (A)m Z'“ (M) = 0

e quindi M & risolubile di grado < 2 m.
(b)=> (a). M sia risolubile di grado m. Dato che:

[arl[j'"fo:OJ V&,l@,"{EA e Vxg& KoM,
si ha:

Ko (M) € Z, (M),

Se ora x € K2 (M), qualunque siano «, 3,1 € A, risulta s-cen-
trale;

[O(,J irﬁ, ¥ x} E Km—l (M) ;

Vomomorfismo canonico di M su M/Z, (M) associa ad x Pelemento
x + Z: (M) tale che:

[a, B,y (x + Z:(M) )] = Zi (M)
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e, per l'arbitrarieta di «,f3,y, si ha:
x+ Z (M) € Z(M/Z (M) .

Dunque:
xEZ, (M) e K,-(M)CZ,(M).
Cosi procedendo, si riconosce che:
Ko (M) € Z, (M), 1€ [1,m],

ed allora:
M=K, (M)c Z,(M).

Cio prova che M ¢ speciale di classe < m).

Si & anche riconosciuto che, se & risolubile, M ¢ speciale di classe
non maggiore del suo grado di risolubilita, mentre quest'ultimo non
supera il doppio della classe. In generale, quindi, il grado ¢ la classe
di M possono anche essere distinti, come mostra il seguente semplice
esempio.

Considerato, nell’anello degli interi mod. 16, 'ideale A = (2) ge-
nerato dalla classe 2, sia:

a b

) |
o c]’ O,a,b,cEAﬁ.

Azgm:[

Rispetto alle ordinarie operazioni di somma e prodotto (righe per
colonne) di matrici, A ¢ un anello non unitario, non commutativo e
nilpotente di indice 4 (nel senso classico della teoria degli anelli).

Posto M = A,, si verifica facilmente che M & un A-modulo sini-
stro non unitario, speciale di classe 1 e risolubile di grado 2,

Al contrario, se M & unitario, la classe e il grado — quando M
sia speciale — coincidono. Il TEor. 2.1. si precisa, infatti, nel seguente:

TeOR. 2.2, - Per un A-modulo sinistro unitario M, sono equivalenti le
proposizioni:
(a) M ¢ speciale di classe n.
(b) M ¢ risolubile di grado m.

(Dim. Per quanto gia provato nella dimostrazione del Teor. 2.1.,
basta riconoscere che il grado di risolubilita di M & non maggiore
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della sua classe. Ma cid & immediata conseguenza della (a) della 2.3,

e della (b) della 2.4.}).
Un semplice esempio di applicazione delle nozioni introdotte &

i} seguente:
TeOR. 2.3. - Se M ¢ un A-modulo sinistro unitario a radicale® nullo,
sono equivalenti le proposizioni:

{a) M ¢é bilatero.

(b) M ¢ risolubile di grado 1 e speciale di classe 1,

(c) Per ogni sottomodulo massimale U di M esiste un x F/u H
s-centrale.

(Din. (a) => (b). Ovvia per la 1.1 e il Tror 2.2

(b)=> (c). Essendo a radicale nullo, M possiede sottomoduli massi-

mali, Se H & uno di questi, esiste almeno un x ¢- U che sia s-centrale,
avendosi, per (b), Z (M) = M.

(¢)=> (a). Sia H un sottomodulo massimale di M ed x & M un ele-
mento di Z(M). Avendosi M = H + <x>, un qualungue y € M ¢ del
tipo: y=h+va, con hEH e v €A,

Pertanto, per ogni «,f € A, si ha:
[, B, v1=T[e, B, 2] + [ B,y 2] = [, 3, A1 C H

e quindi: K(M) < H.
Per ['arbitrarietd di H, se ne deduce:

0=T(M)>>K(M)
e cost M & bilatero (1.1.)),

3. - ANELLI SPECIALI E ANELLI bl WIELANDT.

Passando agli anelli, cominciamo col provare che;

TeoR. 3.1. - Per un anello A sono equivalenti le proposizioni:
(a) A ¢& speciale.
(b) K(A) & un ideale nilpoiente di A.
{c} Ogni A-modulo sinistro é speciale.
* Qui e nel seguito, per « radicale » si intende «radicale secondo Jacobscn » Se

M & ur A-modulo sinistro unitario, il radicale secondo Jacobson, J (M), pud defi-
nirsi come l'intersezione di M con turti i suoi sottomoduli massimali (cfr. [3], p. 63).
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(Div. (a) => (b). A sia speciale di classe 1.
Essendo Z.. (A) = A, la (a) della 2.3. assicura che: K(A)"A = 0.
Se ne deduce: K (A)"*! = 0, e cosi K (A) & nilpotente.

(b)=> (c). Sia M un A-modulo sinistro. Se K (A) & nilpotente — e
sia K(A)" =0 — per la (c) della 2.3, si ha: K;, (M) = 0. Quindi, M
¢ risolubile e, per il Teor. 2.1., anche speciale.

(c)=> (a). Evidente ).

E facile riconoscere, se A & unitario e speciale, che l'indice di
nilpotenza di K(A) e la classe di un qualunque A-modulo unitario
coincidono con la classe di A. Basta, per questo, osservare che
K(A)" A = K(A)" e tener conto della (b) della 2.4,

Per il teorema precedente, ogni anello che sia nilpotente ¢ anche
speciale %; cosi, la nozione di « anello speciale » si presenta come una
generalizzazione di quella classica di « anello nilpotente », oltre che,
naturalmente, di quella di « anello commutativo ».

Altra immediata conseguenza del Teor. 3.1. & che ogni anello che
possa immergersi in un anello speciale & speciale. Infatti:

3.1. - Ogni sottoanello di un anello speciale ¢ speciale.

(DiM. Siano A un anello speciale ed H un suo sottoanello. Ri-
guardando H come anello, il suo derivato K (H) — l'ideale bilatero
di H generato dai commutatori di tutte le terne di elementi di H —
& un sottoanello di K (A). Pertanto, K (H) & nilpotente al pari di K (A)
ed H & speciale (Teor. 3.1.) ).

11 Teor. 3.1. consente di stabilire facilmente un risultato analogo
al classico teorema di Wielandt sui gruppi nilpotenti. Si ha, infatti:

TeOR. 3.2. - Se A & un anello a radicale™ nilpotente, sono equivalenti
le proposizioni:

(a) A é speciale.
(b) A/T(A) & commutativo.
(c) K(A) € T(A).

% Ma esistono anelli speciali che non siano nilpotenti: si pensi, per esempio, agli
anelli commutativi unitari.

7 Anche qui si intenda « radicale secondo Jacobson» Com'é noto, il radicale
secondo Jacobson, J(A), di un anello A si pud caratterizzare, fra l'altro, come !'in-
sieme: {x E A|xa & qrd, V o € A}. Si ricorda che un x € A si dice « quasi-rego-
lare a destra» (qur.d.) se esiste un y € A tale che: x +y — xy = 0. (Si veda, p. es,,
[E3T, 9. H2).
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(D1m. (a) —> (b). Per il Teor. 3.1., se A & speciale, K (A) & nilpo-
tente ¢, quindi, il commutatore [«, 3, ¥] di una qualunque terna
(e, B, ¥) E AXA XA & un elemento nilpotente di A. Ma ogni ele-
mento nilpotente & quasi regolare ([13], p. 111, 6.2) e tale &, dunque,
Lo, B y] = (B — «f8) ¥, qualunque sia y. Ne segue:

fo. — af & T(A)

e, di qui, per l'arbitrarieta di « e §, la commutativita di A/J(A).
(b)=> (c). Se e commutativo, A/J(A), riguardato come A-modulo,
& bilatero. Per la 1.2., & allora: K{A) S J(A).
(cy=> {(a). Se vale la (c), K(A) & nilpotente perché ideale di un
ideale nilpotente; il Teor. 3.1. assicura che A & speciale ),

Si noti che per dimostrare le implicazioni (a) => (b) e (b) => (c¢)
non si & fatto uso dell'ipotesi.

Utilizzando il Teor. 3.2, si ¢ in grado di dare la seguente caratte-
rizzazione degli anelli artiniani speciali,

Teor. 3.3. - Se A é un anello non nullo artiniano a sinistra, sono equi-
valenti le proposizioni:

(a) A ¢ speciale.

(b) A/T(A) é somma diretta® di un numero finito di suoi sot-
tocampi.

(Dim. (a) => {b). Poiché A & artiniano a sinistra, J(A) & un ideale
nilpotente ([13], p. 120, 6.24) e, quindi, per l'ipotesi (a) e per il TEOR.
3.2, A/TJ(A) = A & un anello commutativo. E chiaro, inoltre, che A
¢ arfiniano al pari di A ([3], p. 25, prop. 6).

Essendo a radicale nulio ([13], p. 114, teor. 6.9), A & privo di
nil-ideali non nulli ([13], p. 113, cor. 6.8) ed & unitario ({6], p. 24,
cor.). Pertanto, per un noto teorema di struttura®, si ha:

A= @A,

dove (A ., ¢ la famiglia finita costituita da tutti e soli gli ideali

* Per la nozione di « somma diretta » qui adotlata, si veda [6], p. 25.

® « Ogni anello R, non nullo, nil-semisemplice (cio®, prive di nilideali non nulii)
e artiniano a sinistra, possiede solo un numero finito di ideali semplici. Questi sono
anelli semplici, non nilpotenti e artiniani a sinistra, ed R ¢ somma diretta di essi.
Una tale decomposizione di R & unica, a meno dell'ordine degli addendi» ([6], p. 28,
teor. 10; si veda anche [10], p. 43, teor. 2). Nell’ApPENDICE si dard una dimostrazione
del teor, 3.3 che non fa usc di guesto risultato,
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bilateri di A, che — riguardati come anelli — siano semplici °, Di qui
la (b), poiché A; & commutativo e unitario "
(b)=> (a). Se vale la (b), A/J(A) ¢ commutativo e, poiché A & arti-
niano, J(A) & nilpotente. Cosi, per il Teor. 3.2, A & speciale).

Il Teor. 3.2. suggerisce la seguente definizione:

Un anello A si dira di Wielandt (W-anello) se per esso sono equi-
valenti:

(A) A & speciale.

(B) A/J(A) & commutativo.
(C) T(A) 2 K(A).

Si ha:

3.2. - Un anello A é un W-anello, se & verificata almeno una delle
condizioni:

(a) J(A) D K(A) => A & speciale.

(b) Esiste un ideale bilatero H di A tale che H ¢ A/H siano
W-anelli.

(c) T(A) & un W-anello.

(Dim. Se vale la (a), ¢ chiaro che (A) & (B) ¢« (C) (cfr. la DiM.
del Teor. 3.2.).

Sia ora soddisfatta la (b). Se J(A) 2 K(A), poiché J(H) =
=H N J(A) ([10], p. 10, teor. 1) e J(A/H) 2 (T (A) + H)/H ™, si ha,
ricordando la 1.4:

J(H)2 H N K(A) 2 K(H),
J(A/H) 2 (K(A) + H)/H = K (A/H).

Quindi, essendo W-anelli, H e A/H sono speciali. Ne segue, per i
Teor. 1.1 e 2.1, che anche A & speciale. Si & cosi provato che A ve-
rifica la (a) e percido A & un anello di Wielandt.

Valga, infine, la (c). Essendo a radicale nullo ([13], p. 114, 6.9),
A/J(A) & un W-anello per il Teor. 3.2. Valendo la (b), A & di Wielandt).

" Per « semplice » si intenda « privo di ideali bilateri non banali ».

1Se 1, = %j e, e; €A, si hat a;e;=¢;a, =0, per j =i e per ogni a, € A
Quindi: a, = 1, a; = e; a,.

2 Un elemento di (J(A)+ H)/H & del tipo x + H, con x € J(A). Ne segue che,

y+HE A/H, lelemento (x+ H)(y + H) & quasi-regolare a destra e quindi
x4+ HE J(A/H).
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Mostreremo in seguito con un esempio che non ogni ideale o
quoziente di un W-anello & un W-anello. Si ha, pero:

33. - Siano A un W-anello ed H un suo ideale bilatero. Se T1 © J(A),
allora A/H ¢ un W.anello.

(Dim. Supposto che sia J(A/H) 2 K(A/H), poiché J(A/H) =
= J{A)/H"® e K(A/H) = (K(A) + H)/H (cfr. 1.4), & chiaro che J(A)
include K (A). Essendo un W-anello, A & allora speciale e tale, quindi,
& anche A/H, per la 1.6 e il Teor. 2.1. Di qui }asserto, avendo provato
la (a) della 3.2).

3.4, - Se H,, H; sono ideali bilateri di un anello A, tali che A/Hy, A/H,
sitano Weanelli, anche A/H\NH; & un W-anello,

(Dim. Se J(A/HiNH:) 2 K(A/HiNHy), si ha:

T(A/H) & T (A/H; N Ha/H/H N H) D
o (J (A/Hl i Hz) + Hf/Hl ] Hz)/(H.‘/Hl ] Hz) 2

2 (K(A/HiNHR) + H/H, N Hy)/(Hi/Hi N HR) =
= K (A/H, N H,/H,/HNH) < K (A/H), peri = 1,2,

Pertanto, valendo la (C) ed essendo un W-anello, A/H; & speciale
(i =1,2).

Ora, I;NH; & un ideale bilatero di A contenuto in H: e cosi
H,/H, NH, & un ideale bilatero di A/H,NH..

Risulta:
Hz/H] ﬂ H2 o (Hl + HZ)/HI

e quest'ultimo quoziente, quale ideale di A/H:, ¢ speciale (1.6 ¢
Teor. 2.1). Inoltre, essendo isomorfo a A/H;, anche il quoziente
(A/H, NH.)/(H/H N H;) & speciale.

BSe a+HEIJAMN), (a+H)x+H) & qrd. in A/H, per ogni x £ A. Ciog,
posto cod =c+d —cd (¢,d & A), esiste un y € A tale che:

[a+H)(x+ WMoy +Hy=H

Deducendosi di qui: axoy & HS F(A), axoy & grd. in A e percid esiste uno z € A
per cui: (axo¥)oz =0, Ma, allora, & anche ax,(y, z) =0 e cosi ax & qrd in A,
qualunque sia x. Ne segue che a & in J(A) e quindi: @ + H € J(A)/H. Di qui, per l'ar-
bitrarietd di « + H, T{A/H) < T(A)/H.

E chiaro, poi, che J(A)/H € J(A/H) e, pertanto, J(A/H) = T (A)/H (nell'ipotesi:
Hc T{A)).
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Pertanto, per i Teor. 1.1 e 2.1, A/JH,NH, & speciale.
Avendo provato la (a) della 3.2, A/H;NH; & un W-anello, come
volevasi).

EsBMPI.

E chiaro che ogni anello speciale ¢ un W-anello. Ma non vale
il viceversa: un corpo non commutativo non & speciale ed & un anello
di Wielandt.

Evidentemente, tutti gli anelli a radicale nilpotente sono W-anelli;
in particolare, quindi, lo sono gli anelli artiniani. Per il ben noto
teorema di ArTIN ([6], p. 48, teor. 13), gli anelli artiniani a sinistra
(a destra) con unith a sinistra (a destra) sono anche noetheriani a si-
nistra (a destra}. Allora pud aver senso la domanda: gli anelli noethe-
riani sono W-anelli? La risposta, come mostra il seguente esempio, &
negativa.

La parte del campo @ dei numeri razionali:

A={a€EQla=m/2n+ 1), mn€ Z; (m 2n+1) =1}

¢ sostegno di un sottoanello di @, che risulta principale e locale ™.
La parte dell'anello A, delle matrici quadrate d’ordine 2 su A:

o fremte (23]

& un sottoanello unitario di A;.
Riguardato A come A-modulo sinistro A, le parti:

-2

wefrenin= (s D)« nefres

sono sottomoduli di A, tali che:

szHl@Hz.

" Se H & up ideale non nullo di A e a=m/2n+ 1) C M, anche m=2n +a &
in H, Se m’ & il minimo intero positivo appartenente ad H, da m = gm’ + r, con
D=r<m, segue vy CH e quindi r=0. Allora: a=m'a/2nrn+1) ed H={m") &
principale. Per Varbitrarietd di H, A & principale.

Linverso in @ di a=m/Zn + 1) E A & in A se, ¢ solo se, m & dispari, Ne segue
che T'insieme degli elementi non invertibili di A é:

B={bEA|b=2q al A},

che & un ideale di A, Dunque, A ¢ locale.

6
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Se L & un sottomodulo non nulle di H, e (Za 8) £ L, con
C
a7 0 ¢ c7 0" posto:
__Z@m+ 1) e 2C2p+ 1)
2n+ 1 ' 2qg -+ 1
(k&€ N, e mmnpqgc Z),
si ha:
2n+1 /
2.'1 0 2 ”1+1_ a 0 e L
) - 2g+1 :
2k H1 0 0 2f)+1 2, C 0

Ha senso, allora, considerare i minimi interi non negativi, i1 e

n
(2_ 0) cL.
2P

k, per i quali:

0
¢

o a O\ (a2t 0\ /2" 0
a/2c/2"EA e ) - -
2¢O 0 ¢/2F)\2Fvr 0

e quindi L & monogeno. Per 'arbitrarietd di L, H, & allora noetheriano
([3], p. 21, prop. 1°).

In modo analogo, si prova che anche H; & noetheriano. Pertanto,
essendo somma diretta di due sottomoduli noetheriani, A, & noethe-
riano ([3], p. 22, cor.) e quindi A & noetheriano a sinistra ', Cid pre-

Dopo di cio, per ogni (Za ) € L, si ha:
C

a 2b

MEesso, un o =
2¢ d

)E A e invertibile se, e solo se, ad —4bc#0

% Un tale elemento esiste certamente in L, poiché il sottoinsieme di A, costituito
dalle matrici con almeno tre elementi nulli non & un sottomoduloe non nullo di A,
a 2b 00
% Qsservando che L, = {3 c A/ :(0 0)}&:L2: {Y € Aly = (ch)}
sono sottomoduli di A, {A-modulo desiro canonicamente associato a A), noetheriani e
tali che:
Ad = Ll @ Lz;

si riconosce che A & anche noetheriano a destra.
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e la matrice inversa;

4 . =2b
71_/ ad —4bc ad—4bc\

ot -
\ — 2c _ a
ad —4be ad —4bc

¢ in A, E cido accade quando, e solo quando, g e d hanno entrambi il
numeratore dispari.

D'altra parte, per un teorema di Nakavama ([3], p. 67, teor. 1},
il radicale, J(A), dell'anello A & linsieme degli £ € A per i quali
1 — « & sia invertibile per ogni o € A,

Allora, posto:

5:(x 2y . Um(a 25
2z r) R d)’
(1—-4bz)—ax —2(ay+bi) )
—2(cx+dg) (1-dcy)—d¢

si ha:

l—ocﬁﬁ(

e percid £ € J(A), se, e solo se, x e ¢t hanno il numeratore pari.

Dungue:
T(A) = {aEAJa:(zj ;2)}

Ora, per ogni terna (o, o2, o) di elementi di A, con o =

:(a,- 2bj),i=I, 2, 3, si ha:
26; d;‘
Lowr, a2, 03] =
_ :4(01 bz*b; Cz) 2 [bl (az—dz)-—bz (ﬂ]d})]) / 22 ij)
(2[Cz(a1—dl)*01 (a2— )] 4 (bicr—ci ba) (26‘3 dy

e, quindi, il commutatore di ogni terna di elementi di A & in J(A).
Ne segue K(A) S J{A), e cio equivale (per la 1.2 e poiché A & uni-
tario) alla commutativita di A/J (A).

D'altra parte, K(A) non ¢ nilpotente, in quanto contiene certa-
mente elementi non nilpotenti ¥, ¢ quindi A non & speciale (TEor. 3.1.).

' Per esempio, il commutatore:

o) (ool (ot ) -0 4]

non & nilpotente.
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Pertanto, avendosi {B) & (C) &> (A), Vanello noetheriano (unita-
rio) A non & un W-anello.

Come si & gia avvertito, possono esistere ideali e quozienti di un
W.anello che non sianc anelli di Wielandt, Un esempio & il seguente.

Sia A, un anello unitario non speciale e tale che J(A;) 2 K (A1)
¢ sia A; un corpo non commutativo. Allora, A, non & un anello di
Wielandt, mentre A, lo &.

Posto A = A1 D A, & chiaro che A, e A; possono ritenersi, a meno
di isomorfismi, ideali bilateri di A. Avendosi:

T{AY = J(A) @D J(Ad),
K(A) =K(A)BK(A),
K (Az) & T(As),

& chiaro che K (A) ¢ T(A) e che A non & speciale ®. Dunque, valendo
la (a) della 3.2, A & un anello di Wielandt.

D'altra parte, esiste in A un ideale (bilatero) che non ¢ di Wie-
landt — A; — ed anche il quoziente A/A:, essendo isomorfo a A;,
non & un W-anello.

Questo esempio mostra anche che la 3.3 non & invertibile. Infatti,
A e A/A; sono anelli di Wielandt, pur avendosi: A; o J (A) < J(A)

4. - ANELLY SENZA TORSIONE E DI RANGO FINITO.

In quest’ultimo paragrafo, ci si propone di mostrare che ¢ spe-
ciale ogni anello unitario che sia senza torsione e di rango finito non
maggiore di tre.

Nel seguito, se A & un anello, ogni proprieta gruppale di A(+)
verra attribuita a A; cosi, per esempio, A divisibile significhera che
A{+) & un gruppo divisibile, il rango — p(A) — di A sara quello
di A(+4), ecc. Si dira, infine, che A & semplice, se A’ 0 e A & privo
di ideali bilateri non banali.

Cid premesso, si ha:

4.1. - Se A & un anello senza torsione® e di rango 1, A & commu-
tafivo,

(Dim. Con z fissato elemento non nullo di A, gqualungue siano
x,vE A, si ha: mx=mnz e m'y = n'z, per opportuni inferi rela-

 §i pensi, per esempio, all'anello noetheriano A dell’esempio precedente.
¥ Se A fosse speciale, si avrebbe J(A) 2 K (A} (efr, la dim. del teor. 3.2}
® Poiché & senza torsione, A €, evidentemente, non nullo,
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tivi m~0,n, m" £ 0,n'. Ne segue che:
mum’ xy =mm yx

e quindi xy = yx, poichéd A & senza torsione),

4.2. - Se A ¢ un anello senza torsione, di rango 2 e a centro non nullo,
A & commutativo.

(DiM. Fissato un u =0 del centro di A, & certo possibile deter-
minare, per il teorema di StEINITZ, un v € A indipendente da 1.
Poiché A ha rango 2, qualunque siano x, y € A, esistono degli interi
relativi m £ 0,r, 5, " =0, v, s, tali che:

mxr=ru+ sy e my=ru+sv,
Ne segue, u essendo permutabile con v, che:

mm xy=mm' yx
e cosl: xy = yx).

LeMma 4.1, - Se A ¢ un anello divisibile, senza torsione e di rango
n, A & un'algebra (associativa) di rango n sul campo Q
det numeri razionali,

(Dim. Poiché A & divisibile, qualunque siano gli interi relativi m,
n 0 e per ogni x € A, esiste un y € A tale che:

(*) mx=mny

e, poiché A & senza torsione, y & unico e non dipende dalla rappre-
sentazione del numero razionale mi/n. E lecito, quindi, considerare
I'applicazione:

@ X A—>A

tale che ¢ (m/n, x) = v, con y soddisfacente la (*). Ne segue subito
I'asserto).

4.3. - Se A ¢é un corpo, senza torsione, il cui rarngo n sia 1 o un nu-
mero primo, A é commuiativo,

(v

(DiM. Poiché A ha caratteristica zero, il suo gruppo additivo
somma diretta di una famiglia di sottogruppi ciascuno dei quali

b~
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isomorfo al gruppo additivo razionale ([4], p. 517), e cosi A & divi-
sibile ([71, p. 59, (d)). Per il Lemma 4.1, A & allora un'algebra di
divisione sul campo razionale @, di grado » rispetto a Q. Inoltre,
poiché A & senza torsione, la sua unita ¢ indipendente, @ ¢ isomorfc
ad una sottoalgebra del centro C(A) di A e, identificando « 1 con «
(. € @, 1 € A), puo dirsi che Q & C(A).

Per il teorema di moltiplicazione dei gradi ([4], p. 396, 7), si ha:

[A:Q]=[A:CA)[C(A):@].

Pertanto, se & n = 1, deve essere A = C(A) = Q e cost A & com-
mutativo; mentre, se # & un numero primo, deve aversi A = C(A)
oppure C(A) = Q. Ma quest'ultima eventualita & da escludere, poi-
ché altrimenti n dovrebbe essere un quadrato ?, e quindi & A = C{A).
Dunque, A & commutativo).

LEMMA 42, - Sia A un anello divisibile, senza torsione e di rango
n <. 4. Se & semplice, A & un campo.

(Dim. Per il Lemma 4.1, A & un’algebra di rango n su Q. Se e
semplice, per un classico teorema di WEDDERBURN 2 A & prodotto
diretto ® di una Q-algebra di divisione D e di una Q-algebra semplice
di matrici M ad elementi razionali (il cui rango & un quadrato). Al-
lora, denotati con d ed m?® i rispettivi ranghi di D ed M, avendosi
d m? = n, deve risultare m = 1 e cosi A & un'algebra di divisione. Per
la 4.3, A & poi un campo}.

44, - Se A & un anello divisibile, senza torsione e di rango 2, A & spe-
ciale di classe < 2.

(Dim. Se A & un campo, l'asserto ¢ evidente. Supposto, allora,
che A non sia un campo, per il LEmma 4.2, A contiene un ideale

% f ben noto che « Se D & un'algebra di divisione di dimensione finita sul proprio
ceniro C (D), la dimensione di P su C(D) ¢ un quadrato », ([8}, p. 91, tcor. 4.1.2; o,
anche, [10], p. 122, teor. 2 e p. 180, prop. 1).

2 ¢ Un'algebra semplice A su di un campo F, che non sia una zero-algebra
(A’ = 0) di rango uno, si pud esprimerc come prodotio dirctto di un'algebra di divi-
sione D su F e di un’algebra semplice di matrici, M, su F» (£5], p. 78%

u Per « prodotto diretto » si intende che ogni x C A =D x M & esprimibile in unico
modo come prodotto &n, 8 E D e n € M; e che ogni clemento di D & permutabile
con ogni elemento di M. Risulta che il rango di A & prodotto dei ranghi di D ed M.
([51, p. 72, n. 50).
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bilatero non banale H. Poiché & senza torsione ed ha rango uno *, H
¢ commutative per la 4.1.

Fissato in I un x; 520, si pud certo determinare un x € A in-
dipendente da x,. Allora, per il LeMma 4.1., ogni x £ A pud essere
posto nella forma:

2
X=X x, con o € Q.
i

Ne segue che il commutatore di una terna (y, ys, vs) di elementi

2
di A, con yi = Xy &, & del tipo:
1

1.2
{yj, ¥z, ¥l = I Gy oz oy L, %5, xi]

r5

e quindi & in H .

Si ha, dunque, H 2 K(A) e cosi K(H) 2 K;(A).

Ma un generatore di K(H) & del tipo [y, ¥, vl con v, EAe
¥y € H. Quindi, posto vy = a x,, si ha:

1,2
[yoyny] = Z ayona [x, 0, 0] =0,

poiché [x, 2, x:] = 02,
Pertanto, avendosi K:(A) = 0, A ¢ risolubile di grado < 2 e spe-
ciale di classe = 2 (Teor. 2.1.) ).

4.5. - Se A & un anello unitario, divisibile, senza torsione e di rango
n <4, A & speciale.

(Dim. Per la 4.1 e la 44, si pud supporre che sia # = 3, Se A
¢ un campo, i'asserto & ovvio. Supposto, allora, che A non sia un
campo, per il LEMMA 4.2, e per il teorema di KrurL ([4], p. 302),
esiste in A un ideale bilatero massimale H == 0.

* Per il Lemma 4.1 A & uno spazio vettoriale su &) di dimensione 2 ed H & un
suo sottospazio. Allora: dimH €2; ¢ dimH = 2 se, e solo se, H=—A.
BPerv=3 & [x, x, 1,1=0; se 7 = 5, si ha:

[xpx] = (ma)y — snx = 5oy — 5 xnx =0

e, analogamente, [£, 1, x,] = 0.
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Poiché A & senza torsione, se H non fosse puro, esisterebbe un
numero primo p tale che p A € HH* Ma cid & assurdo, poiché A &
divisibile ed & quindi nA = A, V n € N, Dunque, H & puro nel-
I'anello divisibile A e cosi ¢ divisibile.

Inoltre, poiché H & puro in A, A/H (che non & nullo) & senza
torsione, altrimenti esisterebbero in A elementi periodici ([171, p.
212, teor. VII, 3.6).

Ora, per il teorema di addizione dei ranghi ({1], p. 718, 3.2), si ha:

g(A) = g(H) + ¢(A/H)

e quindi, poiché sono senza torsione, H e A/H hanno al pilt rango
due? e, se uno di essi ha rango due, l'altro ha rango uno. Ne segue,
tenuto conto delle 4.1 ¢ 44, che H e A/H sono entrambi risolubili e
cost A & speciale per i TEor. 1.1. e 2.1.).

Si & ora in grado di provare quanto si ¢ annunciato all'inizio
di questo paragrafo. Conviene, perd, ricordare ancora che ogni anello
senza torsione pud essere immerso in un anello divisibile minimale
e senza torsione, unico a meno di isomorfismi ([7], p. 270, teor. 70.2).
Se A & il minimo sopra-anello divisibile dell’anello A, il sostegno di
A & il quoziente dell'insieme A X IN modulo la relazione di equiva-
lenza:

(x, meo(y,n):onx=my(x,yEA; mng MNY.

Posto [(x, m)]., = x/m, A(+,-) & un ancllo, unitario {(se A&
unitario) e senza torsione, rispetto alle operazioni:
xfm+y/n=mx +my)mn; (x/m)-(y/n) =xy/mmn.
Un isomorfismo di A in A & fornito dali’applicazione:
fixEA—>x/1ECA

e, identificando gli elementi corrispondenti, si ha A € A([2], p. 39y,
Cid premesso, si ha:

TeoR. 4.1. - Se A & un anello unitario, senza torsione e di rango n <4,
A & speciale.

(DiM. Sia A il minimo sopra-anello divisibile di A. Essendo
A € A, il rango di A & intanto non minore di n; di pi, se la k-pla

% «Se A & un anclic senza torsione, ogni ideale massimale di A o & puro o
include pA per qualche numero primo p». ([7]. p. 271, teor. 70.3).
7 1] rango di un anello & uguale a zero, se, ¢ solo se, Fanello ¢ di torsione.



Alcune questioni di risolubilita in anelli associativi 89

(xi/m;), ., di elementi di & ¢ linearmente indipendente, tale & anche
la k-pla (x),_,., di elementi di A ed & quindt k<. Ne segue che A ha

lo stesso rango di A. Ma, allora, A & speciale per la 4.5 ¢ tale & anche
A per la 3.1).
Ne segue:

Cor. 4.1. - Sia A un anello unitario, senza torsione ¢ di rango n < 4.
Allora, se & q radicale nullo, A ¢ commutativo.

(Dim. Per i Teor. 4.1 e 3.2, si ha 0 =J(A) 2 K{A) e quindi
I'asserto).

APPENDICE,

Si fornisce una dimostrazione del Teor. 3.3 ((a)=> (b)) che non
utilizza il teorema di struttura sugli anelli artiniani nil-semisemplici.

Sia, dunque, A un anello non nullo, artiniano a sinistra e spe-
ciale. Poiché A & artinjano a sinistra, J (A) & nilpotente ([13], p. 120,
6.24) e cosi A/J(A)= A & un anello commutativo per il Teor. 3.2.
Inoltre, A &, come A, artimiano ([3], p. 25, prop. 6).

Essendo unitario®, A possiede, per il teorema di Kruryi, ideali
massimali e percid I'insieme S degli ideali di A ottenibili come inter-
sezione di un numero finito di ideali massimali & non vuoto. Poiché A
& artiniano, esiste almeno un ideale L minimale in S. Si riconosce
subito che L = 0. Infatti, avendosi, per ogni ideale massimale H di A:

HNLcL e HNLES,

deve essere H N L = L; quindi, L & incluso in ogni ideale massimale
di A e percio anche nel radicale di A®. Ma J(A) = 0 ed allora L = 0,

Poiché L € S, deve esistere un insieme finito {H},_, ., di ideali
massimali di A, tali che:

e si pud certamente supporre che L sia intersezione essenziale di essi.

® Com’¢ noto, un anello artiniane non nullo e a radicale nullo ¢ sempre unitario
(6], p. 24, cor.).

® £ chiaro che, essendo A unitario, il radicale (A} coincide con lintersczione
degli ideali (sinistri} massimali di A ([8], p. 95, lemma 54).
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Cio premesso, sia w; 'omomorfismo canonico di A sul campo
A/H; e si consideri I'applicazione:

2:x € A—>(0:(x)),.,., CB= _EEA/H,-,

che, evidentemente, & un omomorfismo di A nella somma diretta ® B
dei campi A/H;, i € [1,n].
Inoltre, se x &€ kerng, poiché w;(x) =0, Vi€ [1,n], si ha:

i=1

Quindi, kern © = 0 e ¢ & un monomorfismo.
Proviamo ora che ¢ & surgettiva.
Un qualunque » € B & del tipo:

b=(a +Hy,a+H:,...,a. + H.,), con a: € A.

Poiché 1. & intersezione essenziale degli H;, si ha, per ogni

P& 1, n]:
Ki=H,. .. " H_ NH:N...NDH: 20
e, quindi, per la massimalita di H,:
A=H:+K;,, Vi€&[ln].
Dungue, a; ¢ del tipo:
a =Ml + ki, W€ H:, ki€EK,.
Se ne deduce:
i+ ko + ...+ k)=5b
e, per l'arbitrarietd di b, »(A) = B.

Resta cosi provato che, a meno di isomorfismi, A & somma di-
retta di un numero finito di campi.

# Per la nozione di « somma dirctta » di anelli, si veda, p. es., [13], p. 17. & chiaro
che, a meno di isomorfismi, i campi A/H; possono ritenersi sottocampi di B & che B
& Joro somma dirctta nel senso di [6], p. 25.
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A nonoscillation result
for second order ordinary differential equations *

Nota di J. R. GRAEF e P. W. SPIKES

presentata dal socio corrispondente LuUIGI SALVADORT

(Adunanza del 6 aprile 1974)

RIASSUNTO. — Vengono fornite condizioni sufficienti per la non oscillatorietd delle
soluzioni di (a(f)x’) + g (¢)f(x) = r(f). La necessita delle ipotesi formulate viene
inoltre mostrata con esempi.

ApsTRACT. — The authors give sufficient conditions for all solutions of (a(f) ") -+
+q(f)f(x) =r(t) to be non-oscillatory. Examples showing the necessity of some
of the hypotheses are also given.

1. - INTRODUCTION

Since the now classic paper of ATKINSON [1] was published, a
great deal of work has been done on the oscillatory behavior of
solutions of second order nonlinear differential equations of the type

(a(t)x') + g () f(x) =r(t) (*)

particularly when 7(#)=0. An excellent survey of known results
can be found in Wong [18] and more recently CorFMAN and WoNG
[2, 3]. Although many results guaranteeing that equation (*) be
oscillatory can be found in the literature, there are relatively few
which guarantee that (*) has a nonoscillatory solution. In the latter
case we refer the reader to the discussion in [2] and the results of
Izyumova and Kicurapze [8], Moorg and NenArI [10], ONosg [14-16],
and WonG [17, 18] as examples. Even fewer conditions guaranteeing
that (*) be nonoscillatory are known (see [2, 3, 4, 7, 9, 11, 12]) and
in most cases they are for equations less general than (*). In fact,

* Supported by the Mississippi State University Biological and Physical Sciences
Research Institute,
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the authors know of no such results of this type when r(¢) = 0.
The main result in this paper, Theorem 4, gives sufficient conditions
for equation (*) to be nonoscillatory without assuming that » (¢) = 0.
Examples showing the necessity of some of our hypotheses are also
given. In our concluding remarks we will show how our result can
be extended to a more general equation.
2. - MAIN RESULT
Consider the differential equation

@Y + q(@)f () = r 1) (1)

where a, g, : (f,, ) >R and f: R— R are continuous, a(t) >0,

and g (t) > 0.Let g’ (), = max{q'(¢),0}and ¢’ (#)- = max { — g (1),0)
so that we have q'(t) = ¢’ (1), — ¢’ (t)-. Setting

p(8) = q(t) exp (— f [q (5)-/q (s)] ds)
and

P(2) = exp f [q' (s)+/q ()] ds

we have that
q(t)=p(P (), 0<p(t) =q(t,), 1 =P(),

p (¢) is nonincreasing and P (¢) is nondecreasing.
We make the following assumptions on equation (1). Assume that

f (x)>0 if x3£0, (2)

f(x)=0 for all =z, (3)

f [q (5)./q (5)] ds < oo, (4)
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a(t) < a, (5)
and

ol

Jr [a' (s} fa(s)]ds <oc, {6)

The following theorem, which is somewhat interesting in its
own right, will be used in the proof of Theorem 4.

THEOREM 1. Suppose r (1) == 0, conditions (2)-(5) hold, a(¢) =z a
and k>0 is given. If

o o0

fCI(S)f(kS)dS<f>o (fq(s)f(— ks)ds > — oo J,

3 f
0 o

then there exists a solution x(f) of (1) and T = ¢, such that
(D= a k(t —T)/2a (x(t) < —ak(t = T)/2a) for t = T.
ProOF. Write equation (1} as the system

x = y/ali)
yo=—qt)f(x). (7
By (4), there exists M >0 such that P(#) = M for i = f..

Choose T = ¢, such that f g (s) f(ks) ds < a’ k/4Ma,. Let

T

(x (1), ¥ (1)) be a solution of (7) such that x(T) =0 and y(T) = a:k.
As long as v(f) = ak/2 we have x'(¢) = ak/2a(?) = ak/2 4, so
2 ax’ (1)/ak > 1. Integrating the second equation in (7) we obtain

f

y (1) = y(T) — f () (x(s))ds

T

t

zymwf Mp (s)f (x(5)) ds

T

= y(T) — (2 aM/ak) fp(s)f(x(s))x’(s)ds.
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Now for v (1) = a;k/2, x (¢} is increasing so x™' exists and in fact
is increasing., Since ¥ (£)<0, y (H)=ak for t=T so O (=sak/a(ty<k
and x(t) < k(t — T) for t = T as long as y(t) > ak/2. Hence ¢ <
< x ' (k(t —T))and letting u = k(¢ — T) we have u/k + T =< x ().
Therefore

x(i)

y(6) = y(T) — (2 aM/ak) f p(x () f () du

x(#)

= y(T) — (2 M/ak) f pu/k + T)f () du

o

= y(T) — {2 aM/aik) f plu/k + T)f(u)du

o0

> y(T) — (2 aM/ak) f kp (W) f (K (w — T)) dw

v

y(T) — (2 &M/ay) f g (w) f (kw) dw

= Cl]k —_ (2 azM/a1) (agzk/4 Mﬂz)
= aJc/Z.
Hence y (1) = ak/2 for all t=T so x(f) = ak(l — TY/2a, for

o

t = T. The proof in case f g (s)f(— ks)ds > —oc is similar.

i
3

The next two lemmas will also be used in the proof of Theorem 4.
The first gives us a hold on solutions of (1) in case 7 () = 0. The
second lemma provides us with a useful inequality. It is an extension
of a result which NesHarr [13] obtained for linear equations.
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LEMMA 2. Suppose conditions (2), (4) and (6) hold and

o

f [ r(s}|ds <Coo. If x(t) is a solution of (1), then there exists A >0

and T > ¢, such that | x(¢)| < At for t = T.

Proor. In this proof and the next it will be convenient to have
equation (1) written as the systemn

X =z

Z=(—-a Wz —qOf(x)+ r(1))a(D).

(8)
Let F(x) :ff(s) ds and define V(x, 7, 1) = 2/2 4 q (&) F (x)/a (1),

Then V'=z2(—a ()2 — q(1)f(x) + r(1))/a(t) + q(O) f(x)z/a(t) +
+ F(x) (alt) ¢ (1) — g(0) a ())& (1) < ' () 2/alt) + r(1) 2/
fa(t) + F(x) g’ (0e/alt) + F(x) g () a (1) Ja* (1) = (3a' (1) Jalr) +
g (D/qgOY V) + r () (@ + V/2a() = (34 (1) Ja(t) + q )./
lg (@) + r () a(t)) VD) + r(5)/2a(s). Integrating we have V(1) <

= V(L) +f(3a’(8)—/a(5)+ q(s)i/q(s) + r(s}/2a(s))V(s)ds +

+ f [v{s)/2 a(s)] ds. Condition (&) bounds a(t) from below and

hence 1/a(t) from above so the second integral on the right is
bounded. An application of Gronwall’s inequality yields that V (7) is
bounded for all ¢ = ¢, Thus z2(¢)} and hence z (1) is bounded for all
1= 1, say {z(1)] = B for { = . It follows that |x (1) < Fx (to)}] +
+ B(z—1,) and so there exists A>0 and T = ¢, such that |x(0)| = At
for t = T.

LemMma 3. Suppose r(¢) = 0, conditions (2), (3) and (5) hold, f
is nondecreasing on [0, co) (f is nonincreasing on (— oo, 0]) and
x(f) is a solution of (1) such that x () > 0 (x(5)<<0)fori=5b = ¢,
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If u(t) is a function of class €’ such that u (b) =0 and 0 < u(t) <
sx(x{D) =ut)=0)on [b c], then

e

f g6 F (u(n)di < f a () f (u(0) [ (O de.

b

Proor. For b =t <¢ we have f(u(t)) =0, flu(t)) =0, and
f(x(t))>0so0

O={la@®)f (ult))]"uw (1) -
= [a () Cu (O f () ) 2(0)/f (x (1) )

=aOf (@) [P+ a(Of (ul)) P ()2 () (x(2)) —
—2af (w@)u’ (O (ulty)z()/f (x(1))

=a(f Cu@))w (0F +a()f (x(@)) a2/ (x(1)) —
=2a()f (u(@))e' (O f(u())z()/[(x(2)) -
= Fu@)(a@ )Y/ @)) + P (a2 (O)Y/F(x()

=a()f (u() [ OF ~ [F(u@)a(@)z(/f(x(0))] +
+ P (u(D)(al()z()Y/f(x(1))

=a® (u@®) [ OF - [F(u@))a(®)z(O/f ()] -
=g (u(t)).

Thus,

& 4

0 = fa(s)f'(u(s))[u'(s)]zds ;fq(s)fz(u(s))dsﬁ

= Flule))alcyz (e)/f (x(c)).

Notice that if there exists #, = b such that a(t,)z () = a (t)x () =
= - N <0, then since (a()x' (1)) = — g(O)f(x (D))< 0 for i > t,
we have a(1)x' (1) < — N for i = t, so &' (1) < — N/a(t) < — N/a,
for 1 = (., Hence x(f) < x(1,) — N(t — 0L)/as—~ —o¢ as t--o0 con-
tradicting the fact that x (1) > 0. Thus a(c¢)z (¢) = 0 and the desired
inequality follows. The other half of the proof is similar and will be
omitted.

7
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When Nehari proved Lemma 3 for f(x) = x and a(f) =1, he did
not require u(¢) < x(H{x() <ul(f)) on [b,¢]. To see that this
restriction is necessary for nonlinear eguations, consider

42 (In(r+2)y =0 120

Now x(f) = In(t + 2) is a solution of this equation and u({) =1
satishics w0 (0) = 0 and w (¢#) > x(f) for t = 2. If the inequality in the
conclusion of Lemma 3 did hold, we would have

[ [s5/(s + 27 (In(s +2)) — 3s1ds =0

which is impossible since the integrand increases without bound. Notice
also that strict inequality can be obtained in Lemma 3 it w(c) >0,

RrMare 1. If the hypotheses of Theorem 1 are satisfied, the
solution x () in the conclusion satisfies ()= akt/fda(x(t) <
< —akt/da;) for t =T =2T.

REMARK 2. A solution x (£) of (1) is said to be Z-type (see [6]3) if
it has arbitrarily large zeros but is ultimately nonnegative or non-
positive. Observe that if ¥ (1) = 0 and x(#) is a Z-type solution of (1)
such that x{t) = 0 for ¢t = t = i, then (a()x' (1)) = r(t) —
— g () f{x())= 0 for t = ti. Choosing . = fi 10 be a zero of x' (1)
and integrating we have a (1) x’ (tY = 0 for ¢ = ». Thus 2" () = 0 for
t = t, which is impossible for Z-type solutions. Simijlarly, if #(t) <0,
then (1) can have no nonnegative Z-type solutions.

In order to prove our main result, we make the following addi-
tional assumptions:

() =0(r(t)=0) 9)
| f r(s)ds | < o, (10)

J q (s)f(ks) ds < =x-(f g (5) f (— ks)ds > —x}for every k>0, (11)

13
a o
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TaeoreM 4. If conditions (2)-(6) and (9)-(11) hold and { is
nondecreasing on [0, =¢) {(nonincreasing on (— >, 0]), then all solu-
tions of (1) are nonoscillatory.

Proor. Suppose that (1) has a solution u(¢) which is either
oscillatory (actually changes signs) or Z-type. By Lemma 2, there
exists A> 0 and T = t, such that |u(¢)| <Af for + = T. Theorem 1
and Remark 1 insure the existence of a solution x (¢) of the unforced
equation and a number T, = T such that x(¢) = 2Af for ¢ = T
Notice that if u (¢) is a Z-type solution, then u (¢) is ultimately nonne-
gative by Remark 2. Hence, in either case, there are consecutive zeros
b and ¢ of u(f) such that T, <tb <l¢ and w(t)>0 for b <t <c
Now [a{Du (O u(t))] = H u(t)Y(al(D' (1)) + al)f (u(t)) [ (D] =
= fu@®)(—qg@)f(u(@)) + @)+ a@f (u@) D] =z -
— g (O f(u(®)) +alt)f (ult)) o (O]

Integrating, we have
aft) u' (1) f(a(t)) = J.{a(s') [(uls)) Lu' ()] — g(s) [u(s))} ds = O

by Lemma 3. But this implies that «'(¢) = 0 for b < ¢ < ¢ which is
a contradiction. The proof of the other half of the theorem is similar.
3. - CONCLUDING REMARKS

A natural guestion to ask is whether condition (9) can be droped.
To see that this cannot be done, consider the eguation

27 4+ x5/ =[tcos(Int) +3isin{in 1) + cos(In N1/, 1= L
Here 1(1‘) changes signs and we see that this equation has the
It is not very dlﬂicult to extend the results here to the equatlon
(a(@)x") + g (@) f(x) g () = r(1) (12)
where @, g, r and { are as before and g: R R is positive and
confinuous. However, the conditions a, < a({) and g(x") < ¢ with

¢; < a, are needed to prove Lemnma 3. Thus if g(x)=1 in (12) we
would still need a (1) = 1 which was not required for equation (1).
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Hence the result obtained for equation (12) would not be as sharp
as that for (1}. In addition, in order to prove Lemma 2 for (12), we

¥

would need G(y) = j [s/g(s)]ds -0 as |y|- > and y/g(v) <

vl

= MG (y) for some M>0 and all large |y|. This last condition
could be relaxed slightly by replacing (6) by a’(¢) = 0. A discussion
of the interplay in the roles of a(#) and g(x) for continuability and
boundedness type results for equation (12) can be found in [5].

Finally, the monotonicity condition on f (x) in Theorem 4 can
be replaced by the more artificial looking condition f (x)/x; < f (x2) /%
for [x | = | x| > 0. In this case we can bypass Lemma 3 completely
in proving Theorem 4. If in equation (12) we have ¢, < g(x) = o,
then the above condition takes the form eof (x\)/xi < eif (22)/x for
Pl = x>0
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Sulle cellule neurosecretrici di Sipuneulus nudus
(Sipunculoidei)

Nota di STEFANO BIANCHT
presentata dal socio ordinario BALDASSARRE DI LERMA

{Adunanza del & aprile 1974)

RTASSOUNTO, — 1 siaia effetluata una ricerca istochimica sulle cellule neurosecre-
trici (ncuroni giganti, neuroni di taglia media, cellule bipolari) di Sipunculus nudus.
£ risuliato che le celiule bipolari conlengono una secrezione peptidica, mentre il
secreto dei neuroni giganti & di natura Hpidica. T neuroni di taglia mecdia non pos-
sono essere dimosirati con i lests impicgati.

SuMMarY, — Preliminary histochemical rescarches on the neurosccretory cells of
Sipunculus nudus, A preliminary histochemical rescarchi has been carried out on the
neurcsecretory cells {giant neurones, neurones of medium size, bipolar cells) of Sipun-
cilues nudus and it sesults that the bipolar cells elaberate a peptide neurosecretion,
while the secretion of the giant neurones is a lipid one. The neurcnes of medium size
are not demonstrable with the tests adopled.

Nei gangli cerebrali di Sipunculus nudus si possono osservare se-
condo Gase ([1], [27: cfr. Akesson, [3]; Cartisig, [4]), 3 tipi di cellule
neurosecretrici: neuroni giganti, neuroni di taglia media e cellule bipo-
fari. 1 neuroni giganti (3° tipo di Métalnikofl) sono localizzati nella
regione mediale posteriore dei gangii cerebrali. Il neurosecreto & loca-
lizzato nel citoplasma periferico (Gasg, [1]). T neuvoni di grandezza
media (2° tipo di Mdtalnikoll) si trovano sopra e sotto la commes-
sura trasversale. 1l neurosecreto, secondo GaBE [11], & costituito
da piccoli granuli ammassati. Le cellule bipolari (cellule fusiformi
di Métalnikofl) si trovano alla base del prolungamento digitifor-
me. 1l neurosecreto & distribuito uniformemente nel citoplasma
(Rxesson, [3]; Gasrg, [2]).

I particolari istologici delle cellule neurosecretrict di Sipunculus
sono stati ben stadiati (Gasg, [1]; Rkesson, [31; Cariisig, [4]; Ga-
8B, [2]). Secondo GaBe [1], [2] il neurosecreio dei neuroni giganti si
colora in blu chiaro con il metodo di Gomori e con fa fucsina-paral-
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deide; il neurosecreto dei neuroni di grandezza media si colora con i
coloranti acidi, con 1'azocarminio e con l'ematossilina ferrica. Il neu-
rosecreto delle cellule bipolari si colora intensamente con il Gomori
¢ con la fucsina-paraldeide (Axmsson, [3]; cfr. Gasg, [27]).

Al contrario, i risultati dell’'esame istochimico del neurcsecreto
delle cellule in questione sono ancora frammentari (Gasg, {1]: [2]).

Questo lavoro riassume i risultati ottenuti in una ricerca preli-
minare sulle proprieta istochimiche del neurosecreto delle cellule neu-
rosecretrici di Sipunculus nudus.

MEeTopI.

Gli animali, raccolti nel golfo di Napoli, sono stati fissati in Bouin
ed in formalina af 10 %, tagliati in sezioni di 7 w e colorati con la
fucsina-paraldeide (PF} e con il metodo di Gomori all’ematossilina
cromica-floxina. Sono stati adoperati i secguenti tlests istochimici:
acido performico - alcian blu (PFAAB), diidrossi-dinaftile-disolfuro
(DDD) e tetrazolio alcalino, per i gruppi -SH e -8S- di origine proteica;
acido-periodico-Schiff (PAS), per i glicidi contenenti il radicale glico-
lico; Sudan nero B (SBB), per i lipidi in generale (cfr. Lison, [5];
PEARSE, [61).

RISULTATI E DISCUSSIONE.

I dati relativi alle proprietia istochimiche delle cellule neurosecre-
trici di Sipunculus sono riassunti nella tabella 1.

Taperia I

Istochintica delle celiule neurvosecretrici i Sipunculus nudus,

Neuroni  di

Metode Neuroni siganti \ Celiule bipolari
girandezza media

PFAAB — — 44
DDD — — +4+F
Tetrazolio alealino ++ (rosso) — 4- -4 -+ (blu)
PAS — — _
SEB 4+ . —

— = reazione megaliva; +, ++4, +-++ = rcazione pilt o meno intensamentc

positiva.
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PFAAB, 1l neurosecreto delle cellule bipolari si colora in blu.
Questo risultato suggerisce la presenza di quantita considerevoli di
radicali disolfurici nel neurosecreto di queste cellule. Il secreto dei
neuroni giganti ¢ completamente negativo, I neuroni di grandezza
media non si possono dimostrare con il test in questione.

DDD. La tecnica al DDD e specifica per la dimostrazione dei radi-
cali solfidrilici. Essa viene impiegata anche per la dimostrazione dei
radicali disolfurici. 11 DDD da una reazione positiva nelle cellule bipo-
lari., Nel citoplasma dei neuroni giganti e dei neuroni di grandezza
media la reazione & negativa.

Tetrazolio alcalino. Con questa tecnica il neurosecreto dei neu-
roni bipolari si colora in blu. Cio indica la presenza di radicali -SH e
-SS- di origine proteica, Il secreto dei neuroni giganti si colora debol-
mente in rosso. Nel citoplasma dei neuroni di grandezza media la
reazione ¢ negativa.

PAS. Con il PAS non pud essere dimostrata alcuna struttura nel
citoplasma delle cellule neurosecretrici.

SBB. Con questo metodo il secreto dei neuroni giganti si colora
intensamente in blu nero. Nelle cellule bipolari e nei neuroni di gran-
dezza media il test da una reazione negativa.

Risulta dai tests istochimici suddetti che il neurosecreto delle
cellule bipolari & di natura peptidica, mentre i granuli dei neuroni
giganti sono di natura lipidica. E opportuno sottolineare a tal ri-
guardo che nell'Oligochete Echytraeus albidus esiste un tipo cellulare
(cellula P) ritenuto neurosecretore, che elabora un secreto di natura
prevalentemente lipidica (Brancur, [7]).

Un lavoro di Gase [1] indica la presenza di una componente
glicidica nei neuroni giganti e nei neuroni di grandezza media di
Sipunculus, ma noi non possiamo confermare questo dato.

Sono in corso su questo argomento ulteriori ricerche.

Istituto di Zoologia dell’Universita di Napoli.
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Inversione del bradisismo flegreo
Considerazioni gravimetriche e tiltmetriche

Nota di Vito Bonasia® e di SERGIO MonTacna *
presentata dal socio ordinario Grusrreer Inisd

{Adunanza del 4 maggic 1974)

Riassunto, — Diverse serie di misure gravimetriche effeltuate nell'area flegrea a
partire dal febbraio 1970 permettono di ipotizzare una intrusione magmalica quale
causa iniziale dcll’inversione del bradisismo., Anche in basc ai dati allimetrici nel-
I'area di Pozzuoli si deduce inoclire come l'andamentio temporale del sollevamentao
del suolo possa essere imputato ad un comporiamento visco-clastico delle vulcaniti
ricoprenti il settore vulcanico puteolano,

Sumiatary., — Several gravimetric measuramenls were carried out in the Phlegracan
area. The gravimetric tread is consistent with iritial magmatic inilrusion. Also [rom
the allimelric variations it is possible to deduce that the upheaval may be caused
by visco-elastic behavior of the material covering the phlegraean volcanic arca.

Il fenomeno bradisismico viene considerato quale espressione
della locale attivita dell’area flegrea, comprendente il golfo di Poz-
zuoli e le zone di terraferma adiacenti,

E noto, almeno in base ai segni lasciati dal mare sulle colonne
de] Serapeo, che il moto bradisismico, dall’epoca della costruzione
del Serapeo intorno al 200 a. C. e fino all’anno 1000, sia stato discen-
dente, con una velocith media annua valutabile intorno ad 1 cm.
In corrispondenza dell’'ultima data si sarebbe avuta un'inversione del
moto, con un incremento nel gradiente di sollevamento intorno al-
I'anno 1500 e perdurante fino al 1538, anno in cui si ebbe ['ultima
manifestazione eruttiva dell’area flegrea (eruzione del Monte Nuovo).
Notizie storiche indicherebbero un sollevamento di circa 6 metri
prima dell’evento eruttivo (Parascanpora, 1947).

* Osservatorio Vesuviano - Ercolano (Napoli).
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Dopo l'eruzione il senso del moto cambio, proseguendo, almeno
negli ultimi due secoli, con un gradiente medio di 1.3 cm/anne (OLi-
VERT, 1960) fino all’epoca delle ultime osservazioni ecseguite tra la
meta e la fine del 1968 (Corrano e PALUMBO, 1968).

Il 6 febbraio 1970, da osservazioni effettuate da OLIVERI (Inmpd,
1971), veniva rilevata un'ulteriore inversione del moto, riscontran-
dosi, rispetto alle misure del 1968 al Serapeo, un sollevamento di
quasi 90 cm,

Pur mancando indicazioni precise circa l'epoca in cui sia avve-
nuta tale inversione, sembrerebbe, da misure mareometriche, che
tale epoca possa fissarsi successivamente all’aprile 1969, come dal
grafico della figura 1 (Corrabe e PaLumBo, 1973).
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Fi6. 1. - Andamento del bradisismo nellimicrvalle 1900-1970.

L'avvenuta inversione e l'entita del sollevamentio consentirono
ali’Osservatorio Vesuviano I'attuazione di un vasto programma di
ricerche per lo studio del fenomeno, programma gia auspicato nel
passato ma non portato a realizzazione per mancanza di mezzi e
perscnale.

In tale quadro generale, a partire dal febbraio 1970, sono state
eseguite osservazioni gravimetriche lungo l'arco costiero da Bacoli
a Bagnoli. I risultati di tali osservazioni vengono esaminati in re-
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lazione alle variazioni altimetriche dedotte periodicamente dal Prov-
veditorato alle Opere Pubbliche della Campania, dall'Istituto di To-
pografia del Politecnico di Napoli, nonché da uno degli autori.

(OSSERVAZIONT GRAVIMETRICHE

Nel 1963, su richiesta dell’Osservatorio Vesuviano, fu eflettuato
un rilevamento gravimetrico dell’area flegrea a cura del Servizio
Geologico d'Ttalia (Ma1No et al., 1963). La distribuzione delle anomalie
del Bouguer mostra un minimo al centro dell’area puteolana (zona
di massimo sollevamento), giustificato dalla bassa densita del mate-
riale piroclastico. I’andamento de! minimo gravimetrico (figura 2)

F16. 2. - Anomalie de Bougucr del settore puteolano (da Mamo et al., 1963).

evidenzia un’area circoscritta, strettamente coincidente con la zona
interessata dal fenomeno bradisismico ed indicante il settore eruttivo,
contornato da fratture ai sui margini continentali (MAINO et al., 1963).

Un modello gravimetrico bidimensionale relativo all’area flegrea
(OLIvERT, 1969) indica uno spessore della pila piroclastica variabile
da 1.5 Km ai bordi a 3.5 Km al centro della conca flegrea.
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Fic. 3. - Modelio bidimensionale della conca puteolana {da OLIVERI et al., 1969},

Le misure di g sono state effettuate periodicamente in alcuni
punti stazione del citato rilevamento con lo scopo sia di dedurre
eventuali variazioni di gravita verificatesi nell'intervallo di tempo tra
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Fic. 4. - Ubicazione deile stazioni gravimeiriche,
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il 1963 e lepoca in cui fu notata l'inversione del bradisismo, sia di
seguire 1'evolversi del fenomeno dopo l'avvenuta inversione.

Si & adoperato un gravimetrico Worden, Mod. Prospector, usando
i possibili accorgimenti per la migliore accuratezza delle osservazioni
(circuiti di misura in tempi brevi, misure eseguite di notte per evi-
tare le perturbazioni del traflico, ecc.).

Quale punto di riferimento per le osservazioni di g & stata scelta
la stazione n. 99 del rilevamento del Servizio Geologico, di coordi-
nate ) = 40°49' 51" e ¢ = 1°44°20"; tale stazione, ubicata nella parte
occidentale di Napoli, & situata in una zona non interessata dal bra-

TABELLA
1963 i 18-2-1570 | 1331970 36619%
ssions | o | an | ae | s | an | oas Az,
| mgal i mgal ‘ em | mgal ‘ maal ‘ e ‘ mgal mgal
89 843 — — 20 -0.05 843+ 062 22 —0.05 842+ 0.0
88 6.10 608+ 004 36 —0.09 595 003 40 -—C10 594 0.0
Sollatara --16.21 —1636 002 62 015 —1641 003 68 —0.16 —1646 000
86 5.76 58 002 90 -0.22 558 Q05 97 —-0.23 554 0.0¢
72 — 290 - 27 083 70 017 — 304 002 74 08 - 302 00
71 4,05 425 003 51 012 39 005 52 —0.12 397 0.0
237 14.88 1506 004 29 007 148 004 20 —007 14.82 0.0
102 12.16 [223 903 37 0409 1206 002 38 -0.09 1200 0.0¢
103 12.98 1319 002 20 —-005 1297 004 20 —-0.05 1285  0.0¢
113 12.82 13.67 003 20 —0.05 1289 003 20 005 1284 00
112 7.28 751 002 20 —0.05 737 001 21 —G.05 729 0.0

110 15.16 1543 004 20 —-005 1527 005 20 —-005 1519 0.0
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disismo o al limite di esso, almeno per quanto rilevabile dalle pe-
riodiche livellazioni eseguite dal Provveditorato alle Opere Pubbliche.

Nella Tabella I sono riportate le variazioni A g attribuite alla
data segnata (media delle variazioni di g in tempi diversi), con l'in-
dicazione della variazione di altezza Ah relativa al punto di misura,
nonché la variazione teorica Agr che si sarebbe dovuta riscontrare
in relazione alla variazione di quota, per gli effetti combinati di aria
libera e di Bouguer. Per la seric del 2-9-1972 manca l'indicazione della
variazione di quota non essendo disponibili i dati altimetrici per tutto
I'arco costiero. -

8

9

2

}

:

)

%

20-1-1971 30-11-1971 ’ 2:9-1972
I T Y Y T TV
‘ mgal mgal Cem | gl megal em 4 mgal | ingal
—0.06 831+ 0.01 31 —007 836 +0.03 36 -.0.09 835+ 0.02
—0.12 5.85 0.01 37 —0.14 5.87 0.03 68 016 5.85 0.02
—0.19 —16.50 0.02 95  -0.23 —16.56 003 115 —0.28 —16.55 0,03
—-0.27 5.52 0.01 128 —031 5.40 G05 156 —036 5.37 Q.02
—0.20 — 303 005 9% 023 - 308 003 113 -0.27 — 3.14 0.04
—0.13 4.03 0.04 62 015 400 0.03 72 017 392 0.02
—0.47 12.84 0.02 3l 0407 14.87 0.03 34 008 14.78 0.03
—0.09 12.00 0.01 42 010 12.03 0.05 7 —00 1191 0.03
—-0.05 12.96 0.01 22 —0.05 12.97 G.04 26 —0.06 12.87 0.02
—0.05 12.84 0.02 23 006 12.85 0.05 28 007 12.81 0.03
—0.05 7.28 0,01 24 006 7.33 0.04 23 -007 7.28 0.03

—D.05 520 0¢ 23 —0.06 15.24 .04 26 —00s 15.18 0.02
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Fic. 5. (a, b) - Variazione di g nell’intervallo 1963 - 18-2-1970.

Nelle figure 59 sono mostrati per ciascuna seric e per ciascun
punto di osservazione:

a) gli scostamenti A’g, della gravita osservata rispetto ai va-
lori del 1963;
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g ® Stazioni gravimetricha

+ Stazioni 9ravimetriche
[ 1)
40 — N 0,2
~
~
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Fic. 6. b

Fic. 6. (a, by - Variazione dj g nell’intervallo 1963 - 13-3.1970.

b) le variazioni di quota in riferimento al 1963
¢) la variazione teorica A gy relativa alla variazione di quota.

Dai grafici risulta evidente che nella serie del 18-2-1970 per tutti
I punti ad occidente del porto di Pozzuoli si sia riscontrata una va-
riazione positiva di g (4g, — Agy) valutabile mediamente intorno a

0,3 mgal.
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E @ Stozioni grovimetriche
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Fie. 7. {(a, b} - Variazione di g nell’intervalio 1963 - 30-6-1970.

Nelle serie successive, pur mantenendosi i valori osservati pils
elevati rispetto a quelli del 1963, almeno entro i limiti degli errori
si nota un buon accordo fra valori osservati e valori teorici.
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Fis. 8. {a, b) - Variazione di & nell'intervallo 1983 - 20-1-1971,
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g aStazioni
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Fie. 5. (a, b) - Variazione di g nell'intervallo 1963 - 30-11-1971.
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Per la serie del 18-2-1970 Ventita della variazione di g relativa
a ciascuna stazione ¢ riportata nella fig. 10.

Esaminando la distribuzione degli ipocentri sismici (LecHT et al.,
1971) si pué rilevare un’ottima corrispondenza fra le arec epicentrali
e le zone di aumento gravimetrico. Quest’ultimo potrcbbe essere im-
putato a variazione di masse in alcune fratture interessanti il settore
cruttivo puteolano, quale quella da Miseno a Lucrino (RiTMANN et al,,
1950; Matno ct al., 1963) e quelle da Lucrino a Pozzuolj (MONTAGNA
et al, 1971; Lecur et al,, 1971).

I o
o e [N
! |

QO Slgzioar gravimatriche

28 Varrszion gi (f

9 Tilt marzo=- giugne 7970

b Tilt givgne 7970 -~ agosto £971

25

o'

(/} a2 )
ac Luczin, O 28 1
/)

Miseno Km

Fig, 1G. - Variazione della gravith per la serie del 1821970 e vettori tiltmetrici per i
periodi indicati.

Sebbene l'entita delle variazioni gravimetriche non consenta una
trattazione analitica dei risultati, la loro regolare distribuzione lungo
l'arco costiero da Pozzuoli a Bacoli lascerebbe anche ipotizzare che
la variazione di massa relativa all'aumento dj gravita possa essersi
verificato in una zona di mare fra Baia e Pozzuoli. Configurando una
tale massa (Ao = 0.5 g/cc) con un cilindro verticale indefinito verso
il basso e assumento, per fissare un ordine dj grandezza, quale pro-
fondita del suo top, h = 3000 m, ciot la base della conca puteolana,

la variazione di g viene giustificata da una tale forma cilindrica con
raggio di circa 300 metri.
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TiL.TMETRIA

Sono stati presi in considerazione i risultati delle livellazioni ef
fettuate nell’area flegrea allo scopo di dedurre Ventita della defo
mazione, intesa come inclinazione della superficie terrestre, connessa
con il fenomeno bradisismico.

Quale punto di riferimento ¢ stato assunto il Porto di Pozzuoli,
corrispondente grosso modo al punto di massimo sollevamento. Il
vettore tiltmetrico & stato determinato applicando il metodo dei mi-
nimi quadrati alla relazione (MiNAKAMT, 1969):

AR
S22 - Kocos (v — @)
L. v— 9

In tale relazione i simboli indicano rispettivamente:

K — entita dell'inclinazione in radianti;
p — angolo azimutale della direzione d'inclinazione;
A hy, — spostamento verticale relativo dell'i.mo caposaldo;
L, — distanza dell’i.me caposaldo rispetto a quello fsso;
g; — angolo azimutale dell'i.mo caposaldo rispetto a quello fisso.

Assumendo quale tempo di riferimento il marzo 1970 & stato
possibile determinare il vettore tiltmetrico solamente nei periodi
Marzo - Giugno 1970 ¢ Giugno 1970 - Agosio 1971, per i quali erano
disponibili quasi simultaneamente i dati delle livellazioni per l'intero
arco costiero coperto dalle osservazioni gravimetriche (Bacoli, Baia,
Pozzuoli, Bagnoli).

In Tabella II sono risportati Uintensita d'inclinazione e Iazimut
della direzione d'inclinazione; il loro andamento & riportato nella fi-
gura 10,

Tanverra I
'.‘Int'ensi-[é\ Azimut Periodo
d'inclinazione
— 43 x 10R 1600 04 Givgno 1970 - Agosio 1971

— 64 x 107 R 1590 17 Marzo - Giugno 1970
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Ne risulta per i due periodi considerati un diverso gradiente
medio d'inclinazione; esso ammonta a 1.1 x 10° R/mese per il pe-
riodo Marzo - Giugno 1970 e 0.4 x 10~ R/mese per il periogo Giugno
1970 - Agosto 1971,

CONCLUSIONE

L'insieme delle osservazioni gravimetriche effettuate nell’area fle-
grea interessata dal fenomeno bradisismico e il loro confronto con
le misure precedenti del 1963 consente di affermare che la causa del
sollevamento del suolo, almeno inizialmente, possa essere attribuita
a variazione di massa, quasi sicuramente identificabile ne! nostro
caso con una intrusione di magma.

La distribuzione delle variazioni positive di gravita indicherebbe
che una tale intrisione possa aver avuto luogo nelle fratture delimi-
tanti il golfo di Pozzuoli nella sua parte occidentale: la stessa distri-
buzione lascerebbe anche ipotizzare che masse magmatiche possano
aver interessato una zona al centro del golfo Bacoli-Baia-Pozzuoli.

Pur non avendo elementi sulla sismicita normale della zona {le-
grea ¢ da tener presente che dal febbraio 1970 {epoca di installazione
delle stazioni sismiche) sono state rilevate quasi unicamente micro-
scosse. Yokovama (1971) suggerisce che il sollevamento del suolo fle-
greo, non accompagnato da terremoti piuttosto intensi, possa inten-
dersi come «una fase di attivitd visco-elastica del materiale superfi-
ciale crostale ».

Una tale interpretazione viene confermata dai dati gravimetrici
¢ dalla variazione nel tempo del gradiente tiltmetrico.

Il fenomeno bradisismico sembra quindi potersi mettere in re-
lazione « con un processo di degassazione da parte di masse magma-
tiche che, per intrusione, avrebbero raggiunto minori profondita »
(ImBd, 1971).

E logico ammettere che una tale intrusione ha determinato un
aumento della quantita di calore somministrata dal basso alla coltre
di vulcaniti, che, con spessore variabile, ricopre il settore vulcanico
puteolano. E, come previsto (OLIVERT e QuUAaGLIARTELLO, 1969), il sol-
levamento del suolo & avvenuto in maniera differenziale e proporzio-
nale alla potenza dello strato piroclastico di copertura.

Inoltre, la diminuzione delle variazioni gravimetriche dopo Ia
serie di misure del 182-1970 potrebbe essere giustificata dagli effetti
derivanti dal graduale aumento di pressione, con conseguente au-
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mento nel Musso orizzontale delle acque che impregnano il sottosuolo
flegreo ! (ImBd, 1971).

Concludendo, si & dell’avviso che l'inversione del moto bradi-
sismico puteolanc sia attribuibile a due cause distinte, di cui la se-
conda streitamente legata alla prima; una causa meccanica {intru-
sione iniziale di masse magmatiche forse al centro del golfo di Baia)
¢ una causa termica, a cui possono attribuirsi le crisi sismiche lo-
cali, imputabili, in accordo con OLivERi e QUAGLIARTELLO {1969), alla
microfrantumazione dello scheletro di zolle dello strato poroso.

Una ulteriore serie di misure gravimetriche effettuate nell'agosto
1973 non ha fornito alcuna variazione nei valori di gravita rispetto
a quelli ottenuti nel settembre 1972,
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RiassunTo, — [n guesia Nota dimostriamo un criterio di stabifila asintotica per
la soluzione di un problema al contorno relativo ad un’ecquazione di tipo iperbolico
che interviene nelio studio di pumerosi fenomeni di propagazione in prescnza di
causce dissipative. Dopo aver dinostirato lesistenza ¢d unicitd di un'opportuna solu-
7ione debole del problema ed avere introdotio, in corrispondenza, un sistema dina-
mico in uno spazio di Banach, perveniamo al criterio detto considerando un funzionale
di tipo Liapunov ed ulilizzando un metodo di T. K. Hale. A (itole di csempio appli-
chiamo poi i risullati etlenuti ail’analisi delle osciliazioni longitudinali in una sbarra

costituita da un particolare materiale viscoelastico.

ApstrRacr, — The object of Lhis article is lo presenl sufficienl condilions of
asymplotic siability [or the solution of a boundary value problem concorning an
hyperbelic equation which appears in numerous phenomena of propagation when
dissipative processes occur. After showing the existence and uniquencss ol the weak
solution of he problem and iniroducing an appropriate dynamic system in a Banach
space, we oblain Lhe above mentioned theorem making use a Liapunov funclional
which allows us to use a J, K, Hale technique, The resulis obtained are cmployed
when we study the longitudinal wave motions in a rod of a particular viscoclastic

material,

1. - INTRODUZIONE.
Con riferimento alVinsieme Q = {(x, {):x € [0,1]; ¢ = 0}, consi-
deriamo il seguente problema nell'incognita funzione v (x,¢) definila

in Q:
[ ¢ (v(g - v,\:\‘)(‘ + Vi — k Vay = 0 (x: l) E Q - a Q

0 g (gt‘j]r_n:_-u!(x) (i=0,1,2 x€10,1]

( v{0,8) =v( ) =10 t>0
dove = e k sono costanti positive, con k < 1.

* Lavoro cseguito nell'ambito del Gruppo Nazionale di Ricerca per la Fisica Ma-
tematica del C.N.R.
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L'equazione (1), interviene nello studio di alcuni fenomeni di pro-
pagazione quali, ad esempio, quelli che si presentano in particolari
mezzi viscoelastici oppure in miscele reagenti o, ancora, in un fluido
conduttore mobile in un campo magnetico!. In ogni caso essa costi-
tuisce lo schema di un fenomeno fisico nel quale sono presenti cause
dissipative che tendono, in gemerale, a smorzare la propagazione on-
dosa quando f—s» oo, Un'affermazione siffatta, pur trovando facile ri-
scontro nell'intuizione fisica &, pero, dal punto di vista analitico,
tuti'altro che ovvia e cid a causa delle difficolta che presenta Panalisi
del comportamento asintotico delle soluzioni di equazioni alle deri-
vate parziali. Rileviamo anzi che in [7] abbiamo anche determinato
un’espressione esplicita di v {x, ) mediante integrali di funzione di
Bessel, ma tale formulazione non consente di ricavare in maniera
agevole il comportamento di v quanto ¢ — 2.

D’altra parte in [12] P. Renno, prendendo in esame il fenomeno
di perturbazione singolare che si pone per il problema (I) quando ¢
tende a zero, ha determinato uno sviluppo asintotico che consente
di approssimare v in ogni istante di un qualunque intervallo finito
di tempo [0, T]. Per stabilire una rappresentazione che sia uniforme-
mente valida per ¢t = 0 (T = X)), occorre analizzare anzitutto il com-
portamento di v per {— o,

Tali questioni ¢i hanno indotto ad affrontare in gquesta Nota
fo studio della soluzione del problema (I) quando ?—oc. Il risul-
tato principale al quale perveniamo & la determinazione di un cri-
terio di stabilitd asintotica che, tra l'altro, consente di affermare
— con riferimento al fenomeno di perturbazione singolare che si
presenta per —0 — lesistenza di una regione di strato limite
anche per t— oo {oltre che, ovviamente, quella relativa all'intorno
della retta = )2

Per stabilire il teorema detto, dimostriamo anzitutto (n. 3) l'esi-
stenza e ['unicita di una opportuna soluzione debole del problema (1)
determinandone allo stesso tempo alcune maggiorazioni a priori. Suc-
cessivamente (n. 4), dopo aver introdotto un funzionale che si dimo-
stra essere di tipo Liapunov, definiamo un opportuno sistema dina-
mico in uno spazio di Banach ed utilizziamo una tecnica di J. K. Hale.
Si perviene in tal modo alla seguente conclusione:

' Cfr. Bibl. da [1] a [7] ¢ Ie bibliografic ivi riportate

* A tale riguardo, B. J. Matkowsky e E. L. RE1ss 5] hanno stabililo, nel caso par-
ticolare che 1 dati iniziali v, {(x) siano polinomi trigonomeirici, l'esistenza dello strato
limite adiacente a { = ~ ¢d hanno determinato una formula di approssimazione valida
— quando z —-» 0 — uniformemente per ¢ = 0.
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A) « Se le funzioni vi(x) (i = 0,1,2) sono di classe CP~9 ([0,1]) e
verificano opportune condizioni di raccordo, la soluzione regolare v
del problema (1) e le sue derivate prime e seconde sono tali che:

fy e

1
a) lim f W + v, + v de =0

b) lim (sup|v.| + sup|v.| +sup|v]) =0.

{5

Infine (n. 5), a titolo di esempio, applichiamo i risultati del teo-
rema A) ad un problema di viscoelasticita. Piti precisamente — con
riferimento ad una sbarra X di lunghezza finita che sia costituita da
un particolare materiale viscoelastico lineare - prendiamo in esame
le oscillazioni longitudinali che si destano in ¥ quando si suppone che
la sbarra, tenuta fissa agli estremi, sia posta inizialmente con atto di
moto assegnato in uno stato X, soggetto ad una prefissata distribu-
zione di stress. In corrispondenza il risultato che si ottiene ¢, confor-
memente all'intuizione fisica, il seguente:

B) « Se i dati iniziali sono sufficientemente vegolari, lo distribu-
zione di stress e, al crescere di t, infinitesima ovungue in % e la
configurazione della sbarra tende a auella velativa allo stato natu-

rale ».

2. - NOTAZIONI E DEFINIZIONI.

Indichiamo con B uno spazio di Banach, con || bljs la norma
di un elemento » € B, e con I Uintervallo [0, o[ ; sia poi IR l'insieme
dei numeri reali.

Cominciamo col richiamare alcune definizioni ben note.

DerintzIONE 2.1. Si dice [10] che u ¢ un sistema dinamico su B se:
i) la trasformazione u:1 x B— B & continua,
i1y u(0,b)=2=%,

) u(i + v, b)) = ul(t, ult, b))
perogni f e 1€1 e per ogni b € B,
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DerinizioNE 2.2. Si definisce orbita positiva 1+ (b) attraverso b € B,
Uinsieme v* (b) = U u (£, b),
(=0

DeriNtZzTONE 2.3, Sia o un sistema dinamice definite su B e & un

elemento di B; si chiama punto limite positivo associato a b, ogni
~

punto 5 € B per il quale esiste una successione di istanti {#)— o

per i— oc tale che

lim [ (s, b) — bl =0.

Si chiama insieme limite positivo di un’orbita v+ (b), e lo indiche-
remo con o' (b), l'insieme dei punti limiti positivi associati a ¢+ (b),

Derinizione 2.4, Un insieme M di B si dice insieme invariante per
il sistema dinamico u se per ogni b € M esiste una funzione
U:R xM—B tale che

PV UL0,b)=b

i, Uz, by =Ut+0,b), ¥Yo€IR e VIET.

Con riferimento alle notazioni ora introdotte e considerando un
[unzionale w: B — IR continue, porremo poi

Wby = lim W(Ll([_, b} — w(b) ,
=0 i

ed indicheremo con G un sottoinsieme chiuse ¢ limitato di B € con M
il pitt grande invariante contenuto nell'insieme S = {ACG i (b)) = 0)
del sistema dinamico dato. Inoltre, se & = {x € IR:x €10, 1]}, denote-
remo con HYQ) lo spazio di Soboelev costituito dalle funzioni f 1 @ — IR
che sono di quadrato sommabile con tutte le derivate generalizzate
fino atl’ordine %, e con H/(Q) il completamenio di CJf () rispetto

all - {lun.

delle funzioni u{x) definite in IR che siano periodiche di periodo 2 e

. PN n . .
derivabili m volte con continuita, e con H M il completamento di C#

rispetto a !l - |luwensy.
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Infline: detio y uno spazio di Banach, indicheremo con C° [0, ~; ]
lo spazio delle funzioni ¢ —§{(t) di [0, ~{->y che sono continue e
tali che

COEB, e gl LN

’

sup (| () ], = I f]

con tale norma lo spazio C°[0, X; ¥} & completo.

Richiamiamo a questo punto, per comoditi di esposizione, alcuni
risultati noti che dovremo utilizzare nel corse del lavoro (cfr. [107).

TrorEMA 2.1. Sia u un sistema dinamico definito su B e v* (b) una
orbita positiva uscente da b e contenuta in G. Se esiste un funzio-
nale w ! G — IR tale che

i) w{b) & continuo per b € G,
ii) w(b) <0 per bEG
e sc inoltre
jii) v 7 (b) apparticne ad un insicme compatto di B,

allora w (¢, b) > M quando { — .

L'ipotesi che v* (b) sia contenuta in un compatto di B ¢ essen-
ziale poiché essa consente di dimostrare che l'insieme Hmite o™ {b)
di v+ (b) & non vuolo, compatto, connesso ed invarianie.

Una condizione sufficiente a garantire tale ipotesi, come sugge-
risce J. K. Hale in [10], & fornita dal seguente teorema di compleia
continuitd degli operatori di iniezione {cfr. [9]):

TeoreMa 2.2, Sia ' un dominio limitato dotato della propricta di
segmento. Allora l'iniczione HY(T)--> H" (T') & completamente conti-
nua per s > .

Infine ricordiamo che se f(x) & una funzione sufficientemente
regolare nell'intervallo [0, 1], sussistono le seguenti diseguaglianze

21} {(©) =0 = J/ de = {/z dx




126 A D'Anna e P. Renno

(22) £(0) = (1) = 0 = ff dx = ff dx +

| —a %__2 "
SR (G SR

per ogni « € [0,1] (cfr. [7]);
23) £©) =0 . ffa. dx = sup F;

1

24) fO=f(1)=0= J Fodx = ;— (sup f* + sup i)

{25) se >0 (i=1 ...,n) ed s=1, siha

Say = w Yi(af)  (cfr. [8],
1 i

3. - POSIZIONE DEL PROBLIMA.

Ci proponiamo di determinare il comportamento per t — oo della
soluzione v (x, 1) definita nell'insieme Q = {(x, #):x € [0,1]; ¢ = 0}
del seguente problema

|

6 (5] =m  G=onn e

E(VHP - V,\‘,\'t) + V!r - kv.\.\ = O X 6 ]O) 1[ ’ t> 0

ai
(0, =v(L,D)=0 >0,

In tali refazioni le funzioni v;{x) sono 1 dati iniziali prefissati
mentre ¢ € k sono delle costanti che verificano le limitazioni

e >0, kelo 1L .
Il significato fisico di tali costanti e della funzione incognita

v{x, t) dipende ovviamente dalla natura del problema in esame; in
proposito un esempio sara esposto al n. 5.
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In [7] abbiamo calcolato la soluzione del problema (3.1) che
pud esprimersi al seguente modo

XL
k
2p{x 1) =20 (e - "oz fﬂz(z) Fallx — z|, H)dz +
x—f

X

(3.2) + Imz) G(x—zhn rE(x -zl 0ldz—
.\'+tA 82 :-HA a | l
- & J ’V:)(Z)' - FZ( xley t) dz + J }VU{Z)_"i_E‘(]Z—xh T) df,,
9z dz

-1 =t

dove i nuclei B, G, F, sono integrali di funzioni di Bessel [7] e dove
¢, %, 9, sono le funzioni che si ottengono projungando in IR i dati
iniziali con legge dispari ¢ in modo da risultare periodiche di pe-
riodo due. La funzione definita dalla (3.2) costituisce una soluzione
di classe C7(Q) delle (3.1) quando i dati iniziali v verificano le
seguenti ipotesi

Cow () ECPTP in [0, 1] (i=0,1,2)
g w {0) = w (H=20 (i =0, 1,2

(3.3) :
( 1, (0) = v, (1} = 0

W (0) = v’ (1) =0.

Precisiamo subito che la formulazione (3.2) non consente di de-
terminarc agevolmente il comportamento asintotico di v (x, 1). A tale
scopo risulta invece pitt utile, come vedremo, Iapplicazione di alcuni
risultati di teoria dell’attrattivita,

A tale riguardo occorre anzitutto porre il problema (3.1) in un’op-
portuna forma debole; pit precisamente s€ g S0, o[> IR ¢ una qual-
siasi funzione di classe Co~ (10,><[)esei dati iniziali vi (x)(i = 0,1, 2)
sono tali che
g ve £ H2 (Q)NHL ()

v € Ho' ()

(3.4)
z V2 €1’ (Q)

f Lespressione (32) della soluzione si ricava {acilmentc da guella riportata in
bibl. [7]1 pag 82, mediante integrazioni per parti.
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prenderemo in esame 1a scguente formulazione delle (3.1)

f

ES) oo

I "
s — Ja (v — Vo) g dt +](1’1r —kviygdr =0 Vg€ C,~(J0,]),
{3.5) !
vix, 0) = v, (x), (x,0) = v (x), v, (2, 0) = v (x) fE€EQ,

vECT0 o0 B2 (D NH! ()], v, € ¢e [0, ~: H,! (D7,
L v € €010, v L2(Q)]

Al fine di dimostrare l'esistenza e T'unicita della soluzione delle
(3.5) e di dedurre poi alcune formule di maggiorazioni a priori, pre-
mettiamo il seguente
LEMMaA 3.1, Se f:[0,1]-» IR verifica le ipotesi:

i) /€ H" (W) m  intero positivo

i)/ (0) = (1) = 0 (r - 0,1,...,}-’-”“1--1” ,

allora esiste una successione di funzioni {3 tali che

D f.ect

i/ 4

. (2p) 2p)

WA, @M=" (=0 Vi, p=0,1,..,,
Hm (Q

Ji) A1 — .

Dint. Infatti, in virta delle ipotesi i} ed ii), possiamo prolungare
la funzione f dapprima in [ — 1,0] con legge dispari e poi in tutto
IR con legge periodica di periodo 2, ottenendo cosi una funzione

i . . . N .

f- € H# che coincide con f in [0,1]1. D'altra parte poiché & lecito
1 . m‘ LY . -

identificare H#con I'insicme delle serie dij Fourier X ap e t3]i che

-\D-:k Var [Pl k Pr <o (cfr, [9] p. 27), si ha che

L*(1—1, 1)
— D f (a.:(),],‘..,m)

z crlikmx) ety
k

— a0
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COl

1

o = - ;__"f"r(x) e dy Ge=...,—1,01,...

1

Se ora teniamo presente che f & una funzione dispari, dedu-
ciamo che

1
cr + ek = Jf j (x) cos kaxde =10 (k=0,1,...),

—1

. v Cot — Ck .
e quindi, posto f. = & [ ---------- — Y] sen kmx, si ha l'asserto.
1
Come ora proveremo, sussiste il seguente *

TrorEMA 3.1. Se i dati iniziali v; {i =0, 1,2) verificano le condizioni
(3.4), esiste una ed una sola soluzione delle (3.5).

im. Indichiamo con B lo spazio di Banach
B = {H(QNHS (W} x H (@) x L(Q),

con (%, ¥, y) un punto di B, con - ||z la norma in B definita da’®
i
e 0 1, = [1@ug? + G+ ¢ @0+ & 5l de

Poiché la funzione v, soddisfa la (3.4);, per il lemma 3.1 esiste

una successione di funzioni {10 } verilicanti le proprieta (i), (i), (jii):

tenendo poi conto delle (3.4):- (3.4);, possiamo affermare che in corri-

4+ Rileviamo esplicitamente che in bibl. [11] p. 335 & dimostrato — per una classe
di problemi astrattamcnie definiti e con procedimenio diverso — un teorema di esi-
stenza ed unicita di tipo analogo al tcorema 3.1

5 Nel corso della dimostrazione dei tcorcma 11 adotteremo costantemente la ne-

Fs

- r+s .
tazione d_, in lwogo di — —, —
; e
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spondenza delle funzioni v, (i =0,1,2) esistono delle successioni di

funzioni {u,'; } (i =0,1,2) iali che

H? (2) N H; (Q)

tu, ) Vo , oy €CHDNC, Q) , 87 ul (0) =
:aizf)uﬁ (H =0 (i=01..),
H. (Q)
{“i } o, ul € C (o),
, L ()
{H” } V2 ] ui 6 C: (Q) B

Indicando con u, la soluzione di classe C" (1) del problema

‘ —j E(af iy — ai un)afgdt +

(3.6) *f“’f e = k3 w)gdt =0 Wge ] (Jo,),
tn (0,1) = 0, (1,1) = 0 Ve [0 x[
(@) who = ul, (1) (i=01,2 x€q,

consideriamo il funzionale

1

(3.7) W, = ;---—f{ic (@] w, ~ 35w

5]

+ (L= B [0, w) + (87 w)?]) dx
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che si pud maggiorare cosl

1

Wy = —;—J {(af )y + k (ai w,y — 2k dx u,,aiu,z +

0

T (1 — k) (@u)tdx =
H
< ;—J{(a @ w4 2k @+ (1 — k) (@ w) ) dx
e cloé
(3.8) W < e || (e, dt, 35 )l

Osserviamo ora che, in corrispondenza di ogni soluzione ., delle
(3.6), la derivata temporale delle (3.7) fornisce

1
(3.9) Wn = —J (8w — kL) dx < 0.

Volendo poi minorare w,, notlamo che la (3.7) si riscrive nella
Forma

1
Wy = Z— f{k (8? il — 81 t, ) + (E};2 i, — k ()2\ ta)? -+

+ k(1 —k) {Bi ¥ + (1 — k) @ wy +201 =k (82, )} dx

da cui si ricava
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Pertanto tenendo conto delle diseguaglianze (2.2)-(2.1), si ricava

1 i

— £ 2 1
Wy, > K- Re (1 [ (@ ) dx + — f (3wl + ulldx +

4 i 2 ) 4

i
[ 1L wy + 0wy + @y ds

e quindi
(3.10) Wy > - k{ I;J—k)-e— (., 8w, 3% u,) [

Dalle (3.8), (3.9), (3.10) si deduce quindi

(311 {[Cta, B, 3w le < _\/k(l“T_k) s, ul, ut ).

Poiché 'equazione (3.1), ¢ lineare, dalla (3.11) si trae

(3.12) Qe — 2, B tta —~ 3 10, 3 0ay — 3 ) |ls <
4 o o 1 1 2 2
oo el =, uy o, ul =l )
V(1 — k)

e quindi anche

lcoco, wimy <<

2 2
[ ety — they, O tte — 3, a,, » di i, — 3 uy)

. 4 o -] )3 i z 2 |
<\77\/ C_TI :k— “ (M” - Mm ’ u” - Mm ? “'u o um ) IIB

e cioe che la successione {u,, 3, u,, 8? ) — (1, 9y, 8? 1) nel senso della
convergenza indotta dalla norma di C* (0, x; B).
Resta cosi provata lesistenza di una soluzione delle (3.6); per

quanto riguarda l'unicita, basta osservare che la soluzione nulla del
problema (3.1) & unica, e cid completa la dimostrazione del teorema.
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Le formule di maggiorazione stabilite nel corso della dimostra-

zione ora esposta, consentono poi di dimostrare facilmentie i due co-
rollari che seguono.

COROLLARIO 3.1. Se v & una soluzione delle (3.6), allora la terna di fun-
zioni (v, Vi, vu) & continua rispetto ai dati iniziali.

Dim. La proprieta suddetta & una immediata conseguenza della re-
lazione '

(3.13) (v, v, ve) s < 7 k(;r—-;k) 1 (ve, ¥1, v2) i Yt=0

che si ottiene dalla (3.11) passando al limite per n— 2.
COROLLARIO 3.2, Il funzionale w1 B — IR+ cost definito

!

W o f k(= gl + (10— B (@] + )} dx,

o

seddisfa, lungo ogni soluzione v del problema (3.5), la condizione

1
(3.14) w (v, v, vu) = — f(v,, — kv, Ydx = 0.

1]

Dia. Con riferimento alla dimostrazione del teorema (3.1), dalla (3.7}
si deduce che la successionc {w.} converge verso il funzionale

1
w (v, v, V) = —; f{k (v — v + (1 — k) (v}, + v )} dx.
D’altra parte i, si maggiora al seguente modo

H
|, | << 2 f [ P + (%)) dx << 2 || (eta, @2t a7 ud
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da cui, ricordando la (3.11), si deduce che

32 1, ul , ui)”é Vi=0,
k(1 — k)

| <

Pertanto la successione {,} & uniformemente convergenle e
quindi
W = lim 1,

3o

e cio, tenendo presente la (3.9), dimostra l'asserto.

4. - UN TEOREMA SULLA STABILITA ASINTOTICA DELLA SOLUZIONE.

Indicando con B, C, C gli spazi di Banach

B = (H*(Q)NH. () x B, () x L*(Q) ,
C =(HY{(QNH, (Q) x (H(@)NH (Q) x H. () ,

C = (H' (Q)NH, (@) x (P (Q) NH, (Q)) x (H (@) NH. (),

con (g, ¢, x) di volta in volta un punto di B, C, C’; siano poi nel-
l'ordine

H
I (o, ab,x)IE?s:f(CPix + P+ @G+ O ) dx,
1
e o) |12 f(vz o xDdx + (e 0

1

le norme in tali spazi.
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Con riferimento al problema posto al 1. 3 dimostreremo ora il
seguente

Trorema 4.1, Se le funzioni vi(x) (i=0,1, 2) sono tali che

v, (0) = v (1) =0,
(4.1)
(v, 1, v2) € C

allora la soluzione v delle (3.5) ¢ stabile rispetto alla || - llc e verifica
inoltre la relazione

(4.2) Hm (v, vi, vu)]ls = 0.

t—y e

Din. Se indichiamo con v la soluzione del problema (3.5) allorché
(ve, Vi, 12)€B, la terna di funzioni (v, vi, vi) costituisce un sistema
dinamico definito su B, come si controlla immediatamente tenendo
presente la (3.5) € it corollario 3.1. Consideriamo ora il funzionale
wi:B—=>IR*

1

2—[ [k(x — P + (1= k) OF + 0% d

O

W (%0:-4% X) =.7

e tenendo presente l'ipotesi j) del teorema 2.1, cominciamo col veri;
ficare che esso & continuo. Infatti si ha

1
T i—J (k3 + ke — 2hyg + (1 — K 42 dx
e guindi
[w —w*| = 'E_[ U= X" + k@' — o |2k G — .

+ (1 = k) — @:2‘;}61,1;.
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Tenendo conto della disuguaglianza di Schwartz e della (2.5), si ha

1
| W — w* 2 < 5¢2 { Jr (% — x*Y dx | O+ "V dx +

I 1

H 1
+ f (e — o P d f G+ w2t [ ds ] (G — @R dx 1

w0 u

1 1 i

1
+ fq::tz dx f (X — ¥*Pdx + j (P — §7 ) dx J(q}x + dg_:")z dx} <

[+ 2} Q

S 0 e 1 (e w0 (g, 0%, x) W

b} <152 (5, 0,30 — (5%, 0%, x*) I

+ 11 0, 0 12 + 1 (e, 0¥, x*)

R A R AR Y

Pertanto

(%, 0=, %, W 1l 0, s + [[(0%, 0%, X Nis}

Fw—w* | <C4e]
¢ cio prova appunto la continuita di w rispetto a Il ls.

Per quanto riguarda poi lipotesi ji) essa & soddisfatta come
segue dal corollario 3.2.

Riferendoci ora all'ipotesi jij), in via preliminare osserviamo che
dalla (3.13) si trae che l'orbita et (v, vi, v:) & contenuta in un in-
sieme limitato di B e che quindi essa & compatta rispeito alla con-
vergenza debole.

Mostriamo ora che se (v, vi, v)€C, vs* (v, vy, v2) risulta com-
patta rispetto a || - {ls.

Supponendo verificate le (4.1), consideriamo nello spazio C il si-
stema dinamico generato dalla soluzione delle (3.5).

Con il procedimento utilizzato nella dimostrazione de! teorema
3.1, si pué provare che il funzionale W : C — IR+, definito da
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verifica le condizioni

k(1 —Ke

5 ] (v, ve, i) I\; ¥i=0,

{4.3) W (v, v, Vi) = -

)

(4.4) W (v, v, va) << e |l (v, v, va) i Vi=0,

mentre lungo l'orbita y¢© descritta dal sistema dinamico in C risulta

i
(4.5) W = - f(12_\,! ~kve)?dx =0

Dalle (4.3)-(4.4)-(4.5), si trae quindi che

42
(4.6) U (v, vr, Vi) Hc <L e T T T l‘l (v, V1, V2 Hc Vi=0
vok(t = k)
Naluralmente tale relazione prova soltanto che l'orbita yc* {ve,
1y, vz) & contenuta in un insieme limitato di C; osservando pero che
iniezione C— B, in virtii del teorema 2.2, & completamente con-

tinua, possiamo affermare che Vorbita vs* & contenuta in un insieme
i
compatto di B.

Infine resta da provare che, detto G l'insieme

G=1{(g &, EB (e ¢ Yl = ¢, ¢ costante positiva},
il pit grande invariante contenuto in {{g, & Y)E€G W= 0} si
riduce allinsieme {(0, 0, 0)}.

A tale scopo si osservi che Yessere i = 0 [cfr. (3.14)] implica che
y — kg =0¢ quindi
(47) Vi — k‘-),\'.\' =0

per cui, dalla (3.5) segue che

f (Vi — V) edl = 0 Vg cC, (10, D)
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€ percio
(4‘8) Ve — Vixy = O .

Le relazioni (4.7) e (4.8), con le condizioni agli estremi v (0, 1) =
v{l,1)=0 Vi =0, implicano ovviamente

vix, ) =20 Vixt)eaq,

In conclusione risulia
Iim i (v, v, va) |l = 0
[
Infine la (4.6) prova la stabilita della soluzione v (x, £) di (3.5) rispetto
alla i - llc, e cid completa la dimostrazione del teorema.

Cal teorema 4.1, in virta delle diseguaglianze (2.1), (2.2), (2.3), (2.4)
si ha — in particolare — 1l

TEOREMA 4.2, La soluzione regolare delle (3.1)(3.3) e le sue derivate
prime e seconde sono tali che

=

1
a) lim f(vjx + vir + vfr Ydx = 0

b)  lim (sup|w| + sup v |+ sup [v]) = 0.

fos o X

In vista dell'applicazione che daremo al n. seguente, enunciamo

il seguente

TeOREMA 4.3. Se le funzioni v, (i =0,1,2) sono tali che

‘ (vo, vi, 1) € C’

(4.9) v (0) = 1, (1) = 0
Vl” (O) — 1)1”(1) — O ,
allora la soluzione * v delle (3.5) & siabile rispetio a i| - |ler e per essa

sussiste inoltre la relazione

m |j (v, v, vy le=0.
.F(-‘)

Ee

* Rileviamo esplicitamente che la funzione v non solo soddisla le (3.5);, ma in pin
¢ tale che (v, v, vy} € €I, o0 £7].
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5. - UN ESEMPIO D1 APPLICAZIONE DEL TEOREMA 4.3.

Indichiamo con % una sbarra di lunghezza finita ¢ che sia costi-
tuita da un materiale viscoelastico, lineare, isotropo, incompressibile
ed esente da fenomeni di conducibilita termica.

Ci proponiamo di applicare’ i risultati esposti nel numero pre-
cedente all'analisi delle oscillazioni fongitudinali che si destano in
Y quando si suppone che la sbarra — tenuta fissa agli estremi —
sia posta inizialmente in uno stato T, con atto di moto assegnato
e sia ivi soggetta ad una prefissata distribuzione di stress.

A tale scopo, se x ¢ la direzione di £ e P il generico punto della
sbarra, indichiamo con x ¢ con x - i, rispettivamente, Te ascisse di
P nella configurazione di riferimento ed in quella attuale; siano poi

¢, G, E, nell’ordine, la densita, lo siress e lo strain infinitesimo nel
punto P ¢ all'istante f.

Con tali notazioni e nell'ulteriore ipotesi che le forze di massa
siano trascurabili, le equazioni del moto di £ sono, com’e noto [1],

le seguenti:

pidy — Gz =0
(5.1) ~
u, —e = 0.

Per quanto riguarda la relazione stress-strain, prendiamo in esame

(52) P,o = Pzg
dove P;(i = 1, 2) & l'operatore differenziale cosi defnito

(5.3) Pt b= (i=1,2),
dt

ed @ e b; sono i moduli caratieristici dcl materiale che, in generale,
dipendono da x e dalla temperatura. Nel caso di un materiale omo-
geneo ed isotermo, 'equazione (5.2) schematizza un modello proposto
da J. A. Morrison [1] per il quale @ € b, sono costanti positive che
dipendono dai moduli di clasticita e dal coefficiente di viscosita
(Fig. 1).

7 Gli altri fenomeni dissipativi di cui si & fatlo cenno al numero 1, sono descritti
dallo stesso problema analitico; pertanto, a fitolo di csempio, riteniamo sufficiente
discutere in questo numero il solo problema di viscoelasticila.
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Pertanlo, se le Funzion: g, ¢ ed u sono suflicientemente regolari,

eliminando ¢ ed ¢ dalle (5.1)(5.2) si perviene, per lo spostamento
u(x, 1), alla seguente eguazione:

(54) bigiy — by v + @iputy — vy, = 0

Se assumiamo che gli estremi della sbarra siano i punti di ascissa
G ed ¢ ed indichiamo con x + o (x), i (x), 0, (x) rispettivamente lo
stato X,, I'atto di moto iniziale e la distribuzione di stress su e, il
problema proposto si riduce allo studio dell'equazione (54) con le
condizioni

wix, 0) = u, (x) , i (x,0) = u (x),
{5.5) g O0<x=/¢
e (x,0) = - ;, g, (x)
(5.6) w(0,t) = u(l, 1) = 0 t=0.

Mediante ovvie posizioni, le (5.4)(5.5)(5.6) vengono quindi a
coincidere con il problema (3.1); di conseguenza, tenendo presente
la (5.1), il teorema 4.3 ¢ Ia diseguaglianza (2.4) consentono di affer-
mare subito che

(5.7) m o (x, 1) = lime(x,7) = lim & (x, 1) = 0 .

e >

D’altra parte, ponendo per brevita

Belx, 1) + velx £) = s(x 1),

dalle (5.2)(5.3) si trae

I

{5.8) G(x, 1) = g, (x) e ™ 4 g-ui f e s(x, 1) dt .

Q
Osserviamo ora che, in base alle (5.7), risulta

(5.9) Hm s(x,t) =0
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per cui, posto
!

glx, 1) = [8’”5(2{,’5) dr,

sl

sono possibili 1 seguenti due casi:

a) g(x, 1) & per ogni x, limifata guando -,

b) la funzione e™ s(x, 1) non & sommabile per © € [0, ~[.

Nel caso a) si ha ovviamente

im o(x, 1) =0;

f oy o

im g(x, 1) = 4>, in virtl della (5.9) ed appli-

—

nel caso b), essendo 1
!
cando la regola di 1'Hospital, risulta

Him [o.(x) e + e ¥ g(x, )] = lim s{x, 1) =0.
[

-y o=

Hm o(x, 1) =
R

In conclusione -possiamo quindi- affermare che: . . .

« Se le funzioni w,{x), w (x), 5. (x) verificano le ipotesi (4.9) del
teorema 4.3, la distribuzione dello stress e U'atio di moto sono, al
crescere di t, ovunque infinitesimi in L e la configurazione della sharra

tende a quella relativa allo stato naturale ».

@/

AN

a

1/6: t/a.
Frg, 1



142

[

[z

—

3
[41

[5

—

[4]
7]

[8

—

[

[}

(101

(113

(123

A D'Anna e P. Renno

BIBEIOGRAFIA

MorrisoN T. A, Wave prepagation in rods of Voigt material and viscoelastic ma-
terial with three parameter models. Quarterly of Applied Mathematics, 14, pp.
153169 (1958).

Crupr G., Sulle onde piane magnetoidrodinamiche. Boll. UM.1. (3), 12, ppe. 439-442
{19573,

Brexer E., Gas Dynamics. Academic Press (1968).

Buythe P. A, Non linear for field theories in relaxing gas flows. Corso C.I.M.E,
II, 311 settembre 1969, pp. 2-28,

Matkewsky B. I. - Reiss E. L., On the Asymptotic Theory of Dissipative Wave
Motion. Archive for Rational Mechanics and Analysis, 42, pp. 1974212 (1971).
Erincen A, C., Mechanics of Continug. John Wiley e Sons, INC.

D'ANNA A.-Renno P, Su un'equazione di lipo iperbolico della aerotermochimica
unidimensionale; calcolo e stabilita delie soluzioni nulle agli estremi. Rend. Acc.
Sc. Fis, e Malematiche dela Soc. Naz. di Sc. Lett, cd Arti in Napol, Serie IV,
40 (1973),

Miranna C., Diseguaglianze. Lezioni di Matematiche Superiori tenute nell’anno ac-
cademico 1962-63,

AsMon 8., Lectures on elliptic boundary value problems. Van Nostrand Malhema-
tical Studies, 1964,

Have J. K., Dynamical Systems and Stability, Journal of Mathematical Analysis
and Appiications, 26, pp. 39-59 (1969),

I. L. Lions, Perturbations Singuliéres dans les Problémes aux Limites et en
Contrdie Opiimal, Leciures Notes in Mathematics, n. 323, Springer Verlag (1973).
Renno P, Un problema di perturbazione singolare per una classe di fenomeni on-
dosi dissipativi. Ricerche dj Maiematica, 28 (2) (1974).




Sulle faccetle olomorfe a curvatura massima
dello spazio delle matrici simmelriche

Nota di SAra DRAGOTTI
presentala dal socio corrispondente VrrTorte Daila VOLTA

(Adunanza del)’ 1 gingno 1974)

SOMALARIO. — Si ottengono qui due risultati sulle taccettie piane deilo spazio delie
matrici simmelriche, o spazio di Siegel-Hua. Il primo, di caratiere locale, riguarda
lo studio, in ambiente proiettivo, del luogo delle direzioni, uscenti da un punte del
suddetto spazio, che con una direzione assegnata individuanc una [accelta a curva-
tura —1/p. 11 secondo, di caratiere globale, riguarda lo studio della integrabilita di
cerie distribuzioni di faccette olomorfe a curvalura massima.

SumMarY. — Two results on the planc sections in the so-called Siegel-Hua space
of (rcal) dimension p(p + 1) {p integer = 1) are oblained; the first one is local and
deals with the dircctions at a given point of the space which span with a given
direction a section of curvature —1/p. The second result is global and is concerned
with the integrability of certain distributions of holomorfic sectio of maximum
CUrvalure, ...

INTRODUZIONE.

Lo spunto per questa ricerca nasce da alcuni lavori di V. DALLA
vorta ([2], [3], [4] ! sulla geometria differenziale dello spazio delle
matrici simmetriche. Ad essi si rinvia il lettore sia per le notizie
storiche sull'argomento, sia per le dimostrazioni dei risultati cui si
fa riferimento esplicito nel corso del lavoro.

§0. - Generalita.

Sia Z = (z;) una matrice simmetrica quadrata complessa di or-
dine p. Le z; distinte si possono assumere, secondo un ordine pre-

t Le [] si riferiscono alla biblicgrafia alla line det lavoro.
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fissato, come coordinate di un punto di uno spazio affine &' a
p(p + 1)/2 dimensioni complesse; ovvero si possono assumere, sem-
pre secondo un ordine prefissato, le z; e le 7;? come coordinate di
un punto di uno spazio affine a p(p + 1) dimensioni reali. Indiche-
remo con § lo spazio reale sopra citato e designeremo con una
stessa lettera latina maiuscola sia una matrice del tipo in questione
che il punto di essa rappresentativo in S.

In S rimane individuata la regione R rappresentativa delle ma-
trici simmetriche 7 a parte immaginaria positiva, ciot delle matrici
per cui, posto Z = X + iY, si ha che Y ¢ matrice dei coeflicienti dj
una forma quadratica definita. I.a forma hermitiana:

tr{Y-'dZ Y1 d7)°

risulta allora definila positiva e permette di introdurre in R, quando
si assuma come quadrato dell’elemento lineare d’arco, una metrica
riemanniana, che per p = 1 si riduce alla metrica non euclidea del
plano iperbolico considerata da Poincaré in cui:

+ dz d.Z‘
d.S" o -
32
La metrica:
(1) CISZ = {r (Y_| dZ Y7I dz)

ammette un gruppo T di trasformazioni analitiche a p(2 p + 1) para-
metri reali. Ognuna di tali trastormazioni & del tipo:

Z =(ZC+D)"'"(ZA+ B) *

con A, B, C, D matrici reali determinate a meno di unc scalare non
nullo e soddisfacenti la condizione che la matrice:

* Zi indica, al solito, il complesso coniugalo di Zije
*{r = 1raccia.

* Gli elementi di " perd non e¢sauriscono 1utti i movimenti della varieth R, Vi
sono infatti anche le trasformazioni del tipo:
= _2Z

che perd non sono analitiche.
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sia simplettica; ossia che, posto:

=)

dove I designa la matrice identica, si abbia:
TMT-' =2 M con J scalare reale non nullo.

Tale condizione si traduce nelle condizione per A, B, C, D:

BD., - DB. =0

CA, — AC.. =0

il

'~

A, — BC.,=*+1.

Poiché A, B, C, D sono determinate a meno di uno scalare non nullo,
si pud supporre A = +1,

Il gruppo I & assolutamente {ransitivosu Reper h = 1lei = —1
si ottengono le sue due componenti connesse.

Il gruppo T non & doppiamente transitivo su R, sussiste pero il
seguente

LEMMA: - Asseghato - comungue un punto..Z. di R, esiste sempre una

trasformazione di T' che lasci fisso il punto iI e muti Z in un punto
iA, con A maftrice diagonale veale ([1], cap. 11, nn. 15, 17).

In particolare ci interessa qui riportare alcuni risultati riguar-
danti lo studio della curvatura K delle faccette uscenti da un punto
di R. Poiché tale curvalura & notoriamente invariante per i movi-
menti di T e data la transitivita di T' stesso, si pud ridurre tale studio
a quello delle faccette uscenti da un particolare punto di R. Risulta
conveniente scegliere a tale scopo il punto il In tale punto K ha
I'espressione:

(2) G
dsentd & 558

dove F & la matrice antihermitiana:

F:EIZEZZ#&ZE;Z
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& Z e &Z le direzioni individuanti Ia faccetta, & s e &5 sono gli
elementi d'arco nelle direzioni & e & formanti angolo 0.

I risultati cui accennavo in sintesi sono i seguenti:

a} K risulta non costante non appena sia p > 1.

h) K & sempre non positiva ed ¢ nulla solo in corrispondenza
alle faccette per cui sia F = 0 ([1]1, cap. II).

¢) Le curvature di tutte le [accette uscenti dal punto {1 am-
mettono come minimo assoluto il valore K = —1, che si realizza solo
in corrispondenza alle faccette olomorfe; ossia alle faccette di R
appartenenti ai piani olomorfi di §°,

d) Le curvature di tutte le faccette uscenti da ogni punto di
R ammettono come massimo assoluto il valore K — (), mentre per
le faccette olomorfe tale massimo vale —-1/p

§1. - Un primo problema.

Io mi sono occupata in particolare delle faccette a curvatura
—1/p, valore che si & detto costituire il massimo di K nel caso di
faccette olomorfe.

Seguendo il metodo usato da V. DALLA VoLTa in [27, ho trattato
I'argomento riferendomi allo spazio proiettivo a p(p + 1) — 1 di-
mensioni reali, costituito dalla stella di rette uscenti dal punto il
di R, spazio che sara indicato con S¥,

Siano pertanto Z; e Z due punti di $*. Un primo probicma &
quello di vedere, fissato Z,, come varia Z in modo da individuare
con Z; una faccetta a curvatura —1/p.

A questo punto premettiamo quanto segue.

Se indichiamo con Ty il gruppo di isotropia relativo ad il {ossia
il gruppo dei movimenti di I' che lasciano fisso il punto i), gli
elementi di Iy determinano altrettante omografie di $¥, costituenti
un gruppo Tii". Le trasformazioni di I'v* sono del tipo:

(3) 7' = UZU,
con U matrice unitaria arbitraria® (cfr. [2]).

* 1 piani olomorfi di S, detii anche piani caralteristici, sono i piani di S imma-
gini delle rette complesse di S nella colrispondenza che associa ad un punto di 87
di coordinate (x) (i=1, 2, ..., pip+1}/2) il punio di S di coordinate (xf, ), con
ovvio significato dei simbolj,

¢ Ricordiamo che si chiama « upitaria » una matrice compiessa quadraia U la
cul inversa coincida con la coniugata della trasposta, ossia un elemento del gruppo
unitario.
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In virtt del lemma del §0, si dimostira inoltre che:
« Per ogni matrice quadrata simmetrica complessa Z si pud
determinare una matrice unitaria U, tale che la matrice:

7' = UZU.,

sia diagonale reale » (cfr. [2]).

Quanto sopra ¢i consente di supporre che Z, sia una maltrice
diagonale reale, ossia che appartenza al sottospazio D a p—1 dimen-
sioni di §%, di equazioni:

ziy =0 i
7y = 0 i
7y = Zii

Si possono ancora semplificare i calcoli supponendo che le dire-
zioni individuanti la faccetta siano ortogonali (e cio & notoriamente
lecito in quanto la curvatura di una faccetta non dipende dalle dire-
zioni che la individuano); ossia facendo variare 7Z non in tutto 8%,
bensi nell'iperpiano w di equazione:

r
Yo (zo 4+ Zu) =0
1

dove si @ posto, per comodita:

21 = A oy (5;,- Of.j)

con &; simbolo di Kronecker.
J.a curvatura K ha ora l'espressione:
tr(ZA — AZ)"

K = - V2% g
4 tr (A?) tr (22)

Pertanto le direzioni di R uscenti dal punto ii, che con la dive-
zione Adt individuano una faccetta a curvaiura —1/p si dispongono,
quali punti di S*%, sull'intersezione Q. dell'iperpiano = con la qua-
drica Q di equazione:

tr (ZA — AZY
4 tr{AY) tr (ZZ)

= —1/p.
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Ricordiamo che la matrice F = ZA - AZ o antihermitiana, per

cui, posto F = (f;), si ha: fii = —fi. E dunque:

» » -
r(F) =3 ffi = ‘\—)-‘f filo =

»
= —lsz (o’ + o) 25 2y — o o (27 + 7)1
tr (A?) = ¥, a2
tr(Z7) = '\T":'j Zij Zij

Pertanto l'equazione di Q &, in forma esplicita, la seguente:

4 _ , .
{4) Zi [pgy — 4q) zi; 7y — pai (2t + 2] =0

1

dove si & posto: g = tr (A'); gy = al 4+ a? g = a o; per ogni cop-
pia di indici (7, §).

Per p = 2 si verifica facilmente che Q non & mai riducibile, ma
al piit degenere, nei casi in cui sia o = o, oppure o — — ..

Nel primo caso Q & il 2-cono con vertice nel piano di equazioni:

‘ZII+ZI1:O
2+ 2 = 0
(2234-222:0

t cui punti sono gli unici punti reali del cono.
Nel secondo caso il vertice ¢ il piano di equazioni:

§21}+Z|1:O
22— Znn = 0

(Zza-ﬂ-izz“o

I cul punti sono ancora gli unici punti reali del cono.



Faccette olomorfe a curvatura massima 149

Nel caso generale che p sia qualsiasi, I'esistenza di punti doppi
¢ legata all'esistenza di soluzioni non nulle per almeno uno dei
sistemi:

(5) { —2pgi 25 + (pgi — 4q) 2y = 0

(pgi — 4q) z; — 2pqy’ 7z = 0.

L'annullarsi del determinante di uno dei sistemi (5) comporta
[a relazione:

pai — 4g = £ 2pqif
ossia, esplicitando g, g4 ¢ gy
n
(6) plod + o) =4% 0l L 2paig;
i

che, per p = 2, rida il risultato sopra riportato.

Se allora esistono coppie di indici (i, j) per cui valga la (6}, la
Q degenera. Precisamente, siano (i,,j), 1 =r=p(p+ 1)/2, le cop-
pie per cui vale la (6), Q allora degenera nel cono di vertice il

( 7 =25 =0 N (L )= (i, ji)
zij = Zij,  S€ nella (6) vale il segno +
( zi j = —1z:; se nella (6) vale il segno —

Osserviamo che, se Q & non degenere, anche la quadrica Q.
intersezione di Q con liperpiano =, non ¢ degenere. In tal caso,
infatti, = risulta non tangente a Q, in quanto il suo polo rispetto
a Q ha per coordinate le soluzioni dei sistemi:

'''' Zij — p(Jﬁ' Zij — 5;‘,‘ oy

| opgi — 4a
|

. 00—
— pgi iy + o T 7y = By i
it
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ossia soddisfacenti le relazioni:

{Zf,‘:f’.ifzo Mizig
Zii = Zu

¢ non appartiene a Q, come subito si verifica,

§2. - Un secondo problema.

Si & detto che il valore —1/p costituisce il massimo per la curva-
tura nel caso di faccette olomorfe. Vediamo allora sotto quali condi-
zioni la direzione uscente da il che con la direzione Ad: determina
una faccetta olomorfa sia tale che questultima abbia curvatura
massima,.

Nell'ambito in cui ci siamo posti il problema & semplice; si
tratta di imporre che la quadrica Q contenga il punto iA. Cid com-
porta la relazione:

P
(7} }: ai (pat — q) = 0.

La (7) si pud interpretare come l'equazione di una superficie
del quarto ordine dello spazio D (cfr. §1).

Dimostreremo che tale superficie ha solo un numero finito di
punti reali.

Poniamo per comodita, qualunque sia i: o? = Bi.

La {7) diventa:

”
(8) %i Bilpsi —q)=0

»
dove ora g = I, f.
1

La (8) si pud trasformare al modo seguente:

P P I ?
0 =23 Bi (Pﬁi - q) = -‘1:1‘13:‘ (pﬁi — }f‘f; ijh) = & [(p~1) 1352 - -?:h ;31 ﬁf:] =
i
i

~ [y

¥ I r
(pﬁi) 1’512 -2 ( %fﬁi Jﬁi + (p—l)%:rﬁtz — 22:{;' lgligh-

hsi
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Risolviamo rispetto a @i

, - 2 e -
E-i B ok (\f—-i igi) — (p— 1P LB+ (p—1) Zin B Bn
2 2 2 2

h=i

La guantita A sotto la radice a secondo membre & non positiva,
in guanto:

5 Lo A 2 Lo,
A=284+ T Bibn— (p* — 2p) & PE— N34+ p Za g P —
2 2 2 2 2

h=i =i
I ” 13
— 2w Pifn=—p {(1}—2) Y80 — g pile| =
2 2 2
hoi i
2

= = =L }z:“' (B — g = 0.

=i

Allora, affinché §; sia reale occorre sia A =0, ¢ quindi, per ogni
valore di i ed # distinto da 1, deve risultare: 3 = (. Dopo di che

si ha:

”:£P]f;})§if”' o
p—1

In definitiva dunque il luogo rappresentato dalla (7) & un insieme
finito L. di punti D soddisfacenti le condizioni:

ol = od = .= oy
ossia;
&1:;iaz:...:;taw

Per ricapitolare, diciamo che ogni punto di L corrisponde ad
un vettore dello spazio tangente ad R nel punto il tale che la faccetta
olomorfa da esso determinata abbia curvatura massima.

Se ora ripetiamo lo stesso discorso a partire da un qualungque
punto Z di R, otteniamo, al variare di Z, per ognuna delle direzioni
uscenti da Z del tipo suddetto una distribuzione di faccette olomorfe.
Ciascuna di tali distribuzioni risulta integrabile. Consideriamo infatti
una di tali distribuzioni, precisamente quella il cui valore in I sia

&m: - M'””._”.m”“m__._.”_”.”
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la faccetta olomorfa individuata dal punto di L per cui tulte le w;

sono uguali tra loro (ad esempio uguali ad 1, oppure, normalizzando,
uguali ad 1/V p). In base ad un risultato di [4] (p. I, n. 10, pag. 306),

possiame dire che la condizione o = a; = ... = @, per gli invarianti
di una direzione & uscente da il & condizione sufficiente affinché la
superficie & luogo delle geodetiche uscentj da i1 e tangenti all'unica
faccetta olomorfa passante per 8, sia olomorfa e totalmente geode-
tica. & ha curvatura costante —t/p.

Questo risultato ci permette di affermare che:

«La distribuzione di faccette olomorfeil cui valore in il & la
faccetta olomorfa individuata dal punto di L per cul tutte le a; sono
uguali, risulta integrabile ».

Osserviamo infine che urna qualunque altra delle distribuzioni
in questione si pud ottenere da quella su considerata mediante un
movimento simplettico (dati due punti di L, esiste una trasforma-
zione di Ta* che porta il primo nel secondo; basta prendere come
matrice unitaria della trasformazione una matrice diagonale i cui
elementi non nulli valgano 1 oppure i a seconda dei casi), si giunge
al risultato preannunciato che tutte le distribuzioni in questione sono
integrabili.
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Studio cromatografico della composizione
della frazione insaponificabile dell’olio del sen
di « Cardiospermum Halicacabum »
Identificazione e dosaggio del tocoferoli

Nota del socio ordinario Mario COVELLO (*)
¢ di OresTE ScuETTINO (*) e LyDia FERRARA "

(Adunanza del’l giugno 1974y

RIASSUNTO, — Proseguendo gli studi intrapresi al fine di caratterizzarve i costituend
dell’slio di semi di « Cardiospermun Halicacabum », gli Autori ne hanno preso in
esame la frazione tocoferofica.

Vengono esposti i risultati ottenuti in quesla analisi, condotta mediantc accop-
piamento delle tecniche cromatograliche su strafo soltile ¢ in lase pgassosa.

SumMMary. — Following the rescarches underiaken with the purpose to characte-
rize the unsaponifiable components of « Cardiospermum Halicacabum » seecds oil, lhe
Authors have considered, in the present note, the composition of the tocopherolic
fraction of 1his unsaponifiable. THe resuits of “the study, avhich- has--been. performed .
by coupling both TLC and GLC techniques, arce referred.

In una precedente nota [1] abbiamo esposto i risultati oftenuti
nel corso dello studio da noi intrapreso della composizione dell'insa-
ponificabile dell’olio di « Cardiospermum Halicacabum », gia oggetlo
di precedenti indagini da parte di uno di noi [2].

Nel corso delle ricerche sulla frazione insaponificabile, di cux
sopra ¢ fatto cenno, Iindagine fu rivolta, mediante 1'abbinamento
delle tecniche cromatografiche su strato sottife e in fase gassosa, allo
studio della costituzione delle frazioni idrocarburiche, steroliche ed
alcoliche dell’insaponificabile stesso. Si riferisce, ora, sulla fase suc-
cessiva del nostro studio, nel quale & stata presa in esame la frazione
tocoferolica. Questa, per l'esiguita della frazione stessa in seno all'in-
soponificabile e per la ben nota reattivita dei suoi coslituenti, specie

* Napoli, Cattedra di Chimica Bromatologica delia Facolia di Farmacia.
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per quanto riguarda ['ossidabilita, richiede un trattamento particolar-
mente cauto onde garantirne l'isolamento ed il frazionamento evi-
tando, nel corso delle manipolazioni, 'alterazione di alcuni o di tutti
I componenti. E noto, infatti, come I'alterabilita delle varie sostanze
di questo gruppo presenti livelli alquanto diversi, decrescendo la loro
ossidabilita col diminuire del numero di metili presenti nella mole-
cola. E inoltre necessario tener presente, tra le cause di perdita dei
tocoferoli, la relativa facilita con cui questi tendono a polimerizzare,
sia in seguito all’azione dei trattamenti chimici e fisici di vario genere
(determinante pare sia I'ossidazione all’aria ed alla luce) sia attra-
verso meccanismi biologici. Cio pué dar luogo, in sede di determina.
zione analitica, ad erronee valutazioni dei rapporti reciproci tra i
diversi composti presenti, rapporti che, come & noto, sono determi-
nanti ai fini della stabilita all’'ossidazione degli oli proprio in dipen-
denza della diversa attivita antiossidante esplicata dai vari tocoferoli.
Tali rapporti sono, inoltre, indicativi circa I'attivita vitaminica E che
decresce al crescere dell’ossidabilita dei vari costituenti del gruppo.

Per quanto riguarda la scelta del metodo analitico, ci siamo orien-
tati ancora verso le tecniche cromatografiche, stante la difficolta di
otienere risultati probanti con le procedure spettrofotometriche, Que-
ste ultime si basano, in genere, sulla valutazione nel visibile del com-
plesso Fe (I1)- a, a’-dipiridile, secondo il classico metodo di Emmerie-
Engel [3] o del prodotto di reazione con gfenantrolina del ferro
bivalente formatosi per riduzione di ione ferrico ad opera dei toco-
feroli [4]. Tali metodi olire g prestare il fianco a fondate critiche a
causa dell'errore sistematico cui sono soggetti, per le interferenze
che possono verificarsi in presenza di sostanze ossido-riducenti di
natura diversa [5, 6], mancano totalmente di specificita nei riguardi
dei singoli tocoferoli. Essi sono tuttavia validi qualora si richieda
solo una valutazione complessiva dei tocoferoli presenti.

Le tecniche cromatografiche, invece, accoppiate spesso a quelle
spettrofotometriche, consentono di pervenire alla determinazione fra-
zionata dei singoli tocoferoli [7] raggiungendo elevati livelli di pre-
cisione.

Tra i vari procedimenti riferibili a questo gruppo [8] (spettro-
fotometria dopo frazionamento per cromatografia su carta o su strato
sottile, gascromatografia preceduta da frazionamento mediante cro-
matografia su colonna o su strato sottile) abbiamo data la preferenza,
come accennato pitt sopra, a quest'ultima metodica atta a ottenere
una determinazione quantitativa dei singoli tocoferoli lavorando in
condizioni tali da protegeerli validamente dalle alterazioni.
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PARTE SPERIMENTALE

Per quanto riguarda le caralteristiche generali del campione di
olio di Cardiospermum Halicacabum adoperato, si rimanda alle prece-
denti note sull’argomento {1, 2]. La saponificazione del campione de-
stinato alla ricerca dei tocoferoli & stata condotta con tutte le cautele
atte ad evitare sia I'azione ossidante dell’aria (operando in corrente
d’azoto) che 'azione catalitica della luce (eseguendo le operazioni in
luce notevolmente attenuata).

Per il frazionamento cromatogralico su strato sottile st sono ado-
perate lastre preparative di gel di silice G pronte all'uso (Merck) che,
prima dell'impiego sono state lavate con cloroformio, indi asciugate
od attivate tenendole in stufa ad aria per 60" a 110° C. Ciascuna lastra
veniva incisa con un tagliavetro, in modo da poterne staccare, dopo
lo sviluppo cromatografico, una striscia da adoperare come teslimone
spruzzandola con realtivo cromogeno di Emmerie-Engel (soluzione
cloroformica al 2 % di o, «-dipiridile ¢ soluzione acquosa allo 0,5 %
di cloruro ferrico. Lo sviluppo dei cromatogrammi & stato eseguito
impiegando come eluente la miscela: Esano-etere etilico (6:4 v/v)
operando al riparo dalla luce ed in corrente di azoto, adoperando
vasche da noi allestite per il lavoro in atmosfera diversa dall’aria [91.

Per il frazionamento gas-cromatografico si & fatto uso di un gas-
cromatografo Perkin-Elmer F 11 con rivelatore a ionizzazione di
fiamma, corredato di colonna di acciaio inossidabile del diametro di
1/8.in. ¢ della lunghezza di due metri. T1 riempimento della colonna
& stato realizzato con SE 30 ail'l % su Gas-Chrom P 100-120 mesh.”
Gli altri dati operativi sono i seguenti:

Temperatura dell'evaporatore: 200°C.

Temperatura colonna: programimata da 180° a 240°C (incr. 5°/min).

Gas di trasporto: Azoto ad un flusso di 50 ml/min.

I tocoferoli sono stati frazionati previa trasformazione in tri-
metilsilileteri (TMS) dopo averli asportati dall’adsorbente cromato-
grafico mediante eluizione con etere etilico. La preparazione dei TMS
& stata eseguita per frattamento dell’eluato con miscela: esametildi-
silazano-trimetilclorosilano (9:3) in presenza di piridina che si ¢ poi
allontanata per evaporazione in presenza di azoto.

Si & eseguita, inoltre, la determinazione spettrofotometrica dei
tocoferoli totali seguendo il metodo Fmmerie-Bngel. A tale scopo
un’'aliquota della soluzione alcoolica dell'insaponificabile (1o 1,5 mi)
¢ stata posta a reagirve, dircttamente nella cuvetta dello spettrofoto-
metro (apparecchio Beckman mod. DU) con ugual volume di solu-
zione etanolica allo 0,5 % di «, o’-dipiridile. Alla miscela si & aggiunto,
poi, 0,1 ml di soluzione etanolica allo 0,2 % di cloruro ferrico e, dopo
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due minuti, si & cseguita la lettura a 520 nm, Operando in questo
modo si ¢ ridotta al minimo I'esposizione del campione alla luce.

Si e quindi calcolata la concentrazione dei tocoferoli (espressa
come x-tocolerolo) mediante Ia relazione [10]:

o . £
,,,U"L_’_. d171(_)co}el__()10 == (E5 — EB} DW. - ‘_1' o
g di olio 0,041

in cui Es ed Ep sono rispettivamente e estinzioni del campione e del
bianco; 0,041 = estinzione di I pm di a-tocoferolo in un ml dj solu-
zione, D = fattore di diluizione, W — peso dell'olio in g.

Risvurrtaty

Il contenuto totale dj tocoteroli, determinato come sj & detto
per via spettrofotometrica, & risultato di tg 175 per g di olio. Questo
dato appare in buon accordo con quello ottenibile dalla sommatoria

TaseLLa [

Composizione percentuale della frazione tocoferolica dell'insaponificabile deil’'olio di
semi di Cardiosperpuim Halicacabum, valutata mediante TLC ¢ GLC,

Determinazione
Tocoleroli

TLC GLC
o 7.5 % 6,2 %
e 70,7 % 71,4 %
5 21,8 % 22,4 %

dei valori relativi agli eluati delle varic frazioni isolate su strato sot-
tile mediante la tecnica dj Gutlinger e Letan [10], che noi abbiamo
voluto sperimentare onde avere un dato alternativo di verifica.

Tale tecnica prevede la cromatografia su strato sottile dj gel di
silice della frazione tocoferolica, usando come eluente cloroformio
contenente lo 0,7 % di etanolo ¢, come rivelatore della striscia cam-
pione ¢ reattivo degli eluati delle singole macchie evidenziate, il reat-
tivo di Emmerie-Engel.

Si ¢ anche sperimentata Ia rivelazione dej cromatogrammi me-
diante soluzione di solfato cerico (sospensione al 3 % di solfato cerico
in acido tricloroacetico al 25 %, addizionata di acido solforico con-
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centrato fino a completa dissoluzione del precipitato). Questo reattivo,
peré, si ¢ rivelato scarsamente utile a causa dei risultati incostanti
da esso forniti.

Seguendo le modalita cromatografiche pit sopra descriite, sl &
ottenuto il cromatogramma riprodotto in fig. 1, nel quale si osser-
vano, oltre alle macchie dei tocoferoli @, v e 8, i cui Rf corrispondono

F.S.

Dim

<gm O
05- al»
- 0

Fic, 1

bene a quelli riportati dai citati AA., anche una macchia con Rt pit
elevato, che, sempre con riferimento ai dati di Gutfinger e Letan,
corrisponde a quello di un dimero. Tale macchia, comungue, deve
essere esclusa dalla sommatoria perché il valore analitico complessivo
risulti equivalente a quello totale sopra riportato, (vedi Tabella I).

11 risultato dell’analisi gascromatografica & riportato nel grafico
di fig. 2. Dal gascromatogramma ivi riprodotto sono state calcolate
le percentuali relative dei tocoferoli mediante planimetria delle aree
dei picchi. E opportuno precisare che il picco attribuito al y-tocofe-
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rolo ingloba anche Peventuale f-tocoferolo presente nell'insaponifica-
bile che, con la tecuica usata, non puo essere distinto dal precedente.

Come si pud rilevare dai valori delle percentuali calcolate per via
gascromatografica, riportali in Tab, I, questi presentano una sensi-
bile discordanza rispetto ai corrispondenti valori calcolati dalla cro-
matografia su strato sottile, Tale discordanza, gia chiaramente evi-
denziata da Fedeli, Camurati e Jacini [6] nel caso di alcuni oli vegetali

¢ t{min.) 20 10 1

F1a. 2

.

di impiego alimentare, & senz'altro da attribuirsi alla scarsa specifi-
cita del metodo spettrofotometrico di Emmerie-Engel applicato alla
valutazione degli eluati ottenuti dal cromatogramma su strato soltile.
Questa osservazione, che conferma le considerazioni da noi esposte
nella premessa circa la maggiore attendibilita della tecnica gascro-
matografica ai fini della valutazione quantitativa dei rapporti tra i
costituenti tocoferolici dell'insaponificabile, ci & stata convalidata an-
che da prove condotte frazionando gascromatograficamente miscele
campione di tocoferoli preparate in laboratorio, i cui risultati sono
stati sempre in buon accordo col valore teorico calcolalo,
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Regolarizzazione delle soluzioni
di una classe di equazioni ipoellittiche *

Nota di STILvANO MATARASSD
presentata dal socio ordinario CarLo MIRANDA

(Adunanza dell' | giugno 1974)

RIASSUNTO., — In questo lavoro vengeno stabiliti dei teoremi di regolarizzazione
per soluzioni di una classe di problemi al contorne relativi ad equazioni ipoeilittiche
a coellicienti varjabili; esso fa seguile ad un altro lavoro pubblicato su questo
Rendiconto e relative a maggiorazioni a priovi per il caso a coeeflicienti costanii.

SUMMARY, — In this paper are given regularity theorems for soluticns of a class
of boundary problems relative to hypoelliptic egquations; in the present paper we
continue ancther one published on this Rendiconto and rclative to a priori bounds
for constant cocllicient casc.

In un precedente lavoro ho stabilito delle formule di maggio-
razione nel semispazio ¢ > 0, per le soluzioni di un problema del
tipo:

§ P(D)u =t 1> 0
e QD) u = g 1 =0, l=j=vr,

ove gli operatori considerati soddisfano da un lato a certe ipotesi
simili, per molti aspeiti, a quelle considerate da M, Schechter in una
memoria di qualche anno fa [6], e dall’altra a un secondo gruppo
di ipotesi che consentono di stabilirc anche dei teoremi di regola-
rizzazione tangenziale per le soluzioni del problema.

Nel presente favoro passo a considerare il caso di operatori P
¢ Q; a coeflicienti variabili ¢, facendo delle ipotesi piit restrittive di
quelle considerate in [4] che implicano fra I'altro che P sia ipoellit-

* Lavore eseguito nell'ambito del Gruppo Nazionale per IAnalisi Funzionale ¢ le
sue Applicaziond del C.N.R.
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tico, stabilisco dei teoremi di regolarizzazione anche non tangenziale
per le soluzioni del problema.

1l punto di partenza & costituito dalle maggiorazioni stabilite in
14] per il caso delle equazioni a coefficienti costanti, mentre per
passare dal caso dei coeflicienti costanti a quello dei coefficienti
variabili, mi servo di procedimenti del tipo di quelli seguiti da C.
Parenti in [5] per stabilire un risultalo dello stesso tipo per solu-
zioni di problemi quasi ellittici.

Ho dovuto perd premettere alcuni lemmi, relativi all'equivalenza
di certe norme integrali, che estendono risultati analoghi stabiliti da
L. N. Slobodeckii [7] in un caso pii semplice.

Ii . 1 contiene le notazioni ¢ le ipotesi relative all’operatore P,
1 . 2 le notazioni e le ipotesi relative agli operatori Q;, nel n. 3
sono studiati gli spazi funzionali adoperati, nel n. 4 sono dimostrati
alcuni lemmi preliminari e infine nel n. 5 ¢ dimostrato il teorema
di regolarizzazione.

1. - NOTAZIONL E IPOTESI RELATIVE ALL'OPERATORE P.

Detto R* lo spazio euclideo ad n dimensioni, indichiamo il suo

generico elemento con y = (x, 1) = (%0, ..., Xn1, t); con R", e R,
indicheremo, rispettivamente, i semispazi (>0 ¢ { = 0.
Sia A un insieme finito di punti di R" con coordinate intere

non negative, contenente l'origine e soddisfacente alla proprieta che

se 6 C A€ 0=y S sene deduce y €-A-ove A Jndica la chiusura ... ..

convessa di A in R": detto A* l'insieme dei punti di A con coordinate
intere non negative, porTeIno

7

Py, D) = L P (y) D",
€nr

ove D = (Dy, D) = (Ds, ..., Doy, D)con Dj= - == e Dy= -
PR

3

f

<

Supporremo i p. (¥) di classe C™ (R".} e, posto con § = {&, .-,

&n——l 2 Tj),

P(rng) = ¥ pO = S ancn O,

nEA

supporremo d. (v, £) = 1.

H
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Posto ancora

ptw (y! &» nq) = ]

supporremo che, per ogni fissato y € R". siano verificate le ipotesi
1), 2), 3), 4), di [4] e cioe:

1) Vy € R, csistono due costanti N ed M tali che, per
(&, 1) ER" e |E! =N, si ha

EJP“”(J% E) =M|P(Em].

Indicato con 1 (y, £} le radici di P (v, & 1) = 0 discende da tale
ipotesi (cfr. {6]) che esiste una costante H,,, per la guale si ha:

{Im w(y, &) =H, M, [E|=N.

Di conseguenza se n>2, P(y, £ %) &, per ogni fissato vy, di « tipo
determinato » cio¢ il numero » delle radici con parte immaginaria
positiva di P (y, £, v) = 0, considerata come equazione in 7, non di-
pende da &, per [£] = N; noi supporremo in piit che r non dipenda
da y; indicheremo con ©* (y, £, ., WEL uw (vE), ..., (y, E),
r+s=m, |E| = N, rispettivamente le radici con parte immaginaria
positiva e con parte immaginaria negativa.

Per 1 = 2 faremo l'ipotesi che, per ogni v, P (v, & ) sia di « tipo
determinato » e che, detto r il numero delle radici con parte Imana-
ginaria positiva di P(y, £ v) = 0, come equazione in 7, esso non di-

penda da .
2) Posto
V(E )= T g™ Wy e,
(E: ﬁ') .g;EA gl v E’n—l i
2e;, et
d2 (E) - OgA’EI R Enj;!
ove

A={a€A|u =0},

supporremo che, per ogni fissato y € R",, esistano delle costanti
positive K;, tali che per |£| = N, si abbia

(1.1) Ki VE ) < |P(y,E )P
(12) Ko (d2(0) + ) = V(&) = Ka(d*(B) + ) ;
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i osservi che, assieme alla (1.1), sussiste, per ogni fissato y € R"4,
fa diseguaglianza

(L.1Y P E =K VED,
che discende dal fatto che se o € A, di conseguenza si ha ¢ = V().
3) Posto poi ¢ = c(B) = [d(E)]™ e

];)(y, g, TI) = 7"+ ,al.._(.y’,,g) - -f‘"!—l 4oL+ _ Gl (yLE)_ 7+ _C_If.’",{y’ E)_
c (&) o' (E) " (£)
& facile vedere (cfr. [4]1) che, per ogni fissato vy, le radici di
P (v, £ ) = 0, come equazione in 7, sono contenute in un compatto
indipendente da £; dungue le radici di P(y, £ v) =0, per ogni fis-
sato v, sono del tipo t(y, By =V (yE) - c(f) con ¥ (y, £) limitato in &.

H

Osserviamo ora che, [cfr. 1)], dette ¥v*", ..., W7, v, o, T
fe radici di P(y, & %) =0, come equazione in %, si ha
B N H
e Oy, > — = N
© ¢ (8) :

Faremo allora la seguente ipotesi:
Per ogni fissato v, esistono due costanti positive tali che, per {E! = N,

Bt (B) < | Im Wt (5,E)| = hae (D), 0=yt =Bt =1;

indicheremo con 3 il pitt grande ira 2° ¢ 5-.

“4) Nel caso 0 << 5 =-1; supporremo che .siano. . (risp.. s le

radici con parte immaginaria positiva (risp. con parte immaginaria
negativa) di P(y, £ %) = 0, che hanno parti reali distinte tra loro,
essendo # (risp. s) indipendente da §, per |El = N, e da y; indi-
cheremo con ¥,*, ..., ¥, 7, ¢ radici con parte immaginaria positiva
che, per ogni v e per |£| = N, hanno parti reali distinte; inoltre sia
y*, indipendente da y ¢ da £ per |E| = N, il numero di volte che
ogni ReW¥;*, 1 <i =7, compare (ra le parti reali delle radici con
parte immaginaria positiva; per semplicita supponiamo ¥ indipen-
dente dallindice i. Analogamente definiremo x~ ¢ indicheremo con
¥, ..., %o, s radici che per ogni y e per |E| = N hanno parte
immaginaria negativa e parti reali distinte tra di loro.
Supporremo ancora che le parti reali distinte tra di loro riman-
gano tali anche «all'infinito » ¢ cioe che per ogni y esistano delle
costanti positive K’ e K” tali che, per ogni £ con |E] = N, si abbia:

I3

7

TA

“ 1 Re \Pf+ (:))! E) — Re q’i+ (y; &) l = K, 3 i”?‘i j] i:j
| [Re W (38) —Re ¥ (5D =K", ieg, i

I'4

S .

A
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Oltre alle precedenti ipotesi supporremo anche che:
5) V(& v) ¢& ipoellittico.

Si osservi che, in virtii dei teoremi 332 e 4.1.6 di [3], dalla (1.1)
supposta verificata per ogni £, dalla (L1Y e dalla 5), discende che,
per ogni fissato y, P(y, £, %) & ipoellittico.

Vogliamo ora porre in evidenza alcune conseguenze della 5).

Incominciamo con osservare che, in virtu della 5), (ctr. [2]),
esistono K e b >0 tali che, per ogni derivata V'™ si ha:

(1.3) VO (E, ) = K VIIR(E, 1), (£, %) ER".

Sussistc ora il seguente lemma:
Lemma 1.1, Supposta verificata la 5) e quindi la (1.3), esiste un v,
0 =v<m, tale che se o C A* ¢ Vo= a, poessendo un multiindice
a componenti non tuite nulle, si ha:

(1.4) GeW < KV (©), <= (B e, Bl n).

E infatti, poiché « € A*, esistono dei punti (i, ..., v.) € A,

Fel
I <i = pe dei numeri reali 7, con I ly=1e0 =<1, =1, tali che:

g=1

iq sq » 1 =5=<n.
1

ULy =

[ e

g

Di conseguenza, (nelle osservazioni che SEEUONO POIremo per co-
modita v = £,)

EIZ(mL—LL]) L Enz(a"—u"} — EIZU’Y”J'-'”JA‘*Y”’) L &HZUQ‘”,Jr-‘-'I ’pY,,,,) E}—Q;x. L gn—Zun —
= (B B e BB B,

supponiamo, per fissare le idee, W >0 e osserviamo che, per un
certo iy, Y, = @ et >0; si ha allora
I

512('11_”!) . EH?,Z(Q,;*“.:) e

= (&IHI"] —']t‘) e EHYH"'] )21’-1 PR ('EIY“,; L _MY'".,:)Z{'IP &12“'“‘} -b Ezkz“l EREI 5”72;1’,

ove i ... i, ¢ una permutazione degli indici 1 ... .
Nel caso [&| =1, 1 <i=<n si deduce
MV

8 E}2ul

I. 1, i
E]Z(ai-—u[) L E”2(mu—uu) < ( J (PR VAU RS i <

f. [ £
< K (VEmn il o goytoag o
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Nel caso che

1A
i
A

[El=1, g

it che significa che vi & un i, >0 e quindi un o, >0 con 1<s=<g—1,
si ha: ‘ '

EZ(aifuj)‘ ) EZ(uH—u”)< Elaj‘] o E.ai" -

1 S S S

- 32("(.‘11“F-'-+'ﬁ ;“!_‘1) \V N 92(“(1";)"'---‘{‘"1',‘[' tn} vV L
[ VR (N N — [ =
< - 5 . i =
35{”11 f\Eh[l,ltii Oic:fl[‘p OE Vi
1 4 H gL

E=2b(n; Featey )
q- .

A
s
<

E dunque dimostrato 'asserto.

OsSERVAZIONE: - Posto I_—J” — (Ial ey '...;..,...i'j”.;r..' O)J 131 Jintere non .ne.ga.{.i\lo, e
osservato che

[VEI(E, )]0 = DY V(E,0) = DY d*(E),
dalla (1.3), per » = 0, si otliene

(1.5) D¥F d(E) = K[d* ()] 2i¥i, £ reale;

porremo 1 —bh=—"—
2m

2. - NOTAZIONI ED IPOTEST RELATIVE AGLI OPERATORI Q.

Assegnamo » operatori

Pi
Q;(y,D) = éA G (¥)D* = ¥ Qu(y»,DOD/, py<m—~ 1,

5 =0
% 1
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nell'ipotesi che, per ogni j, sia verificata la condizione, con q; op-
portuno,

[ -

(2.1) oA —> —a €A, p<g =m-—1:

i

supporremo inoltre 1 ¢, (y) di classe C™ .
Porremo

Q; (x, 0, D)=0; (x, D)

Qu {x, 0, D) = Qp (x, D).

Discende dalla {2.1) che, fissato x € R*',
(2.2) Qe (x, 8) = Q%" (5) ).

Si osservi che in [4], al posto della (2.1), si & direttamente sup-
posto verificata la (2.2).
Sussiste il seguente lemma:

LevMma 2.1, Supposto verificata la (2.1) e la (1.3), esiste v; con
0 < v;<Cg; tale che, se o € A; ¢ p & un multiindice a componenti

non tutte nulle e v < o, s{ ha:

(2.3) Qe < K Vi (1),

. , - . , . m
E infatti, poiché « € A;, si deduce, nelle nostre ipotesi, che - g —a
i
& A e dunque esistono dei {vi, ..., iy EA, 1=i<p e

B
0=z2,=1 con X =1, ftali che
q=1
m r
s = E,rqysq, Il <s=<n;
7 =

allora (posto v = E,)

e - _
R
i = L —
aq. q, 5
i s . .
- 2, U7, ""Hp’]p) ,;i— (r17r41+"'+rprup’ m “a
= C_l . En ! g” oo
q. q,
2t Ly
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Procedendo come si & fatio mel caso del lemma 1.1, si giunge
all’asserto.
Porremo
(2.4) g = min (g —v).
l=j=<r
Posto poi
P+ (J’; E; ‘q) = k]:II ( ‘q — ”"k+ (y: g) )
Po(y &= 1 (q— = (5,8)),
st ottiene

& O (&) + O (&)
P(x,0,E %) P {x,0,E %) P_{x,0,E7)
con Q; (x,E %) e Q7 (x,& %) polinomi in 7,
mente, inferiore ad ¢

v, di grado,
- e ad s.

rispettiva-
Consideriamo poi le matrici

ove

A=llall e

B = {841,
Tt (x Eo) O (x, B )
iy (%, E) = i ..... . G0 Y -dr
Qi~ £y O (x E f“)
; ds .
B8 = f ;P (%, 0.5, ) I |
Posto

r—1
(8 0) = 2, Ou' (0",

osserviamo che (cfr. [4])
Qfl‘zrk (J\:, ?é) — C:._h+qj7m(1—ﬁ) (E) QH:+ (_x’ E) ,

ove Qu* (x, £) & una funzione limitata di E
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Poste pot
Q' (x,8) = det || Qy* (x, &)
si ottiene (cfr. [4])
Vi, o)
der ... de,

ove V(g ... g) ¢ il determinante di Vandermonde delle quantita
indicate in parentesi e

@ =27 g+ r — 2rm {1 — 3).
je=1

Faremo ora la segucnte ipotesi di ricoprimento: per ogni x & R! !
ef|=zN,

A non & singolare

e cioe, per ogni x & R ¢ | = N,

(2.5) Q (5,6 =0.

Tale condizione non & perd da sola sufliciente aj nostri scopi,
essendo necessario che, per ogni x € R*' la (2.5) sia verificata uni-
formemente rispetto a E, per [E] = N.

Supporremo allora che, per ogni x € R, esista un numero
H > 0 indipendente da &, per [£]| = N, tale che

(2.6) |O* (x,5)] = 1.

3. - SPAZI TUNZIONALLT.

Indicato ora con L’ lo spazio delle funzioni di potenza p™
sommabile, porremo per u € Li (R¥)

ag) = (2 ‘aT)”"zj e uy)dy.

3

R
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Considerato ora ¢ = 0, definiamo lo spazio Hy-- (R*) = H, (R")

delle distribuzioni temperate u, per le quali & ¢ una funzione soddi-
e . ,

sfacente la condizione V= (£, ¢ | a(E » [ €L (R"); esso sara dotato

della norma

(3.1) alle = fV"':(E, i) | a (g ) P dgd .

N

In virti delle ipotesi fatte su V, conscgue (cfr. [1]) che tali
spazi rientrano in calegorie di spazi gia studiate (cfr. [8]).

Definiarmo poi H; (R",) come lo spazio delle distribuzioni su R",
che sono restrizione a R, di elementi di H, (R"), munito della norma

(3.2) Mol = inf livll, v=uake , vEHRY,

Vogliamo ora caratterizzare delle norme equivalenti a quelle
introdotte. Sta B l'insieme dei multiindici 3 (a componenti intere
non negative) per i quali esiste * & A tale che:

o= e G — e
m
si ha
0=<2=<<l.
Porremo poi
Ay =u(x + héa, ..., 4+ heay —ulx, ..., Xa)

e, nel caso iy =k, 1 =k =n, piu semplicemente,
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Porremo ancora, fissato € B, e « & A,

dh, [ dh, I |2

2 (Pfu) = J dy | ———nr A h (D*u) | ;

T N e, Ty
A A T (e |

R

ove i ... % sono gli indici dei 8 per i quali 0 <), < 1.
Definiremo poi:

(3.3) [Hu”[z = Z (ff])“u[%iy-y b L2Q(Dﬂu)>.
* 3€B “a wC Ay

.

Sussiste il seguente lemma (cfr. il lemma 3,82 parte 11 di [7]):

Lemwma 3.1, Su H, (R") sono equivalenti la {(3.1) e la (3.3).

Nella dimostrazione porremo % = £, e ci riferiremo a funzioni
di classe C,* (R").

Si osservi che, per fE B e o € A, (per semplicita porremo V k,
ix = k, ove per il significato di i ... i, si confronti la definizione di
L% (DPa) )

A, (DPu) = (2 ﬁ)"’zfe“" I (eir% — 1YEM L. BB (Q) dg
sy i

i

R

ove { = (&, ..., E,).
Allora;

dhy d hy

| I E1+z}u!7 T J ‘ IT%VIIIH)"“

LD ) = (2q)-—»»]-

R

f&lml e En.zﬁ“ ﬁ Je”{j.g‘i - 1 |2 : Iﬁ' (g) lzdg '
i=1
o

Poiché

ettt 12 = 4 sen? —E’Zh’

posto

) . oo e
®; (&) = f Ah_ sen? Gl _ ( E’J fsent dr,

| 1y 152, 2 )

T8




Regolarizzazione delle soluzioni di una clusse di equazioni ipoellittiche 171
si ha

12, (D% u) = cost j’éﬁ“l B2 O (R L O (B A g =

R~

= cost f&mﬁ"‘l’ S EXRARY D (g) [Pd.

n
R

Utilizzando questa eguaglianza e il feorema di Parseval, con facili
considerazioni, st perviene all’asserto.
Sia ora u € C,° (R".), 8 € B e a € Ag; nel caso che n non figuri

tra i ... ir, ove i ... i, sono gl indici dei 3 per cui 0 << 1,
porremo
dh, dh, L
12, (D% u) = f dx di f— S R — N O N R
L ) . ihi iuzy.,‘ HI,- ll+2?~ ; LIS
R“+ R 1 R ¥

mentre se n figura tra i ... i, (ad esempio i = n)
porremo

oo
Um(Wu):‘fdxdfjléjﬁ%i“‘RTE[Vm:Tilﬁjﬁ%

n L8
R+

(AN (D)

L

consideriamo la seguente norma in C,™ (R";)

(34) lul

I“ = T f.iD6 uP dedt + & L% (DPu)
vt seB Y «Chy
R+

Sussiste 1l seguente lemma:

Lemma 3.2, Su H, (R")) sono equivalenti la (3.2) e la (3.4).
Poiché C,* (R%,) & denso su H,(R") (cfr. [8]) se ne deduce che
basta dimostrare il lemma in C,™ (R".).
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Se v € C”(R"), con p sufficientemente grande, ¢ un prolunga-
mento di # a tutio R*, tenendo conto del lemma 3.1, si ha che

e e, = v i, = Kv L,
¢ quindj

e I, = KOl u gl

Per dimostrare il lemma basta percid far vedere che esiste un
prolungamento v € C,/(R") con p sufficientemente grande, di # a
tutto R" tale che

(35) v o= K Qa1
perché, ancora per il lemma citato, si avra |lj v [|l, = K’ ||l u e
e quindi e

o U= K I

Dimostriamo dunque la (3.5).
Definiamo con p sufficientemente grande,

g tlx, t) t =0
(3.6) Eu(xt) = vixt) = r t
( X *(,,u[x, - ] t <0,
g=0 q+l
con
v 1 d
‘\— [ Gl J llq e 1 il j = 0’ 1’ ! p
g =t q+1

Ci limiteremo a far vedere che, sc 3E B e a € A, (suppurremo
per semplicita V k i, = k, ove per il significato di i, ... i, si confronti
la definizione di L, , (D*u)),

(3.7) 12, (DPv) = KL%, , (D*u),

Si ha ora

4
L% (Dfv) = L%, (Dfu) + X 1,
j=2
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ove
—1
I = f dede [~ f dhr f L —
- ! !1’11 ‘H 2 . | hnAl 1!—;‘-2)-.“ r, | h” ‘I-}—;‘.«”
RY i R — oo
8, D) F,
I, = f dx dit _dh _ dhy f dh, L
) ) E h qu?., . [ hn_l |1+2>\’PI l h, ‘1+2)\”
1 R R o
i A}ll‘uh” (DB v) E21
—1
d hl d ;’1,1,1 J 1
I, = dx dr | ——" ... BELLECOL NN Y o
4 f Ll e N | h 142
R’;_ R’ R —
; Ah ok (DFv) E2~
Facciamo ora vedere che
L < HLL (D), oo 2’ 3’ 4 e,

Consideriamo per esempio Ii; poiché in questo caso

[k

A, L, (DY) =

H

g:

8,
~fq[ _ 1] A, (DR (ms e e, R
0 q..l_l P

—.A"? h (Dﬁu)[x|) Ty xlrl;'"__f"]
gl q+1

si giunge all’asserto utilizzando il cambiamento di variabili
t=—(g+ D¢ , h=rg+2)+h.

E analogamente per I, e L.
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Sussiste infine il seguente lemma:

LEMMA 33. Assegnata u € H,(R*)), esiste un prolungamento
v & (R, di u, tale che

il = Kl u

+
M

Per la dimostrazione si confronti la dimostrazione del lemma 3.2
e il lemma 7, § 6, parte I, di [8].

Supposto ora u € C,* (R”,), poniamo

veu(x) =Dy ulx 0)
voru = (Yol ..., i),
. 1 . . . .
si ha che, per p>1 +. ;o v si prolunga in un omomorfismo di
i
H,(R",) su II H, (R"!) ove
=0 e

(Fpo () ) = f g
AT (&"}(j)

per questo teorema di tracce si confronti [1].
Si ha, in virta di (1.2), con K," e K, costanti positive

1 1

e s s ke )

1

si osservi che [ ()17 Vo _ cost, eyt

Indichiamo ora con T°(c € R) l'operatore tangenziale di deri-
vazione frazionaria, definito nel modo seguente:

ove ¢ (£, ) indica la trasformata di Fourier di ¢ (x, t) Fatta rispetto
a x ¢ Fe ! indica la trasformata inversa.
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Sussiste il seguente lemma (cfr. il lemma 1 di [5]):

LEMMA 3.4. Sia m un intero non negativo e o > m; su C,~ (R") sono
equivalenti le norme

2) I ow i

b) [ (R PR T

Incominciamo con lo stabilire I'equivalenza in C,™ (R"); cio & im-
mediato in base all’osservazione che, con S; e S; costanti positive:

S1 = - > VT},_ (C’ ‘])—_

g—in

— < 5.
cz(a—m) (E) A4 (Ej, A'r‘) + ,,,‘lzm Vv ”;'—(gl '-’4)

Passiamo ora a C,™ (R",); posto v = E u [cfr. (3.6)], si ottiene:

e W7 = KANTv [lle + [l D72 lllo-m) -

Poiché (con p > m)

DM™u(x, t) t=0
Dy (X, ) = p _ t
Ej E,‘ Dlm Li{ Ay, ToEL oo = 1)
o ]+1
ove & = ( g; J , si ha (cfr. il lemma 3.3)
j+1

T v e < K| T |
Il D& v [l < Kl D2 [l -

Dunque la norma b) & piu forte della norma a). Facciamo ora
vedere che la norma a) & piu forte della norma b).
Incominciamo con l'osservare che

']"u' n . H; (Rn) — Hm (Ru)

& un'applicazione lineare e continua.
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Si ha allora, utilizzando ancora l'operatore prolungamento E
e il lemma 3.3:

LT < Kl v o= K[ a 0]

) = |

I
D'alira parte ¢ immediato far vedere che, se v € H, (R")
o IF <Kl

Di conseguenza:

1D a7, = 11D o = K Il o= K7 1)
E dunque dimostrato l'asserto.

4, - LEMMI PRELIMINARI,

Detto & un numero reale, indichiamo con $' lo spazio delle
distribuzioni temperate e definiamo

KR = {u€ SR | B (¢ (B)aE) € LR ],
Porremo

llatl, = [er@amp .

ne-l
R

Consideriamo poi L*(R,, K*) ove, naturalmente,

- o

Dot Doy = fdf f e (8) [ a(g 1) P dE.

R

Sussiste il seguente lemma:

LEMMaA 4.1, Nell'ipotesi che a € C,™° (R",), u & L*(R,, K", allora
au E LR, K", e

”“ u ]gLZ(R,,Ks) = sup \Ea‘ ' H U ]!LZ(R__,K:) + G (a) H u HI}(R_,](& 5y v
Ry

Per la definizione di & si confronti 'osservazione al lemma 1.1.
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La dimostrazione & la stessa della prop. 5 di [3]; essa viene
qui riportata per far vedere ove interviene lipotesi di ipoellitticita
cui & legato il £ dell’enunciato.

+

fau ”iZ(R._K!‘) = f di [ (&) au(, 1) P dE =
‘0 ) n—1
R

[

oo i |
= (2m)"™ ”f di J. ¥ (&) |f G(E —o, )d(s, t)do dg <

Pon—1

< (2m)y"@b. 2[ dtfdﬁ IJ (5 —o)ti(E—o dlo, t)do : +
0 Ru—l ;Rn—l
+ o

4 (2m) ey zfclr J dE
o Ru—i

' : i2
fleE-a-c@laG-aniods = L.
Si ha pot:

I

+ =0
- Zfdt [dg\F.«a-Fﬁ(c-ﬁﬂ))!z =
o Tno1
R

-+ oo

= 2[(11 f| a Fo' (¢ i) Pde =2@uplaiy - lu HL(RK
’ 1

8] "H—
R

)

D'alira parte:

cE)—c(E—-0)=c(o+({—0))~cE~0o} =

I

D,‘C‘('(E*O’—]-OO')-U,'.
i

1
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In virth dell'osservazione relativa al lemma 1.1,
8 6--5
| Dict(®) | = | D[ E)To | = K [#E)]

e quindi

oo
." (fdrfda j [B(E — o+ 05)] ™ -

\U

| aE ~ o, d(e, ) do

¢, poiché (cir. [17])

p-8 fe--8]

[dz (E — g 4+ BO)] o = K [dz (E — U)] 2 (1 e l{} T ‘Zm)" LT ,
si ottiene
+ o
J P
G (fdf [z [rec—on
i=1 . i
o Rn—] R”_l

\

lp—&f

JaE—o0Bale | (14 0s ) B do |

da cui ricordando che

X gl =i/l g,

si ha
j = AN
fd& f[d%&—o)] WAE— a1 Drale, 0] -
| ERH—I

L2
is—8&! !

(L4180 ™ de =<
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s =B VAN
< J [ (3] 2 | a5 D) P dE - f |Dya(E )] -

n—

R

F
[p—5]

(14 ogpPm » de

Si ottiene dunque

+ou . L4
L, < K de | [a&2®1 ™ |aEnrd &\ .
[ar) )

]
R

1p—8] \
a VAN . ) -
Eoap [ IBa@oa0ER T AR
=t =0
\ Rn—} /
posto allora
- N 5 lpz:-uﬂ" "
Cla)=| % s;u%f a0 (1 REPY T dE ]
=1 iz

n—1

si ottiene l'asserto.

| necessario stabilire ora una valutazione del commutatore del-
I'operatore T¢ di derivazione tangenziale e dell’'operatore 4 - di mol-
. . . o 1y
tiplicazione per a, essendo a € C, (R7%).

Sussiste in proposito il seguente lemma:

LrMMma 4.2. Supposto o, CR e a cc” (R} si ha con continuita:
[T a1 =Tola )—(a-)oTr: L'(Ry, K) — LHR, KT

per la definizione di & si veda il lemma precedente.
Si ha poi:

COROLLARIO. Supposto p,0=>0, 6 —p>0,8" =8 ¢ se d € ¢~ (RY),
si ha con continuiti

[Tf,a -] @ Ho(RY) — Hepus” (R",) .
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Per la dimostrazione del lemma 4.2 si veda la prop. 6 di [5].

Sia ora j & C,” (IY) con NM={x&ER": [x|=1};
per ogni ¢ >0 porremo,

o = ey [

z
e, con u & LI(R™),

e (%, 1) = (u %' 7)) (x, 1) = f ul{x —z,t) j.(z) dz.

el
R

Porremo anche

o= max la|, o = max |ol .
aCA nE A

Sussiste il scguente lemma per la cui dimostrazione si confronti
la prop. 7 di [5]:

LEMMA 4.3, Supposio u C 12 (R, K™), ove p é intero non negativo
1 8o T .

e 0<Cv= —— a4l ¢y (R™.), siha per ¢ —0
22

| Caut)e — au, HLZ(R_A_,KU"'”") - 0.

Posto poi
Li={x0:xP+=<13,

e supposto j € C,~ {(R"), se u ¢ L*(R"), porremo

u (x, /)—(u%j;)(x,f):fu(me_,r——t)jE (5,%) dEdz,

n

R

ove,con >0, jo(x,¢) = ¢ "j (x/e, 1/2).
Sussiste il seguente corollario:

(24 .
CoroLrarTO. Supposio u € H,(RY), 00 ¢ 0<y < ., si ha per
£

¢ — 0:

| (aw). ~ au ey —> 0.
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5. - 11 TEOREMA DI REGOLARIZZAZIONE,

Posto

(v ={(x,)ER", : [x —x]=p, O0=1=p}

w & C, (R7), suppw < Iy,
sussiste il seguente leorema:

TEOREMA. Supposto che l'operatore P verifichi le ipotesi 1), 2), 3},
5), con " = 0, gli operatori Q; la (2.1) e il sistema {P, Q;} Ia (2.6),

se w C I, (RY), Pu@ HA(RS), vo Qiu € Hy, ., (R ove g = min

T

{m—v, 8 T -, g}, esiste p>0 tale che, ¥V w & Co.” (R=) con
Gl

suppw < F,, si ha v & Huo (R,

Per la definizione di v, g, & si confronti (1.4), (2.4) e l'osserva-
zione al lemma 1.1

La dimostrazione di questo teorema poggia essenzialmente sul
teorema I di [4]; inoltre un teorema analogo a quello ora enunciato
si ottiene sopprimendo lipotesi 3 = 0 ¢ aggiungendo lipotesi 4);
in tal caso si utilizzera il teorema II di [4] al posto del teorema L.

Per - passarc dal Cae.o - dC]l(‘] qu.ia[.l(.).ﬂi R C‘O‘eﬂi‘ciel’lti ..... COS'tanti' fS R

quelle delle equazioni a cocflicienti variabili mediante Papplicazione
dell'artificio di Korn, adatteremo al nostro caso la linea seguita da
C. Parenti per dimostrare la prop. 8 di [5].

3 — .
Se w C €, (R%), suppw < J., poniamo v =wu ¢

ve=v¥j = f vix —z, 1) j.(2) dz.

n-1
R

Osserviamo che supp v. < Jo. € lim v = v nella topologia di

E3ld
H,. (R*,). Inoltre T*v. & H, (R"%), Ve>>0; nel seguito supporremo
0<Cz=<C1.

Posto
P(x.,)=P(x,0,D)

1A
IA

Q;(x) =0 (%, D) I=j
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si ottiene in virtlr del teorema I di [4]:

T g <
(5.1)

+

+ Il T v

< KR G Tl + £ 10 05 () 10w ,

(?'.,IH i‘U

e c¢i occorrera maggiorare separatamente i tre termini a secondo
membro,

La maggiorazione del primo termine pud ottenersi con procedi-
menti molto vicini a quelli seguiti da C. Parenti in [51, salvo a tener
conto di quelle varianti che si rendono necessaric per aver sosti-
tuito l'ipotesi di quasi-ellitticita con quella di ipoellitticita.

La maggiorazione del secondo termine si diversifica invece mag-
giormente da quella di Parenti per il fatto che qui si utilizzano teo-
remi di tracce diversi.

Infine !a maggiorazione del terzo addendo & banale.

Con tali maggiorazioni si dimostrerd che TPv & H.(R",); per
completare la dimostrazione del teorema occorreranno poi altre con-
stderazioni conclusive.

Cominciamo con il maggiorare il primo termine a secondo mem-
bro detla (5.1).

Si ha:

P (xu) Te Ve = TP (xo) Ve =
{5.2)
=T [P(x) — Pl + T [Pv, —(Pv)] + T (wPu) + T°{P (o)) ,
ove

Pv=Plowu)=wPu+P{wu,
con

P'(0) = Zp.(y,0)D*, pLECT (RY), supp p.c I..
Maggioriamo i quatiro termini a secondo membro della (5.2).
a) Valutiamo ||| T [P {(x,) — P] v, H|: .
Possiamo supporre che i coefficienti di P(x.) — P siano in
C,” (R",). Precisamente se % € G (RY), supp ¥ & Taenny,

ve=1su J.., allora

[P(x.) —Plv = %{P(x) — Plv. = % ¥ d.D*w,,
nEA*
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ove
dy = palx,t) — palx,,0).

Osservato poi che, in virtt del lemma 4.2, si ha con continuita
[Tra- 7 =Tela-)—(a-)oT: L’(RY, K7°) — LY(R,, K9,
con lo stesso procedimento utilizzato in [5] si ottiene, per ogni g > 0
|+

=

H‘ TP(P (xu) - P) e

+ +
= (K sup [yedo| + K70} [ Towelll, + K7 v [l

ove il sup. & esteso a (x, 1) & Juwo € o € A%,
Si osservi che, poiché lim v, =v nella topologia di I.(R":)

[

SI avra con g opportuno:

-
sup [[[ v [l << + =<,

E=gy

b) Utilizzando il lemma 4.3, con lo stesso procedimento utilizzato
in [57 si deduce che, con & opportuno

TR Supm Te [Pvﬁ —-(P U)E.] 1“: = Awe.

2 <=

=}

¢) Poiché wPu € H,(R",) ¢ dunque lim (v Pu). = wPu mnella
=0
topologia di H, (R".), si ottiene lim T (wPu) = T,(w Pu) nella topo-

>0
logia di L*(R":)
Di conseguenza, per & opportuno:

sup {|| T (@ Pu) \]ilj < + oo.

=gy

d) Incominciamo con il far vedere che, in virtit della (1.4d), ¢
continua l'applicazione:

(5.3) P (w) : H,u(R") — Huo (R}

Cominciamo con il far vedere che il risultato sussiste con R”
al posto di R".
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Sia ¢ D*u un addendo di P’ (w) . Si ha allora:

12
i

‘A I/\J s
(©de §E- NP () de | =

=y

leDull,, =[v"

it

|
HI- Y -y 12

5de§1§@ﬁgﬂhﬂg(WV”&%@jvﬁkwdgi
R” : 2 i

S1 osservi che si & utilizzato il fatto che (cfr. [1])
V=KV +]g—¢ ).

Posto

m—v

2Zin

A =¢@U+{C P, BEQ =a@V™ (). ¢

si ha, in virti di (1.4),
leDull, | <K[AQ*B@I, =

< KIA@I, IB@I, =KIAQI, Wall .

L’asserto ¢ dungue dimostrato.
In R", Tasserto si dimostra utilizzando l'operatore prolunga-
mento E [cfr. (3.6)]. Infatti si ha:

WP all | = IP@Eall,  <KlEuall, =K [ull

Dunque in virth della continuita deltapplicazione (5.3) si ottiene
lim (P (0w)u). = P'{w) u nella topologia di H,, .(R™,), pertanto, poi-
e=20
ché, per ipotesi, ¢ < — v, lim T°( (P (w) ). ) = T (P (w) 1) nella
e—{

topologia di L7(R",).
Ne consegue che, con z: opportuno,

sup || T (P (@) ) || < + o

=gy
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Tenuto conto di «), b), ¢), d), si pud concludere che per ogni
¢ con 0 <<e¢<¢, ¢ opportuno, si ha:

=

(5.4) [IFP Geo) T

C Ky 4 Ko (0) + Ke(o b osup. | xeda DI Tow L)

il sup. & esteso a (x, ) € Dy € * EAY, T € arbitrario, K, ¢ K
sono indipendenti da o e da e.

Passiamo ora allo studio dei termini dipendenti dagli operatori
di frontiera che compaiono nella {s.1).

Si ha per 1 =j <7r:

Q; () TP v, = TP Q; (x) ve =
(5.5)
= T [Q(x0)— O] ve + T [Qyve — (Q v ]+ T (0 Q; u).+ T (G (w) ek,
ove si ¢ posto
Qv = Q (wu)=w0ju+ 0w u
Q5 (w) = Ssu(x, 0)D*, 5. € C.” (R7,), supp. S. < J-.

Maggioriamo ordinatamente 1 quatiro termini a sccondo membro

della (5.5).
a’) Valutiamo:

H! YU T* [QJ ('xU) - QI] Ve Hh gpm -

Si ha:

|

Yo T {Q; (xu) - QI] Ve !Hkq}.m

= |

L0 ()~ O vl < KT L0 G — Qi Tl
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I'ultima diseguaglianza discendendo dal teorema di tr

acce enunciato
nel n. 3.

Sia ora ¢.€C,~ (R")), Supp 9.Clcre, =21 su J.,. e O<p.=1;
allora;

[Qi (%) — QI ve = ¢ [Qi(xs) — Q] 1.

Posto:

0 (x.) — Q= I @ bjo D* v
X EA;

osserviamo che & sufficiente valutare un solo addendo.
Perché poi:

r_[‘p [%:’s b,‘u Da 1)5] = L bjm Tp D- Ve + [TPJ CPE b]‘m : ] D~ Ve

si ha:

T G by Do) )
i

+ +
= sup. Lo bio |- |]] TF D2 v, [HW , T WIT, @ bjy - 1 D*w, IH,,,,,(,._‘

'2(":—1»5) )

Osserviamo poi che, in virth della (1.2) e (2.1), e utilizzando
l'operatore prolungamento E definito in (3.6), si ha:

D v I” < | T*DEw, | SKITEv| <K Tw|| .
' ;iz—q'{ m—qj ! i "t

Applicando poi il corollario al lemma 4.2, ove, avendo supposto
¢ =< & pud prendersi &% = ¢ ¢ utilizzando la (2.1), si otticne:

! + 1 , gt
NI b 3D ) < K Do |7 = K )
i i

Inoltre, con = opportuno, si ha:

sup. [f v fl]) <+ oo

s=5

’
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per cui, in definitiva, per < ¢ con & opportuno, si ha:

e T 1O (x0) — Qi1 e il 0 = K 4+ K” sup. | @ bia |« || TP v [H”‘l )

con il sup. esteso a (x, 1) € Juwio € & CA;.

b)) Valutiamo ora

k{o TP (QI Ve — (QI 1‘})5) mkqi,m *

Poichd supp. ve © Jose © Jopr, s€ @ - ¢ RYY, =1 su Joa,
allora ¢ Qjve = Qjve, Ve, con 0<Ce<T1, Q;v = ¢ Q;v e quindi pos-

siamo supporre i coefficienti di Q; in C.” (R%). Si ha

1 o T Qg ve = (@90 ey = 11 T %0 (Qyve = (@)

Hkql,m =

=X H T { o (q;a D*v) — 1, (q;a D*v), } Hh‘qi.m =

< X

o (in D* ) — Yo (gie D*V): |

h‘fj,. "

Basta valutare un addendo. Osserviamo che v, D*v € Hg, . Cio
p

discende dal fatto che, dall’appartenenza di v a H,.(R".) si oftiene
che D*v & H,,H(Jj(R”,r), per o € A; e dunque, in virta del teorema di
tracce enunciate nel n. 3, y.D*v € Hk()’m_qj ¢, che & lo stesso
D" € Hy, . -

Utilizzando allora il corollario al lemma 4.3, si deduce:

m Tn (q;'u. D’I v&) - Tﬂ (Q’ia sz 1))5 ‘;Hk:;l.lru o =

] o ) o (D9 = (o @) + (o Dav) el s = 0

per ¢ — 0, e dunque, con g, opportuno,

sup |

E=E,

A{OTP [Q,l Ve — (va)il “quj,m < + e
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¢') Poiché per ipotesi v, (w Q; u) - Hkq"”w, si ha
1133 Yol Qyu) = 1, (0 Q; 1) nella topologia di Hkq”mﬂ; dunque
IEEIRI o TP (0 G u), = h'rf)l Tovo (0 Qpat)e = Toy, (w Q; ) nella topologia di
.
Hi, ..

In definitiva, per ey opportuno

Sup; ” YO T ((DQ ”)C IHkq " + R

g ==

B A

d’) Incominciamo con 'osservare che, in virtt di (2.3), si ha
con continuita;

(5.6) Q/(w) : H,(R*,) — H_ . (R".).

- V

Civ si ottiene con lo stesso ragionamento svolto in d) per dimo-
strare la continuith della (5.3).
Osserviamo ancora che, poiché

¢=<g= min (g — v)),
1=j<r

si deduce

kq,,m (E) = cost. ko,m—v. 7 (5)

!

Si ha allora:

e T(QY () ), | g e =

e T(Q7 (0) ) ks, o, = K| T#(QY (00) ), |

I'ultima diseguaglianza discendendo dal teorema di tracce del n. 3.
Poiché l'applicazione (5.6) & continua, si otticne che

hm (Qf (w) u). = O/ (w) u nella topologia di H,,_ . (R".) e quindi
hm T(Q) (0} u) = T*(Q;/ () u) nella topologia d1 H, e (R™,).

Dunque, con =’ opportuno:
7

T% (Qf (w) wa)e ||]« << 4 oo,

g,
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in deﬁnitiva, in base a quanto stabilito in a f b’), ol A d"), si ha
¥
per £ = E”, con g” opportuno:

i

(5.7) M o T Oy (o) v [l = K+ K7 sup. [ bin [ [T T 0l

ove il sup. & esteso a (1, 1) € Dz € = € A
Infine per il terzo termine a secondo membro della (5.1), si ha:

Il T# v

+ + 2
NER SRS (RN
e, ricordato che lim v. = v nella topologia di H, (R",) si deduce

e—sl}

2

N
(5.8) sup. ||| Towe ||| << 4 2, ¢’ opportuno.
355”1 L
In definitiva da (5.1), (5.4), (5.7), (5.8) si ricava:
v il =

<K' + K"(s)+ K7 { g+ sup

Xoda |+ sup @b | HI T 0l

il printo sup. ¢ esteso-ad ¥y E-Typevey e aE-AY - mRentre. il.secondo. & ... ... ...

esteso a ¥ € Ty, a EAje Il =j<sr; 0>0¢ arbitrario.
Se ne deduce

Il 7% v

I° =K + K (5)+0(a+1+)- (I Tv i
dall'arbitraricty di o segue che esistono ¢ e p tali che, perz <l¢’e

supp. o < J,, [} TP v !H.:, ¢ limitato.

Poiché H,, (R",) & riflessivo (cfr. [8]) ed ¢ inolire separabile,
fa sfera unitaria ¢ debolmente compatta; poiché T & chiuso come
operatore di L7 in L’ si deduce che Trv € H,,(R".) (v = wu con
supp. » c I,).

Per dimostrare il teorema sard allora sufficiente far vedere che
Doy € H (R"); cid in virthh del lemma 34,
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A tale scopo incominciamo con il far vedere che se « & AY ¢
W= p=(u, ..., ) = (), ) si ha

(5.9) v < K o) (E)
E infatti dalla (1.2) ¢ {1.4) si deduce
EZ;.[’ ,.GEu" < I( (CQm (E) _f“ .IJEHI)

da cui, posto n = g¢ (), si ottiene V'asserto.

Dimostriamo ora che, in conseguenza della (5.9), se « € A¥,
p=a e <m—1 allora DDy € H, (R-,).

Posto w = Eu (E & l'operatore prolungamento definito in (3.6)),
allora w G H,, (R") e poiché Trv C H,, (R",) allora T¢w € H.. (R®).

Incominciamo con il caso p nullo. Poiché p, < m—1, si ha:

D [l = [ f V) W () dE d'ﬂ "

R

@
Pl

<K { fv E ) | ) [ dE d-q] Ak w

€ pertanto

DMy = r, DAw E H, (R",).

ove r; & |'operatore restrizione.
Se poi v’ non ¢ nullo, si ha, in virtit della (5.9)

S A 1.4
] D& D ], = ( fV g ) B e w (B, ) [P AE cl'r;) i

"
R

< K [ [V P (g’ ,G) CZ(mfp—it”) (E) ,\,,‘EZLL" % Tp W (E’ .{[) |2 d&: dTJJ i/Z )

n
14

Si osservi ora che, poiché p =1 e p, < m—1, si otliene:

m—p

cAm—e—p) (5) ",tizuu = K V?; (EJ fi) !
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da cui

(5.10) D& DEw [ = KT w [jl
Dunqgue

(5.11) DY D v o= ry DM DAw © Ho(RY) .

Osserviamo ora che

Div=Pr— ¥ pA¥)DIDAv=0Pu-+ P{w)u -+ Rv.
% =AY
F < HL

In tale relazione si pud supporre che supp.w < Jg, ¢ <p. Poiché
i coefficienti di R si possono supporre a supporto compatto, si ha
Rv € H,(R%) in virtk di (5.11) d'altra parte, per ipotesi
w Pu € H (R,

2

ché i coefficienti di P'{w) sono a supporto compatto in J, ne viene
P (w)u = P (o) (pu); ma Tr(pu)c H,{R") e quindi, sempre per
la (5.10) e (5.11) si deduce che P {w){$u) & H, (R

In conclusione

D" (wu) € HAR").

Si ¢ dunque provata l'esistenza di un p>0 tale che
Vo € G (RY) e supp. w Ty, si ha T*(wu) C Ha(R") €
DM (wu) € HAR" ).

Poiché, in virtit del lemma 3.4 le due norme

§

o e T I+ el

mie

sono equivalenti, 'asserto & dimostrato.
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Sull’inflessione d'un elemento lubolare conico

Nota di GrovaNnr RIMONDI
presentata da! socio ordinario RICCARDD SERSALE

(Adunanza dell' 1 ogiugno 1974)

RiasSUNTO, — Utilizzando un algoritmo del tulto convenziomale si risolve il caso
d'una trave inflessa cava di forma ironco-conica e d'uniforme spessore, vincolata
ad incastro per un estremo ed assoggettata all’ailro ad un carico normale.

Dalla soluzione generale csposta in termini di soli parametri adimensionali si
deriva una particolarizzazione di notevole interesse pralico per la guale non si
manca di fornire l'ordine di approssimazionc ed ii campo di validita.

SUMMARY, — Using an algorithm of a conventional kind it has been solved thc
case of a [Mexured beam with the shape of a truncated cone and with constant
thikness, fixed al one end and under the action of a normal force at the other one.

From the general solution, stated in ferms of adimentional parameters, it has
been derived a particular one of remarkable practical interest and for which it has
been given the order of approximation and the range of validity.

La ben nota teoria delle travi inflesse usualmente applicata ai
solidi prismatici pud manifestamente utilizzarsl in presenza di ele-
menti a sezione variabile ma con continuita e sotto bassi gradienti
[1, 2]. Esempi caratteristici di strutture che rispondono a tali requi-
siti non sono soltanto i camini ¢ le ciminiere di forma tronco-conica
[3] ed & altresi noto che alla deformata di tutti questi solidi si pud
giungere in modo estremamente semplice quando si supponga lo spes-
sore variabile con legge opportuna ed il carico concentrato all’estre-
mith libera. Non altrettanto agevole & il caso in cui, ferma restando
la posizione del carico, detto spessore risulta uniforme, onde linte-
resse della presente breve nota che del problema porge una comoda
e concisa soluzione vanamente cercata nella letteratura corrente e
specializzata. Con riferimento alla fig. 1 ed ai simboli che vi com-
paiono cominciamo col rilevare che, una volta posto

l
= - - lag o
b R g

13
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per il raggio medio della generica sezione retta del solido si potra
scrivere

=

L

h:R—z-tagq:R(l_q)l]_

Y
-» p
~
s o
Z
N E AN <
. 2R
Fig, 1

essendo R il raggio medio della sezione d'incastro ed o I'angolo di
semiapertura della superficie media. Detto s lo spessore del man-
tello saranno d’altronde

i raggi interno ed esterno della sezione generica il cui momento di
inerzia

£
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una volta introdotta l'ascissa adimensionalizzata

= —*z—
: R
evidentemente varra
(1) R S Y R 3R

I+ ¢
in funzione di quello d'incastro

Ii:’_b (1—1*9)

in cui compare l'altro rapporto adimensionale

Supponendo agente il carico concentrato P di fig. 1 e quindi il
momento

equazione della linea elastica della trave potra scriversi in base alle

(1) e (2)

4y pr =B+

qe  EL (1L 0D[e+ (- @]

onde pel rapporio

- / PF
> 3E

tra la deformata laterale e quella che si ha quando « = 0, risultera

dl fJ o (1

:E)(.l__ ¢)
dEZ (1*4)5)[

(3 57 L YA
) - 0Ey]
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Ponendo quindsi

e T’ S . B
(-8 @+ (1 — ¢Ey ¢+ {1 — &y T —¢&
_ _B-9p
&4+ (1 — QEY
risulta subito
A:J._ e B:_(‘I’.:.l_
¢ gt
sicché la (3) diviene
d*
== 3(] g g
I (I + g%
U__—c!)_[_ Cl-eE 1 T
A N Y 1— ok 7+ (L — GEP |

cd a seguito d'una prima quadratura

I i R

o 2

dg e

¢

[In(1 — ¢ E)] —

_ b In [ + (1 — $EY] ~ b arctag 1-4¢ ; + C.
2 7 e )

7

Imponendo che - a;E -=0 per £ =0
C -

si ha

—
L arctag L d-e In (1 + pZ)J
2 2 2
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onde a seguito d'ulteriore integrazione, ed cssendo 7 = 0 per £ = 0,
si ha in definitiva I'espressione

= 3 1+ P% \ A I - 1+ e
2 4+ (1 — QEY
I —¢ - (1 +65 (- 0Ey
e i g 2 Lyl A2 N
2¢ ( voin o' + (1 — ¢ EY
(4) Sk A ) arctag —— POE__ |
P FH{l -9

dipendente da due soli parametri & ¢ p variabili entro limiti deter-
minabili in base a condizioni geometriche, Infatti per un’assegnata
sezione d'incastro ed una certa inclinazione « della generatrice del
tronco di cono, le altezze possibili per quest’ultimo sono ovviamente
quelle che non danno luogo a compenetrazione di spessore nella
sezione di estremita (r, # s/2) onde per la (4) deve essere

(5) O +o <l

Per scopi che tra breve emergeranno osserviamo che

W+ 8 24F ~
201- 0 F) fn (1 "”E)]

limn =7 = =
=0 (f)

e che per casi come quello in esame il pitl importante parametro
di deformazione & lo spostamento trasversale dell’estremo libero,
subito calcolabile ponendo nella (4) £ = 1.

In tal modo resta definita la grandezza

2 2
X = %oy = 3 1+ P[ 1 In — T+ —
¢ 2 4 (1 — Y
(7)
2 2 2
R S N DS I ST S |
2¢ &+ (1 = ¢7) o & 4+ (1 — ¢y

per la cui rapida determinazione abbiamo rappresentato la (7} in
funzione di ¢ e per diversi valori di ¢ ottenendo il diagramma di
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fig. 2 sul quale compaiono le due curve limiti I ¢ II alla prima delle
quali si perviene facendo tendere il parametro ¢ al valore 0.
Essendo d'altronde facile trarre dalla stessa (7)

. G+ 2 In (1 — &)
{8) }flﬂlxzx(}:_[zwz RN (})3_}

FiG. 2

& immediato verificare che la (8) coincide con la (6) quando si ponga
E = 1. Per quanto invece riguarda la curva II essa ¢ stata ottenula
considerando nella (5) il segno di eguaglianza e quindi sostituendo
g =1— ¢ nella (7) in modo da trarne I'cquazione

i 1+(1;_¢_)2[

¢
! 1 — clag ——
1 ( ¢} + 2 arctag ]

E a questo punto il caso di far notare che la fascia utile del
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campo definito dalla {7) & guella compresa tra le curve I e II che
pertanto vengono a delimitare un'area la cui piccolezza ci ha sug-
cerito di approssimare la (7) medesima con la pitt semplice {8).

1 |
i
\
i
!

o5 .\ l R _ Weamr D
E=1 1

0.25 e N— _ I
[
2

E 3 “'—-—-_,_______‘_h = ——

i —d

o 0.25 0.5 e 7

Fic. 3

Ovviamente per un fissato valore di p questa sostituzione & tanto
meno valida quanto pit alto ¢ il valore di ¢, laddove per un’ascissa
generica, preferendo la (6) alla (4) si commettono errori in ogni caso
minori di quelli che si harnno per £ = 1.

Al fine di passare a considerazioni quantitative abbiamo cercato
quei valori di ¢ e g che, congiuntamente, permettono di approssi-
mare la (7) con la (8) senza superare un prefissato errore relativo.
Se questo ¢ ¢, i valori di ¢ e g che lo inducono sono ovviamente dati
da

Xo— X_ . 100
Ao

g = —
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ovvero sono le radici della funzione implicita

(9 F{¢,g)=0

ove

Fb,0) = (1 —¢)3— %,

Data la complessitd della (9) abbiamo fatio ricorso a metodi
numerici ritenendo variabile, con passo i = 10,0025, il parametro
¢ per ogni cui valore abbiamo cercato quello di ¢ che annulla la ()
tramite l'uso di un sottoprogramma che sfrutta il noto metodo della
bisezione. In tal modo siamo stati in grado di rappresentare suila
fig. 3 una terna di funzioni che con la loro ascissa forniscono il mas-
simo valore di ¢ per il quale congiuntamente al valore di ¢ fornito
dall'ordinata, Ferrore rclative nelluso deila (8) & pari rispettiva-
mente all’l, al 2 e al 3 9,

Istituto di Costruzione di Macchine delia Facolta dTigegneria dell'Universita degli
Studi di Napoli. Giugno 1974,
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Influenza di un extra-flusso d’encrgia sulla termodinamica
di un dieletirico elastico dispersivo *

Nota di ANTONIO ROMANO
preseniata dal socio ordinario CarLo ToLoTTI

(Adunanza detl’ ] giugno 1974)

RIASSUNTO. — Si deducono le consegucnze per la termodinamica di un dieletirico
derivanti dalia presenza di un extraflusso di energia nclia relativa cguazione del
bilancio e si prova che iale presenza & necessaria per spiegarc alcuni risultati speri-
mentali.

SUMMARY. — The consequences for the thermodynamics of a dielectric are deduced
starting with an cnergy extra-flux in the relative cquation ol balance and it is praved
that such an extra-flux is essential to explain some experimental results.

{lusso d'energia H sussiste la consueta decomposizione:
() H:=8+h

dove § ¢ il vettore di Poynting ed h ¢ il vettore corrente di calore.

Nel presente lavoro mi propongo di determinare le conseguenze
per la termodinamica di S derivanti dal sostituire la (I) con la se-
guente altra decomposizione generale:

{11} H=8+h—s,

* Lavoro eseguito nell'ambito dell'attivita dei gruppi di ricerca matematica del
C.N.R.
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dove figura un extraflusso d'energia —s prodotto dall'interazione (ra
diefetirico e campo '

A tale scopo nel n. 2 comincio con lo scrivere le equazioni del
bilancio dell'impulso e dell’energia corrispondenti alla decomposi-
zione (IT) assumendo come variabili fondamentali, anziché quelle adot-
tate in [1], il gradiente di deformazione F, Ia polarizzazione specifica
p ¢ lentropia specifica % allo scopo di facilitare il confronto con i
risultati di altri Autori che utilizzano appunto F, p ed 1 come variabili
fondamentali,

Nel n. 3 esplicito poi le restrizioni imposte alle equazioni costi-
tutive dal principio di dissipazione utilizzando gli sviluppi di [2] ove
ho pure considerato la decomposizione (II) con riferimento perd a
sostanze magnetizzabili. In particolare, chiamando dispersivo elettri-
camente ¢ meccanicamente ogni dielettrico nelle cui equazioni costi-
tutive, inerenti rispettivamente il campo elettrico E ed il tensore
meccanico degli sforzi t, figurino le derivate grad p e p, provo che:

a) il dielettrico S, se s = 0, non puo essere dispersivo meccani-
camernte;

b} il dielettrico S, se s+ 0, puo essere dispersivo sia elettrica-
mente che meccanicanente.

Per riconoscere ['interesse dei risultati a) e b) si ricordi che
MiNDLIN in [3], [4] mostra che, per interpretare alcuni effetti capa-
citivi sperimentalmente evidenziati da Mgeap [5], & nccessaria ipo-
tesi della dispersione meccanica di S, onde soltanto una termoding-
mica dei dieletirici che faccia intervenire nella decomposizione (I1)
un extra-flusso di energia —s & atia a render conto di detti effetti.

Nel n. 4 infine eseguo il confronto dei risultati qui determinati
con quelli di altri Autori [6], [7], [87, [9]. Precisamente provo che
fe teorie proposte in [6], [7], [8] relative a dielettrici non dispersivi
si ottengono dalla presente tcoria per s = 6, il che avevo gia ricono-
sciuto in [1] {sebbene per via indiretta a causa della diversa scelta
delle variabili fondamentali). Per quanto riguarda invece la teoria
esposta in [9] in cui & adottato un bilancio d’energia con s = 0 e si
postulano delle equazioni costitutive senza analizzarne la compati-
bilitd cot principio di dissipazione, rilevo che, stante a), detta teoria
non put assolutamente rendere conto degli efletti di dispersione mec-
canica, cosicché ¢ superflua Ia presenza di grad p nell’equazione costi-
tutiva, inerente il tensore meccanico degli sforzi t, assunta in [91].

! Le conseguenze della sostituzione della (I) con la (IF) per le sostanze magnetizzabili
sono stale da me gia analizzale in [2] dove ho provato che si perviene ad cquazioni
costitutive analoghe a quelle che aitri Autors ottengonc a partire da un modello
strutturale,
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2. - In [1] ho provato che, in corrispondenza della decomposi-
zione (1), I'equazione del bilancio locale di energia interna (specifica)
¢ ha la forma:

g pé:[T—hﬂ)-E)IA—EQQD]:gﬁdk

(1) :
e +E.D — divh + zq,

dove D & il vettore d’induzione elettrica, T il tensore totale degli sforzi,
h il vettore corrente di calore e g il « supply » di energia interna.

Tn maniera analoga, se in luogo della decomposizione (1) si adotta
la (II), si perviene alla seguente alitra equazione del bilancio per

I'energia:
SpﬁQT+m-mI~E®m:gmi

(2) .
e + E D - div(h — s) -+ ¢q.

Si osservi ora che si ha:

E2

. d I .
E-D=E. --(—l-t'(E(,E + P) = '2*3(.’d't—+ E - P,

dove P & la polarizzaziohéue“lé.{ti;iéé' ed &, la permeabilita elettrica del

vuoto. Pertanto, tenuto conto dell’equazione di continuita per la den-
sith p di massa, risulia:

3 5. b ) E d (P } E P diva
(3) B.D= pey bebr gl )T BTN
inoltre & anche:

s i dE’? 1 d [Ez] i B d;

(4) = T _‘5. -5 e W x

Le relazioni (3) e (4) consentono di dare alla (2) [a seguente altra
forma

(5) pé(,,,)xt: grad}i—%pEo‘p—diV(h —-8)+ o4,
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dove p = P/s & la polarizzazionc specifica e dove si & posto;

(6) 1
/ t=T+ - & EI-E®D

Si consideri ora I'equazione, determinata in [1], del bilancio lo-
cale di impulso:

oX = divT + ¢ b,

essendo

Ty == — .- e, E'1 + E®D.

B

Pertanto si ha
fen = (divTin) = ~ e B8, B + ¢, B 3, B/
+ €. B3 Ei + E; 8; P 4 Pi 3, F,
e risultando per e cquazioni di Maxwell
s rot B = 0, (8 E = & E)
{ LdivE + dive = g,

si puo concludere che l'equazione del bilancio d'impulso assume la
seguente altra forma equivalente:

(7) pi:divt—f—fm—l—pb,
dove
(8) fy=P - grad E + 5, E (feere == P13 Ev + ey B,

Infine, dalla simmetria di T, stante (5): si ha ancora:

(9) Lip = Pu Ep.
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Le (8) e (9) corrispondono ad una prefissata interazione tra il
dielettrico ed il campo elettrico tra le infinite interazioni equivalenti
che si ottengono decomponendo T in una partc « meccanica » ed in
una « elettrica » (cfr. {10]).

3. - Dalla diseguaglianza di Clausius-Duhem

. h -
0pv = — divh + - ﬂ__g + pg - (g=grad 0)

e dal bilancio locale di energia nella forma (5), consegue la seguente
diseguaglianza di dissipazione ridotia:

. ) . . h -
(10) —pizem — 7m0l +tigradx + cE-p + divs + - g?_O.

Fissando equazioni costitutive del tipo:

G(m) = & (F! 7 p) g) grad p: I‘))J

—h
|
[k

A

» » b ) y

>

g =0 ( » » » ),

con una procedura analoga? a quella da me gia adottata in [2], si
deduce che, affinché le (11) rendano soddisfatta la diseguaglianza (10)

: La (10) & ottenibile dalla (22} di [2] con le sostituzioni:

q;——>s(,,.),f]—>*q.H—>E,m-»p,k:J=(},MTJ.wnJL—>t.
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in ogni processo termoeletirocinetico {x(X 0, 7(X,0),p(X,1)}?
{principio di dissipazione) occorre e basta che si abbia:

/ _ ¢ pi
! Smy = E(mny (F; T Py Grad p); Grad P = ‘87}{'1',_
8 - 8-(1'6“:{'?!) — b (F; P, Gfad p)r
| t :PFTaFE_(m):E(F; TP, Gradp)r
(12) ¢
E' = 3,60, = B“ (F, v, p, Grad p),

a -s(m)
s = gFT.

T(Gradp) ~ P+ Q(F.%p,Gradp, p),
_ h
‘\ p B p_|-59ps:gradp+[e_

—8,s ] - g2=0
dove E & definito dalla relazione:

E(F, %,p, Gradp, g p) =

E(F, 7, p, Grad p), + E“ (F, 1, p, g, Grad p, p)
sicché

E(d) (F) AGJ p; Grad p’ 0’ 0) = O‘
Inoltre, poiché &

9,,5_('”) _ e (F-1),
{9?‘ q(aﬁﬂ
“Lax Ao
la (12)s comporta:
3 P
(13) LS CEm

a i ' A 1l
v - 2P
2] ;
8 xf

che, stante (12); 4, prova i risultati a)e b) def n. 1.

* X indica il veltore di posizione in una configurazione di riferimento.
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In particolare, per s = 0 le equazioni costitutive {12) coincidono,
a parte il cambiamento di variabili, con quelle da me determinate in
[1] e si scrivono:

!

oy = B (F, Tis p),

8] = - 3"{1 Ej(m) (F; T p)r
. =g FT - Cr E:m) — :ti(F’ T p)’
(14)
Fle) - ai? E(ny = E® (F; i p):
{d) ' h -8
| GEYp 4+ 2 = 0,
\ ]

4. . Per confrontare i risultati precedenti con quelli proposti nei
lavori [6], [7], [81, 9], si cominci con 'osservare che se s = 0, lequa-
zioni del bilancio di impulso ed energia (7) ¢ {5) coincidono con quelle
utilizzate in tutti detti lavori, Inoltre, se il materiale non & dispersivo,
le equazioni costitutive del dielettrico sono le (14) purché alla (14)s si
sostituisca l'altra

nomeno isotermico e si suppone che la (14) possa invertirsi, Ie (14) si
scrivono:

ey = EGm) (F; P),

w

1 =r FT - 5}' Sy = €(FJ p),

E = 5\]) ;(iu) = f‘; (F} P):

e coincidono con quelle proposte in [6], {71, [[8]. Infine, per questo tipo
di materiali dalla (9) si ha:

Se 2.
0 _.‘..’A“(,”ll.,, Fl o= P, C S
g FU & pn

che & 1a {10.39) di [8].
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Per quanto riguarda invece il lavoro [91, va osservato che in es80,
accanto alle equazioni (7) e (5) (la seconda scritta per s = 0), si po-
stulano le equazioni costitutive (12),5 in luogo delle (14),; che ab-
biamo provato essere compatibili col principio di dissipazione. La
presenza di Grad p in queste ultime equazioni non ¢ pertanto consen-
tita dalla termodinamica, cosicché in effetti la teoria [9] non & appli-
cabile ai fenomeni di dispersione meccanica.
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Riferimenti fisici e relative connessioni spaziali
in un modello matematico generale di spazio-tempo *

Nota di ReENATO GRASSINI
presentata dal socio ordinario CarLO TOLOTTI

(Adunanza dell’ 1 giugno 1974)

RiissunTo. — Si introducono, a fondamento della formulazione difTercnziale rela-
tiva di una qualungque teoria fisica in un modecllo matematico generale di spazio-
tempo, le nozioni di connessione spaziale e connessione spaziale principale in un
riferimenio e se ne studiano le proprietd,

SuMMARY. — At the base of the relative differential formulation, in a general
mathematical space-time model, of any physical theory, the notions of spatial con-
nection and principal spatial connection in a system of reference are sef, and their
properties are examined.

Tra le strutture geometriche che in una qualunque teoria fisica
vanno associate alla varieta spazio-tempo M ce n'e¢ una — precisa-
mente una connessione lineare w — che va necessariamente conside-
rata ai fini della formulazione differenziale della teoria [17 [2] [3].
Base comune ad ogni teoria fisica ¢ dunque la considerazione della
coppia {M, w), la quale pertanto rappresenta un modello matematico
di spazio-tempo di interesse generale.

Si pensi ora introdotto (n. 1) nel modello (M, ) un riferimento
fisico R, inteso come un continuo alla Cosserat costituito da o® par-
ticelle, munite di orologi, e da ~* triedri ciascuno con origine in
una particella. Ai fini della formulazione differenziale relativa ad R
di una teoria fisica [4], conviene introdurre la nozione di connes-
sione spaziale in R, nozione a cui appunto dedico il §1.

* Lavoro eseguito nell’'ambito del Gruppo nazionale di ricerca per la Fisica Mate-

matica del C.N.R.

i
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Precisamente nel n. 2 defimisco come connessione spaziale in R
ogni connessione nello spazio fibrato principale delle configurazioni
dei triedri di R, rilevando inoltre (n. 3) Pequivalenza di detta nozione
con quelle di derivazione covariante e di trasporto parallelo nell’in-
sieme dei vettori di spazio relativi ad R.

Osservo poi (n. 4) che nel modello (M, w) una connessione spa-
ziale ¢ direttamente fornita dalla connessione fondamentale w purché
questa determini un trasporto parallelo di vettori di spazio e cioe
subordini una connessione spaziale in R. Diré in tal caso che v &
riducibile spazialmente in R e varie forme della condizione di ridu-
cibilita spaziale sono indicate al n. 4.

Se la connessione fondamentale » non verifica detta condizione,
€ssa non puo essere direttamente utilizzata ai fini della formulazione
differenziale relativa ad R di una teoria fisica ed al suo posto va
considerata una delle connessioni spaziali in R il cui criterio di
scelta, a priori arbitrario, non deve comunque introdurrc strutture
geometriche estrance alla teoria.

Nel §2 per tale scelta mi attengo precisamente al criterio geo-
metrico, suggerito (n. 5) dalla struttura quasi-prodotto determinalta
da R in M, consistente nell'identificarc la suddetta connessione spa-
ziale con la proiezione &x di o in R. A tale connessionc spaziale
Gr dard il nome di connessione spaziale principale in R; essa, se
fa o & riducibile spazialmente in R, viene a coincidere con la connes-
sione spaziale subordinata da o in R.

Notevole & il fatio che la connessione G determina, come tra-
sporto parallelo dei triedri di R, proprio il trasporto generalizzalo
di Fermi, da me introdotto in un precedente lavoro [5] come esten-
sione fisicamente significativa del trasporto misto di Fermi, [6] [7]
[8], al modello (M, w). Cid fornisce (n. 6) un'interpretazione cine-
matica per il criterio geometrico di scelta della connessione princi-
pale &g dianzi adottato.

Lo studio della derivazione covariante (n. 5) e della 1-forma
{n. 7) caratterizzanti @ chiarisce infine, nel caso relativistico, i col-
legamenti, gia rilevati in [5], della connessione determinante il tra-
sporto misto di Fermi con la dertvazione covariante irasversa di
C. Cattaneo [9] e A. L. Zelmanov [10] nonché con la connessione
relativa canonicamente associata ad w di I. Cattaneo Gasparini [113,
gia proposte ai fini della formulazione differenziale relativa di teorie
fisiche in Relativita generale [12] [13? [14].
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§ 1. - CONNESSIONT SPAZIALT,
1. - Richiami preliminari sui riferimenti fisici.

In una varieth spazio-tempo M un riferimento fisico & rappre-
sentato da una coppia'

(1.1) R = (7,7)

costituita da un campo vettoriale ¥ e da una I-forma reale < veri-
ficanti la condizione

(1.2) {r,yr=1.

Il campo ¥, mediante la congruenza delle sue curve integrali,
rappresenta le linee duniverso d'un sistema continuo: la i-forma =,
non nulla in ciascun punto di M, rappresenta la nozione di inter-
vallo di tempo (locale); la condizione (1.2), infine, & dedotta dalla
assunzione generale (corrispondente al principio di causalith) che
lungo la traiettoria d'universo di una particella non vi siano eventi
simultanei.

La assegnazione di t, che operativamente dipende dalla parti-
colare teoria fisica in esame, dipende altresi, in generale, dal riferi-
mento in cui si assumono cffetiuate le misure di tempo, cosicché
< si dira 1-forma temporale relativa ad R; ove, in particolare, si
postuli-la-indipendenza.delle misure. di ternpo.dal riferimento in cui
si effettuano, tutte le 1-forme temporali relative si assumeranno
coincidenti con un'unica forma =, che si dirda l-forma temporale
assoluta.

La 1-forma 1 determina in M (di cui TM e T.M denotan> rispet-
tivamente il fibrato tangente e la relativa fibra in x € M) una distri-
buzione di sottospazi vettoriali tridimensionali

TixEM—-I, cT.M

data dalle fibre ¥, — dette piattajorme spaziali associate ad R —
del fibrato vettoriale

Kern 1 ={u€TM: {t,u> =0}

luogo dei vettori di spazio relativi ad R, connettenti (localmente)
eventi simultanei in R.

U Cfr. 151, n. 2.
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Sia ora P I'insieme delle basi delle piattaforme spaziali associate
ad R. Dal punto di vista geometrico esso & uno spazio fibrato prin-
cipale, avente per base M e per gruppo strutturale il gruppo lineare
G = GL{(3, &) sul corpo & dei reali. Dal punto di vista cinematico
va osservato che ogni elemento di P pud riguardarsi come un’arbi-
traria configurazione istantanea di un triedro con origine in una
particella del continuo di riferimento e che quindi il riferimento
fisico R, il quale per (1.1) e (1.2) & aliresi individuato dalla coppia
v, P), rimane caratterizzato come un continuo alla Cosserat, dei cui
triedri P rappresenta quindi lo spazio delle configurazion.

2. - Connessioni spaziali in un riferimento fisico.

Assegnato un riferimento fisico R in M, siano B lo spazio delle
configurazioni dei triedri di R, §:U— P la generica sezione differen-
ziabile di P suun aperto U c M e? a = (4s*):U N U' — P la funzione
di transizione corrispondente ad un cambiamento di sezione §—s §.

DEFINTZIONE I. Dicesi connessione spaziale in R ogni connessione
nello spazio P delle configurazioni dei triedri di R.

PROPOSIZIONE 1. Una connessione spaziale ¢ individuata, in un atlante
di sezioni di P, da matrici (&%) di 1-forme reali locali

(2.1) Ge? TU—> &

caratierizzate, in un cambiamento di sezione, dalla legge di trasfor-
mazione

’_‘Ff.' a’ e o o' 18
(2.2) @, =a & a, + a dap
f 4 F 4] .

Infatti dalla teoria delle connessioni® segue in particolare che
la 1-forma di una connessione spaziale

G):TP—:»E',

a valori nell'algebra di Lie E del gruppo di Lie G, & completamente
individuata, in un atlante di sezioni di P, dalle sue immagini reci-

? Gli indici greci variano da 1 a 3; quelli latini da 0 a 3.
Y Clr, [15], p. 66.
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proche ovvero (indicato con T3 il diflerenziale di 3} dalle 1-forme
(2.3) F@ =0T TU—g ;

queste sono caratterizzate, in un cambiamento di sezione, dalla legge
di trasformazione

(2.4) {5 = ad, - 57 (&) +a ' Ta,

dove il simbolo ad denota la rappresentazione aggiunta di G in g.

Poiché inoltre ;g: si identifica con Valgebra gl (3, &) delle matrici
reali d'ordine 3, le I-forme (2.3) risultano costituite da matrici del
tipo (2.1), mediante cui la legge (2.4) assume la forma esplicita (2.2),
conformemente all’asserto.

Le 1forme (2.1) si diranno nel seguito coefficienti della connes-
sione spaziale .

3. . Derivazione covariante e irasporto parallelo associati ad una
connessione spaziale.

Sia & (M) I'algebra delle funzioni differenziabili su M e siano y (M}

DerINIZIONE II. Dicesi derivazione covariante in Kern t ogni applica-
zione & (M)-lineare

(3.1) VX E (M) = (Vi €5 (M) — Vxut X (M)

di y (M) nell' § (M)-modulo delle derivazioni di L (M).

Prorosizione 11. Vi & corrispondenza biunivoca tra connessioni spa-
ziali in R e derivazioni covarianti in Kern 1.

Infatti ad ogni connessione spaziale & rimane associata una deri-
vazione covariante (3.1) in Kern t ponendo, nella generica sezione
§=(U,e.) di P,

(3.2) (Gx uy =< %’ us, X,

dove (V u®) & una I-forma tensoriale di tipo (1g, &°) su P — detta
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differenziale assoluto di u € £ (M) in & — definita® in § dalle 1-forme
reali

—~

(3.3) Vut = du* + &pub .

D'altra parte, assegnata in Kern 1 una derivazione covariante
(3.1), la posizione (3.2}, nella generica sezione § di P, definisce una
I-forma tensoriale {Vu*) di tipo (lg, &%) su P, tale che le I-forme
reali

(3.4) G = Ves

trasformandosi nei cambiamenti di sezione in B con la legge (2.2),
sono | coeflicienti di una connessione spaziale. Poiché inoltre da (3.2)
e (3.4) si deduce

o~

SV, Xo = (Xuf) &y + (Ve b = <dur, X> + <oy, XDt

ossia, per l'arbitrarieta di X € x (M), la (3.3), si pud concludere che
la (3.4) & una connessione spaziale (e P'unica) avente (3.1} come deri-
vata covariante associata in Kern 1, restando cosi provata la propo-
sizione 11,

Slano ora ¢ (¢) il generico cammino di M e x, = ¢ (1), £ = ¢ ()
una qualunque coppia di punti su di esso.

DeFintzrone 1T, Dicesi trasporto parallelo in Kern t ogni famiglia
di isomorfismi tra piatiaforme spaziali

(3.5) Du.x 0 Se = N
dipendenti da (1), x, ¢ x,.

Prorosizion: 111 Vi & corrispondenza biunivoca tra connessioni spa-
ziali in R e trasporti paralleli in Kern t.

Infatti ad ogni connessione spaziale & rimane associato un tra-

sporto parallelo (3.5) in Kern t determinato ®, lungo il generico cam-

* Cfr. [16], p. 56.
*Cir. [15], p. 114,
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mino « (£) (di cui X denota il campo di vettori tangenti), dalle equa-
zioni

\?xu =0
{3.6)
X<t,ur»=20

dove Vx denota la derivazione covariante in Kern 1 associata ad &,
che risulta espressa in funzione di (3.5) dalla relazione

(3.7) (Vxi)s, = lim 1 [;_1 () — “({0)}

st
¢ ri tu

D'altra parte, assegnato in Kern t© un trasporto parallelo (3.5),
la posizione (3.7) definisce ['unica derivazione covariante in Kern =,
e quindi l'unica connessione spaziale, cui risulta associate, mediante
le equazioni (3.6), proprio il trasporto parallelo (3.5), restando cosi
provata la propesizione IIL.

4. . Condizioni di riducibilita spaziale della connessione fondamentale.

Sia (M, w) il modello matematico di spazio-tempo definito nel-
lintroduzione. Indicato con V il differenziale assoluto associato alla

connessione fondamentale v, questa & individuata, nella generica se-

zione locale (U, e;) del fibrato principale P (M} dei riferimenti lineari
di M, dalla matrice (w’;) di 1-forme reali®

(4.1) wh= Ve, TU—=&.
Indicata inoltre con
(4.2) X €y (M)—= (Vx:y (M) — y (M)
t4 derivazione covariante associata ad w in TM, le equazioni
(4.3) Vyu=0

definiscono un trasporto parallelo in TM, ciog, per ogni coppia di

° Cfr. {15], p. 143
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punti x, e x sul generico cammino ¢ (¢) di M, un isomorfismo tra
spazi vettoriali

(4.4) Gon! To M= T, M.

DEFINIZIONE 1V. La connessione fondamentale w dicesi riducibile spa-
zialmente in R se il trasporto parallelo in TM ad essa associaio
subordina un trasporto parallelo in Kern t, ovvero per il generico
isomorfismo (4.4) si verifica che la sua restrizione $u. 5, /EZsa Y. as-
sume valori in I,

(4.5) @ x

Varie forme della condizione di riducibilita spaziale (4.5) sono
fornite dalie seguenti proposizioni:

ProPosizIoNE 1V, Condizione necessaria e sufficiente affinché la con-
nessione fondamentale v sia riducibile spazialmente in R ¢ che nella
generica sezione s =(U, ¢;) di P (M), subordinante una sezione 5 = (U, e.)
di P, la matrice (4.1) verifichi la condizione

{(4.6) W, = 0.

ProPos1ZIONE V. Condizione necessaria e sufficiente affinché la con-
nessione fondamentale « sia riducibile spazialmente in R & che la
restrizione di Vx q X (M) assuma valori in Z{M) ossia che

4.7) C,ur=0=2<1, Vxu>=0.

ProrosizionNE VI, Condizione necessaria e sufficiente affinché la con-
nessione fondamentale v sia riducibile spazialmente in R ¢ che, indi-
cata con o uw'arbitraria 1-forma reale su M, la 1-forma temporale
relativa © soddisfi la condizione

(4.8) Vi=o®rt.

La condizione di riducibilita spaziale (4.3) infatti richiede che
in corrispondenza a condizioni iniziali del tipo

wlle) = u, € X
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le equazioni (4.3), che nella sezione s si scrivono

Xwr+<ufXou =0

(4.9)
X+ <o, X>u =0,

ammettano soluzioni u € £(M). Cid equivale a richiederc che l'equa-
zione (4.9) ammetta soluzioni con u* =0, il che ¢ possibile, per
'arbitrarieth di X, se, e solo se, & soddisfatta la condizione (4.6),
che risulta percid equivalente alla (4.3), restando cosi provata la
proposizione IV,

Dal primo membro della (4.9); discende poil che Ia (4.6) & equi-
valente alla condizione

w = 0= (Vxul =

ovvero, in termini intrinseci, alla (4.7), il che prova la proposizione V.

Poiché infine, per le note proprieta dell'operatore di derivazione
covariante Vx esteso a tutta l'algebra dei campi tensoriali su M,
vale la relazione

Cp, Vxur»=X<t,u> —<Vxtur,

ia condizione (4.7) si pud pure scrivere nella forma, anch'essa intrin-
seca,

che, indicata con ¢ un’arbitraria 1-forma reale su M, equivale alla

condizione
Vxt =4<ag, X7z

ovvero alla (4.8), il che prova la proposizione VL

DEFINIZIONE V. Dicesi connmessione spaziale subordinata in R dalla
connessione fondamentale w, supposta riducibile spazialmente in R,
ia connessione spaziale in R determinata dal (rasporto parallelo (4.5)
in Kern 1.

Dalle proposizioni II, 111, V segue:

Proposizione VI, La derivazione covariante in Kern t associaia alla
connessione spaziale subordinata da w in R & data da

{(4.10) XExM) = (Vx:u€ (M) — Vi € L{(M).
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Infatti basta osservare che la derivazione (4.10), subordinata da
(4.2) in Kern < stante la condizione di riducibilita (4.7), determina
in Kern t, mediante le equazioni (4.3) e (3.6):, il trasporto paral-
lelo (4.5).

Rilevers infine esplicitamente che:

OSSERVAZIONE I. Se t ¢ una 1-forma temporale assoluia, le nozioni
di riducibilita spaziale della connessione fondamentale e di connes-
sione spaziale subordinata risultano indipendenti dalla scelta del
riferimento fisico R.

§2. - CONNESSIONE SPAZIALE PRINCIPALE E SUO SIGNIFICATO CINEMATICO.
5. - Connessione spaziale principale.

Un riferimento fisico R determina in M, stante (1.2), una strut-
tura quasi prodotto

(5.1) .M =86, L

individuata in ogni punto x € M dal sottospazio @, generato da vy
e dalla piattaforma spaziale ¥,. A tale struttura rimane associato
il proiettore spaziale

8= 1y (M) — X (M)
definito ponendo, per ogni X € ¥ (M),

F(X) =X — <1, X>7.

! proiettore spaziale 8x, essendo un operatore & (M)-lineare, con-
sente di dedurre da (4.2) una derivazione covariante in Kern 1 data
da

(532) D:XE€yxy (M) - (Dy = FAVx) i €T (M)~ Dyu € T (M)).

Ne segue che l'azione di detto proiettore si pud estendere in
manicra naturale alla connessiore fondamentale w, definendo proie.
zione spaziale di v in R la connessione spaziale @z determinata (n. 2)
da (5.2).
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DrerINTZIONE VI, Dicesi connessione spaziale principale in R, nel mo-
dello matematico (M, w) di spazio-tempo, la proiezione spaziale Gr
di w in R.

N

Osservazione I1. Se la w & riducibile spazialmente in R, la & coincide
con la connessione spaziale subordinata da o in R.

In tal caso infatti risultano coincidenti, stante (4.7), le corrispon-
denti derivazioni covarianti in Kern 1 (5.2) e {(4.10).

Le considerazioni geometriche su esposte mostrano come l'ope-
ratore di proiezione spaziale relativo ad un riferimento fisico R con-
senta di derivare in maniera naturale dalla connessione fondamen-
tale w la connessione spaziale principale &, il che suggerisce di uti-
lizzare proprio la &k ai fini della formulazione differenziale relativa
ad R di una teoria fisica in (M, w).

Cio infatti non introduce alcuna struttura geometrica estranea
al modello (M, ») ed anzi implica, stante l'osservazione II, nel caso
particolare di una connessione fondamentale w riducibile spazial-
mente in R, la diretta utilizzazione, com'e del tutto naturale in tal
caso, della connessione fondamentale medesima.

6. - Significato cinematico della connessione spaziale principale.

zato di Fermi.

Basta infatti osservare che, essendo il trasporto generalizzato
di Fermi definito dalle equazioni

S (Vxu)y=0

Il

X<, u>» =0,

Ja (5.2) & come ho mostrato in [5], la derivazione covariante in
Kern t associata a detto trasporto.

La proposizione VIII testé provata consente di applicare alla
& tutte le considerazioni da me svolte in [5] a proposito del tra-
sporto generalizzato di Fermi. In particolare:

OssERVAZIONE 111, La conmnessione spaziale principale Gn definisce un
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trasporto dei triedri di R caratierizzato localmenie dall’assenza di
rotazione,

La detta assenza locale di rotazione, che va intesa nel Senso
precisato in [5], fornisce il significato cinematico della connessione
spaziale principale Gr, che al n. 5 era stata introdotta per via pura-
mente geometrica.

OsSERVAZIONE IV. La restrizione D/S (M) della derivazione covariante
in Kern < associata a &w coincide, nel modello relativistico di spazio-
tempo, con la derivazione covariante trasversa di C. Cattanco e A
L. Zelmanov’,

Cio segue dalla proposizione VII, stante un analogo risultato
provato in [5] a proposito della derivazione covariante in Kern <
associata al trasporto generalizzato di Fermi.

7. - Studio della 1-forma caratterizzante la connessione spaziale prin-
cipale.

Sia
E = {(erx, )~Y)_L‘€M : ({Zﬂ) € P; VS R}

il fibrato principale dei riferimenti lineari di M adattati alla strut-
tura (5.1) — costituente una riduzione del gruppo di Lic GL (4, &)

al sottogruppo H = G x &, la cui algebra di Lic ¢ h = IX R —
e sia

wile, i) EE—=(e)EP
T H=Gx&—->0G

w:ih :E Xc‘Rm—)g

la proiezione canonica di E in P.

Da noti risultati di teoria delle connessioni® si deduce che la
restrizione ad E della fi-componente di w,

ho/E:TE > h

P Cfr. [9], [10].
Cfr. {151, p. 83 ¢ p. 79.
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& una connessione in E e la proiezione canonica © la trasforma in
una (ed una sola) connessione spaziale la cui I-forma & ¢ definita
dalla rclazione

25 (3) = nohw/E.
Nella generica sezione locale di P
§=xmes:U>E—>B,

la 1forma & cosi definita ha l'immagine reciproca

F(H) =" (B)oTs

= mos*(hw/E},
da cui, posto nella sezione s di E

s* () = (),

segue
s* (ho/E) = hs* (©) = (u} ), w;)
e quindi

(6.1) &) = (wy ).

D’altra parte da (3.4) e (5.2) discernide che le 1-forme locali (6.1),

tratte dalla matrice (4.1), sono quelle che caratterizzano la connes-
sione spaziale principale relativa ad R. Resta cosi provato che:

ProrosizionE 1X. La connessione spaziale principale relativa ad R ¢
caratterizzata dalla 1-forma ow definita dalla relazione

7 ({:)R) =T h(l)/E .

Dalle proposizioni IV e IX e dall'osservazione II segue infine:

OSSERVAZIONE V. La counessione lineare hw/E, che nel modello rela-
tivistico di spazio-tempo coincide con la connessione relativa canoni-
camente associata ad w di I. Cattaneo Gasparini, & riducibile spazial-
mente in R e la connessione spaziale dua essa subordinata coincide
con la Gn.
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Studio mediante analisi termica differenziale
della develrificazione di vetri del sistema Ca0Q—ALO:;—8i0: *

Nota di ALBerTO BURI e ALBERTC MAROTTA
presentata dal socio ordinario RICCARDO SERSALE

{Adunanza dell’'l givgno 1974)

RiassunTo. — Nell'ambito di una ricerca sistematica rivolta ad olienere vetro-
ceramici carallerizzali da bassi valori del cocfficiente di dilatazione termica e da
microsirutture tipiche di predotti ad alta resislenza meccanica, si & proseguito lo
studio di vetri sintefici de! sistema CaO-ALO-Si0, L'esame dei campioni approntati
& stato condoito rilevando le temperature di transizione vetrosa (T,) e di velocitd
massima di cristallizzazione (T,

I risultati conseguiti hanno consentito di porre in luce la dipendenza delle sud-
dette temperature dalla composizione chimica, dalla granulometria ¢ dalla velocita di
riscaldamento det campioni.

Il calcolo delle energie di attivazione per il processo di devetrificazione dei vari
campioni, ha poi permesso la formulazione di alcune ipotesi sul meccanismo i cri-
stallizzazione,

ABSTRACT: — A study. of - Ca0-ALO,-Si0,. glasses.. suilable.. for..production . of .glass- ...

ceramics with low thermal expansion and microstructures similar to that of high-
strenght materials, has been carried out,

The specimens have been analyzed by DTA, detecling the glass transition and
maximum crystallization rate temperatures, T, and T, respectively.

The infivence of chemical composition, granulometry and heating rale on the
values of these temperatures has been poinled out. Hypotheses on devetrification
mechanism have also been formulaled on the basis of calculated devetrification acti-
vation energies.

INTRODUZIONE

I materiali ceramici che si oitengono, gia da diversi anni, me-
diante cristallizzazione controllata di vetri, hanno qualita superiori a
quelle delle ceramiche tradizionali; in particolare hanno basso coef-
ficiente di dilatazione termica, elevata durezza superficiale, notevole
resistenza meccanica.

* Lavoro escguito con il contribute finanziario del C.N.R.
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In recenti pubblicazioni (1, 2) si ¢ dato conto di un’indagine
preliminare sul comportamento di una serie di vetri del sistema
Ca0—ALO;—S8i0; il cui termine iniziale corrisponde alla composi-
zione della gehlenite, mentre quelli successivi sono ottenuii per pro-
gressiva sostituzione di atomi di calcio e silicio con atomi di al-
luminio.

Q
)
L
[
<
Q
8]
A
L
i 1
864 1065
T (°C)

Fic. 1. - Analisi termica differenziale del vetro 03

I risultati conseguiti sono apparsi promettenti perché hanno la-
sciato intravedere la possibilita di produrre vetro-ceramici a coeffi-
ciente di dilatazione molto piccolo od anche negativo, variabile in
modo continuo con la composizione chimica del vetro.

Poiché le informazioni circa i trattamenti termici cui sottoporre
i vetri di partenza, per conferire ai prodotti ceramizzati le proprieta
desiderate possono esscre ricavate medianie analisi termica differen-
ziale (3), si ¢ ritenuto opportuno adottare tale tecnica per uno stu-
dio sistematico del processo di devetrificazione dei vetri in esame.

Sui risultati ottenuti ¢ sulle relazioni intercorrenti fra i valori
sperimentali e le ipotesi [ormulate sulla struttura dei vetri si rife-
risce brevemente nella presente Nota.

PARTE SPERIMENTALE

I campioni di vetro, preparati secondo le modalitad descritte in
precedenti lavori (1, 2), hanno composizione chimica corrispondente
alla formula generale (2—x) Ca0 . (14x) ALLO; - (1 —2x) Si0, per valori
di x paria 0; 0,1;...0,5. In quel che segue i vari campioni verranno
indicati con il corrispondente valore della x.
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Tutti i campioni sono stati macinati e setacciati raccogliendo le
seguenti frazioni:
a) polveri grosse — frazione compresa tra 430 u e 250 1,

b)Y polveri fini — frazione compresa tra 92 p e 55 p.

L’'analisi termica differenziale (DTA) & stata eseguita con l'appa-
recchio Du Pont 900 su campioni, di 40 mg, di ciascuno dei vetri
preparati, sia in polvere grossa che in polvere fine, con velocita di
riscaldamento di 7; 10; 15; 20; 30°C/min. Ciascun termogramma Imno-
stra un effetto endotermico dovuto a transizione vetrosa ed un ef-
fetto esotermico dovuto a cristallizzazione, In fig. 1 & riportato il ter-
mogramma relativo al vetro 0,3 che ben rappresenta il comporta-
mento dell'intera serie.

Le temperature di fusione dei prodotti ceramizzati sono siate
misurate su campioni di polveri fini mediante lo stesso apparecchio
per la DTA munito di accessorio per temperature fino a 1600° C.

DISCUSSIONE DEI RISULTATE

a) Transizione vetrosa

La conoscenza della temperatura di transizione vetrosa T, ha una
duplice importanza: permette da un lato di individuare il campo di
lavorabilita del vetro e dall'altro da un'idea della temperatura di

massima-veloeita--di- nucleazione; -che--da-alcuni..autori.(4)..&.posta.. ...

circa 50°C al di sopra di T,.

Dalla tabella T in cui sono riportate le temperature di transi-
zione vetrosa T, determinate sia su campioni in polvere fine che in
polvere grossa si pud dedurre quanto segue:

TaeeLLa |

T,(eC) e Tu{°C) in polvere fine (F) e grossa (G).

T, ‘ T
Vetri _— S ‘ JU— S— _ -
F : G F i G
0 842 845 1014 1050
1 848 848 1040 1064
2 858 858 1034 1048
3 864 864 1043 1065
4 870 874 1033 1061
5 875 877 1014 1042

15
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1) La granulometria delle polveri non ha alcuna influenza sul
valore di T,. La transizione vetrosa & infatti un fenomeno che inte-
ressa lintera massa del vetro e non un fenomeno superficiale.

2} 1 valori di T, aumentano nella serie al crescere del tenore di
alluminio. L'alluminio infatti pur sostituendo un atomo di silicio
(formatore) ed uno di calcio (modificatore) funge (1) interamente
da formatore, in coordinazione 4, sottraendo per la neutralitd della
carica nel reticolo altri atomi di calcio alla loro funzione di modi-
ficatori secondo lo schema:

(Al")(07%); + Ca*? 072~ 2 [A1+3 [OZZJ - (_.....Cg”r J
4

Si ha pertanto un aumento della compattezza della strutfura al
crescere del tenore di alluminio con conseguente aumento della tem-
peratura di transizione vetrosa T,.

b) Cristallizzazione

L'assenza di qualsiasi agente nucleante rende difficile una cri-
stallizzazione di massa per cui il processo inizia dalla superfiicie delle
polveri che rappresenta la zona energeticamente meglio predisposta
alla nucleazione ed alla crescita dei cristalli, L'influenza della gra-
nulometria delle polveri & posta in luce dalla tabella I dove sono
riportate le temperature Ty dei picchi esotermici di cristallizzazione
determinati sia su campioni in polvere fine che su campioni-in-pol:
vere grossa. Si pud rilevare che tutti i vetri in polvere fine cristal-
lizzano ad una temperatura di almeno 20°C inferiore a quelia dei
vetri in polvere grossa.

La tabella II mostra, invece l'influenza della velocita di riscal-
damento sulle temperature Tu.

Taserra II

Tu (°C) alle diverse velocita di riscaldamento,

~

‘\\\ Vetrj
- 0 1 2 3 4 5
o/, min\\“‘\\\
7 1043 1053 1058 1656 1053 1036
10 1650 1064 1068 10653 1061 1042
15 1064 1075 1074 1074 1672 1051
20 1071 1081 1081 1081 1077 1038

30 1084 1098 1093 1093 1089 1068
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Una rclazione fra temperatura del picco esotermico, energia di
attivazione del processo di cristallizzazione e velocita di riscalda-
mento pud essere ricavata come segue. Se si ammette che la cristal-
lizzazione segua una legge del T ordine, la velocita di cristallizzazione
puo essere espressa dalla equazione:

DY) i - y) (1)
(&),

dove y rappresenta la frazione di materiale cristallizzato alla tempe-
ratura T e k [a costante di velocith di reazione legata alla tempera-
tura da un’equazione tipo Arrhenius,

E
k=Ae 7 RT (2)
Kissinger (5) ha ipotizzato che alla temperatura Tw la velocita
di reazione ¢ massima per cui la sua derivata rispetto al tempo si

o A dT .
annulla. Detta v Ia velocita di riscajdamento ——--, che ¢ una co-

dt
stante strumentale ,dalle (1) e (2) si ottiene pertanto:
o)
B
......... g [ . 1) ; e R
TM

in cui E rappresenta la energia di attivazione del processo di cristal-

. . . . v . . .
lizzazzione. 1l diagramma di In —=— in funzione di ¢ dunque

T M

M

una retta dal cui coefliciente angolare & possibile calcolare E,
In tabella III sono riportati i valori dell’energia di attivazione. E,
per i vari campioni di vetro, determinati nel modo sopra descritto,

TaprLLa III

Energia di attivazione E (kcal/mole) del processo di devetrificazione e temperaiura
di fusione Ty (°C) per i diversi campioni.

Vetri 1] 1 2 3 4 3

E 118 115 131 138 140 151
Te 1562 1510 1525 1570 1468 1516
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Si puo notare un progressivo aumento dell’eneregia di attivazione al
crescere del tenore di alluminio; cid & dovuto al fatto che e fasi
cristalline originatesi a seguito del trattamento termico hanno com-
posizione chimica sempre pit lontana da quella del vetro madre di
partenza, per cui la loro formazione richiede fenomeni diffusivi sem-
pre pit marcati.

c) Temperature di fusione

In tabella III sono riportate le temperature di fusione dei pro-
dotti ceramizzati. Non sembra individuabile alcuna relazione tra tali
temperature e la composizione dei vetri. E interessante notare pero
che il campione 0,3 indicato dagli Autori in un recente lavoro (2)
come quello dotato di una microstruttura tale da lasciar prevedere
una notevole resistenza meccanica, ha la pin alta temperatura di
fusione nell’ambito della scrie,

CONCLUSIONTE

L'insieme dei risultati sperimentali sopra riportati permette di
concludere che la progressiva sostituzione di Al al posto di Ca ed Si,
nei vetri da noi esaminati, determina una maggiore compattezza delle
strutture, alla quale si pud attribuire sia I'aumento della temperatura
di transizione vetrosa, sia ['aumento di energia di attivazione per la
cristallizzazione; essa da conto anche della gia sperimentata dimi-
nuzione del coefliciente di dilatazione termica.
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Caratterizzazione della belite in clinkers sintetici

Nota di Brrnarpo MARCHESE e GIUSEPPE FRIGIONE
presentata dal socio ordinario RICCARDO SERSALE

(Adunanza dell’l giugno 1974)

Riassunto, — Gli Autori, nell’ambito di una ricerca sislematica sui costituenti
principali del clinker, puntualizzano le caratteristiche morfologiche delle soluziom
solide di silicato bicalcico (beliti),

Dopo breve rassegna bibliografica, riportano i risuitati delle osservazioni in mi-
croscopia otitica, per riflessione, di alcuni campioni di clinkers sintetici evidenziando
i diversi caratteri morfologici delle beliti, premettendo alcune considerazioni anche
sulla base delle risultanze di altre tecniche diagnostiche,

SumMMARY. — Within a sistematic study on the principal conslituents of the
clinker, the morphological characteristics of the solid solutions of bicalcium silicate
{beliles) by the Authors are evidenced.

After a brief biblographic rcview the results of the observations by the reflexion
optical microscopy on some specimens of synthetic clinkers are reported. It is
emphasized the diffcrent morphological aspects of the belitic phase, and some hypo-

thoses o thely variations “arg “advanced; also regarding “ather diagnostic technigques,

INTRODUZIONE.

E ben noto che il silicato bicalcico presente nel clinker esplica,
insieme con il silicato tricalcico, un ruole importante ai fini dell’atti-
vita idraulica, ed uno decisivo sul corso della cottura della miscela
cruda, a seguito della quale esso origina il silicato tricalcico. Si com-
prende quindi la necessitd di chiarirne la funzione e le successive
trasformazioni, nonché gli effetti specifici del processo di tempra.
Un simile studio si rivela estremamente complesso, sia per la com-
posizione del sistema in cui risultano contemporaneamente presenti
numerose fasi, spesso in soluzione solida, sia per Pesistenza della fase
di contatto, liquida alla temperatura di cottura.

Recentemente uno di noi (G.F.) ha mostrato come |'attivitd idrau-
lica del clinker, anche alle brevi stagionature, sia legata tra l'altro
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anche alle forme polimorfe che il silicato bicalcico o meglio le sue
soluzioni solide, possono manifestare [1]. Infatti il silicatc bicalcico
si presenta, in dipendenza della temperatura di cottura, sotto diverse
strutfure cristailine, alcune delle quali come ia «, " e ia 3 risuitano
presenti come fasi metastabili a temperatura ordinaria. La stabiliz-
zazione & promossa, ira l'altro, dalla durata del trattamento termico,
dall’effetto della tempra e dalla presenza di elementi estranei.

I piu recenti studi delle modificazioni polimorfe hanno permesso
di delineare la successione indicata nella fiz. 1 [2]. Tutte le forme
inoltre sono ottenute a seguito di un processo « imperfetto » di cri-
stallizzazione [3].

Lo studio di tali forme cristalline & stato abbondantemente esple-
tato con l'analisi diffrattometrica, la quale perd non riesce ad indi-
viduare, nel clinker, I'ammontare delle diverse forme. Si & voluto
percid far ricorso ad altre tecniche diagnostiche quali, ad es., Ia spet-
trometria ILR., la valutazione della microdurezza ed infine la micro-
scopia, In particolare & stata prescelta la microscopia ottica per ri-
flessione, perché non solo & l'unica atta a caratterizzare grano per
grano la belite, ma si presta altresi ad uno studio « topografico » di
tale fase nell'interno della massa solida.

Per maggiore completezza e a causa del numero elevato di pub-
blicazioni esistenti in letteratura, nelle quali sono riportate osserva-
zioni in microscopia ottica per riflessione, se ne premette una breve
rassegna.

Tavascr [4, 51, riportando le osservazioni eseguite per riflessione
su clinkers di Portland industriali, distinse tre tipi di belite. La be-
lite I, nei granuli di dimensioni medie, la cui superficie presenta,
secondo due direzioni, strie larghe, poco numerose e talvolta aghi-
formi. La belite II, nei grani di pit grosse dimensioni, con fhtte
striature, una delle quali molto fine. La belite III, nei grani di pic-
cole dimensioni, caratterizzata da inclusioni che disegnano una ve-
natura; essa pud esistere aache nelle parti pit esterne dei grani pitt
grossi. La belite T sarebbe costituita dalla forma « e da una forma
instabile intermedia, mentre la IT e la II1 sarebbero costituite dalla
forma §8, con le inclusioni distribuite in modo diverso.

InsLEY [6] e poi INSLEY e FRECHETTE [7] ha individuato la forma
B in quei grani tondeggianti che presentano bande di geminazione
polisintetiche. Ritengono che tali bande siano dovute alla transizione
da una forma polimorfa in un’altra e avanzano lipotesi che dette
forme derivino da una transizione dalla forma «. Hanno suddiviso
poi la forma 3 della belite in tre tipi. Al tipo I hanno attribuito i grani
che mostrano almeno due e qualche volta tre gruppi di striature
parallele compenetrate; queste sono dovute alla transizione a circa
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1440°C. Un solo grano invece caratterizza il tipo II, ottenibile per
riscaldamento a temperature inferiori a 1420°C, 11 tipo IIT infine si
presenta sotto forma di grani irregolari non geminati, ma con ve-
nature, oppure con fessurazioni, e sarebbe dovuto ad un raffredda-

mento lento fino a 1275°C e ad una tempra successiva.

fusione Iz130°
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FiG. i. - Campi di stabilith e transizioni polimorfe del silicato bicalcice puro {2).
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Nell'atlante: « Mikroskopie des Zementklinker » [8] sono de-
scritte, con qualche commento, le diverse forme. Una belite con stria-
ture parallele mediante le quali si manifestano i geminati polisinte-
tici; talvolta la striatura & confinata alla periferia dei grani, mentre
la zona centrale si presenta liscia. Striature invece molto Targhe sono
riportate per i grani di belite di un clinker ricco di alcali. Viene ripor-
tata ancora una belite con riflessi diffusi ed infine, forme tondeg-
gianti lisce, cioé¢ senza figure di attacco, costituite da una fase pri-
maria da cui originerebbe quella striata.

Trorer [9] ha individuato nella massa interstiziale dei cristalli
geminati della forma «’ ed in uno stesso cristallo, la presenza della
forma 8.

TerrIER e Horwain [10] hanno descritto diversi aspetti della
forma B: grani cristallini a forma tondeggiante od anche poligonale
con superfici liscie o striate. A volte la striatura appare delineata da
costituenti secondari che si separano durante le trasformazioni. A
commento di una micrografia si afferma che la forma o costituisca
un grano di piccole dimensioni, con una sola seric di striature: anche
una sola serie di lamelle, ma osservata in luce trasmessa, & stata rile-
vata in un grano costituito dalla fase y.

REGOURD et al. [3], riconoscendo via analisi diffrattometrica in
una belite contenente ALO; la presenza delle strutture cristalline o’
e [, stabilizzate a temperature ordinaria dalla tempra, hanno affer-
mato che l'aspetto striato & caratteristico della forma B temprata, Cio
¢ stato confermato recentemente [11], precisando che la forma o
puo-andare-a costituire la frangia esterna di alcuni grani di alite.

METzGER [12], sostenendo che Ia forma o non pud distinguersi
dalla § sulle superfici lucide ha perd mostrato, mediante osservazione
in luce trasmessa, alcuni relitti della forma &’ inclusi nei cristalli alite.

YAMAGUCHI e Takact [13] hanno individuato, mediante esame per
riflessione, grani di tipo 1 con lamelle in due direzioni, e grani di
tipo II con una sola serie di strie, nonché grani del tipo IIT con
interno a chiazze. Per la interpretazione hanno rimandato al lavoro
di TroJErR [147.

Ono, KawaMURA e Sopa [15] tenendo presente la classificazione
fatta da INsLey [6], hanno suddiviso la belite in due tipi in base ad
osservazioni condotte per trasparenza. Il tipo T vien fatto risalire ad
un riscaldamento fin nel campo di stabilita della fase o e conserva
percio nei suoi grani, a forma tondeggiante, una complessa struttura
lamellare, attribuibile alla inversione o — . Presenta inoltre una
zona vetrosa che puo essere « non trasformata, nonché una struttura
molto sottile anch’essa lamellare, ricordo della inversione &’ - hoIl
tipo Il vien ricondotto ad un riscaldamento effettuato a tempera-
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tura pit bassa nel campo di stabilita della fase o', ¢ percid pud con-
servare soltanto il ricordo della transizione o’ - f. I grani sono irre-
golari con striature parallele, cioé geminati polisintetici.

Misure di birifrangenza su sezioni sottili hanno permesso a
CromY [16] di identificare tre tipi di beliti nei clinker. 11 tipo 1 rico-
nosciuto come geminato polisintctico; il tipo II con tre sistemi di
lamelle larghe, mutuamente intersecantisi e contenenti numerose in-
clusioni. Entrambi i due tipi corrispondono a g — C:S e si differen-
ziano da un tipo IIT che compare nei clinkers industriali, 1 tipo III
¢ caratferizzato al microscopio da una lamellazione complicata e sot-
tile, che scompare per riscaldamento a 1400°C e non riappare per
raflreddamento; per un processo di segregazione pud separare pic-
cole inclusioni [17]. 11 tipo III pud derivare da una inversione in-
completa di «', per cui ne conserva una certa aliquota accanto a
8 — C.S.

PARTE SPERIMENTALE,

I campioni esaminati sono stati preparati e caratterizzati secondo
le modalitd descritie in un precedente lavoro [13,

La composizione chimica della miscela cruda & riportata nella
tabella seguente:

O88ichi e T SR
Si0, 14,60
Fe,O, 2,56
AlLO, 2,77
Cal 42,81
MgO 1,60
perdita al fuoce 35,00
M. S 2,74
M. F, 1,08
Ca0 standard 93,4

Questa ¢ stata tenuta a 1500°C per V% ora, 1 ora e 4 ore. La CaQ
libera determinata secondo il metodo Franke sui tre campioni & ri-
sultata, rispetiivamente, 5,45, 373 e 1,34 %.
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Le misure di microdurezza socno state ottenute mediante un
« Durirnet » Leitz, con carichi di 15 g e di 25 g [18].

Gli spettri LR. sono stati rilevati su pasticche di campioni in
KBr da 0,5 mm di spessore, mediante un apparecchio Perkin-Elmer
mod., 457, nel campo di lunghezza d'onda 1200 <+ 400 cm

RISULFATI E DISCUSSIONE.

La microdurezza Vickers & stata rilevata sui grani di belite ap-
pena visibili sulle superfici non attaccate dei clinker. I valori dedotti
dalla lettura delle diagonali delle impronte, alcune delle quali sono
riportate nelle immagini della Tav. T si aggirano intorno a 800 kg/mm’
per i campione cotto per ' ora, per diminuire leggermente a circa
725 Kg/mm? per gli altri due. E da notare che tali valori si mostrano
sensibilmente pit elevati di quelli riportati per 1 cristalli di alite [19].
Questi valori forniscono una caratterizzazione supplementare della
belite, la cui utilita pud essere rivolta ai fini tecnologici {macinabi-
lita). Potenzialmente il valore della microdurezza ha il vantaggio di
caratterizzare il singolo grano, il che purtroppo non si verifica per i
nostri preparati, Ogni singolo grano, come sara messo in evidenza in
seguito, risulta costituito da una miscela di fasi cristalline.

L'analisi eseguita mediante gli spettri I.R., riportati in Fig. 2, ha
rivelato:

a) una banda a 800 - 900 cm~' molto allargata per tutti e tre
i campiont;

b) un'altra regione di forte assorbimento intorno ai 500 em™!;

¢) una ulteriore banda intorno ai 450 cm™';

d) una banda appena pronunciata ma netta intorno ai 1100 cm ™'}
1

e) infine sono da segnalare « spalle » intorno a 750 cm'.
Le bande di assorbimento degli spettri sono in accordo con guelle
riportate in letteratura e quindi per esse valgono le assegnazioni gia
tentate [20]. Anche se non si & in grado di determinare Ia presenza
delle singole diverse forme polimorfe della belite, si pud notare che
la banda di assorbimento nella regione 800 = 900 cm™* si presenta
notevolmente larga, a confronto con le bande presentate da altri
campioni [21].
Cid pud addebitarsi ad un notevole quantitativo di soluto, non
escluso lo stesso CaO, nelle forme polimorfe delle beliti. E da notare
inoltre che dopo una permanenza di 4 hr a 1500°C, si nota sia um
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Tav. I - Impronte
del microdurime-
tro Vickers sui
campioni cotti:
per Y2 ara {A), per
[ ora {B), per 4
ore (C).
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lieve restringimento, che un discreto aumento di intensita nella regione
800 =900 cm~!, variazioni che si manifestano anche per la banda a

500 cm
funghezza d'onda, micron
9 10 12 14 t6 18 22
1 | T T | T T

€
©
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2
L]
1]
“©
(8
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3
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Q
+ 1 ora
@
£
5
o
W
o
1.3
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] | |

1200 1000 800 600 400

numero d'onda, cm’

1

Fic. 2. - Speliri LR. dei campioni cotti per Y ora, § ora ¢ 4 orc,

L'esame mediante microscopia ottica per riflessione delle super-
fici lucidate ed attaccate & stato condotto su clinker non macinato, al
fine di studiare aree notevolmente estese.
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Alcune delle osservazioni sui campioni, cotti per 4 ora, ! ora e
4 ore, sono riportate nelle immagini presentate rispettivamente nelle
tavole II e I11, IV e V.

Tav. II - Micrografie per riflessione della superficie de! campicne cotto per Y ora.
Le micrografic la e 1b suno particolari della microgralia 1.
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Tav. IT1 - Microgralie per riflessione di un'altra zona della superficie del campione
cotlo per ¥ ora. La micrografia la ¢ un particolare della micrografia 1.
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La micrografia 1 della Tavola II riassume gli aspetti delia cosi-
detta struttura « a mosaico » [10] dei clinker ottenuti in forni non
rotativi. Le aree belitiche infatti si ritrovano concentrate in zone pre-
ferenziali, dove il rapporto Ca(/5i(0; era inizialmente basso e non
si ¢ manifestamente alterato. Sono ben riconoscibili i cristalli di alite,
caratterizzati da lati rettilinei e da strutture a zone e con dimensioni
in genere notevoli, favoriti in cié anche dalla presenza, nelle imme-
diate vicinanze, di una notevole quantita di fase interstiziale. In al-
cuni cristalli di alite sono evidenti relitti a forma globulare di belite.

L'aspetto mostrato dalla superficie dei grani tondeggianti di be-
lite, in accordo con quello rilevabile dalla letteratura, & quello ca-
ratteristico dei geminati polisintetici. Mentre questi sono presenti nei
grani pilt grandi in diverse direzioni, & frequente il ritrovamento di
una sola direzione nei grani pit piccoli. In alcuni poi, sia di dimen-
sione grande che piccola, ¢ visibile la sovrapposizione di una o piu
serie di lamelle di forma lenticolare; a tale scopo si confrontino gli
ingrandimenti riportati nelle micrografie 1b della tav. II ed 1a della
tav. III. Ciascun grano infine pud presentare un insieme di venature
che guasi sempre giacciono di fraverso sia alle striature che alle la-
melle lenticolari.

La Tav. III riproduce aspetti sostanzialmente simili in un’altra
Zzona piuttosto grande dello stesso campione, Si pud notare, al centro
della micrografia 1, un grano molto grande di belite con striatura
appena accennata e solcato da numerose venature. Particolarmente
netta, poi, appare la sovrapposizione delle lamelle Jenticolari sulle
crografia la.

La belite rimasta racchiusa nei grossi cristalli di alite sotte for-
ma di noduli mostra gli stessi caratteri; anche le striature si esten-
dono in piti di una direzione, micrografie 1a e 1b della tav. II. Sono
ben delineati 1 confinl tra la belite inclusa e la alite, ma non & raro
trovare, come nella micrografia 1b, una sottile striscia occupata dalla
fase interstiziale piti riflettente, Quest’ultima poi appare localizzata
preferenzialmente, e cioé in modo pitt abbondante, tra i grani di alite,
come gia accennato, oppure nelle zone di trasformazione, o anche tra
i grani pitt piccoli di belite.

I campioni, tenuti a 1500°C sia per una che per quatiro ore, non
hanno mostrato variazioni morfologiche notevoli dei grani di belite,
mentre si & riscontrata una maggiore percentuale di grani di grosse
dimensioni sia di alite che di belite. Cio risulta visibile, per il cam-
pione cotto per un'ora, nella Tav. IV, e, per quello cotto per quattro
ore nella Tav. V. Come si pud notare, le micrografie sono state rac-
colte in un « collage » per poter riprodurre una maggiore area di os-
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servazione, Sono ben visibili tra l'altro i geminati polisintetici ed in
alcuni di essi la presenza di lamelle lenticolari. E ben evidente anche
per questo campione la fase interstiziale interposta pitt abbondante-
mente tra i grani pitt piccoli di belite e la dove iniziano i grani di
alite. Del campione cotto per quattro ore sono raccolte nella Tav., V

Tav. IV - Micrografia per riflessione della superficie del campione colio per 1 ora,
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Tav. V - Microgralia per riflessione della superficic del campione cotto per 4 ore.
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tre micrografic. Come si vede, i grani sia di alite che di belite rag-
giungono dimensioni notevoli. La striatura dei grani di belite & pre-
sente anche se non molto visibile, a causa di un attacco pit blando.

Il confine alite-belite si puéd presentare ben delineato come nella
fig. 1 oppure addirittura separato, come nelle figg. 2 e 3, da una zona
molto sottile occupata dalla fase interstiziale.

I grani di belite manifestano, a seguito dell’attacco diverse carat-
teristiche morfologiche che ne permettono una classificazione, pur
tuttavia non sufficiente a garantire per ciascuno di essi Vattribuzione
alle singole forme polimorfe.

Tra le diverse classificazioni comparse in letteratura sembra pil
adattabile alle osservazioni qui riportate quella proposta dal Tavasci
[4, 51.

La striatura molto sottile & da attribuirsi all'effetto della transi-
zione dalle forme stabili ad alta temperatura a quella {3; essa & da
ritenersi presente in tutti i grani.

La striatura a lamelle pitt larghe e quindi meno numerose ¢ da
attribuire a forme polimorfe che non hanno raggiunto la modifica-
zione [3; essa & presente nei grani di dimensione medio-piccola ed in
alcune parti dei grani grossi. Discutibile invece ¢ l'interpretazione
delle lamelle lanceolate e le venature, messe in particolare evidenza
nelle nostre osservazioni,

Per le prime si pud avanzare l'ipotesi che siano dovute ad una
trasformazione di tipo martensitico. Esse costituirebbero una prima
generazione di lamelle, caratterizzate non solo dagli angoli acuti tra
le direzioni delle lamelle adiacenti ma anche dall’aspetto appuntito
delle parti terminali.

Questa ultima caratteristica pud nascere quando il materiale &
dotato di un certo grado di plasticita, Di conseguenza appare logico
supporre che alla costituzione di tali lamelle partecipino le fasi stabili
a temperature piuttosto elevate, le stesse cioé che avrebbero origi-
nato i grani del tipo I del Tavasci.

Una seconda ed una terza generazione di lamelle possono in ve-
rita originarsi, ma solo successivamente e non presentanti parti ter-
minali appuntite. Tali lamelle infatti vanno a riempire la rimanente
superficie, assumendo I'aspetto di striature molto sottili.

CONCLUSIONL

L'insieme delle risultanze sperimentali contribuisce notevolmente
alla caratterizzazione della fase belitica, cosi come essa si trova pre-
sente nei clinker. E stato infatti possibile dimostrare che alcune mo-
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dificazioni cristalline della belite, gia individuate via raggi X, si tro-
vano presenti simultaneamente e non singolarmente in ciascun grano.

L’analisi condotta mediante la microscopia ottica per riflessione,
pur se approfondita, non & percid in grado di riconoscere le diverse
forme ben distinte P'una dall'altra. Cid & attribuibile al fatto che a
causa della tempra la sequenza delle transizioni o — o’ — [ non riesce
a completarsi, anzi, avvenendo tutta in fase solida, non lascia as-
sumere ad una delle modificazioni polimorfe una configurazione ben
distinta,

Si puo invece dedurre che le lamelle aghiformi e di grosso spes-
sore intersecantesi si siano generate per prime e siano costituite,
cosi come quelle larghe, parallele, da fasi in via di trasformazione.
La striatura parallela, molto sottile, generalmente interessante i ge-
minati polisintetici, si originerebbe, a sua volta, a causa delle tran-
sizioni che avvengono a temperature piit basse e ciod & — B.

L'insieme delle venature che vanno a sovrapporsi alla microstrut-
tura preesistente, sarcbbero infine da considerarsi fratture dovute
all’eccessiva velocita di raffreddamento.

Anche i valori della microdurezza, la cui utilith & notevole ai fini
tecnologici, non sono sufficienti a caratterizzare le singole fasi.

Si pud invece affermare che una maggiore durata della cottura
sembra tradursi in una lieve diminuzione di durezza, parallelamente
ad una leggera modificazione dei profili degli spettri LR,

Gli Autori desiderano ringraziare il prof. R. Sersale per Vinco-
raggiamento ed il dott. A, Di Lorenzo per la sperimentazione con-
dotta all'I.R,

Istituto di Chimica Applicatq della Facolta d'Ingegneria - Universitia di Napoli -
Piazzale Tecchio - 80125 - Napoli,

Servizio Cenirale Controlli ¢ Ricerche della Cementir, Cementeric del Tirreno $.p.A.
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Spazi di Sobolev con peso ed applicazionti
al problemi ellittici

Nota di Donaro ForrunaTo *
presentata dal socio ordinario CARLO MIRANDA

(Adunanza dell' I giugno 1974)

Riassunto. — 11 presente lavoro e diviso in duc capitoli. Nel primo capitolo si
studia una opportuna classe di spazi di Sobolev con peso, che sono la generalizzazione
degli spazi introdotti da M. Troisi in [10]. Per tali spazi si stabiliscono teoremi di
immersione, di densita e di traccia, I secondo capitelo & dedicato alle studio, nel-
l'ambito degli spazi di Sobolev con peso introdotti precedentementic, di un problema
al contorno per equazioni alle derivale parziaii di tipo ellittico nel semispazio R,

SumMMARY, — This paper consists of two chapters. In the first chapter we introduce
& suitable class of Sobolev weight spaces which generalize the spaces defined by M.
Troisi in [107. Embedding, deusity and trace theorems have been proved. The second
chapter is concerned with a boundary value probiem for linear partial differential
equations of elliptic type in the half space R",. This problem has been investigated
within Sobolev weight spaces iniroduced in the first chapter.

La teoria degli spazi di Sobolev con peso ha avuto un notevole
sviluppo negli ultimi anni, e si & rivelata uno strumento efficace per
affrontare e risolvere numerose questioni della teoria dei problemi
al contorno per le equazioni differenziali alle derivate parziali.

Tra i numerosi Autori che si sono occupati di tali questioni ci-
tiamo, ad es., A, Avantaggiati - M. Troisi [2], G. Geymonat - P. Grisvard
3], Kudrijacev [57, 7. Necas [8], M. Troisi [10, 11, 127.

In questo lavoro mi propongo di approfondire lo studio di una
opportuna classe di spazi di Sobolev con peso, che sono la genera-
lizzazione di altri gia noti (cfr, ad es., i citati lavori di M. Troisi),
¢ di applicare alcuni dei risultati ottenuti per stabilire un teorema
di regolarizzazione per un particolare problema ellittico,

* Lavoro escguito nell'ambito dej Gruppi di Ricerca Matematica del C.N.R.
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Il lavoro & diviso in due capitoli.

Nel primo capitolo vengono studiati i suddetti spazi di Sobolev
con peso, denotati con W;: (Q) (r, 1 reali = 0, s reale, p reale = 1),
dove Q & un insieme aperto (limitato o no) di R". Si assume come
funzione peso una funzione g (x) continua in Q, positiva in Q e sod-
disfacente ad opportune condizioni (condizioni che, ad esempio, sono
soddisfatte se @ ¢ dotato della proprieta di cono e p(x)=_1_
dist (x, 9 Q) ). 2

Se r & intero e © = 0, lo spazio W’f (Q) si identifica con lo spa-
zio delle distribuzioni u su Q tali che

¥ fpts+[a—;-)p(x) IDuu(x) 1pdx<+(\)

] <
Q

Per gli spazi W7 (Q) si stabiliscono dei teoremi di immersione,
di compattezza, di densita e, se & ¢ il semispazio positivo R";, si
caratterizzano le tracce degli elementi di W (R";) sull'iperpiano R"~".
Nel secondo capitolo si studia il problema

Au =f su R",

(1)
Biu = g su R"!, fi=1, ..o, M

ove A ¢ un operatore differenziale lineare d’ordine 2m, propria-
mente ellittico in R, ed all'infinito e {B;}]_,& un sistema di m ope-
ratori differenziali lineari di frontiera, soddisfacenti la condizione
complementare rispetto ad A su R"' ed all'infinito.

Sotto opportune ipotesi sui coefficienti degli operatori A e

Bi(j=1,...,m), si dimostra che se f € ng;i" (R",) (£ =2m) e
g € WE,;,:;—;UZ (R"-Y) (j =1, ..., m) allora ogni soluzione u del pro-

blema (1), tale che u € w' (T)n Li,,ﬂ_g (R",) per ogni compatto TCR",,
& di classe W!, (R").

Nel n. 1 si introducono gli spazi di Sobolev con peso Wi (Qe
si richiamano alcuni noti risultati.

Nel n. 2 si trova una caratterizzazione degli spazi W7 (Q) che
permette d’estendere facilmente a tali spazi teoremi di immersione
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gid noti per gli spazi di Sobolev usuali. Per quanto riguarda lo studio
della compattezza di talune inclusioni ci serviremo di alcuni risultati
ottenuti da A. Avantaggiati e M. Troisi [2].

Nel n. 3 si introducono opportuni spazi di moltiplicatori per le
distribuzioni di W, {Q} e quindi del n. 4 si dimostra che C,” (Q) &
ovunque demso in W% (Q).

Nel n. 5 vengono stabiliti due teoremi che caratterizzano le tracce
sull'iperpiano R"~! degli elementi di W7 (R").

Nel n. 6 viene enunciato il teorema di regolarizzazione per il
problema (1), teorema che viene dimostrato nel n. 7.

Carrroro I

1. - DEFINIZIONT E RISULTATI PRELIMINARI.

Indicheremo con R’ lo spazio reale euclideo a n dimensioni di

punto x = (x, X2, ..., Xu).
Se o = (&, &, ..., 0s) & una n-pla di interi non negativi ed
x = (%, ..., %) & un punto di R", porremo
E‘I Ell
o | = o + o2 + ...+ o, X=x ..00x,
U.I o
. :
D - Dxl Dxﬂ
1 ] , —
dove D, = —— k=1,..., n i=Vv-—1
i a.\'k
porremo pol: x=(x,1), & =(x, ..., K1), t=x, ¢ a=/(a, a,)
o = (OL[ y eany Of.”_i).

Sia kKEN,' e pER,p=1; se @ & un sottoinsieme aperto di
R" denoteremo con W*7(Q) lo spazio delle distribuzioni u su @ tali
che
D*u € 17 () V a € N la| < k

t Indicheremo con R linsieme dei reali, con R, linsieme dei real maggiori

di 0, con R. linsieme dei reali maggiori od ugnali a 0, con N l'insicme dei numeri
interi maggiori di ¢ e con N, linsieme dei numeri interi maggiori od epuali a 0.
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munito della norma
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Ja

Se k mnon ¢ intero denoteremo con W47 (Q) lo spazio delle
w & W (Y ([ k] denota la parte intera di k) tali che sia

o« N @ SN e
5 fle_ﬂ%(MD_ﬁ__(Ul Ay dy” < +oo
fa|=r41
o o

X — x" i|z+(kw-fk})p

munito della norma
»
“ u ”W*"‘{Q) = [H U ”W[H.v(g) +

+ 2 J f I1Dru(x) — D ula)lr dx»J/ ‘
jal=14]

! Jx’ — y” |rHt=lkDe

Qo0

porremo W57 (Q} = Wk (),

Tali spazi di distribuzioni sono stati studiati da diversi autori,
tra 1 quali ricordiamo 5. L. Slobodetskij [9], L. Hormander [4],
L. R. Volevic e B. P. Paneyakh [13]. Assegniamo ora una funzione
¢ (x) di classe C° (L), positiva in Q, e poniamo per ogni x, € L.

Ix) ={x C Q| la—un|<p(x)}
Su @ e p(x) faremo le seguenti ipotesi:

C) Per ogni x, € Q, I(x,) & un insieme dotato della proprieta
di cono; inoltre l'apertura ed il rapporto tra g (x,) e l'altezza del
cono caratteristico di I(x.) sono indipendenti da x..

(2) Esistono due costanti positive ¢, ¢ tali che?
aple) =gl <ap(x) V€Q ¢ Va€l(x)

Per ogni x, C {, denoteremo con «(x, x.) la funzione caratteristica

di I(x.).

* Funzioni veriflicanti tale proprieth sono ad cscimpio:

X 1
p(x) = -~ ——— p(l‘):'z ------- dist (x, S) ove S 30.
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Osserviamo che le condizioni €} e C;) implicano Vesistenza di
due costanti positive ¢; e ¢ tali che si ha

Gt (x)y =< j elx, %) dx, < cig"{x) Wx € Q (1.1)
Q

infatti, posto per ogni x € Q
Lo ={x€Q |}z —x|<g(x)}

I o= (0 €| 5 — x| <ep(n)
D= €0 |x - x| < p ()

si ha I ¢ Ty « I, D'altra parte ¢ (x, x,) dx, = misura di T, da

—
Bt

cui Ia {1.1),
Per ogni sottoinsieme A di , indicheremo con A* linsieme
(dei punti £) trasformato di A mediante la sostituzione
=% = g (%) (E—x0)
¢ per ogni funzione v (x) definita in A, porremo

Vi, B) = v+ plx) (E-x0)).

Introduciamo ora alcuni spazi di distribuzioni che costituiscono
una generalizzazione di quelli gia introdotti da M. Troisi (cfr. [107,

[11], f12]).

DerFINiZIONE 1.1, Se r €EN,, s€R, 120 ¢ PER p=1 si deno-
tera con W7 (Q) lo spazio delle distribuzioni u su Q itali che
phtiel=r(y) [_p(x) ] D*u(x) € L"(Q) per |a]| < r, munito della

I+ ¢ {x)
Hnovrna

. , e
I a fhwrr (o) :( 5 JFettle=n (x) (ifm(x)_) D ) H”(Q)] '

ol ¢
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DEFINIZIONE 12, Se r ER, — N, sER, pER p=1 e 1= 0, deno-
v . . . . . [rl

teremo con Wo (Q) lo spazio delle distribuzioni u EW, 2 . (Q)

per cui & finita lu quantita

P e oy = e llyer, o) F
" _ 2 1 (x’ x”) * “
+ I fj sp"(x,x)['- R ) (o, x
iul:[l']l © 1 + Pz (‘x’J x”) &
Q Q

| D*u(x) — D u (="}

Y

dx’ dx”

n+hp

lx' —x

ove p(x,x") = P(AL; JC08 e g(x,x")=

= J‘ ¥ ('x” xo) - (x”) xu) d-xo [+ )\ = }— [1']
Q

porremo W% (Q) = W _ (@) e W.7 (@) = L], (@) inoltre si porrd
Wi (Q) = W." (). Converremo anche di indicare con L.~ (Q} lo
spazio delle funzioni u(x) tali che p(x)u(x) € L~ (Q) munito della

norma.;

I ll- oy = lhefulL- (o

In alcuni casi sara utile scrivere W, (Q) anzicché W (Q), cosi
pure a volte scriveremo 1, (x,) anzicché T (x.).

Ripetendo i ragionamenti tenuti da A. Avantaggiati e M. Troisi
per stabilire il teorema 6.1 di [2] si prova il seguente

TrormA 1.1. Supponiamo Q limitato oppure Q non limitato e p (%)
divergente all'infinito e siano r CN ed s, p, ) numeri reali di cui
p>1, X = 0. Per ogni k € N, k<\r e per ogni numero reale posi-
tivo t© sussiste l'ingezione compatta
t, k.
W (Q) o> WL, (@)

Sussistono i seguenti due lemmi che estendono i lemmi 1.1 ed

1.2 di M, Troisi [10] agli spazi L} . (Q), Q insieme aperto non neces-
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sariamente limitato, e le cui dimostrazioni, che qui per breviti non
riportiamo, si ottengono con ragionamenti analoghi a quelli tenuti
in [10].

LEMMA 1.1. Siano p, s, © tre numeri reali di cui r>0,1=0. Per ogni

funzione u(x) tale che ¢* (x.) ( l—j-(px;()xu)— )Tii ulir(r(e)) € L7(Q)

si ha

5 — ﬂxDL _]7 ]p d = i pn
{(P (o) [ 1t () I ey | do=cllullir,, o

ove ¢ € una costante positiva indipendente da u.

LemMa 12. Siano p,s,t tre numeri reali di cui p>0, 1 =0, Per

ogni funzione u € LY, (Q) si ha
o (x) [~ ) dwo=cllu
T+ ) Lx)] o =l I, ()
0

ove ¢ ¢ una costante indipendente da u.

2. - TEOREMI DI IMMERSIONE.
Si porra

I 10

14 62 (x) 14«7@2 (x', x”

v (x) =

Introduciamo un lemma che fornisce una utile caratterizzazione
. . rn
degli spazi W, (Q).

LemmMa 2.1. Siano 1, s, p, v numeri reali di cui r > O, p=1 1=0,
Per ogni u € W;! (Q) si ha

clf e (x) (7 (o)) || H';zwﬂ(l*(xu)) dxo =
)

< flullws (o) = e fp“‘"""(xu) (v Cealy | e (e (1 )y o
Q

ove ¢ e c; sono due costanti positive indipendenti da u.
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Dimostrazione. E immediato intanto verificare che
w € WP (Q) = u* € WP (1" (%)) Vox, € R
Supponiamo dapprima r € N,, allora, se x, € €, si ha

- 24 - o1 " P
[ ey = E}HEF“E’ (x) || D2 e (1 (20

da cui, in virti dei lemmi 1.1 ed 1.2°

f PU_'.)‘D (xu) (Y (xu))m ” w¥ dx, o0 H 23 IEPW:f () (21)

Q2

Id
W (1% (x.))
Siaora r ER,—N; se x €9, posto r=r—[r], si ha

" » - P
| e wergrs(xy = I 6¥ [lwerre(e)y +

3 N e Y e
ID*u(x’)y — D ulx") P dx dx”

o

bz el [

la|=1r)

1(.(0) I(xn)

da cui tenendo presente la (2.1), abbiamo

. l? ”
f 1 () (7 (o)) || u® HIW'-P(I*(xn)) dx, oo |l u |!W5r};,'.[']‘1(&.2) +
0

s 3 e i

Q

A=

( Dru(x) - DT u dx’dx"]dxom
I(xo} l{.to)

38 H & un insieme arbitrario ed o, ¢ g, sono due applicazioni di H in R,
si porra W/ u € Ho (u)coo(u) se esistono due costanti positive c¢,, ¢; tali che

VU CH o o) € g () €0 o).
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ol ullyers,, ) + o J e f f(p (o, &P (g (7))

; g 2

[D*u(x"y — D*u(x") | "
i ,7-:;'6” ilH—lP dt dx [Q%) ” i “W?Jrf—[r] Q) +

w(x', x0) @ (x”, x,)

X

+ ] f (o (', 2)Y7 " (3 (&, ")) g (', )

Ia -
Q Q

ID*u(x) —Drulx")

r4hp

4 7 P
dx’ dx” = H“”Wi'f (0)

I x,‘*“_x”

Il lemma ora dimostrato ci permette d'estendere agli spazi
P (Q) teoremi di immersione gia noti per gli spazi W5 (Q).

TeorEMA 2.1. Siano v, ¥, s, p e © numeri reali di cui 0 < ¢ <r,
p=1¢e 120, allora

Il sy = eluliger o

ove ¢ & una costante indipendente da u & W,. (Q).

Dirmostrazione. In virtit del lemma 2.1 e di un noto teorema di
immersione per gli spazi W»?(Q) (cfr. [8]) si ha

' - wla p
“ [ ”pW";',ﬁ,,,T (Q) o2 j 07 () CEEN) i H A HWI’J’(I-&(xn)} dx, =
Q

. w P »
S c f P(A_r)p (xﬁ) (Y (x‘)))"[’ H u’” HW"‘"(I*(IQ)) dx” oo H 23 HW:'E (Q)
£

TroREMA 2.2, Sia o € No" ed v, 1,8 p numeri reali di cui r,7 =0
ep=1 Seu€ W' """ (Q) allora D*u € W7 (Q) e sussiste inol-
tre la seguente disuguaglionza

P P
” D u ”W;f (Q) =c ” U HW;,JZ!EI'F (Q)

ove ¢ & una costante indipendente da u C W”Ll by,
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Dimostrazione. Procedendo in maniera analoga alla precedente
dimostrazione abbiamo:

HWH%:m)Nfﬁwwmxﬂmwwmmw&wwmﬁm:
Q

= | g lebe (x) (¥ (x))7 || D" u® dx, =

L2

p
wercre ey

. )
= Cfp(é_r_lql)p (xa) (7 (x.))7 H ur H{\JNw\n\.p(If‘-(xD)) dxs oo H u |Ew’\"r‘|“5"’(g)
Q

TeoREMA 2.3, Siano t, k, r, t, p ed s numeri reali tali che 0 = t <k <Tr,
1=0 ¢ p=1. Per ogni ¢ C R, esiste una costante c(c) tale che

“ i “WW’ (@) =€ “ u Hw:: (0) -+

s4k-r.T

+c(e) || u ]Ew;,p

SHEeP, T

o VHE W (@

Dimostrazione. Da noti risultati segue evidentemente che asse-
gnato & € R, esiste una costante ¢ () indipendente da x, tale che

* 4 W 2
o llwereeyy = el o™ lwery +
. np
el ut fwearey Yu€ W, (@)
Ne segue:

dx. =<

Lt W gy @ [ @7 G (G It e ey

stkr,T
Q

< f G507 Cro) (¢ ()P 1 8% e g gy @50 +
@
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+ cfs) fp""’”’ (%) (v ()™ || u* H;V,‘,,(I*(x")) dx, oo
u

e lu g gy + (@) ] u [

SHl—r, T

(2)

TeOREMA 2.4. Siano Q e ¢ (x) come nel teorema 1.1. Se r,p,s,k,t e
T sono numeri reali di cui r =1, p>1, 0 < k<r,1>0 ey =0,
Uingezione
rp kop -
W.s-,y (Q) 7 w.‘fi—k—l‘,‘r-f-y (Q)

e compatta.

Dimostrazione. Posto r — [r1+ % in virtid de! teorema 2.1, la
ingezione

Wi (@) > W (@)

¢ continua. D’altra parte, in virtt del teorema 1.1, Yingezione

Wiy o whiile (Q)

s=h S -1~r ot iy
€ compatta, pertanto l'ingezione

WP (Q) o wi by () (2.2)

s+ ~ritiy

ol

compatta.

Se ¢ & un arbitrario numero positivo ed [r] — 1<k in virth
del teorema 2.3, esiste una costante ¢ () tale che

Pl gy =elluliygn g + (2.3)

stk—r, Ty SeTHy

*8e [r] — 1% k sussisle banalmente la (2.4), infatti per il tcorema 2.1

How s S TR (ST
Ws+k—r.<+y (Q) ‘Ws!([r]—l]--r.Tff (Q)
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np

+ c(e) || u HWW I.p (0) Vu e W ()

H(lrI=1)=r Ty

da cui, essendo ovviamente [ u H:Np @ =€ I H;V" (@

(¢ costante indipendente da u € W”’ (Q)), abbiamo

4 , 2
et oo = sl o

(2.4)

+ cle) || u Hw:{}i‘]t”“r ) Vou € W (9Q)
Sia ora (w.)pcN una successione di elementi di s’: {Q) tale

che
P

Wvn €N | 2t IEWZ.F @ =M MER, (2.5)

da tale successione, in virtti della (2.2), si puo estrarre una succes-

ri—1 -
sione convergente in W, ", .., (9)

Ma dalle (24) e (2.5) segue che una limitazione del tipo

g

¢ (2)

3
iE Ui— Ui HWW*"” ()

slir]—Li—r,tty 5

implica la limitazione

p
[RTETR e @) S (cM + 1)

s k—r 3k

per cui si ha evidentemente la tesi.

3. - SpazI DI MOLTIPLICATORT PER W, ().

DEFINIZIONE 3.1. Se H(Q) é uno spazio normato di distr ibuzioni su
Q, diremo spazio di moltiplicatori per H (L) ogni spazio normato
M (Q) di funzioni definite in Q godenti della seguente proprieta:

Vo EM@Q e Vu€ HQ): gu€ HE)
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ed inolfre
Hou e < ¢ K [lmca) - e freay

ove ¢ & una costante indipendente da ¢ e da wu

Ricordiamo (cfr. [91) che spazi di moltiplicatori per Wre (L)
(r€R., p=1) sono gli spazi A'(Q) delle funzioni v su £ tali che se
" — t = y 17 ! = ).:
re =00l |, g :

se

Felrl=2€7010 ¢

P p
A(ey T ”CP”AM(Q} +

LR i t ey p
+ X sup f _’D, T (% )_ ,P _..CP,(,,x,__)_. i,_ dx’ < o,

fa|<(r} xEQ Ay Jw,;‘p
Q

Vogliamo ora introdurre Opportuni spazi di moltiplicatori per
W (),

DEFINIZIONE 3.2. Siano r € R, p € R p = 1. Indicheremo con M- (Q)
lo spazio delle funzioni u su Q 1al; che:

se r=l =0 el gy = = IDg]l.. )
Moty = e Llay ()

se r—[rl =2 € 10t [: ” P ”I;VE’(Q) = H ch”pMErl () +

D*q (x) — D* g (x”)|?

+ X sup {P{),Hm#).ﬂ (xu) sup ,f____ E(_)f — fcp(_ , !_
[«l<id y,£0 €T (a)

I{x)

RN

r ”
X —x

dx') << 400,

Lemma 3.1, Se r € R,, PER p=1

e T P
€ f%% i Iy, =1s I gy = € jﬂ‘g’gz”%’ HA’(I’*(x.J))

Ove ¢i € ¢ sono due costanti indipendenti dq $ € M (Q),

17
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Dimostrazione, £ immediato intanto verificare che ¥V x, & Q st ha
¢ € M(Q) = ¢ €A (7" (%)

La tesi si ottiene ovviamente se r & N, , supponiamo pertanto
r € Ry — N, allora Vg EM(Q) e Vx €l sl ha:

. P _ 3 - R 4 g
“*immmn‘p%m(£ﬁmlDw{M¢W+
m%wumm—nwﬁumaw )
+ sup | — == :J_}_) R d& —
2 E 1 (x,) | g —g" [

= X [ sup ol () Drg(x) P+
talsirl | xET(x)

1D g () — D (2 [F ,)

_ il S AN U

+ p(‘ﬂiJr)»)F(xu) Su-p ,,,,,
K ET(x.)
T*{x.)

__I x’ _ _x,:”ikrné‘-).p

Da cui, ricordando la definizione 3.2, si ricava facilmente la tesl.

LEMMA 3.2 Siano v, ¥ ER,, 1" <lrep € R, p=1, allora

0 #
% iy = <o e o

ove ¢ ¢ una costante indipendente da © C M (Q),

Dimostrazione. In virti del lemma 3.1. e d'un noto teorema di
immersione per gli spazi A’ (Q) (cfr. [91) si ha

* 7
¢ a1 ()

|

o 11

T . v
= 5 6" o3 ] g .
CE&“*“MHM) e e
TeOREMA 3.1, Se r, p, 1, 5 S010 nwmeri reali di cuir =z o, pz L 1= 0,
M (Q) & uno spazio di moltiplicatori per Wi {Q),
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Dimostrazione. Siano ¢ € M7 (Q) ed u cw?

(), pertanto, co-
me gia osservato, si ha

Vox, EQ " E AT (x,) e w* €W (1% (&)

per cui sara

” C‘P* ’ Lt* “Wr,p(l‘:‘r(x"}) S c ” q* ”Ar(l:’-‘(x”}) ) H M* er,ﬂ(j-.'.—(x“))

ove ¢ ¢ una costante indipendente da ¢, da u e da x,.

Pertanto in
virttt del lemma 2.1 e del lemma 3.1, abbiamo

ou ”;f;'i' (@ fp(s_w(x") G e w s aeyy do <
Q

' woow P « 1 "
=c jp(s»r}p (JC(,) (Y (xo))”»p ” CP ”A’(I"‘ («‘:o)) ! ” u’ W'-P(I*(m,)) d']"“ =

)

[A

5% | ¥ (s—r)p N T |l
¢ sup Fe™ Moo cry f.o (x) (f (%)™ |}

L

14 lﬂ
fWr"”(I"’"(IQ)) ax, 00

P »

4, - I, TEOREMA DI DENSITA,

TEOREMA 4.1. Siano r ER,, sER, pER p=1, 120 Se V€0
2(x}>0 C,m(Q) & denso in WI7 ().

Se A & un sottoinsieme di R,, dora in avanti porremo A = ¢

[

fTA.

Lemma 4.1. Sig r € R
compatto < @, allora,
contenente X, si ha

wPERp=1 Se uc WP {Q) supp u = X

o

denotato con ¥, un insieme aperto e limitato

I lrcay = el t gz,

ove ¢ ¢ una costante che dipende solo da n,p e dal supporio di u.
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Dimostrazione. Sc r & intero la dimostrazione € bhanale. Sia allora

rERy — N r—[r]=*»€1]011[

P
| o ey

Ea :E{

f | D u(x) |? dx +

i
(4.1)

+ o3

la|=1r]

[f“mm Wﬂ“”mﬁ”

ma J f D () =D u(x)l" dx’ dx” —
I x x {u P

0 Q

SRR

[»f,l'u—\i
[{lk—a

posto & = dist (¥, 0-T)>0 ¢ a= [ = dsiba

fz|>8

fJ. |Dux)! dx’ dx”+f f:
”lH?p

1A

p» ) 1
i P S
-J ( [ i (-;\- ) I J E x/___x” 1n+?-ﬂ .J J
) % 3

L, L;

[./

< lf|D“u(x)Pdr—%[,J1£ [[;rv“(x)wdr +‘f } (43)

da (4.1}, (4.2), (4.3) si ottiene la tesi,
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LEMMA 4.2. Siano r ER., pER p=1, 12 0. Sia (x) >0 Vx €0,
Se u & W' (Q) supp u compatto < @, allora u € W7 (Q) ed inolire

”

“ U Ilw’-ﬁ’ (L!) = C” (44)

o
f i ilwf-i’{(ué)

ove ¢” & una costante che dipende solo da 7,0, ¢(x) e dal supporto di wu.

Dimostrazione, Se v € N, la tesi si ottiene immediatamente ricor-
dando come ¢ stata definita la norma in WP (Q),

L=7r —[r]
Iniziamo con l'osservare che, in virtih della proprietd ;) della

Supponiamo ora * € R, — N e poniamo

7

funzione g(x), se 'r € Q tali che ¢(x”)> €2 ¢{x') allora

x i
X ET{x) = x" & 1(x) Vi, € Q
allora posto
S) = supp u |

s

(4] X ESI

v { X EQle(x") = - max o (x7) } I

S ha Gviiamenie & LS eg(x, L’): oy RV AT
pertanto, se |a|=[r]:

J f e (x, X7 g, x7) (o, 1Y) ID*u(x) ~ D ulx’)

[ & —x” [+

L

dx’ dx” =

Q Q

Q-5

D'altra parte posto

Lol 17

1 Sz S| 93

Sy = { MEQ ) = T sup p(x”)}
CI x”GSQ

abbiamo S, =S e g, x) =0 Vv (X, x"YE (8=8) X S,
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per cui f j
: 3,

[ ]+

S; S Q-5,

da (4.5) e (4.6) allora

[ ]

0

[ {+]

P

S,

f 47

S,

In virtt della disuguaglianza di Schwarz e della (1.1)

) 14
glx, ") = (j (g (&7, x)) dxo} (f(¢(x', %)) dxu) =
8] Q
: 2 I8
— {J @ (&', o) dx“} . [f @ (27, x0) dxo) <
8] £

< Conj?. (x’) . Pn/z (x”)

pertanto da (4.7} abbiamo

J‘fpsp—n (xr, JC") g(x:’ xn) (Y (x’, J\:H))T‘p

Qo

|

IA

8 S

D u(x) —D*u (27 |

AR

| D*: u(x)AD“u(x ) Ay’ d”
Px'—

—X

(A

4 hp

dx dx” + =<
Ex ,\’” it+hp
Sj SZ
- { J J Psp—n,’z (x') EDU u (‘\‘) - Daﬂx')l Zxr d'x" + J. f ]
- & —x" |
5 5 S S5
< { j f {D”‘ i (9&) - DIO: L}Ly(-x )7]; Clx’ dxu + J [:l <
* 5 S,

e [ [ RO DL g g 48)

a Q

da cui ovviamente si ha la (4.4).
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LemMma 4.3, Siano r € R, s € R, PER, p=1, t=0. Supponiamo
poi che ¢(x)>0 Vi€ Q,

In tali ipotesi se u GWi (Q), supp u compatto < Q allora
u & W (Q) ed inolive

P P
17 HW’-P(Q) =cilu “W’ () (4.9)

ove ¢ e una costante che dipende dal supporto di .

Dimostrazione. Iniziamo col provare che esiste una costante =0
tale che

c<g#, ) o () VY EQ Xy < el (410)

. ~ . : ’ 17 c h
infatti, fissati t EQlx—x"| <« 7‘ o (x"}, pongo

r = { o £ Q| fwe—x"] < (21 p(x) }
D'altra parte:
o= [ < Tho () < 0 () = ap(x) < o (x) =

= op) = x—x" | < p(x)

X EF =>
1 s Wi - , - O ’
fre—aT | = X —x J+fx—x(,f<—2——p(x) +

+ ’Czl_?(x’) =aelx) = plx)

In definitiva, quindi, W x, ET g5, x) oa” x) =1 per cui

glx, x") = fcp(x’, Xo) - g (&7, ) dx, = fdxo = ¢cp'(x)
€ I

da cui ovviamente la (4.10),

Si adotteranno nel seguito della dimostrazione fe notazioni del
lemma 4.1
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Posto ora, ¥V x' € Z;

virta della (4.10} abbiamo

5¢

|!\

1A

al—mf ['D”'(“‘,,Df“,,

\‘ \
o

F—
Ay —

[ g (2, x") o= (&) 7 ()"
Sy

[ [ax [etxy @ vt
5

S

5. = { v €5

e <%—--p(x’)} , in

- dx dx” = J [

1D u(x) = D u(x) |

4

"

—X

" Eu Lp

| x—

’r

n+hp

f J‘ !D“Lt(x)fD“u(x){

u+)p

+ffz;j [0 () = D)

L

| D*u (x) — D" u (x” )is Ay di +

g, x")y prrm (&) ¢ (KT —

|

1 Se—,

] —

4+ s dx’

[ a—
lk'-ﬁ

I

| —

‘H

i

e (x’ )} "

1t Rp

iD*u(x’) — D*u(x")

nEhp

qu—ﬁ

14} S,

d r” +

A" ] <

cx“ +

dx” ] <

P dx” ] =

[ f J g (x, x7) v (x) ¥ (x*)w_t_pg,,i(x.’_)_f Deulx") " dy dx’ +

]

121

—~
N
1

|

+ f{Da w(x) [P dx ] = collu H:N’ (@)

— X

(4.11)
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D’'altra parte

X [! Dru{x)fPdx <¢ I j o[ () () | D (x) 7 dx <
Fu|.<__[p]'z lel<i

—

-

[

< llu ”:M’ () (4.12}

Da (4.11) e (4.12) si ha

l

P i ?
u “W,.p(z[) = Cli i HW':: (o
da cui, in virtt del lemma 4.1, si ottiene la tesi,

Per ogni k € N consideriamo &, C C,” (Q) soddisfacente alle se-
guenti condizioni

I per x| =k
Se(x) = (4.13)
0 per |x|>2k

lig""| (.)C) D= 5;( (x) ‘ = Clu| V &% E Nu” (414)

con- e costanie-indipendente da-k € N~

Sussiste il seguente

LeMMA 4.4, Siano s ER, r € Ry, p reale = 1, 7= 0. Se u i~ W” (W)
allora

Yk EN Sru—u & W:’i’(Q) e lim (|8 u—u H:N
P

P
N T

oy 0.

. . . . . p
Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che se u C W, (O

P

v Ko 6 £2 3 ‘V/ ]C e N : g# W"”(I""'(xu)) =c || Ll’,*

(& — 1) u®

el
e (1 ()

(4.15)
con ¢ costante indipendente da k e da wu.
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Infatti

I * w v i % e w e
1@ =D lyen ey = €I Ul ey 1 Tweraegen =

n

#” W I & r
=c i[ & -1 IEAMH (1)) ' !| t HW’”"(_I"“'(,\‘D)}

t

= ” “.: & »* — L * ! ; .
s (SR D — DO 1 e e )

"

=c¢" I sup o7 () 1 D% (B — 1) (x) 7+ ) e ey p s <
HECIe: () [ D% (B = D@ P g 1)

= ¢ (1 hX e () | D% 8 () 9) - | e 1
e +iaégm+1 JCSEL%I:()XZ..)‘O G| eGP - lu [’W""{l"(x.,)) =

B

. v » x )7 |
=c (1 +|a|\<‘;],¢rlc""f) H 24 HW""{I"‘L{X..)) =c |E 23 \|Wup(1~,:-(xu))

Dalla (4.15) si ha
Y k E N P“"‘"“J (xo) v (%)% “ (35— 1) w E‘;JN"P(I"-‘(xﬂ)) <

(4.16)
< o () 1 G 1| Ny oy € L)
Percio
(B — Du € WD) YV kEN (4.17)
d’altra parte ¢ facile verificare che
%EE |E (&* — 1) u* ‘!\)Nr.p(]:'-':(x\))) =0 (4.18)

Da (4.18), potendo applicare per la (4.16} il teorema di passaggio
al limite sotto il segno di integrale, ho:

lim || 8ree—u ‘izv' (o) —

ks

. 2

e B PREESD] A N . Nt R w i .

= 1}‘1_];‘]3 J‘J » (—xru) r(-;\vu)l H (5!; ].) 14 IIW"”(I*(;\TU)) Cl/\’u O s
9 .

o

Dimostrazione del teorema 4.1. Sia u € W' (R), allora, per la

(4.17)

5,7

ViEEN Srut € WUT(Q)
ma, poiché supp &ru ¢ compatto c Q in virti del lemma 4.3, sara

St € WHE(Q) ¥V EkEN
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Poiché C,” () & denso in W *(Q) (cfr. [8]), per ognt k€N
esistera una successione (u.'),cn di elementi di C,~ (Q) tale che

lim || i — 8 ut H:,V,_I,(Q) =0 (4.19)

H—y =

In virtl ora del lemma 4.2, per ogni kK € N e per ogni n € N

e

< ¢ | Brut — Bl u HW,J,(Q) =

2wt~ 8u s )

(4.20)

- IJ
<clluf —Su wa(gg)

ove ¢’ e ¢ sono due costanti che dipendono unicamente da k.

Da (4.19) e {4.20) allora si ha

VEEN it - au s g -

percid

. k I
VEKEN amEN 3| & w, —&u HW"f (o) < e (4.21)

pongo ora
e YEENTT T 55};'1&:’:_ e,

ed osservo che, in virth della (4.21) e del lemma 3.2, ho:
VEEN | ve — u ijjf (o) = [l v — &2u w0y +
Fledu = sl o+ ol ) <
+ 1 S g - ] 5%-.14 —a lwer oy + Foeu —u Twes ()
da cui, per la (4.14), abbiamo

1 H
VEEN [lv—ullywr g < - toelltru —uilwr oy (422)
2

ove ¢ & una costante indipendente da k.
Dalla (4.22) e dal lemma 4.4 si ha ovviamente la tesi.
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5. - Srazl bl TRACCE.

D’ora in avanti si supporra €@ = R, e che la funzione ¢ (x) sod-
disfa le seguenti due ulteriori condizioni?

Vo(x, ) EQ: € <p(x,,0) < (', to) (5.1)
olx,, t) = o (x%,0) + ki y (5.2)

ove £, ki sono costanti positive indipendenti da x, = (&', to).
Porremo ¢, = max{k;,1}; V &' &€ R*"! porremo poi

P (x7) = ¢ (x,u ) O)

Ly (¢0) = (& ER | — 2| <fe(x}} BER.

T, ={tER, [t <& p(x,0}} ove EER,.

iy
«

LEnMa 5.1, Sia k' > 1 tale che k=k - ky> 1. Allora per ogni x',ER""!

e per ogni t, € T la sfera T'(x's, 1) di centro (&', t.) e raggio
PR

Lo () e T{x, t) DR Vi, ERT, ViecT .
I k : o

Dimostrazione. Si osserva immediatamente che in virti della (5.1)

VA CR,  V4WET, |
k

X
o

d'altra parte ¥V x, ER"' e V£ ET, , se &' CI,; (x) siha
s X HE

to

e, 08

y < V (¥, 0F — 1}

|x" — x| <fp(xs,0) = \/p-(x’u,())z —

da cul ¥ € T(x,,t) N R
> Funzioni g (x/, ¢) che verificano la C) e le (5.1), (5.2) sono ad csempio

, 1 T+ i+ 4 o 1+
NPy = . LI S S o) XLty = — .
sl = ) [ : ) o (', ) :
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LemMMA 5.2, Se r, p, 1, 5 sono numeri veali di cui r > 0, p= 1, 120

P n . P
o || u E|W’f_’i ) = e flyrr (o) = o lla e ()

ove ¢ e ¢; sono due costanti positive indipendenti da u € W7 (Q).

Dimostrazione. Sia u € W, (2); allora, in virtti del lemma 2.1

? (s—1-r}p 92__(Zc<’) e
”Liﬁwif(9>“°an ) [1~%P%xd ] I e 4
&

Inoltre, in virti della (5.1)

3o ERy B Vx.,EQ:(—--( %) }PR o
1 \0 o)
per cui
I ot gy =il
' . () ng_v ()
e € R, indipendente da u ¢ W7 (Q),

D’altra parte si ha ovviamente

. » S ¢ (xa) KT
J‘E 23 HW:’;(Q) oo fo( )P( ”)[ 7J Ii ;IW“ ) (]'t‘u e b

l+phJ

€

’ 14
S_ 2 H 2] HW’P— (Q)

da cui la tesi.

In virtll del lemma 3.2 in quanto segue prenderemo in conside-
razione solo gli spazi W." (); i risultati che si otterranno si pos-
sono facilmente estendere agli spazi W) (Q).

Se p reale > 1 ed » reale > ; POITEmo

. . . . 1]
¢. = massimo intero minore di r — -

ViC{0,1,...,8} e Vu€Co(R")
porremo

tit = Di u{x, 0).
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Trorema 5.1, Siano s © R, p reale > 1 ed r reale >—11? e tale che

rot }1)— (mod. 1). L'applicazione § 1 w—>(yott, ..., ¥, 1) definita
s Com (R") si prolunga per continuita in una applicazione che

ancora indichiamo con §:u—>(Yeou, ..., 1o 1), lineare e continta
.

. f,, .t
da W)’ (R%) in _H‘J w e (R, ove per ogni j €10, ..., 4}
ie

5B
l/k
ﬁ;:f (1 + oYe—nrtivdy e k & un numero positivo come nel lemma 5.1.
0

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che, se $&R e x &R !
3 3> 0 tale che

f o (¥, tY dto oo B (5(x0) P! 53
T,
E ,.\"u
infatti, posto 1 = ie__, in virtlt delfa (5.2) abbiamo:
o(x%, 0)
plx' . 0)
e e

J o (Ko, L) da,mJ (0 (x's, 0) + g(xe,0) 1) « g (¥, 0)ds —

1/k 1/"C
= o (x,, OP*! f (1 +Pds = Ble ()" ove B = f (14 =)yde.

i/i’c
Se u € C,~(R") e B :f (14 )emetiede (j=0,1,...,48),

per la (5.3) allora abbiamo
IF ;o H;’V,,,I.: Voo gy J & (TO (' ))e—trmimi, D
0 Ry-1
o P R
I Criany™ Twe-i-vy, {5 (5) dx’s 0o

NJ ( J penein (o) ‘“"] Gy sy, o1, 5 () %

Ru-1 T | )
_k_.,;.tq (5.4)
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D'altra parte

] % 17
G llygeei oy, Ly (20)

f

= @Ge D It o, (1 )OS
N A e
ma in virtu della (5.2},
B () = e, 02 (p(xe, ta) — ka 1)
percio, se t, € T ; ., abbiamo
oV
o ’ —jp
(Folx )7 = ¢ (p (x, t) — oo, O)--] =
I
’ —Jp
= & (LO (x"'—‘J IU) - _E"(x;: IO)] = C2 (p (x’“; 10))“1.'” (56)
<

ove ¢; e ¢; sono due costanti positive indipendenti da x%, e £, .
Da (5.4), (5.3), (5.6) abbiamo allora

Iy
15 FW,\_.;,_ oo

' (Rn-1t)
= f[ j..(.p.(xﬁ,..,...zo))rf._—r-)_p_(j fu}! TR wa—-— - '-P'("I*'ﬁ'_";“'('x’;;))d xoA5.7)
fan-1 7 \ ) !
.k - "

ove ¢y € una costante positiva indipendente da .
In virttr del lernma 5.1°¢

V x’o e ]E{“_f N V lu 6 T7177 ,
P

I, (%) € (I(x, £) NRY D,

percio, per noti teoremi di tracce, si ha

i
F

- 7
Do weim vy, e (Do, 1) N Ri-wy <

- P
sy, e ) S

< el u* ] (5.8)

?
Wr{I*{x', £.))
oy € R, indipendente da .

¢ Si scelga k > 1 tale che B <\/k;;1 .
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Da (5.7) e (5.8) allora

7
Ui lyrizvy, o (oery =
w8

e
4 s—r % | .’ ’
= G5 f f (F‘(x o fo))(' ' H u ;W"{I"‘(x‘“, 7)) dx’, di, oo ” u Hw"" (R".)
R.u—l .0 o
¢; € R, indipendente da u.
Abbiamo pertanto provato che § & una applicazione lineare e con-

tinua da C,” (R",), munito della topologia indotta da W:’;(R".F), in

Pr p—f— 1 3 = rp
T W =" (R1); percid, essendo C,” (R") denso in W7 (R",),
i '

L
B

tale applicazione pud prolungarsi per continuita in una applicazione

. £ ST
lincare ¢ continua da W7 (R",) in II W, fo? (Re-D),
, 2

s,Be
1= !

TEoREMA 5.2. Signo sC R, pE R p>1 e k& N. Sia poi
it kg ], -
(5o, $1, -, Grr) Eg}_:[u WS'...p. (R"1) .

Allora _esiste. U &€ W::(R“.l.) tale _che 1, U = q:gVQE{O, 1, ..., k=11

Alla dimostrazione del teorema 5.2 si perverra facilmente una
volta premessi alcuni lemmi,

LEMMA 53. Sia >0, allora, posto S, = {{x',1) E R", | t = 2e},
esistono due costanti positive a., a» mfinitesime con & e tali che

Vi, CR e Vig=ap(xs,0)

si ha
[ D ER L VY — 2o+ (= tof <anp(x's, 1)} NSk = 0.

Dimostrazione. Se ¢ >0 e %> 1, per la (5.1) esistera 1.>>0 tale
che limy. =+ e

e—{)

Q(T_O) =0 (2¢) V¥ 1. & R (5.9)

£
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’
N K 1 . ;
consideriamo k. >0 iale che [fcs' R c{,] — = Y., 581 avra

allora che

V. ER e Vg, £ e 00 T"(ffs' - !;,__ ] = e, (p (s, 0) + 1)

T

da cui, in virtii della (5.2):

[rl., - ’—] s P, B), (5.10)
k.

Da (59) e (5.10) ho;

Vi, ER™ e V= PELO 0 5 p(x;ft(—’) (5.11)
n(f e

e percio:

v ow 05,00

Y ¥, € RVY, ;

2 i
Y 1€ [0, 2¢)] P(?:T("z'..ffl —(t -tV <0
CE

da cui ovviamente la tesi.
Lemma 5.4, Siano a e b due numeri reali positivi. Allova per ogni
{x’n ) ro) 6 Ru—i X ’I‘u,.\"n

V20 E (1 + af + a)

T {x's, t) c L. (2%, 0) ove «

Dimmostrazione. Sia (x',,1,) € R*"! ¥ Tow, ed {2, 1) € Tn(x", 1)
allora

o

x — 2,

e N L S IR NN LI Ny Ry S R
F20 =P+ 280 = 2(PP e (W, 0+ 1)< 2(07 % (6 (80, 0) + L) +
+ 1.7) = 2{0* Al + af - ¢ (5%, 0) + & ¢ (x',, 0))

in definitiva dunque
(x, 1) € L (X%, 0).

18
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Sia R € C,” (R""!) con supporto contenuto nella sfera di R*' di
raggio unitario e centro nell’origine e tale che f R{x)dy = 1.

R)( 1
Denoteremo con I la piramide di R”

O={(x,1) ER | 0=,

i<l —t i=1,...,n-1}
e con C la sua base

C={x CR " ]x/|<<l i=1,...,n—-1}
si dimostra il seguente (cfr. J. Necas [8] pp. 100-103).

LEMMA 5.5. Assegniamo un intero ¢ = 0 ed una funzione ¢ PE C,” (R*%)

e poniamo

wy (%, 1) = 1 IR(z) e, (¢t t2)dz
lzf <1
si ha allora:
Bgug
a) %GC (R%) e vt,u, {(x") = —-—-étg (2,0 =

= g,() V x’ € R

b) Esistono v, & > 0 tali che

ug(x’,r)z() per |xi=r e 1E€1]0,2]

¢) Per ogni intero k= £ + 1 e per ogni p>> 1 esiste una co-
stante ¢ indipendente da 7, iale che

H u@ ii\f\[k‘p(n) =c H Cicg HWIC—E_E/P P (C)

LEMMA 5.6, Siano assegnati p>1, KEN, £ £{0,1,...,k—1} e
CFg E CoM (Ru—l).

Sia 1, {(x/, t) = tyf R (z) qoé,(x’ +iz)dz = tt)V”H fR ( Y : * ]

f
lz{ <1 [57—yi<t

¢, (M dy.
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Assegniarmo inolire x's © R e poniamo
™ (1) = u, (o + g (s, 0) (4 — x0), (2, 0)T)
cpé-‘* (Tl) = C’CE ("1‘:’0 + .G (?C}o H O) (Tj - x’n)) -

Esistono allora tre nwmeri positivi &, a e ¢ indipendenti da P da
%', tali che

" ¢ "
’ 1Wk-ﬂ(I""'ap(:c'.,,0)) = cp (o, 0)]

I Py ke w (T3, (0, 00)

(5.12)
infatti si ha evidentemente

w0 = ¢’ 0 < [k (5-’”} 9, " (B dE

leln) <=
in virttt del lemma 5.5 allora
* 2. : u
Py Dy = €07 (o, O, " g2 ttm (ony - (5.13)

ove si ¢ posto
M ={(p) CR [0<<e<<, | —x, |<1l -7 i=1,...,n-1)
C*={qER | |m—x <<l i=1,...,u—-1}.

D'altra parte esistono senz'aliro due costanti o e & indipendenti
da x’, tali che

T (2%, 0) ¢ O% < 1%, (x',,0)

per cui da (5.13) si ha

& I " ¢ & o} ,V

“ L2 ‘Wk,p(l:‘:&p(x'mg)) = ¢ \O(';\'OJ 0) Ii ch HWL é) /P:I (-[*c;p (x‘u)) -
Dimostrazione del teorema 5.2. Per ogni ¢ & {0, I, ..., k—1}

sia assegnato

k—g—! P .
(Pg 6 Ws,}i / {R l)

e consideriamo

-y! . x/

w141
o R[
f

ué,(x’, t) = ] cpg(y’)dy’.

Rt )
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Assegniamo ora ¢ >0 e consideriamo ¢ € M*(R",) tale che

0 se 1>2c
g(x’ 1) =
1 se 0=<li<l:
In virtt del lemma 5.6 per ogni x’, € R*'|| u* HWk P(1%, (x0)) < 4o
(1% (X,

e percid posto vV, = gué,si ha, in virtit del lemma 3.1:

Vi, ERTYF

o H o 3
e (1, () = 18 H (%, (' 0))

= C “ “g* 1|Wk’p(]-*5p(x‘r-.0)) (514)

¢ costante indipendente da x',.
In virtlt dei precedenti lemmi allora in corrispondenza di ¢ esistono
le costanti positive ai., @, a. con lim a.=0(i =1, 2, 3), tali che

e D

dx'y dt, oo

t).k

£ i"l o {\‘_k)-’) ’
[t o (K1)

R",

’ (5—K)p [ s 7
oo [ [ 6@ IV, * yonr, | (riy) B =
R T

o, X
LI

(s-kKp * L
= fdxo f( Kot PV HWA‘-:)(I*,,J(,«:'.,,O}) dt, =
”_l Tcr ' (
’ / As--kip k3 »
= d.lu f‘(P (xn, fo})(‘ o ” ug HWk,p(IZ‘.’a P(x-mo)) fz[u =
R ']':'“2.‘ :
7
’ 14 4 P—k E'3 7o . _
< C.%fdxo f (g (xo, )RR g [l k=0=0p g (o gyy dlo =
Ri'i! ’:.[‘"z Lxt

7 §i sceglic z > 0 in modo talc che a, < &(5 ed = sono le costanti che compaiono
nel lemma 5.6).
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dx'y =

o,
O Wt e (1,00

. f e, 1)yee-00 gz
ke T,
FI T

=< C4J (g(x'y, Q) tsrert/, R cpg"" Hi;vk—f' '/,,,p{p (x00)) dx’, =
234 4

R

e
S Cs H q:g ‘Ewk:é'* E/i’l'” (R.,..l)
S, p .

In definitiva per ogni ¢ € {0, 1, ..., k—1} abbiamo costruito
vV, €& W!” tale che TV, = 9, . Consideriamo ora per ogni

PE0,1, ..., k—1}

I b

. kop n
Ué (;\:1,...,1‘.,) - vag(m, ey, -x”—l,]xn)ews_; (R +)

i=1

ove  ¢;,S0no costanti tali che

k el
e, = 0=<g=k-1
- ¢

Evidentemente . per.ogii g &40, 1,y k=13

k 0 se g=/4
(e Ve=1gy s g=1{¢

(5.15)

Consideriamo ora

k
U =

1
L n
B U €W (R

0

[ 5]

k—1

allora Vg€ {0,1,...,k—1}: v, U= 2 1, U; =5,
=0

e cosi resta provato il teorema 5.2,




278 D. Foriunato

Caprroro I1
6. - IPOTESI E RISULTATL.

Sia m € N ed assegniamo in R”. un operatore differenziale li-
neare d'ordine 2m

A=A(x,D) = ¥ a.(x)D* (6.1)

fo|=2m

Assegniamo poi sull'iperpiano R"~! un sistema {B;},__, di m
operatori differenziali di frontiera della forma

=12 ...,m
Bj' = B,‘ (x’, D) = hX bm (;‘C,) D (62)
[nisny ;< 2m -1

Supporremo che la funzione ¢ {x), oltre a verificare le proprieta
C2), (5.1}, (5.2), sia tale che?®

lim (lx]—¢(x))=+0.

B

Se s = 0 indicheremo con [s]* il pit piccolo intero = s.
Sia ora ¢ un numero positivo tale che ¢ = 2m e supponiamo
che siano verificate le seguenti ipotesi:

I} Le derivate, nel senso delle distribuzioni, D¥a, (x) sono di
g i g b +o .
v e (R per [y f = [£]* ~2nred [a | < 2m. Se |-ou|-=2m,
i coeflicienti a.,(x) sono continui in R", e convergenti all'infinito. Se

indichiamo con x, il punto allinfinito porremo

classe I:

lim a(x) = a.(x) (|| = 2m)

[¥]—> 4=

I} Le derivate, nel senso delle distribuzioni, D* b,. sono di classe

= w—1 - . S + . — .
Lt~ u] (R*~1) per <[ —my;— %1t elp| <m. Se|n|=m;
(=1, ..., m) i coefficienti b; (x"} sono continui in R*™!' e conver-
genti all'infinito. Se¢ indichiamo con x; il punto all'infinito delliper-

piano R”7*, porremo

b's
]

lim b (X)) =bp (XDl =my, j=1,...,m).

(Xt

* Funzioni g (x’,7) di questo tipo sonc ad escrmpio

1 14 x|+ ¢ T +1¢
plx,t) = 3 [*7*'2”‘ ] o g, 1) = 2
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L) Alx, D) & propriamente ellittico in R", U {x:} ciog, fissato
xC R Ufm), A E= ¥ a(x}f*=0 VEER'—{0}, ed

o] =2m

inoltre ¥V £ € R*! — {0} il polinomio nella variabile complessa
Z % a,(x)E* 7% ha m radici con parte immaginaria positiva. Indi-

jel=2m
cheremo con Z+(x, E), ..., Z*, (x, ) tali radici,
1) Gli operatort B;{(j = 1, ..., m) soddisfano la condizione com-

plementare rispetto ad A su R*7'U{x"} cloe, fissato &' € R"~1U {11},
per ogni £ € R ' — {0} i polinomi nella variabile complessa
Z I bu(xNEWZn{j=1,...,m) sono linearmente indipendenfi mo-

o,

dulo il polinomio M (Z — Zi* (x, £)).
k=1
In questo capitolo vogliamo dimostrare il seguente teorema di

regolarizzazione.

TeOREMA 6.1, Siano verificate le ipotesi I1), ), I), Iy) e sia s un asse-

2 (R} e tale che

grato mmero veale, Per ogni funzione u & Liis

u e Wg(T) per ogni compatto T c R%, (6.3)
Au€ WE (RY) (6.4)
B,u! u g;EWZ":I'Mf (R“_I} ..... (]: 1’2} e ’”1) (65) FRTU O R
X, — m+s, g
si ha che u ¢ ng;_.s (R%.) e sussiste la limitazione

! | —~2in E v | —ti—13
H w ‘§W5111+.(;(R”+) =c (H AH‘ iI\f“"‘f-EZQm(R"*J + i=t H ér Hwﬂ l— {R”-i) +

2m+s, o

w |l 2 )
* H rLZm.;.S,e (R)]

ove ¢ ¢ una costante indipendente da u.

7. - DiMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 6.1,

Alla dimostrazione del Teorema 6.1 si perverra facilmente una
volta premessi alcuni lemmii.
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Lemma 7.1, Siano r, ¢ ed ¢ tre numeri positivi di cui ¢ intero, ¢ < r.
Posto allora » = r — [r] sussiste la seguente limitazione

2 2
z 13 R ¢ i e vl e+
BN e = e X gy

2

+e S D v |, e [ e
|rx%=[l'J|F HL (R") ( )

ove ¢ & una costante positiva indipendente da v € W (R") e da «.

Dimostrazione. Distingucremo due casi

I) ¥ € N: in tal caso se v € W'(R"), e € R, |3] < ¢, si ha®
per noti risultati:

, 2 re- pa
D" o=t gy j(l HIED T Dy pdE =

Rll

(R")

ZI“MWWQMW%<ﬁfH+wf”“WMho

R R

~ e—g+[BD , ~ 2
o | [v[dE+ | ]E] | v FdE = || v I gey +
R R

: 2or—p|BD ~, ’ Ur—gr|G, ~
*Jm f“WW@+Jw\f”aW@s
<y, HED
S{repHiBh 2 o Rlemeisp
RO N M j e S e,
e

D'altra parte

fﬁW””WW@:fm“”hmbwﬁg

3= - 1.

| =
| =
I

~
* S¢ f & una distribuzione temperata, denoteremo con § la sua trasformata di
Fourier.
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= epTraz e ™y e Tora =
lef=r

i R
=gy L 2
=Gt | EL_” D* v HLI{R") . (7.2)
Da (7.1) e (7.2) abbiamo allora
S Do gy S S (e v
2l<e WERY v <t LR
. 2
He T DY g, | (73)

da cui ovviamente Ia tesi.
11} Supponiamo ora v non intero, in tal caso r—[r]i =% C 10,1 [.
Se v € W (R") ed = € R, abbiamo, in virtu della (7.3):

2 2
T D Iy =< ¥ femtdd o
|8« I VHW £y “ lv]<tri—1 ( ggVHL”(R) +
+EEJ'}—|‘(| ¥ H DuVHZ +
lof=1r1 LI(R")
+. e DR (D () DD () d.;. dy ...... . (.7.4) ...........
18]< lol=irlg | — p e R '

R* R”

Daltra parte, con noti passaggi (cfr. Volevich-Paneyakh [13] a pag.
25), si deduce che

' . o [ . o 4 5 i2
S N [ I_JD (DFv(x)) = DD vy P, dy =
I6|<g |n|=Lri-p . . |x_y|u+2}.
[{Jl RH
Y - T ?
< f f D) S DO g,
|t |<€tri-t lx -y ‘u+2)-.

RH RH

[ ? et
Ze ¥ f E» | D7y P dE < J el | TR dE =
Iv]<€lr-1L
RJI RH .
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i 2
=c 2 + <e X (e*“'+|‘fE’||v!|Il(R,,} +
[r|€ir]-1 [+v|<0r1-1 -

g§.|2<i/[ “‘:—‘121/5
~ 2
glri-[v|-% 2[1 2 A8) = ! g syl i
+ [repipa =e v 19 ey +
RFI
2
g gl B i DEw |, o ). (7.5
M:W\E liere V- (75)

Da (7.4) e (7.5) si ottiene ovviamente la tesi.
Se s> 0 ed x, & R", porremo

To{xa) ={x ER" | |x — x| <5}
gy (X)) = T (x,) N R
T. () = Ty (xa) N R, .
Siano assegnati gli operatori differenziali (6.1) e (6.2), # E R
¢ = 2m ed r, > 0, supponiamo che siano verificate le seguenti ipotesi
2t

Hy) a.(x) € AT (R",) per |o| < 2m, se ja|=2m i cocfli
cienti a.(x) sono continui in R",.

H)y b (2 € ALl (RN per |w|=my, j=1,2,...,m,
se |pl=m; (j=1,2, ..., m)i coefficienti b; (x) sono continui in
Ru—l.

H3) A(x, D) ¢ propriamente ellittico in R",.

Hi)} Gli operatori B;(j = 1, 2, ..., m) soddisfano la condizione
complementare rispetto ad A su R,

LEnamA 7.2. Nelle ipotesi poste sopra, per ogni distribuzione u su R7.
tale che

e WQ(T) per ogni compatio T c R*,

sussiste la seguente limitazione:
f — B —
I e gy = @ (IR g2

(7.6)

\”\I ; —imn,—14 s
+ f:1 || Bj it ng i ('-7,- (Xu))—}— || it i L1(I‘ru(x“))}

o

dove r <1, e ¢ ¢ una costante indipendente da u e da x..
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!

Dimostrazione. Fissato r, > 0 e x, € R",, siano r, +/, ¥ tre numeri
positivi tali che

r<{r <¢" <y, con ¥ —r=1" —¢ <1. (7.7)

Consideriamo due funzioni g (x} ¢ ¢ (x) di classe Co= (R"), tali che

1 se x €T (x) =1 se x € Iy (x)
¢ (x) @ (x) {

=0 se x ER" — T, (x) =0 se x ER" — Tw(x,)
(7.8)
e tali che inoltre si abbia
|ID"g () <= Mo (¥ — )1t [ DPg ()] = Mo (" — )12 (7.9)
ove M. & una costante dipendente solo da «.

Sia ora u una distribuzione su R";. tale che

uE W' (T) per ogni compatte T < R",

evidentemente

In virth dell'ipotesi H,), H:), H:), H,) sussiste la ben nota limi-
tazione (cfr. ad esempic [1], [61).

f2s3

E| cu ifwé’ (R".) = O [” ACu |1W£72HI(R"+) + j}_}l éi B, gu HW‘?_”!;‘_"’Z (R

- H gu ]ELZ(RH)] (710)

ove ¢ & una costante che dipende unicamente da ¢ ed r..

. ) 0]
Valutiamo ora || A(g - u) [ e-2m Ry

% Nel corso della presente dimostrazione indichiamo con ¢, ¢, ..., ¢;, delle
costanti positive che non dipendono da x,, da w, da r, 7, v” e da = > 0.
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In virtt del lemma 4.1 e dell'ipotesi Hy)

H Agu HW?"ZH!(Rn__) = & [H QALIJEWE’—ZIN(R,,J +

S S [[a D aDerg e )J N CAT

U<Ia [QZIM B

=2 Y hX f o= —2m
=< 03{”““ T2 Fgeny Ty T DU DT g (F,u(x--))]

<Eu|§’2m 5

D'altra parte in virtit delle (7.9):

1A, gt (1.12)

lcAu ”W“z'“(ﬁu(x,.)) <ol —71) (ol -

Poniamo ora

=¢ulx)  se x€T, (x)

V' {x)
= () 5€ X 6 R"Jr - F,, (-/\:u)
(7.13)
= v (x) se  x,>0
v (x) val
SR PRV € b | se . X, <20
i=1

dove 1 3; sono dei numeri reali tali che

el
Yop(=iy =1, k=0, [0 -1

i=

Evidentemente si ha che v' € WE (R,) e v - Wg(R“).
Percio, se 0<C|a| < 2m e f<<a in virth delle (7.9) abbiamo:

E! DF 3 D7 -# g ngfz’” ) = H D? v’ Dmiﬁ; liwéafz'” =

(R (R".)

o (o B U

i

Wé'72m (R} =

< ¢ (¥ — 1;)”[31" HDE P—2m (7.14)

v HW {R")
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Da (7.11), (7.12) ¢ {7.14) abbiamo

Loy Lee -
FACullye2m gy < o (7 =1 [” Ayt 5 0y +

[BE<2m

+ Z i\EDB V”WQZU!(RH)}
da cui, se £ > 0, ricaviamo, in virti del lemmma 7.1:

" - _{g]| —~
| Agu Hwé‘me(R,,_} < e (r —r) {H Au ngfz'”u‘,”(x.])) +

5 e Ma v ] e
HSMH{ vl gy

AR .
P B D) e @)
© e e

ove L =¢ —[?].

In maniera perfettamente analoga si prova che sussiste la limi-

tazione:

e
H Bigu HWP_'”:'_%(R.. |} =< 1 (1' s ]‘) { H Bi 24 ngimfil’/l(cw(xu)) -+

-yl . .
+ e S Dy, .,]-(1 +e°/z)};=1,.-.,m. (7.16)
lo|=10] LA(R")

Poniamo ora

Alv,e) = X [5 A v ey
|v]<Le-1 il gy
-1yl
R S N H D" v ” . ) . (] + E_)‘/I) .
| =103 LARY)

Se

2 |IDrv|
|| =10]

LZ(R.‘!) E ” ‘\) ”LZ(R"}
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si ha
A(VJ E) = ¢ H v HLZ(R")

da tale relazione e dalle (7.10), (7.15), (7.16) segue evidentemente
fa (7.6),
Consideriamo il caso

l 3 3
v HLZ(RH) <|o¢F[£’EHD v i%Lz{Rr:J .

Posto allora

__Z 2
[7] T
£ = Z b= 5 . LY [2]
( \O‘-i:[F]H Y HLi{R”) ] “ ”LE{R"J

siccome & <7 1 si ha

de-11 . .
Alne) = cue ™ (E 2 vlipgy te 2 DV g, ) -

e
- 1=
[£]

sz (2 DIy | I, D
w2101 L*(R") L*(RY)

D'altra parte, ricordando la (7.9) e (7.13), & facile verificare che
2
Voo&E N ja| < [2] Dav“LZ(R") <

2
= cn | =D ()

—1¢] , — et
pertanto, ricordando che |+ — 1| =l =7 . da (7.7
abbiamo
1-2
# 1!7[?}4' N 1o ——
Alv,e) < cu|t” — 7 [ N 15T | R } (1 .
) 14 5 Ig‘:[{?]” L(lw(,\:,})
-2
¢
Jall (7.18)

L2 (D0 (x,))
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In definitiva da (7.10), (7.15), (7.16), {7.18) e poiché
7" — v =v¢ —r<_1, abbiamo:

=

cis { FAw o2 5 oy

” ! 2[e]” it
(r SRt B I ? (T, (o)
r‘:i . —i,— T
+ =1 || B u ng ey T I/ HLZ(F'”('V”)) "

1-3

1-7 T

_ 1A ¢

o }

L (T %))

. 1
LA(L (x.))

+ [ X |{D*u|
=101
Da questultima relazione e da un lemma di crescenza di C. Mi-

randa (cfr. il lemma 3.1 di [7]) si deduce la tesi.
Dimostrazione del teorema 6.1. Con ragionamenti analoghi a quelli
tenutll per dimostrare il lemma 5.3, si prova che esistono due costanti

positive ¢ e b tali che
Voo = (%', t) ERT X [ (Tay )t Ty () DR = 0
R.

¢ per il lemma 5.4 poi esiste « > 0 tale che "
]7-')‘.0 (xu, E [D) - Iu: (xul » O)

V (XO, 3 IU) E R”_l >< Tﬂ,.\"

Se x, — (&, t.) € R", porremo

A :A(AD.E, D): 1.. ¥ .....sz-—la.l..(x“.) 'fim*”('xn ;E) ng
algim
g () bt (e E) D G =1, ..., m)

_ ¥

B = Ef(xu,: E’ , D) =

f;,;}gmj

by (%o, £) = ¢ 11 () @™ (o, E) |o| < 2m
=12, ...,m, ipl|=m.

’-5m (1‘0’ » &’) :E”;;lul (xc;) biu* (%, E,)

In virtin delle ipotesi I)) e [)
< 4N el = 2m

(1*(x))
ey Y

Sllp |g ﬁg. (xu ) 5) tIA [g]“-72'”
lwi=my, j=1,...,m

X.ER",
sup Hrgiu (xu’ , Ej) ’[A [7—my-te]

_,\:U’GRH_l
ed inoltre per || = 2m a,* (x,, £) sono continue rispetto a £ in ogni

" Le costanli a, b, ¢ possono scegliersi minori di 1
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I* (x;) con modulo di continuith indipendente da x,, del pari, per
| =m(j = Lo, m), le funzioni b (x,, £') sono continue rispetto
a £’ in ogni IP: (x.")} con modulo di continuita indipendente da x.".

In virtit poi delipotesi I} ed [.) A ¢ propriamente ellittico in
R*, e la sua costante di ellitticita & limitata inferiormente da una
costante positiva indipendente da x,, e gli operatori B;(j =1, 2, ..., m1)
soddisfano la condiziene complementare rispetto ad A su R*'.

Pertanto possiamo applicare il lerama 7.2; allora se u & una
distribuzione soddisfacente alle ipotesi ed x, € R*, , abblamo

s 2 K e 2
bt e s, ey = (' Rt Tyt gy +

7

-

o a2 | PR
+ g B,.' i [1\,\1?7”":'7"}2 (1%, () e |{ u" rlL‘(I*p,,,_(x(.))] (719)

=1
ove ¢; & una costante indipendente da u e da x..

Posto Au=1f e Bijul _, =g (j=1,2, ..., m) evidentemente

N

o 6 ()™ | f*

X % iz :
H Au ]iwg—ZW (T*, (25.)) ‘Wé’--Zm (T*, (x.))

2

P - ‘ i L 2 14
H B; u* HWQ*’”.*% (T (%) oz (x,", 0P H Ei [|Wg_m:"'l(p.-m, (%) =

o 2 X .
=¢ (xn)sz || gi élwy ”’:_!"’(I-.&w:, (x. N 1= Looo,m,

Percio da (7.19) abbiamo

202m4s5—8) i « 2
() 14 e o, gy

2

( 2@u+s—(g—2m)) w
= C (xu) " f—am +
2 1 4 |E f ‘w (]"hr— (xu))
B 2 2mibs— (g —w}) , w il
3\ ! - . —nr, - 14
+ ~ P (lu) t| b)f “Wg ml Q(I*,,'; (x“!)} +

j=t

202m+5—9) -
0 (o) [

é2
LA (I% (%)) J

da cui integrando rispetto ad x, ed operando come nella dimostra-
zione del teorema 5.2 si ottiene la tesi.
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Rapporii tra 1 parametri cromatografici
di iododerivati organici {razionati mediante
e tecniche di assorbimento e di ripartizione *

Nota del socio ordinaric Mario CovELLO
e di ORESTE SCUETTING, LYDIA FERRARA € PASOUALE FORGIONE

{Adunanza dell’l giugno 1974)

Riassunto, — Sono state studiate le relazioni tra Rm e composizione chimica di
di un gruppe di iododerivati di esteri 2-dictilamminoectilici di acidi fenilcinmamici ¢
alcuni iodocalconi, iodoflavanoni, iodoflavoni e iodollavonoli, adoperando eluenii con
valori di s° variabili, su diversi strati attivi.

Determinazioni eseguite su strati di gel di silice G, Kieselgur G e cellulosa, usande
formammide o undecano come fase stazionaria, oltre a comsentirci di trarre utili no-
tizie circa l'influcnza esercitala dalla struttura chimica sul! meccanismo di interazione
strato-sosianza, ¢i hanno confermato lesistenza di una relazione, evidenziata da alcuni
AA_ tra i valori di Rm misurati mediante cromatografia di adsorbimento e partizionc,
relazione che, perd, non risulta esscre sempre lineare.

Summary, -— Rm vs, composition relationship of a group of iodinated 2-diethyla-
mineoethyl- g-phenrylcinnamates and of a number of chalkonic and flavoneid derivatives
have been studied, employng eluenis with various s values, on several active lavers.

The linear correlation between the Rm values measured in bolh adsorption and
partition chromatography have becr investigated on silica gel G, Kiesclgel G and
cellulose T.L., using formamide and undccane as the liquid stationary phase.

The results obtained allow to draw useful informations about the influence exerted
by the chemical struciure on the mechanism of interaction layer-substance, and on
the correlation between the Rm values measured in ligquid adsorplion and partition
chromatography which resulted 1o be not linear in seme cases.

Nel corso dello studio sistematico che da tempo andiamo condu-
cendo per la caratterizzazione cromatografica di serie di composti
iodorganici di sintesi con potenziale attivita farmacologica, ¢i & sem-
brato interessante esaminare le relazioni esistenti tra i risultati acqui-

* Lavoro eseguito con il contributo del C.N.R.
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siti ed i diversi fattori che possono influenzarli, nell’ambito delle
particolari tecniche cromatografiche adottate,

Oggetto del presente studio sono stati due gruppi di iododerivati,
sintetizzati da CoveLLo e coll,, il primo costituitc da esteri 2-dietilam-
minoetilici di acidi fenilcinnamici iodurati [1], il secondo costituito
da iodocalconi, iodoflavoni, iodoflavanoni e iodoflavanoli [2].

Lo studio condotto su questi composti, sia mediante le tecniche
cromatografiche di adsorbimento che di ripartizione, ¢i ha consen-
tito, oltre che di raccogliere una serie di dati utili per la loro carat-
terizzazione cromaltografica, anche di formulare considerazioni sui
rapporti esistenti tra variazione dei sostituenti nelle molecole orga-
niche e parametri cromatografici. Particolarmente interessante ci &
sembrata una verifica dellipotesi dell’applicabilita generale di una
relazione lineare tra i valori Rm ottenibili per cromatografia di adsor-
bimento ed i corrispondenti valori R, dati dalla cromatografia di parti.
zione. L'esistenza di una relazione di questo tipo fu prospettata da
alcuni AA. [3, 4] i quali poterono evidenziare, nello studio di alcune
nitroaniline e amminopiridine, come i valori Rm caratteristici di cia-
scuna sostanza, smistata su uno strato adsorbente mediante una data
fase mobile, fosse una funzione lineare del valore R, ottenibile per la

stessa sostanza cromatografata su carta impregnata di una fase sta
zionaria, con fa medesima fase mobile.
Essi, pertanto, proposerc la segucnte equazione:

auspicando, nel contempo, una pilt vasta sperimentazione atta a con-
fermarne 'applicabilith generale.

Ci ¢ sembrato, percio, particolarmente interessante saggiare la vali-
dita di questa equazione in rapporto ad alcuni dei composti da noi
studiati i quali, per la presenza di diversi atomi di alogeni, con preva-
lenza dello iodio nella molecola, presentano comportamenti cromato-
grafici non sempre facilmente riconducibili a schemi generali per i
noti effetti clettronici causati dall’esistenza di una interazione dell’ato-
mo di alogeno con i legami idrogeno intermolecolari, effetti che si
sommano al fattore sterico, particolarmente rilevante proprio nel caso
dello iodio,

PARTE SPERIMENTALE

La sperimentazione ¢ stata condotta su strati sottili di diversi
adsorbenti e su cellulosa.
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Per la determinazione dei valori Rf sono state impiegate sia lastre
gia pronte all'uso di produzione Merck, sia lastre preparate in labo-
ratorio. In particolare erano del tipo pronto all'uso tutte le lastre con
strato uniforme (gel di silice, allumina, Kieselgur, cellulosa).

Le lastre con strato di composizione variabile sono state prepa-
rate in laboratorio mediante stratificatore manuale Desaga mod. GM,
dotato di miscelatore ad azione meccanica. (uesto strumento con-
sente di realizzare strati formati da un sistema binario di adsorbenti
variante, in modo praticamente continuo, dal 100 % dell'uno al 100 %
dell’'altro.

Per la preparazione di serie di 5 lastre del formato di em 20 x 20
con strato dello spessore di 0,25 cm sono stati impiegati 1 seguenti
rapporti quantitativi (adsorbenti Merck):

a) lastra gel di silice-allumina: g 10 di gel di silice G sospesi in
22 ml di acqua pit g 10 di allumina sospesi in 18 ml di acqua;

b) lastre gel di silice-cellulosa: g 10 di gel di silice in 25 ml di
acqua, pitt g 10 di cellulosa in 25 ml di acqua.

Dopo la preparazione le lastre sono state attivate in stufa a
100° C per 30", Nelle tabelle riassuntive la composizione viene indicata
citando per primo l'adsorbente sul quale & stata effettuata la deposi-
zione delle sostanze in esame.

Per la determinazione dei valori R, (cromatografia di partizione)

n
si & operato anziché su carta, come suggerito dai citati autori, su
strato sottile di cellulosa, impiegando le lastre pronte Merck gia
menzionate, L'impregnazione con la fase stazionaria (formammide o
undecano) & stata eseguita per imbibizione spontanea, lasciando salire
per capillarita Iagente impregnante lungo lo strato immerso, per un
lembo, nell'agente stesso. In questo trattamento 'undecano & stato
usato tal quale, mentre la formammide & stata usata in soluzione ace-
tonica al 10 %, allontanando poi il dituente (acetone) per evapora-
zione spontanea all’aria.

Lo sviluppo dei cromatogrammi, eseguito sempre con la tecnica
ascendente, & stato compiuto raggiungendo costantemente una corsa
del solvente di circa 16 cm. Nel caso della cromatografia a fase inver-
tita, gli eluenti che di volia in volta vengono indicati, si intendono
sempre presaturati con la fase stazionaria.

La saturazione della camera di sviluppo & stata, inoltre, sempre
assicurata foderandone le pareti con carta da filtro pescante nel sol-
vente di sviluppo.

Per la visualizzazione dei cromatogrammi degli esteri fenilcin-
namici ha dato buoni risultati il verde di bromocresolo che, in solu-
zione idroalcolica, addizionato o meno del 2 % di AgNO; dava evi-
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denti macchie blu su fondo giallo-verde. Una buona rivelazione, su
strato di cellulosa, si otteneva anche con la soluzione al 3 % di nini-
drina in metanolo, che dava macchie blu su fondo viola con tutti i
composti saggiati.

I derivati flavonici, invece, dotati di colorazione propria variante
dal giallo all'arancio, sono stati osservati direttamente alla luce visi-
bile o, in casi dubbi, all’'UV.

RISULTATI E DISCUSSIONE

I risultati ottenuti nella sperimentazione condotta sugli esteri 2-
dietilamminoetilici di acidi fenilcinnamici iodurati, sono raccolti nelle
tabelle I e IL. In queste tabelle sono elencati i valori di Rf sperimentali
ed i relativi valori di Rm calcolati con la ben nota formula:

R = log (1/Rf — 1).

Tali valori sono riferiti ai vari strati impiegati, ed ai diversi si-
stemi eluenti che sono disposti consecutivamente in ordine decre-
scente del rispettivo valore degli « Elution polarity parameters » (&%)
desunti da quelli indicati da SnypeEr [6, 7] per gli eluenti puri e me-
diante il calcolo per le miscele. ammettendo come valido il principio
di additivita del parametro medesimo.

Appare evidente, dai dati tabellari, che una variazione piuttosto
regolare dei valori si riscontra soltanto nei cromatogrammi su gel di

sitice; mentre 1'allumina - non differenzia-apprezzabilmente e diverse

sostanze. I risultati ottenuti su cellulosa, a loro volta, sono diflicil-
mente confrontabili nelle varie serie di cromatogrammi, riscontran-
dosi, nei diversi casi, oscillazioni spesso discordanti e per senso della
variazione e per entita, Cid & chiaramente in relazione alle diverse ca-
ratteristiche chimiche dei sostituenti che si succedono nella molecola,
{NO;, CI, OCH;, OH) con o senza incremento del numero di atomi di
iodio. Ne consegue, evidentemente, lo stabilirsi di rapporti di diverso
tipo con lo strato di cellulosa che vengono, presumibilmente, influen-
zati in misura diversa dal particolare sistema eluente adottato. Nel
caso dello strato di gel di silice, come si & gid accennato, il comporta-
mento & pilt regolare e meglio riconducibile a criteri di carattere
generale,

Per i primi quattro prodotti elencati nelle tabelle, ad esempio, si
osserva una variazione continua dei valori di Rf e dei corrispondenti
R che pud essere chiaramente ricollegata alla variazione del peso
molecolare dei sostituenti (NO,, Cl, OCH;, OH) e quindi, piit o meno
indirettamente, a fattori sterici.
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TaBELI
Sistema eluente ; Metanolo
o 0,95
" Gel di sitice- | cellulosa Gel di silice | Gel di sifice
Siralo adsorbente Cellulosa allumina
RE Rm : Rf Rm ; Rt Rm { RE Rm |
i) I—O-?:CH-O-NO; 045 002 072 04l 075 048 05 —07
R
)3 /“_\-C:CHAO-CI 042 014 073 -043 052 —004 030 03
RNy |
-F\-C—CH/_>--UCH 040 017 068 —033 068 —033 040 01
3) ¥ \ = \7 3 g ] Y s ) ) f B
— R
" ]-OQ:CIL/ -OH 038 021 067 —031 042 014 050 00
J\
5) OH,,-O-.§=CH-O-J 045 002 073 _043 080 017 035 02
>R
7
T
/
&) OASJ:CH-/3~OH 027 043 074 —045 051 —002 038 02
R <
1
T
/
¥ 7(‘3:CH-/—>-OH 028 041 063 ~023 060 017 006 11
N
¥
3
J
068 033 057 —012 035 02

< Noo—ens N0 2% 0,39
8 0N E,LH \7\/ H 0, 3

(R= - COO—CH,—CH,~N—(CH:))

La rilevanza dei fattori sterici nel determinare la migrazione
cromatografica, risulta particolarmente evidente nel casc dei prodotti
isomeri 5 e 7 per i quali la semplice inversione nella posizione dei
sostituenti (I e OH) da luogo ad una netta variazione dell'Rf. Questo
fenomeno &, in genere, pitt marcato di quanto non lo sia quello provo-
cato dall’'aumento di una unitd nel numero degli atomi di iodio pre-

senti nella molecota.
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Benzene-Metanolo (20:80 v/v)

Metanolo-Cloroformic (1:1 v/v)

0,82 0,67

Gel di silice |  Cellulosa | Gol di silice | Gel di silice | Gel di silice- | Gel di silice.

; ! aliumina cellulosa i allumina

RF Rm ‘ Rf Rm ; RE Rin Rf Rm Rf Rm Rf Rm
0,69 —0,34 0,69 —0,34 6,50 0,00 0,63 —0,23 0,90 —03,94 0,73 —043
0,62 —0,21 0,08 —0,33 045 0,12 0,53 —0,06 0,78 —0,54 0,68 —0,33
0,58 —0,14 0,77 —0,52 040 0,11 0,46 0,09 0,73 —0,43 0,58 0,14
0,51 -0,02 0,70 —0,36 0,38 0,21 0,40 a,11 0,60 —0,17 0,50 0,00
0,50 0,00 0,68 —0,33 — — 0,46 0,09 0,68 —-0,33 0,45 0,12
0,38 0,21 0,70 0,36 — — 032 0,33 0,73 —0,43 0,60 --0,17
0,32 0,33 0,73 0,43 — — 0,31 0,35 0,70 —0,36 0,45 0,12
0,54 —0,07 0,72 —G41 — — 0,53 —0,06 0,74 —(,45 0,45 0,12

Giova ancora rilevare la mancanza di un incremento del valore
di Rf, per un dato composto, in concordanza con lincremento del
valore e” il che conferma il punto di vista di HerMAnECK e coll. [8]
secondo cui le serie eluotrope non posseggono una validitd generale
in quanto sensibili deviazioni si manifestano sempre che risultino
possibili interazioni soluto-eluente o soluto adsorbenie,

Nello studio cromatografico del secondo gruppo di sostanze og-
getto del presente lavoro (vedi tab. I11) abbiamo voluto utilizzare i
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TaBELLA

Diessano

Sistema cluente ‘

0,63

! Gel di silice |

Cellulosa

Gel di silice-

cellulosa

Gel di silice-
allumina

i Rf Rm RI Rm RE Rm Rf Rm
1 J-/_\-C:CH-O»NO 062 020 670 -036 075 —048 055 —009
) N :
R
2) J-Og:CH-O-q 045 012 070 —03 020 080 025 048
R f
E C=CH-C )-0CH 041 013 075 —048 055 —016 009 1,10
1 o p=enCyoom,
R
5 147 Nec=cud” N-OH 037 023 065 —026 065 —02 032 033
’ N N
|
N
5) OH O-C:CH-O-J 047 005 071 039 065 026 020 060
]
o7 R
i
7
<
6 -C=CH- -OH 023 052 073 —043 084 —051 038 021
) O I AN |
R {
y
J
/‘<
7 J-O‘ ~CH- - OH 01 057 075 —048 071 —039 055 —009
) (=CH
R <
T
7
/
057 067 —031 070 —036 020 0,60

(R = — COO—CH,—CH,—N—(C,H,); )

risultati ottenuti per verificare la possibilita di estendere la gia citata
teoria proposta da Oscik e altri [3, 4] al confronto tra i valori Rm
ottenibili in cromatografia di adsorbimento e quelli corrispondenti
ottenibili in cromatografia di ripartizione su strato sottile di cellulosa

(RO).
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I

B : Benzene-Elile Dicssano-Esane

cnzene-Diossano {(40:80 v/v) (?:c?t?’;‘\)') (5050 v/v)

0,53 0,50 L 0,32
Gil di silice |  Cellulosa ‘F Allumina Gel di silice J Gel di silice |  Cellulosa
R Rm Rf  Rm RE Rm RE Rm | Rf Bm RE Rm

0,62 —0,20 0,69 —0,34 0,78 ~0,54 G,33 0,27 0,59 —0,16 0,69 —0,34
0,37 0,23 0,68 —-0,33 0,81 —0,63 0,18 0,66 0,47 0,05 0,68 —-0,32
0,33 —0,31 0,77 —0,52 0,80 —0,60 0,E0 0,95 0,39 0,19 0,77 —,52
0,16 0,72 0,70 —0,36 0,61 —0,19 0,05 1,28 0,21 0,57 0,70 —0,36
037 023 068 —033 075 048 012 092 047 005 068 —033
0,19 0,63 3,70 —0,36 0,81 —-0,63 — — 0,26 0,45 0,70 —0,36
0,01 1,99 0,73 —0,43 0,83 —0,69 — — 0,11 0,90 0,73 -0,43
0,08 1,06 0,72 —041 0,80 —0,60 — — — — 0,72 0,41

Tra questi valori, in analogia

con gquanto ammesso dai suddetti

AA. per il caso della carta da filtro, dovrebbe esistere una relazione

lineare esprimibile con la funzione Rm = f (R

[

m

) (incui i=a, B, 7, ..

sono le varie fasi mobili). Una tale funzione lineare pud essere espres-
sa da una equazione del tipo:

Ry =a + b Rfﬂ' (i=oaf07 )
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I risultati ottenuti in questa fase della sperimentazione sono or-
dinati nei grafici delle figg. 1 e 2 mentre i valori calcolati per le co-
stanti a e b dell'equazione surriportata relativamente a ciascun pro-
dotto, sono elencati nella tab. TTT.

GS
K
e L n " L i 1
L ol Y v T L T
-1,0 =-0,6 0,0 0,s 1,0 Rc -1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0 c
M RM

FiG. 1 - Grafici Rm = [ (R%,) dei prodotti riportati in Tab. IIT (Calconi e flavanoni)
contrassegnati con i tratleggi ivi indicati.
Adsorbenti: GS: gel di silice; K: kieselgur.
Fasi liquide stazionarie: F: formammide: U: undecano.
Eluenti: tetracloruro di carbonio, toluene, benzene, cloroformio.

Nei grafici delle figg. 1 e 2 sono riportati in ordinate i valori di
Rim ottenuti su ciascun adsorbente (GS = gel di silice, K = kieselgur)
in funzione del valore R}, ottenuto su strato di cellulosa (ascissa) per
le due fasi fisse sperimentate (F = formammide; U = undecano).
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Come si pud osservare dai grafici, l'esistenza di una relazione
lineare del tipo citato risulta confermata anche per i composti da
noi studiati, ancorché, come si pud osservare nel caso dei prodotti

o -1,6 =05 0,0 0,5 1,0

F1c. 2 - Grafici Rm = f (R%,) di flavoni e flavonoli riportati in Tab. III, contrassegnati
con i tratteggi ivi indicati.
Adsorbenti: GS: gel di silice; K: kieselgur.
Fasi liquide stazionarie: F: formammide; U: undecano.
Eluenti: tetracloruro di carbonio, tolucne, benzene, cloroformio.

triiodurati, un pitt attento esame della disposizione dei punti speri-
mentali suggerisca piuttosto l'esistenza di una relazione di tipo qua-
dratico. Infatti, applicando il metodo dei minimi quadrati per il cal-



Parametri cromatografici di iododerivati organici frazionati 301

colo dell'equazione relativa ai punti caratteristici dei prodotti triiodu-
rati, si ottiene Vequazione di una curva del tipo;

[ - € 2
Rmy =a+ b [Rm } + ¢ [Rm. ]

che consente di realizzare una compensazione con approssimazione
molto pilt spinta rispetto ai valori sperimentali.

D'altra parte la modesta curvatura del tracciato grafico consente
di ritenere valide anche in questo caso le considerazioni formulate
dai citati AA. in relazione alle interazioni molecolari che possono sta-
bilirsi tra le varie fasi in equilibrio, vale a dire soluto-solvente-adsor-
bente, nel caso dell’adsorbimento, e soluto-solventefase liguida sta-
zionaria nel caso della ripartizione nella quale, inoltre, vanno presi in
considerazione i non trascurabili fenomeni che hanno luogo all”inter-
faccia Hguido-liquido.

Si pud ammetter, infatti, che il passaggio delle molecole di soluto
dalla fase mobile a quella stazionaria, si svolga in due fasi ben distin-
te, di cui la prima consiste nell’adsorbimento della molecola sull’in-
terfaccia liguido-liquido, adsorbimento regolato dai rapporti moleco-
lari che il composio contrae con le due fasi liquide a contatto, Solo
successivamente ha luogo il desorbimento dallo strato interfase con
diffusione nella massa della fase stazionaria,

Si ammette, in genere, che quando la distribuzione ira le due
fasi viene condotta in condizioni dinamiche, come appunto avviene
nella cromatografia di partizione, {nella quale oltre tutto il rapporto

“delle supetfici inferfacciali rispetto al volume delle fasi & molto gran.

de) la prima delle due fasi del processo sopra delineato rnanifesti
un’influenza non trascurabile sull’andamento complessivo dello smi-
stamento cromatografico. Tuttavia & probabile che il considerevole
appesantimento sterico della molecola, quale quello che si verifica
nei composti triiodurati, possa limitare la capacita di adsorbimento
delle molecole di soluto con conseguente modificazione dei fenomeni
all'interfaccia, e ¢ido in misura diversa per 1 vari eluenti. Il risultato
potrebbe essere proprio una sia pur lieve deviazione dall’andamento

o

lineare della funzione Rwm1 = f{R ), che peraltro, come si & visto, pud

n

ancora essere ricondotta, neil casi esaminati, ad una curva regolare
del tipo vy = a + bx + cx’.
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Studi sulle ribonucleast seminali

Ulteriori ricerche sulla ribonucleasi di
vescichetle seminall dif loro (RNAsE 5V-1)

Nota di BENEDETTA FarINa, PIEra QUESADA
e del socio corrispondente Enzo LEONE *

(Adunanza dell’l givgno 1974)

Riassunto, — Sono state studiate la principali proprietd eazimologiche e sirui-
turali della RNAsi SV-1. Sono state inoltre eseguite mappe peptidiche della proteina
ridotta e carbossimetilala, idrolizzata con tripsina, e i peptidi sono stati identificati
in base alla loro mobilita eletiroforetica, analizzati singolarmente e paragonati con
i corrispondenti peptidi declla RNAsi BS-1, Lo siudio ha portato alla identificazione di
tutti i peplidi costituenti la siruttura primaria della RNAsi §V-1 ed ha ulteriormente
cenlermato 'assoluta identita fra enzima di vescichetie ¢ quello del plasma seminale.

Sunaary, — The main enzymological and structural properties of RNAse SV-1
have been studied. Finger prints have been performed of the reduced, carboxymethy-
lated protein, afler trypsin hydrolysis. The petides have been identificd on the basis
of their electrophoretic mobility, analyzed and comparced with the corresponding

peptides from RNAse BS-1. The study has led to the identification of all peptides

complete identity belween the seminal vesicles' and the seminal! plasma enzymes.

Un caratteristico componente dello sperma di toro & costituito
dalla ribonucleasi isolata nel nostro laboratorio [1]. Questo enzima
(RNAsi BS-1)* & praticamente identico alla ribonucleasi pancreatica
della stessa specie (RNAsi A) per quanto riguarda le pit salienti carat-
teristiche enzimologiche quali meccanismo d’azione, specificita di sub-
strato, pH optinwm, ecc. [2]. 11 peso molecolare invece {29.000) & per
Penzima seminale doppio rispetto all’enzima pancreatico; ed ¢ stato
dimostrato che in realta 'enzima & costituito da due subunita, ognuna
del peso molecolare di 14.5300, unite insieme da due legami disolfuro
[3, 4]. La struttura primaria della subuniti dell'enzima seminale &

* Stazione Zoologica di Napoli e Istituto di Chimica Organica, Laboratorio di
Chimica biclogica, della Universita di Napoli,

' L’enzima ¢ stato cosi designatoe per ricordarne l'origine (Bull Semen) e per dil-
ferenziarlo da un’allra ribonucleasi {(RNAsi BS-2), probabilmente presente nel plasma
seminale bovino. Analogamente la ribonmucleasi delle vescichetie seminali & stata in-
dicala come RNAsi SV-1 (da Seminal Vesicles).
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stata anche determinata [5] ed ¢ risultata fondamentalmente simile
a quella della RNAsi A, come si puo vedere dalla Fig. 1, ove sono
anche mostrati i quattro legami disolfuro intracatena, che sono risul-
tati eguali a quelli caratteristici della RNAsi A [6]; i due ponti disol-
furo che uniscono le due subunitad sono formati dai due residui di
mezze cistine (nelle posizioni 31 e 32) in soprannumero rispetto a
quelle corrispondenti della RNAsi A. Infatti, mentre questo enzima
contiene otto residui di mezze cistine per molecola, I'enzima seminale
ne contiene dieci per molecola di monomero.

F16. 1. - Struttura primaria della RNAsi BS-1. I residui con circoli marcati sono diffe-
renti nella RNAsi A, tutti gli altri sono uguali.

L'interesse per la ribonucleasi BS-1 ¢ di duplice natura, infatti
la ribonucleasi pancreatica rappresenta a tutt'oggi una delle proteine
enzimatiche meglio studiate da tutti i punti di vista: oltre al chiari-
mento della struttura primaria siamo oggi in possesso della sua strut-
tura tridimensionale, grazie agli studi cristallografici di diffrazione ai
raggi X [7]; inoltre I'enzima & anche stato sintetizzato chimicamente
[8]. Questi grandi progressi non sono tuttavia riusciti a chiarire il
problema di fondo, che ¢ quello del meccanismo molecolare d’azione
dell'enzima, anche se ¢ stata identificata quella parte della proteina
che costituisce il centro attivo catalitico. Si comprendera quindi come
sia apparso promettente a tale riguardo lo studio della ribonucleasi
seminale, di una proteina cio¢ fondamentalmente simile alla ribonu-
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cleasi pancreatica, da cui rimane tuttavia distinta da significative dif-
ferenze di struttura primaria e, soprattutto, quaternaria. Altro motivo
per cui & apparso fin dall'inizio degno d'interesse lo studio della ribo-
nucleasi seminale sta nella ricerca della sua funzione biologica, Que-
sta in verithd rimane ancora del tutto oscura, e va probabilmente inse-
rita nel quadro generale della sorprendente abbondanza di enzimi nu-
cleolitici messa in evidenza nel plasma seminale di toro.

Subito dopo la dimostrazione della presenza della RNAsi BS-1
nel plasma seminale di toro si & voluto ricercare il sito di formazione
di questo enzima, e si & visto che esso si forma originariamente nelle
vescichette seminali [9]. Al riguardo dobbiamo ricordare che un altro
gruppo di ricercatori ha riferito sull'isolamento e la purificazione di
una ribonucleasi dalle vescichette seminali (Hosoxawa e Irie [10]).
Come sard meglio chiarito in seguito, i dati ritrovati da tali ricer-
catori farebbero ritenere che vi sia, nonostante molte proprieta simili,
una significativa differenza fra la ribonucleasi di vescichette e quella
del plasma seminale. Le ricerche che saranno ora ricordate hanno
avuto come scopo di risolvere definitivamente il quesito della com-
pleta identitd o meno dei due enzimi.

Tale identitd era gia emersa in effetti da precedenti ricerche [11,
12, 13]. Nella presente comunicazione vengono descritti i risultati piu
dettagliati suile proprietad principali deila RNAsi SV-1, oltre a un qua-
dro generale sulla localizzazione ed identificazione dei peptidi triptici
nella mappa peptidica della proteina carbossimetilata. Come gia detto,
le principali proprieta chimico-fisiche ed enzimologiche sono gia state

riscontrate-ugual-per-le- due-ribonucleasi- seminali:-Cid-appare-dala- -

Tab. I Ia quale mostra come i dati essenziali caratteristici di questi
due enzimi siano sostanzialmente identici.

La Fig. 2 riporta i risulati di una determinazione di pesi mole-
colari effettuata sulla base delle diverse mobilita eletiroforetiche su
gel di poliacrilamide in presenza di sodio dodecilsolfato secondo We-
BER ¢ OsBORN [14]. Tanto la RNAsi BS-I gquanto quella SV-1 mostrano
la stessa mobilita elettroforetica, corrispondente a un peso molecolare
di circa 29.000. Nella Fig. 3 sono poi riprodotti i risultati di esperienze
di elettroforesi su gel di poliacrilamide in presenza di sodio dodecil-
solfato, da cui appare chiaro come tanto la RNAsi BS-1 quanto la
RNAsi SV-1 esibiscano, in presenza di mercaptoetanolo, un minor peso
molecolare; ad analogo risultato porta la carbossimetilazione della
proteina, Questa ¢ l'evidenza principale che, insieme ad altre prove
sperimentali, ha portato a riconoscere per la RNAsi BS-1 P'esistenza di
due subunita [4], caratteristica che si riscontra quindi anche per la
RNAsi 8V-1, come riportato nella Tab. 1,

20
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Abbiamo pensato che per ottenere una delinitiva conferma sulla
identita delle due ribonucleasi seminali si potesse effettuare un esame
comparativo delle mappe peptidiche ottenute con le tecniche conven-
zionali. 8i & pertanto proceduto nel modo seguente,

10
£ 5
2
= 4
&
=
pre
—
[=)
= RNAasi §V-t
2 g RNAasi BS-1
a
RNAasi A
GYT

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
MOBILITA" RELATIVA

Frs. 2. - Determinazione del peso molecolare della RNAsi SV-1 con elettroforesi su gel
di poliacrilamide in presenza di sodio dodecilsolfato.
Proteine standard: BSA: albumina di siero bovino, p.m. 68.000; PEP: pepsina,
pam. 34.000; CTG: chimotripsinogeno, p.m. 25.700; ELA: elastasi, p.m. 25.000;
RNAsi A: ribonucleasi pancreatica, p.m. 13.700; CYT: citocromo ¢, p.m. 11.700.

PARTE SPERIMENTALE.

Riduzione, carbossimetilazione ed idrolisi enzimatica della pro-
teina. — 36 mg di RNAsi SV-1 vengono scioiti in 10 m! di una solu-
zione di guanidina cloridrato 7 M in Tris 0,1 M pH 9,1. Successiva-
mente la proteina viene ridotta con 21,2 mg di ditiotreitolo e la rea-
zione si fa procedere per 4 ore a 37°C, sotto azoto; la soluzione viene
quindi portata a pH 8,0 con TCl N. Segue la carbossimetilazione
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FiG. 3. - Elettroforesi su gel di poliacrilamide, in presenza di sodio dodecilsolfato, delle
ribonucleasi seminali BS-1 e SV-1.
a = RNAsi §V-1
b = RNAsi 5V-1 pift mercaploetanoio
c = RNAsi SV-1 dopo carbossimetilazione
d = RNAsi BS-1
e = RNAsi BS-1 pit mercaptoetanolo
In tutti i campioni ¢ stato aggiunto, come riferimento, citocromo c (l'ultima
banda in basso).
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con 46 mg di ac. iodoacetico sciolti in ml 0,18 di Tris 2 M con guani-
dina cloridrato 7 M. Il miscuglio &€ mantenuto per 20 minuti a un
pH costante di 8,0 con aggiunta della suddetta soluzione, al pH-Stat,
a 37°C e sotto azoto, La reazione viene poi interrotta con l'aggiunta
di acido acetico fino a raggiungere un pH di 4,0. Quindi il campione
viene dializzato contro H;O e liofilizzato.

TFaBrrra I

Principali proprietd delia RNAsi SV-1,

Peso molecolare 29,088 29,000
Coefliciente di assorbimento (Al% ) a 278 nm 4,65 4,63
cm

pH optimum su RNA 78 7.8
ph optimum su citidina 2/ : ¥ —-P 6,5 6,5
Attivila specifica {Unitd Kunitz/mg) 52 60
N.o di subunita 2 2
Aminoacido N-terminale Lisina Lisina
Aminoacido C-terminale Valina Valina

La proteina ridotta e carbossimetilata viene successivamente
idrolizzata con tripsina (tripsina tipo XI della Sigma Chemical Co.,
trattata con dilenil-carbamilcloruro per inibire l'attivitd chimotripti-
ca). La soluzione proteica viene portata a pH 8,0 con NaOH 0,1 N, al
pH-Stat, a 37°C e sotto azoto. Si procede quindi all’aggiunta di un
primo quaniitativo di tripsina nel rapporto in peso di 1 a 100, seguen-
do la reazione in base al conswmo di NaOH 0,1 N. Quando tale con-
sumo si arresta, si aggiunge un secondo quantitative di tripsina in
cguale rapporto e si lascia reagire fino a reazione completa. La pro-

N

teina idrolizzata & quindi liofilizzata.

Mappa peptidica. — Una quantith di circa 1 mg di RNAsi SV-1
carbossimetilata e idrolizzata viene sottoposta a cromatografia discen-
dente per 30 ore su carta Whatman 3 MM (cm 46 x 57) usando come
solvente un sistema formato da n-butanolo, piridina, ac. acetico, H,O
in rapporto 90: 60 : 18: 72. Finita la cromatografia, il foglio, ruotato
di 90°, viene sottoposto ad analisi elettroforetica ad alta tensione in
tampone piridina-ac. acetico (10 m! di piridina pitt 100 ml di ac. ace-
tico, diluiti a tre litri con H:O) a pH 3,6, per un'ora a 3.000 V e a 22° C.
Si & utilizzato l'apparecchio High Voltage Electrophorator della Gil-
son, mod. D. Il cromatogramma & pol spruzzato con una soluzione
di ninidrina [15] al fine di evidenziare le zone di localizzazione dei
vari peptidi.
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.

Come risultato, si & oftenuta la mappa peptidica riportata nella
Fig. 4: la compongono 17 peptidi che si riscontrano uguali sia per
numero che per posizione nella mappa peptidica della RNAsi BS-1
carbossimetilata, su cui sono state eseguite prove identiche.

©
&

<
O

-
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—————» ELETTROFORESI

@

F16. 4. - Mappa peptidica della RNAsi SV-I {schematica). Le macchie traiteggiate dannac
con ninidrina una colorazione debole, tranne quella n. 12 la quale di invece
col reaitivo di Pauly una nectta rcazione positiva per Vistidina.

CROMATOGRAFIA

5

Successivamente si ¢ proceduto ad una separazione dei peptidi
triptici della RNAsi SV-1 carbossimetilata, mediante cromatoprafia a
scambio ionico su colonna di resina Beckman M 83. In tal modo si

e M
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sono ottenute 18 frazioni principali, il cui profilo di eluzione appare
simile a quello che si ottiene dalla RNAsi BS-1 nelle stesse condi-
zioni; per una pilt precisa identificazione di ogni peptide separato in
tal modo & stato determinato 'aminoacido N-terminale col metodo
della dansilazione [16], mentre per qualche peptide piti significativo

TaABeLLA E]

Mobilita dei peptidi triptici della RNAsi SV-1 su carta Whaiman n. 1 a 3.000 V,
45 min, pH 36.

Peplide 8V-1 Peptide Sv-1
T-1 0,10 T-9 0,53
T-17 (T-1 + lis) 0,18 T-16 0,66
T-2 0,24 T-11 0,76
T-3 (T-1 — lis) 0,35 T-12 1,00
T-4 0,48 T-13 0,85
T-5 0,28 T-15 0,58
T-6 0,48 T-16 0,62
T-7 6,39 T-17 (T-10 4 lis) 0,92
T-8 0,41

TapgLLa III

Tdentificazione della mappa peptidica della RNAsi 8V-1.

Schema mappa peptidica

macchia n. Peplide triptico Posizione della sequenza

1 T-13 1-7

& T-18 810
12 T-1 11-33
13 T-1’ 11-34
2 T-17 34-3%
4 T-10 3539

16 T-6 40-55

10 T-3 56-61

5 T-11 56-62
7 T-9 63-66
14 T-2 67-76
17 T-15 TI-80
9 T-7 81-85
15 T-8 86-98
& T-4 99-104
11 T-5 105-124

3 112 34,62
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(I-5, T-7, T-11) & stata anche determinata la composizione. Per ciascun
peptide poi & stata determinata la mobilitd elettroforetica, che & ri-
portata nella Tabella II. Da tali valori di mobilita elettroforetica non-
ché dalla posizione dei rispettivi picchi di eluzione nella suddetta se-
parazione su resina Beckman M 83 e dai dati analitici sia di compo-
sizione in aminoacidi che di sequenza, si & giunti infine alla identifi-
cazione di ciascun peptide della RNAsi SV-i, attribuendo loro l'esatta
posizione occupata nella sequenza della proteina (v. Tab. III).

CONCUSIONI.

Si puo ritenere dimostrata la completa identitd della ribonucleasi
delle vescichette seminali di toro (RNAsi SV-1) rispetto a quella del
plasma seminale (RNAsi BS-1). Questa identitd esclude pertanto di
poter attribuire alla ribonucleasi di vescichette talune caratteristiche,
quali una differente composizione in aminoacidi e un'unica catena
polipeptidica del peso molecolare di 25.500, riportate dai gia ricordati
ricercatori giapponesi [10].

Ringraziamento. — Ringraziamo il Dott. R. De Prisco per la
preparazione della proteina impiegata nel corso di queste ricerche.
Esse sono state finanziate in parte dal C.N.R. (contratto n, 73.00421.04).
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Metabolismo delV’adenina in Oclopus vulgaris

Nota di BENEDETTA FarINA, MARTA ROSARIA FARAONE MENNELLA
e del socio corrispondente ENzo LEONE *

(Adunanza del 2 gingno (974)

RIa8sUNTe, — E slato studiato il destino metabolico della adenina in vari organi
di Octopus wvulgaris, dopo Iniczione nei cuori branchiali del composto radioatiivo
(adenina-8-C").

Sumnaiary. — The metabolic fate of adenine has been investigated in a number
of Ociopus vulgaris organs, following the injection inte the branchial hearts of the
radicaclive substance (adenine-8-C").

Precedenti nostre ricerche hanno messo in luce la presenza di
notevoli quantith di composti purinici quali adenina, guanina e ipo-
xantina in alcuni organi di Octopus vulgaris [1]. Nel presente studio
abbiamo voluto seguire il destino metabolico della adenina, usando il
composto radioattivo e ricercandone i prodotti di trasformazione dopo
vari intervalli di tempo dalle iniezioni nei cuori branchiali.

MATERIALI E METODI.

Abbiamo impiegato esemplari di Qctopus viulgaris mantenuti a
temperatura ambiente in acqua di mare circolante. L'adenina-8-C*
(Calbiochem) aveva un’atiivitd specifica di 7 mC/mmole; prima del-
I'iniezione essa era sciolta in una soluzione di adenina non radioat-
tiva, 10 mg/ml. Sono stati iniettati, nelle varie esperienze, da 50 a 100
pC di adenina-C" in Gctopus del peso da gr 300 a 1 Kg. Dopo 8 ore
dall'iniezione gli animali erano sacrificati e venivano prelevati gli or-
gani da analizzare. Inolire durante l'esperienza si provvedeva a rac-
cogliere I'emolinfa mediante incannulazione dell’aorta; 1'urina era pre-
levata al termine dell’esperimento.

Dei vari organi prelevati, nonché dell’emolinfa e dell'urina, erano
allestiti estratti perclorici, sospendendo gli organi in 3 volumi di H:O

* Stazione Zoologica di Napoli ¢ Istituto di Chimica Organica, Laboratorio di
Chimica biologica, della Universita di Napoli,
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e aggiungendo HCIO; 70 % fino a concentrazione finale dell’8 %; il
tutto era omogeneizzato e poi centrifugato, scartando poi il precipi-
tato. All'emolinfa e all'urina si aggiungeva solo HCIO, 70 % fino alla
concentrazione finale dell’8 %. Il sopranatante, dopo centrifugazione,
era poi trattato con KOH 20 % in modo da precipitare I'HCIO..

Gli estrati perclorici erano analizzati per mezzo di cromatografia
bidimensionale su carta Whatman n. 1; questa era effettuata nella
prima dimensione mediante H:O a pH 10 [2] e nella seconda dimen-
sione con il sistema isopropanolo-HCl [3]. I composti purinici e piri-
midinici e loro derivati venivano localizzati per mezzo d'una lampada
a luce u.v. (Mineralight); ai fini della determinazione della radioat-
tivita le zone di cromatogramma cui corrispondevano zone con assor-
bimento u.v. erano ritagliate ed eluite con HCI 0,1 N; l'cluato, cssiccato
a mezzo di raggi infrarossi, era misurato per la radioattivita. Oltre
alla localizzazione all'u.v. e alla determinazione della radioattivita altre
analisi frequentemente realizzate per l'identificazione delle macchie
sono consistite nella successiva cromatografia con diversi sistemi di
solventi in presenza di composti di riferimento, nella determinazione
dello spettro u.v. degli eluati suddetti, nell’esecuzione della reazione
di FoLIN-C1ocALTEU [4] sia direttamente sui cromatogrammi sia sui
loro eluati, prima e dopo incubazione di essi con xantinossidasi (que-
sta era preparata in Laboratorio essenzialmente secondo il metodo di
MorgLL, [5]). Inolire, gli estratti perclorici sono anche stati analizzati
mediante elettroforesi su carta, e infine si ¢ tentato di ottenere una
identificazione migliore effettuando una separazione cromatografica
su colona di resina a scambio ionico con eluzione a gradiente di pH
secondo HURLBERT e coll. [6].

Per l'analisi degli acidi nucleici, DNA e RNA erano isolati secondo
le metodiche convenzionali (ScHMIDT ¢ TANNHAUSER, [7]), procedendo
prima a lavare con etanolo 95 % per 2 volte, e poi con etanolo-etere
(3:1v/v) a 40°C per 3 volte, i precipitati ottenuti per omogeneizza-
zione dei vari organi con HCIQy, alla concentrazione finale 8 %, e lavati
una volta con HCIOs 4 % freddo. I vari precipitati, dopo questi lavaggi,
erano essiccati e idrolizzati con NaOH N a 34°C per 16 ore. Dopo
precipitazione con ac. tricloracetico 65 % e centrifugazione, si sepa-
rava il precipitato (DNA) dal sopranatante (RNA). I precipitati conte-
nenti il DNA, dopo lavaggio con ac. tricloracetico 5 % ed etanolo,
erano sospesi in Ba(ClO4); 0,3 M a bagnomaria bollente per 20 mi-
nuti, indi trattati con HCIO4 alla concentrazione finale del 2 %, per
eliminare eventuali proteine ancora presenti. Infine i sopranatanti
dopo centrifugazione erano alcalinizzati fino a pH 8,0 con Ba (OH): e
vi si aggiungevano 4 volumi di etanolo freddo: i precipitati ottenuti
dopo centrifugazione erano idrolizzati con HCI N per 60 minuti a
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bagnomaria bollente; i liquidi idrolizzati erano infine trattati con
H.S0, 75 % per eliminare il Ba, e si aveva cosi la frazione contenente
i prodotti di idrolisi del DNA. Per I'RNA, il sopranatante dopo la pre-
cipitazione con ac. tricloracetico dell'idrolizzato con NaOH a 34° C era
trattato, dopo essere stato portato a pH 8,0 con Ba (OH),, con 4 volumi
di etanolo freddo. Il precipitato ottenuto dopo centrifugazione, dopo
16 ore a 4°C, era idrolizzato con HCI N a bagnomaria bollente per 60
minuti; ghi idrolizzati, trattati con H.SO:; per climinare il Ba, rap-
presentano la frazione del’RNA.

Nell'analisi cromatografica su colonna di resina a scambio ionico,
si & utilizzata una colonna {cm 1 x 20) di resina Dowex 1 % 8§ sulla
quale si facevano adsorbire campioni di estratti perclorici di epato-
pancreas, da cui erano state precipitate le purine e le pirimidine me-
diante AgNO; ammoniacale, Questi precipitati erano sciolti e trattati
con H,S; dopo filtrazione ed aerearzione erano pei, dopo opportuna
concentrazione, portati sulla colonna di resina. L'eluzione era effei-
tuata con ammonio formiato 0,01 M, realizzando un sistema a gra-
diente di pH; precisamente da valori iniziali di pH 10,2 si passava
fino a pH 7,5.

Le singole frazioni erano poi analizzate per il loro assorbimento
w.v. nonché per la radioattivita.

RisuLTAaTI.

Nella Tab. I sono riportati i risultati relativi ai valori di radioat-
tivitd riscontrati negli estratti perclorici dei tessuti e liquidi organici
esaminati. Da essi si puo notare che la massima radioattivita si riscon-

TABELLA 1

Radioattivita (cpm/er di lessuto fresco™) di organi di Qctopus v, dopo & ore dalla
iniezione di 50 uC di adenina-8-C*.

Urina * 3918 Corpo peribranchiale 1.928
Corpi bianchi 3.616 Ghiandole salivari 1.430
Cuori branchiali 3.550 Epatopancreas 590
Gangli ottict 2.850 Emolinfa * 52

* Per emolinla ed urina le cifre esprimonc cpm/ml.

ira per l'urina, seguita molto da vicino dai corpi bianchi e dai cuori
branchiali, mentre la minima radioattivitd & dimostrata dall’emolinfa;
I'epatopancreas dimostra una scarsa radioattivita.
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Qui appresso sono poi riportati i risultati delle cromatografie bi-
dimensionali degli stessi estratti perclorici, con la localizzazione e
identificazione dell’adenina e delle altre purine radioattive. Per l'epa-
topancreas, come gia accennato, & stafa anche realizzata uma separa-
zione delle purine per mezzo di cromatografia su colonna di resina a
scambio ionico.

Urina, — Dopo cromatografia bidimensionale si notano quattro
macchie con assorbimento uw.v.; di queste, una sola presenta notevole
radioattivita (Fig. 1), peraltro I'analisi del cromatogramma rivela 'esi-
stenza di un'altra zona, anche alquanto radioattiva sebbene in grado
inferiore alla precedente, che non presenta alcun assorbimento u.v.
Due delle macchie con assorbimento u.v. sono fluorescenti. La deter-
minazione dello spettro di assorbimento dell'eluato della macchia ra-
dioattiva principale, caratterizzata da reazione di FOLIN-CIOCALTEU
positiva, indica trattarsi di ipoxantina; ci¢ & confermato dalla dimo-
strazione di formazione di ac. urico dopo incubazione con xantinos-
sidasi, e dal comportamento cromatografico dell'eluato in presenza
delle sostanze pura di riferimento. Rimane incognita Ia natura della
sostanza radioattiva priva di assorbimento w.v,

Corpi bignchi. — Si nota la presenza di quattro macchie u.v.; la
radioattivita ¢ localizzata in due di esse, in maniera perd molto diffe-
rente in quanto la radioattivitdh maggiore si riscontra in una macchia
molto simile per posizione a quella della ipoxantina dell’'urina, men-

tre la macchia con radioattivita minore va identificata con I'adenina
(Fig. 1).

Cuori branchiali. — Vi sono sul cromatogramma dopo lo sviluppo
bidimensionale cinque macchie con assorbimento u.v., di esse tre pre-
sentano radioattivita, in grado diverso. La piu radioattiva corrisponde
a ipoxantina, seguita da una, che presenta circa la meta di radioattivita,
e che corrisponde ad adenina; la terza poi, molto meno radioattiva,
potrebbe essere guanina (Fig. 1),

Gangli ottici. — Si notano (Fig. 2} quattro macchie wv. di cui
una, l'unica dotata di radioattivitd in modo significativo, corrisponde
ad ipoxantina. Vi & poi un’altra zona radioattiva, priva perd di assor-
bimento u.v., che corrisponde approssimativamente per posizione a
quella gia notata per l'urina e per i corpi bianchi.

Corpo peribranchiale. — Si hanno cinque macchie w.v., due delle
quali radioattive. Una, la piu radioattiva, corrisponde ad adenina,
mentre 'altra, notevolmente meno radioattiva, ¢ probabilmente dovu-
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ta a guanina. Anche in questo caso vi ¢ poi una zona radioattiva,
priva di assorbimento u.v., con la stessa posizione osservata nel caso
dell'urina, dei corpi bianchi e dei gangli ottici (Fig. 1).

Ghiandole salivari. — Risultano sul cromatogramma sei macchie
u.wv., di cui una sola presenta radioatiivitha; la sua posizione corri-
sponde a quella dell'ipoxantina, Anche in questo caso vi ¢ una zona
radioattiva priva di assorbimento u.v., nella stessa posizione osser-
vata nei casi precedenti (Fig. 2).

Epaiopancreas. — Vi sono quattro macchie con assorbimento
w.v.; una di esse appare la risultante di due macchie singole, parzial-
mente sovrapposte. Questa macchia presenta radioattivita, cosi come
un’altra zona del cromatogramma, che & pero priva di assorbimento
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F1c. 3. - Separazione su colonna di resina Dowex 1x 8, 200400 mesh {cm 1,0x 20} delle
purine ¢ pirimidine precipitate con AgNo, ammoniacale da un esiralto perclo-
rico di epatopancreas. Eluzione secondo un sistema a gradiente di pI, con NH,
formiato 00i M. Raccolte frazioni da 5 ml cen velocita di 0,5 ml/min. I picchi
tratteggiati stanno a indicare la presenza di radicattivita,

UR = uracile; GU = guanina; AD = adenina; [P = ipoxantina.

uv. e che occorre in posizione paragonabile a quelle analoghe degli
altri cromatogrammi. Per quanto riguarda la macchia u.v. radioatti-
va, ammettendo, come appare molto probabile data la sua caratteri-
stica forma, che essa sia in realta composta di due macchie parzial-
mente confluenti, quella superiore sarebbe da identificare con ipoxan-
tina e quella inferiore con adenina (Fig. 2).
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Data la possibilita di disporre di maggiore quantita di organo per
I'analisi, e data anche la riconosciuta importanza metabolica dell’epa-
topancreas, si ¢ ritenuto inferessante approfondire I'esame di questo
organo per identificare la natura def composti radicattivi presenti in
esso dopo l'iniezione di adenina radivattiva, anche se la radioattivita
riscontrata ¢ bassa. Dall'analisi cromatografica su resina a scambio
ionico d'una frazione di estratto perclorico contenente purine e piri-
midine di epatopancreas & risultato (Fig. 3} che adenina e ipoxantina
sono le purine radioattive presenti, accanio a uracile e guanina non
radioattive. Questi risultati confermano quindi i dati ottenuti dal-
P'esame dei cromatogrammi bidimensionali.

Emolinfa. — Qui si notano nei cromatogrammi quattro macchie
con assorbimento w.v., tutte prive di radioattivith; questa & invece
presente in quattro alire zone, tutte senza assorbimento u.v. e con
livelli molto bassi di radioattivita. Una di tali zone, quella pid in
basso nel cromatogramma (Fig. 2) potrebbe corrispondere alfla mac-
chia gia osservata negli altri cromatogrammi, radioattiva ma senza
assorbimento u.v.

DISCUSSIONE E CONCLUSIONI,

Appare una efficiente trasformazione dell’adenina in ipoxantina,
¢ in misura inleriore anche in guanina. Infatti I'ipoxantina & il com-
posto-di-gran-lunga piti- frequente ¢He §i Fiseont g nei vari organi e
liquidi organici esaminati; solo 'emolinfa e il corpo peribranchiale
ne appaiono privi, e in alcuni casi, come 'urina, i gangli ottici e le
ghiandole salivari, I'unica purina radioattiva & rappresentata dall'ipo-
xantina, risultando assente anche l'adenina. L'interpretazione che piil
facilmente rende conto di tali risultati si basa sulla presenza d'un
sistema del tipo dell’adenasi che porterebbe alla direita formazione
di ipoxantina. Non & naturalmente da escludere la possibility di un
meccanismo indiretto in cui 'adenina sarebbe prima trasformata in
adenosina, questa deaminata ad inosina e quesi’ultima scissa a ipo-
xantina. L'assenza di adenosina e inosina radioattive nei nostri risul-
tali rende pitt probabile il primo meccanismo.

Per quanto riguarda la guanina, il meccanismo pii probabile,
sulla base delle nostre conoscenze sul metabolismo purinico, consi-
sterebbe nella formazione, in un primo tempo, di acido adenilico a
partire dall'adenina e nella trasformazione di esso in acido guanilico
in un secondo tempo, atiraverso la formazione intermedia di acido
inosinico e xantilico, con la scissione, infine, dell'acido guanilico per
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dare guanina libera. Questi meccanismi sono allo stato attuale delle
semplici ipotesi e sono necessari altri studi per controllarne la validita.

Altra ipotesi che si pud ora avanzare, lasciando ad esperimenti
futuri di confermarla o meno, riguarda la funzione dei vari organi
esaminati. E possibile che cuori branchiali, corpi bianchi ed epato-
pancreas siano sede dei meccanismi enzimatici responsabili della for-
mazione dell'ipoxantina, mentre 'ipoxantina riscontrata nei gangli ot-
tici e nelle ghiandole salivari potrebbe non essere endogena, ma pro-
venire dai suddetti organi. La presenza nell'urina di sola ipoxantina,
in notevole quantita, depone per una efficiente eliminazione di tale
composto.

Un aspetto interessante & rappresentato dalla presenza, nella mag-
gior parte dei casi esaminati, d'una sostanza radioattiva, che non pre-
senta perd assorbimento nell'u.v. Essa apre il problema della presenza
di enzimi capaci di effettuare una demolizicne del nucleo purinico;
sarebbe interessante indagare in questa direzione, mettendo in evi-
denza i meccanismi specificamente interessati.
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Persistenza di fenomeni sismo-tettonici
interessanti il fondo (setiore sud-orientale)
del cratere vesuviano e successivi alla crisi
del maggio 1964

Nota di Grusepre IMBO

(Adunanza de! 16 novembre 1974)

SoMMARIO. — Vengono descritti fenomeni sismici e tettonici (manifestati da sen-
sibili variazioni morfologiche) entrambi interessanti il settore sud-orientale del fondo
craterico, Glovandosi (purtroppo) di sole comunicazioni ed osservazioni visive, & stata
ipotizzala una interpretazione di essi, rilevanti invero la presenza, ad una esigua pro-
londita (rispetto ad fondo craterice), di magma attivo.

I fencmeni indicati rientrano neila categoria delle manifestazioni iniziatesi con
la crisi del maggio 1964 e caratterizzanti il terzo temipo di un periode di dinamico
riposo vesuviano, Ad essi si attribuisce una notevole importanza, sia per il loro si-

gnificato dinamico, sia ancora perché un tale comportamento rappresenterebbe Ia o

" PrimiaToyseivazione "del genére nella storia Tenomenologica vesuviana,

SUMMARY. -— Seismic and tectonic phenomena — this latter revealed by sensible
morphological variations — are here described. Both phenomena are relative to the
south-eastern side of the Vesuvian crateric bottom. On the basis of visual observations
and verbal communications only an interpretation of such phenomena has been hy-
polesized. These phenomena show the presence of active magma at shallow depths
(relatively to the crateric bottom).

The considered phenomena fall within the group of volcanic manifestations which
began with crisis of may 1964 and characterize the third phase of « dynamic rest
period » of Vesuvius.

The considered phenomena should be seen as very important ones, both for
their dynamic meaning and because they represent the first case of such kind of
phenomena observed during the vesuvian hystory,

Con le manifestazioni dell’ll maggio 1964 [1, 2] ebbe inizio il
terzo tempo del cosiddetto « periodo di dinamico riposo» del Ve-
suvio. Questo periodo ha seguito quello eruttivo, incominciato nel
1913 e chiusosi con il parossismo del 1944, Si ritiene opportuno ricor-
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dare che il detto terzo fempo & caratterizzato da fenomeni denotanti
I'avvenuta ascesa di magma attivo sino a relativamente esigua di-
stanza dalla superficie libera e conscguentemente 'eventualita di una
non lontana riapertura di una bocca centrale eruttiva,

A principiare da detta dala si sono avuti sismi {(quasi sempre
singolarmente accompagnati da distacchi di frane dalle pareti interne
orientali del cratere) e sensibili modificazioni nelle condizioni mor-
fologiche del settore sud-orientale del fondo craterico. I due tipi di
fenomeni (isolatamente o contemporancamente) si sono ripetuti ad
intervalli irregolari, e spesso hanno rivelato una tendenza ad una
quasi continuita. Nei riguardi della intensita o della entita, essi perd
hanno raggiunto valori sempre, e presumibilmente di gran lunga,
inferiori a quelli asscgnabili alle manifestazioni relative alla crisi
sismo-tettonica del maggio 1964.

In quanto ad uno studio sui sismi verificatisi in seguito, non
mi consta che fino al presente si siano effettuate particolari indagini.
Alcune vaghe indicazioni sul fenomeno [3], almeno per gli anni
iniziali, sono riportate anche in una relazione del 1969 [5], a pro-
posito dei «sismi per scoscendimenti», tra i quali sono compresi
i sismi considerati come prodromi di ripresa di attivita eruttiva
Vesuviana. Nonostante la mancanza di uno studio a riguardo {che
avrebbe permesso non solo di avere notizie dettagliate od anche
sintetiche sulla distribuzione temporale e sulla relativa localizzazione
dei sismi, nonché idee piti concrete sulla causa e sulle caratteristiche
di cssi; ma anche di poterli eventualmente individuare nella molte-
plicitadet-sismi -registrati); risulta- certo-(e-di-qualche case potrel
dare notizie precise, in quanto riportate in un personale diario) che
essi si siano presentati fino al presente per lo pitt, nei riguardi dei
massimi d'intensita, a gruppi distanziali nel tempo. La registrazione
del 14 agosto u.s. a 9" 25", avutasi all’'Osserv. Vesuviano, rappresenta
pertanto uno dei sismi appartenenti alla anzidetta categoria. Essa
corrisponde ad una scossa avvertita distintamente da tutte le per-
sone trovantisi sull’orlo craterico o nelle sue prossimitd; debolmente
alla Stazione inferiore della Seggiovia nonché nello stesso versante
(poco pilt a valle) alle Baracche Forestali. Anche il fondo del cratere
& stato interessato dal sismo. In una escursione al cratere effettuata,
a 7 giorni di distanza dalla data del sismo, ho avuto occasione di
rilevare, precisamente nel settore sud-orientale del fondo (tra Vam-
masso caotico di materiale di frane), 'esistenza di un crepaccio di
relativamente lieve entita. Si arguisce {anche per avute informazioni)
che la sua apertura sia avvenuta all’atto del fenomeno sismico. A
parte quest'ultima osservazione che permetterebbe di stabilire con
sufficiente certezza 1'ubicazione epicentrale; la distribuzione rilevata
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delle intensita, oltre a dare la sicurezza che levicentro sarebbe si-
fuato nell'ambito craterico, consentirebbe anche di avere la indica-
zione indubbia dell'esiguita della relativa distanza ipocentrale. Per
una pit sicura valutazione sarebbe stato indispensabile effettuare
Panalisi delle registrazioni sismiche ottenute nelle stazioni alla base
del Gran Cono (Bunker), ivi sistemate precisamente per lo studio
dei fenomeni sismici episuperficiali con epicentri nell’area craterica;
ma con mio grande rincrescimento ho appreso che quasi tutti i
sismografl in esse collocati, non sono da qualche anno in funzione
o sul posto.

L'episodio del 14 agosto e Ia casuale successiva visila al cratere
mi danno 'occasione di dare ancora informazione su di un fenomeno
di cui non si ¢ fatto mai cenno nel corso della storia del vulcano,
con la speranza che se ne possa trarre vantaggio, ad evoluzione con-
clusa del fenomeno, per una piut accettabile interpretazione della mec-
canica del 3" tempo ed in generale della dinamica del vulcano, od
anche vulcanica,

Il fenomeno consiste in rilevamenti visivi di un medio progres-
sivo abbassamento del bordo rettilineo superiore della conoide meri-
dionale addossata alla parete interna orientale craterica. Esso & stato
da me osservato nelle svariate escursioni al cratere effettuate fino
al 1970 e di quella successiva del 21 agosto 1974. Dalle mic annota-
zioni rilevo che la detta conoide aveva subito, a causa dei frequenti
franamenti, un progressivo innalzamenio sino al 1964. Successiva-
mente, dopo ['accentuato sconvolgimento di essa in conseguenza della

raggiunse in tempo piuttosto breve una nuova definitiva conforma-
zione, in modo da poter essere caratterizzata dalla quasi linearita
del suo bordo superiore. In seguito, nonostante il prosicguo dei fre-
quenti [ranamenti, incomincio, fin dallo stesso 1964, a rilcvarsi {pri-
ma dubbiosamente, poi con quasi certezza ed ancora dopo con cer-
tezza) lindicato abbassamento. Nel diario, in riferimento all’escur-
sione del 19 luglio 1964, scrissi: «...Ho avuto limpressione che le
masse detritiche di riempimento vadano continuamente inglobandosi,
in modo che la conoide subisca un progressivo abbassamento. L'in-
dizio di tale fenomeno sarebbe dato dalla fascia scoperta della parcte
(craterica) ... Anche il volume della conoide appare ridotto...». E
notizie di ulteriori abbassamenti si rilevano da quanto ¢ stato scritto
per le date: 1964 (23/7); 1965 (18/7); 1966 (25/1, 28/5, 25/9); 1967
(22/5, 7/8, 9/10); 1968 (22/8, 18/10); 1969 (17/5); 1970 (29/5, 21/8).
Non ho indicato la data del 9 maggio 1968, in cui venne rilevato
invece un «innalzamento dei vertici delle (due) concidi (addossate
alla parete orientale) in modo netto », Tale osservazione, contrastante
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con quelle effettuate alle date precedentemente indicate, oltre ad
essere giustificata da una eventuale prevalenza degli effetti dei frana-
menti, potrebbe essere messa in relazione con una temporanea breve
inattivita del relativo ramo della colonna magmatica per eventuale
vivificazione di altro ramo (ritenuto il principale) gia in precedenza
supposto attivo. Tale attivith dovrebbe invero desumersi da contem-
poranei fenomeni interessanti sempre la parete orientale e consistenti
in fratturazioni ubicate precisamente non molto al di sopra della
indicata conoide. Anzi le guide che furono presenti alla loro com-
parsa, parlarono di contemporanee proiezioni del materiale distacca-
tosi dalla parete.

F1c. 1, - Concide del settore sud-orientale del fondo craterico (11 oftobre 1947).

Ad eccezione di tale unica notizia di innalzamento della coneoide,
le altre, numerose e distanziate nel tempo, sono invece concordi nel-
I'affermazione di un progressivo abbassamento. Tutte sono documen-
tate da fotogrammi della zona relativamente alle varie escursioni.
Non mi & stato possibile procedere fino al presente a deduzioni di
dati concreti. Ai nostri fini attuali, essi non sono invero indispensabili
in quanto basta la deduzione qualitativa del sensibile prevalente ab-

bassamento della conoide. Ho potuto invero ottenere un dato appros-




Persistenza di fenomeni sismo-tettonici 327

simato, ma sicuro per una valutazione orientativa dell’entity. Esso
si riferisce alla variazione dedotta per un intervallo di un settennio,
esteso sino a poco oltre 'escursione ultima del 21 agosto w.s. Detta
variazione ¢ stata ottenuta in base all'esame di due fotografie (Figg. 1
€ 2); delle quali, una fu eseguita 'l ottobre 1967 in occasione di una
mia escursione al cratere col Prof. Minakami e l'altra ¢ stata effettuata
nel settembre 1974 dal Prof. Bonasia (che ringrazio moltissimo per
la sua gentilezza), mio compagno nella gita dell’agosto. E pertanto
per lintervallo 1967-1974 ¢ stato dedotto un abbassamento all'incirca
di 10 metri; ed inoltre, atiribuendo un medesimo decremento medio
annuo dell'altezza anche per l'intervallo precedente, si avrebbe com-

F1c. 2. - Conoide del settore sud-orientale del fondo craterico (settembre 1974),

plessivamente per l'indicata conoide fino al settembre 1974 (a par-
tire dalla definitiva sistemazione della conoide, raggiunta posterior-
mente al suo sconvolgimento manifestatosi all’inizio del 3° tempo
dell'attuale periodo di dinamico riposo vesuviano, e ciod presso a
poco dal giungo 1964) un approssimativo abbassamento di una quin-
dicina di metri.

Nei riguardi della presumibile causa non si pud che confermare
quanto ¢ stato gia detto [1], e ciog che 'abbassamento sarebbe pro-
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vocato da un irregolarmente progressivo inghiottimento, da parte del
magma, delle masse caotiche di riempimento del craterc vesuviano
del 1944. Scaturisce da una tale spiegazione anche la giustificazione
del fenomeno sismico; in quanto dall'intima detta unione derivereb-
bero riduzioni di volume ed eventuali creazioni di cavitd con possi-
bilitdx di crolli delle masse soprastanti. Il ripristino dell’equilibrio
pud essere istantaneo, traducentesi in un unico fenomeno sismico;
oppure a riprese con la presentazione di sismi isolati o a gruppi.
Si ha ancora la possibilita di una discesa del tappo rapida ma perdu-
rante per un intervallo di tempo relativamente breve. In tal caso
I'abbassamento progressivo delle masse potrebbe determinare l'ecci-
tazione delle pareti, donde la giustificazione dell’agitazione micro-
sismica, come rilevata nei sismogrammi dell'Osserv. Ves. per oltre
tre minuti immediatamente avanti il primo sismo della crisi del
maggio 1964. Oppure il progressivo inghiottimento, da parte del mag-
ma, delle masse di riempimento craterico potrebbe dar luogo ad un
continuo adagiamento del tappo e conseguentemente la persistenza
del contatto. L'ammissione di una continuitd nell’abbassamento della
conoide a velocitd apparente, ritenuta mediamente costante, con va-
lore prossimo a 1,5 m/anno (data dalla differenza tra velocita del-
Vabbassamento della conoide per incorporamentio e velocita dell'in-
nalzamento a causa dei distacchi di frane) implicitamente verrebbe
ad ipotizzare il persistente contatto. Cio invero non corrisponderebbe
alla realtd per una constatata variazione della velocita apparente con
raggiungimento anche di valori negativi. Un tale evento significhe-
rebbe un innalzamento della conoide con ispessimento del tappo.
Come & stato gia rilevato in precedenza, un fenomeno del genere si
¢ rilevato almeno nella prima meta del 1968.

I'inversione nel comportamento potrebbe avere una spiegazione
nella presenza dell'altro ramo terminale del condotto: ramo che po-
trebbe essere anche il principale, in quanto sarebbe presumibilmente
prossimo al condotto eruttivo pre-1944. Nei due rami l'attivita del
magma risulterebbe alterna o anche contemporanca. Un'attivita attri-
buibile al ramo detio principale venne infatti rilevata anche avanti
il 1964.

La deduzione sicura di guanto esposto consisterebbe neila pre-
senza ad esigua distanza dal fondo craterico di magma attivo, con-
clusione alla quale si & giunto anche in base alla dettagliata analisi
delle registrazioni sismiche relative ai sismografi delle 4 stazioni alla
base del Gran Cono ed avutesi in occasione del terremoto del 4 set-
tembre 1968 [6].

Nei riguardi delle altre deduzioni o interpretazioni idee piu chiare,
anzi concrete, si sarebbero certamente potute avere da un accurato
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studio sismico delie registrazioni ottenibili dalle stazioni (se in fun-
zione) alla base del Gran Cono, anche se limitate almeno all'inter
vallo Iuglio-agosto in cui sono stati pitt marcati (come, ad es., i pode-
rosi franamenti dalla parete orientale craterica dei primi di luglio,
osservati distintamente da Napoli) i fenomeni collegati con le mani-
testazioni successive alla crisi del maggio 1964. E maggior vanlaggio
si sarebbe potuto trarre dalla ripetizione di misure pravimetriche [2]
nell'area craterica nonché da alire indagini geofisiche di cui detti
superficialmente cenno in occasione della celebrazione del 125° anni-
versario della fondazione dell’Osservatorio [4] nei riguardi delle os-
servazioni in stazioni fisse, mentre eventuali vantaggi potrebbero
trarsi anche da misure aite a rilevare variazioni nelle condizioni
fisiche delle eterogenee masse episuperficiali.
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Una generalizzazione di alcuni {eoremi
di stabilita asintotica

Nota di B. D’'Onorrio e F. VISENTIN ¥
presentata dal socio corrispondente LUIGI SALVADORI

{Adunanza del 16 novembre 1974)

SoMmmMarlo. — Vengono forniti due teoremi concernenti il problema della stabilita
per le equazioni differenziali ordinaric, come generalizzazione, attraverso l'uso di
pin funzioni ausiliarie, di alcuni recenti leoremi di stabilita asintotica.

ApstracT. — In this paper two theorems reclatcd to the problem of stability for
differential ordinary equations are given, which generalize, by mcans of scveral
auxiliar functicns, some recent results about asymptotic stability.

1. - II problema generale della stabilita della soluzione identica-
mente nulla di un’equazione differenziale del tipo % = f{{, x), con
x €1R" e f{t,0) =10, si riconduce, nell’'ambito del metodo diretto di
Liapunov, al problema della esistenza di opportune funzioni ausi-
liarie, le cui derivate Jungo le soluzioni abbiano determinate proprieta.
Negli ultimi anni & stata elaborata un’estensione del metodo di Lia-
punov fondata sull'uso di pit funzioni ausiliarie (cfr. ad es. [4], [5],
[6]) associate ad uno stesso tipo di stabilitd. In tal modo, in ogni
dato problema di stabilita, & possibile distribuire tra pitt funzioni
il ruolo che nei teoremi di Liapunov viene fatto svolgere da una sola
funzione ausiliaria. Cosicché, ognuna delle funzioni dovrad possedere
requisiti meno rigidi, cid che agisce ovviamente in favore di una
maggiore flessibilita del metodo.

Nel presente lavoro si perviene a due teoremi, uno di stabilita
asintotica e l'altro di stabilita equiasintotica involgenti appunto l'uso
di piut funzioni ausiliarie. Nel primo teorema si rimuove, rispetto al
classico teorema di Liapunov, lipotesi di estremo superiore infini-

* Borsiste de} C.N.R. presso l'Istituto Matematico dell'Universita di Roma,
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tesimo tramite l'introduzione di una funzione vettoriale @, le cui de-
rivate generalizzate siano limitate superiormente o inferiormente: cio
permette, utilizzando un ampliamento di una tecnica dovuta a Ma-
rachkov [2], di mostrare Vattrattivith dell’origine. Nel secondo teo-
rema l'uso di una funzione ausiliaria vettoriale @, le cui derivate
generalizzate siano limitate superiormente, permette di provare la
stabilitad equiasintotica dell’origine richiedendo alla funzione scalare
V, in luogo della definitezza in segno, solo di essere limitata inferior-
mente. I teoremi ai quali si perviene costituiscono la generalizza-
zione di alcuni recenti risultati [7], [8], i quali hanno in particolare
consentito di porre il classico teorema di Marachkov in una forma
applicabile a casi significativi della Meccanica, in cui la funzione f
non & limitata. Un caso appunto di f non limitata viene infine esami-
nato, considerando un sistema olonomo sottoposto a due particolari
sollecitazioni dipendenti esplicitamente dal tempo, una delle quali
derivante da un potenziale, e 1'altra essendo una sollecitazione dis-
sipativa.

2. - Per ogni ¢>0 sia P, la sfera {x € R":|jx | <&}, ove con
|- || abbiamo indicato la norma ecuclidea in IR". Denotiamo con 1
un numero reale e con I l'intervallo Jt, +oc[. Supposto v >0, con-
sideriamo l'equazione differenziale

(2.1) £ =F{1x)

dove f & un’applicazione continua, definita in I x P,, a valori in R"
e tale che f(z, 0) = 0. Assumiamo inoltre che per ogni (f,, x.}EI X P,
esista una sola soluzione x (¢, t,, x,} tale che x (¢,, f,, x,) = x,, definita
nell'intervallo di massimalitd J (¢, %) Se VI x P,— IR & una fun-

zione continua, indichiamo con D* V "applicazione DV ! I x P,— IR
definita per ogni (¢, x} €1 x P, con la formula

D+ V(L) = lim sup Lt X L x) V@Y

hes0+ h

Se la funzione V & localmente lipschitziana rispetto ad x la D* V
pud essere calcolata lungo le soluzioni della (2.1) senza conoscere
le soluzioni stesse. Diremo infine che una applicazione ¢:IR* — IR~
& di classe K, se essa ¢ continua e strettamente crescente, con ¢(0) = 0.
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3. - Dimostriamo il seguente

3.1. TroreMA. Supponiamo che per l'equazione (2.1) esistano due fun-
zioni continue V:1 X P,— IR, ®:1 x P, — IR¥, tali che in T x P, :

(i) V sia definita positiva;
() D V(L) s —u(y, O, ., 0) = —cJ 0 (1, x) ), c€K,;

(iii) || @ sia definita positiva;

(iv) D" @, sia Hmitata superiormente o inferiormente, r € {1,
2, ..., k).

Allora la soluzione x = 0 dell'equazione (2.1) & asintoticamente
stabile.

Dimostrazione. La soluzione x = 0 & stabile, in quanto V & defi-
nita positiva e D* V (7, x) < 0. Allora fissato (, € I, esiste 7 (#,}€ 10, v
tale che per ogni x, € P.(f.), la soluzione x (¢, 4, x.) esiste per ogni
L€ [to, +2c[ e verifica la condizione || x (¢, to, x.) || <<y, V€ [L, +x[.
Sia x, €P i proviamo che lim  x (7, 7, x) = 0. Osserviama che

[

per ogni v € ]0,v[ e per ogni £, > 1, esiste un istante i = ¢, tale che

ale )

?[D?'(ij(f) [u,xu))‘<‘-{1, v }"6 {l, 2J AR k}

Infatti se per un istante 1, e per un indice r € {1, 2, ..., k} si avessc
D5 x{t te, x)) | =y V¢ = 1), risulterebbe per lipotesi (ii):

VL x( i, x) = VI, x (0, L, x) — e(g) (t—1)).

Quindi V (i, x(t, 1, x.))—> —=>, mentre per l'ipotesi (i) la funzione
V & definita positiva in I x P..

Premesso cio, dimostriamo che Him || @ (¢, x (2, £, x.)} || = 0. Sup-
ey £
poniamo che cid non sia vero. Allora esistono r€{1,2, ..., k} ¢

w10, y[ tali che
Vit =t 3¢ =0" per cul | O, x (¢, 1o, x)) | > v/,

Posto v = v//2, ¢ possibile allora costruire due successioni divergenti
{tu,}; {ln”} t?h Che:

t =<t << Yuc{l 2 ...},
Fdy, (00, x (87, 0, x0)) | = 1, D (8, x (87, b, %) Y| > 27,

| l’DI'(TJ X (t.: fUJ “\:")) | > "rJ. ) V r E ]t“’J t””] -
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Per ogni n € {1, 2, ...}, &, (1, x (¢, #,, x,)) cresce di una quantita mag-
giore di v in uno dei due intervalli [, £,”], [#,”, v.1] e decresce di
una quantita maggiore di v nell'altro. Tenendo conto dell'ipotesi (iv),
si riconosce che almeno uno, I,, degli intervalli [t 1,1, [, t'4et]
ammette, al variare di #, un limite inferiore positivo. In virtt del-
Iipotesi (ii), la funzione V (¢, x(f, 1, x,}) decresce in ciascuno degli
infiniti intervalli 1, di una quantita superiore ad un numero stretta-
mente positivo indipendente da n. Poiché V & decrescente lungo tutta
la soluzione, ne segue V (1, x (7, t,, x,)) = —o0 per { — +2x.

II corollario seguente & un risultato dovuto a L. Salvadori [8]:

3.2, CorROLLARIO. Supponiamo che per l'equazione (2.1) esistano due
fuazioni V:I x P,— IR, & :T x P,—> IR, tali che in T x P, :

(i) V sia dehinita positiva;
(ii') D' V sia definita negativa;
(iii") | ® [} sia definita positiva e dotata di estremo superiore
infinitesimo ;
(iv’) D* @, sia limitata superiormente o inferiormente, r € {1,
2, ..., k).

stabile.

Dimostrazione. Basta dimostrare che le ipotesi (ii’) e (iii’) com-
portano l'ipotesi (ii) del teorema 3.1. Sia (f,x) €I x P,. Essendo
N0l <b(x
fxll =6 (P ) e quindi DY V(L x) = —a(h (|0, x)]) =
= —c(|| 0 (10

3.3. Os8sSERVAZIONE. Tl classico teorema di Marachkov [2] segue dal
corollario 3.2 assumendo © (¢, x) = x, ¥V (1,x) €1 x P,. Se invece si
assume, nel corollario 3.2, per D la [unzione scalare V, si otliene un
noto teorema di Massera [3].

4. - Sussistc 1] seguente altro

4.1. TEoREMA. Supponiamo che per I'equazione (2.1) esistano due fun-
zioni continue V:T x P,— IR, ®:1 x P, — IR¥ tali che in I x P, :

) ViLbx)>—-L, L>0;
() DYV, x) = —u(dy, Oy, ..., 0) < —c(]| D, )], c€K;
(i) Wt x) = max {D(,x) ..., O, )} =a(llx]), a€K,
Oy (7, 0) = ...= 0y (f, 0) =
(iv) D* . {(f,x) <0, Vr€{l, 2 ..., kL

[}.e DEV(tx) < —~a(lxl]), con. a.b €K, risulta. ...
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Allora la soluzione x = 0 dell’'equazione (2.1) & equiasintoticamente
stabile.

Dimostrazione. La soluzione x = 0 & stabile in virti del teorema
di Liapunov sulla stabilitda semplice. Infatti per le ipotesi (iii) e (iv)
la funzione W & definita positiva e decrescente lungo le soluzioni
dell’equazione (2.1) (cfr. [1]). Proviamo che l'origine & equiattrattiva.
A tale scopo, fissato t, € I, assumiamo ¢ (£,) € 10,y [ in modo che
per ogni x, € P, la soluzione massimale esista per ogni ¢ € [1,, +[
e verifichi la condizione || x (¢, o, xo) || <%, V t € [t,, +oc[.

Sia x, € P, ; proviamo che per ogni 7 € ]0,y [ esiste { =1,
tale che W (7, x (7, to, x,)) = 7. In caso contrario infatti risulterebbe,
per l'ipotesi (iii), || ® (¢ x (¢, to, %)) || =1 V t € [t., +o<[, e per l'ipotesi
(i) V(t, 2 (¢, to, x0)) = V (Lo,%) — ¢ (0) (t—1,). Quindi V (¢, x (¢, 1o, X.))
— —™ per {— +o9, in contrasto con l'ipotesi (i). Allora, poiché W
¢ decrescente lungo le soluzioni dell’equazione (2.1), W (¢, x (1, to, %))
— 0 per t — +oc. Dall'ipotesi (iii) segue allora che la soluzione x =0
& attrattiva. Per provare l'equiattrattivitd, assunto #,” tale che

(4.1) Bty = S B £ L
c (1)

osserviamo che, al variare di x, nel compatto P , le differenze ¢’ —1,
si possono tutte maggiorare con uno stesso numero positivo dato da

a(&) + L
c(n)

T (ID! '(J) —

dove « (%) = max {V (%, x) : % € Poqy }

4.2. OsserRvVAZIONE. Il teorema di Massera segue dal teorema 4.1, assu-
mendo per ® la funzione scalare V. Da cio si riconosce che esso &
in effetti un teorema di stabilita equiasintotica.

5. - Per illustrare in maniera concreta le considerazioni svolte
nei lavori [7], [8], e nel presente, esaminiamo il problema della sta-
bilita asintotica in un caso, di interesse meccanico, in cui la funzione
/ non & limitata.

Sia S un sistema olonomo, a vincoli bilaterali, lisci e indipen-
denti dal tempo, ad »n gradi di liberta, riferito ad una n-pla g = (g1,
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42, ..., ¢u) di coordinate lagrangiane indipendenti. Supponiamo che
sia

la forza viva del sistema.
Supponiamo inoltre che il sistema S sia soggetto alle seguenti
sollecitazioni:

a) una sollecitazione dissipativa Q:I x ¥ — IR, dove ¥ & un
aperto di IR" contenente il punto ¢ = 0, le cui componenti lagran-
giane siano combinazioni lineari delle ¢;

n

Q=—a %; ai; (1) q;

con o costante positiva e con le funzioni a;(¢) di classe C' per
i =7, di classe C° per i #j, e verificanti le condizioni

oca,-,-(t)>1, I.:]'; 0<|3f,'<(l5,‘(1‘)<5.‘j, l?f],

b) una sollecitazione derivante da un potenziale U:1 x 8 — IR
(dove 6 & un aperto di IR" contenente il punto g = 0) espresso con
la forma quadratica

1 )z‘ 5
Ut q) = — 2—%.- bi(1) gi.

Supporremo che i coeflicienti siano funzioni non negative, di classe
. . . . 1 p i
C', limitate e verificanti la relazione b;(1)> 5 (e ai/ (£) + b/ (1)),

i€{l,2 ..., n}
Le equazioni del moto sono

i‘]L = —bi(t) qi —& i,- ai; (1) q;, _d_q;_ =dqgi, 1€{1,2,...,n}
dt 1 dt
(5.1)

Il sistema ammette la soluzione ¢ =0, ¢ = 0; dimostriamo che
per o abbastanza piccolo questa soluzione & asintoticamente stabile.
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Effettuando il cambiamento di coordinate g = x, ¢ = v, si vede che
il sistema (5.1) & equivalente al sistema

- i

(52) J'c,-:y,-, Vi = *b,‘(f) X — @ }-,‘ (l,’j(f) ¥i, tE{l,z,,ﬂ}
1
Fosto

V{(t, x, v) e

i

?1‘ 1 ! i
- ‘I\—-i (b () + wau (1)) 22 + - 57 S VS SEDTE S3 T
1 1
lungo le soluzioni del sistema risulta:

V(1 %, y) = ; $bio) - ¥ a4l () - ; b (1)) xt —

- :~! (e ay (1) — 1))’52 — Xy fi;;(f) (x + y;) Vi
i

istf

Posto inoltre @ = (21, 72, ..., Za), CON Zi = X; © Zigw == ¥ per i€, 2,
., 1}, si ha

=y i1, 2, ..., n},

My, = —2aau{t)y? — 2 bi(t) x vo— 24 \;IU ai; (1) vi vi,
i=]

ie{1, 2, ..., nh

Con una scella opportuna di «, la funzione V verifica per il sistema
(5.2) Ie ipotesi (i) e (ii) del corollario 3.2, e la funzione © verifica le
ipotesi (iii) e (iv) del medesimo corollario. Cid appunto prova che
la soluzione x =0, v = 0 del sistema (5.2) ¢ asintoticamente stabile.
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Cineriti riolitiche nei depositi messiniani
della Valle del Crati (Calabria scllentrionale)

Nota di Srcvio DI Noctra ¥,
GrusepPE NARDI **, FraNCO ORTOLANI *, Mario Torrg *
presentata dal socio ANTONIO SCHERILLO

(Adunanza del 16 novembre 1974)

RiassunTg, — Lungo la valle del Crati nclla Calabria settentrionale, affioranc am-
piamente successioni scdimentarie riferibili al Miocene superiore e correlabili con
quelle presenti nelle zone di Amantea, Diamante, Lungro e Cropalati. Tali depositi
appartengono ad un ciclo di sedimentazione inizialo nel Torloniano superiore, dopo
la fase tetlonica regionale, e ferminato nel Messiniano duranie la sedimentazione
evaporitica a causa di una nuova fase tettonica. I depositi altomiocenici aflioranti
ad ovest di Cosenza tra S. Fili ¢ S. Vincenzo ia Costa sono, dal punto di wvista li-
tostratigrafico, costituiti dal basso verso l'alto da tre intervalli: 1) conglomerat: ed
arcnarie; 2) marne ed argille; 3) arenarie, argille, evaporiii e cineriti. Al di sopra
di questa successione miocenica poggiano in discordanza pelili del Pliocene inferiore.
Il substrato di guesti sedimenti & rappresentato dalla unitad dioritico-kinzigilica che
costituisce |'unita tettomica cristallina geometricamente pilt alta della Calabria set-
tenirionale.

Il primo intervallo arenaceo-conglomeratico ha una potenza variabile da trenta
a cinquanta metri; i conglomerati prevalgono nella parte bassa mentre le arenaric
sono pit abbondanti in quella superiore.

L’intervallo marnoso-argilloso, potentie circa cinquanta metri, & caratterizzato dal-
I'abbondanza di resti organici quali scaglie e scheletri di pescl e pud essere corre-
late con l'intervallo tripolacec presente nelle altre parti della Calabria.

Nell'intervallo superiore oltre arenarie, argille, calcari cvaporitici e gessi & pre-
senle un livello di cineritc vulcanica delic spessore di circa 4 metri. Tale cineriie,
in sezione sotlile, risulta composia essenzialmente da vetro e subordinatamente da
clasti cristallini; contiene inolire in piccola quantilda una [razione argillosa, carbo-
nato di calcio e frammenti ¢i arenarie guarzoso-feldspastiche. Ai fini della interpre-
tazione petrografica del magma che ha dalo luogo al vulcanesimo rappreseniato dalle
cineriti si sono effettuate analisi chimiche della cinerite in toio e della frazionc ve-
frosa ¢ si & presa in considerazionc soltanto quest’ultima,

Per la classiicazione & slato eseguito il calcolo della composizione normativa in
volume secondo il procedimento della Associazione Mineralogica Stabile in facies
vulcanica di Rittmann. Tale roccia si classilica come « riolite alcalina » con carattere
seriale calcoalcalino,

Istituto di Geologia ¢ Geofisica® ¢ Istiluto di Mineralogia ** dell'Universith di
Napoli. Lavoro eseguilo e pubblicato con il contributo del C.N.R.
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Cineriti di composizione simile (riolitica-riodacitica) sono gia state scgnalate nei
depositi miessiniani delle Marche.

Le cineriti riolitiche-riodacitiche che si trovano su scala regionale intercalale nei
depositl messiniani ben si Ingquadrano con la tettonica compressiva che ha caratte-
rizzato la formazione della calena appenninica durante lutto il Miocenc.

ABsTRACT. — Sediments of upper Miocene similar to those which outcrop in the
Amanlea, Piamante, Lungro and Cropalati areas can be seen in Northern Calabria,
along the Valley of Crati, Such sediments belong to a sedimentary cycle which began
in the upper Tortonian after the tcctonic regional phase and ended in the Messinian
period during the cvaporitic sedimentation due to a new tectonic phase, The upper
sediments which outcrop West of Cosenza, between S. Fili and S. Vincenzo 1a Costa,
[rom the lithostratigraphic poinl of view are constiluted, from the bottom, of three
intervals: 1} conglomerates and sandstones; 2} marls and clays; 3) sandstones, clays,
cvaporites and volcanic ashes. Above this Miocenic suceession pelites of the lower
Pliocene lay in unconformily. The substratum of these sediments is represented by
the dioritico-kinzigitica unit which is the tectonic crystalline unit geometrically higher
in Northern Calabria,

The first arenaceous conglomeratic interval has a thickness which varics between
30 and 50 m; the conglomerates prevail in the lower part whilst the sandstones n
the upper part. The marly argillaceous interval, about 50 m thick, is [ull of organic
remains such as scales and fish bones and can be corrclated to the tripolaceous
interval which can be seen in other part of Calabria.

In the upper interval besides sandstoncs, clays, evaporitic limestones and gypsum
there is a level of volcanic ash abour 4 m thick. Such ash, in thin seclion, is mainly
composed of glass and small quantity ol crystalline clasts: it also contains small
quantity of argillaceous fragments, CaCO, and [ragments of quarlzose felspathic
sandstones, Chemical analysis of ihe ash and of the glass fragments have becn
effecicd but oniy the lattcr have been taken in consideration, For the classification
have been carried out the calculus of Normative Composition in volume according
to the-Rittmann'sStable~ Mincral -Assemilblage: The glass can be classificd 58 alkali
rhyolitic of calealkaline scrial type.

Ashes of similar composition (rhyolitic rhyodacitic) have been found in the Mes-
sinian deposits of Marche.

The rhyolitic rhyodacitic ashes which are interbedded on a regional scale in the
Messinian deposits are In agreement with the compressive tectonic which have
characterized the formation of the Apennine chain during the Miocene.

1. - PREMESSA.

Un gruppo di ricercatori dell'Istituto di Geologia di Napoli ha
intrapreso da alcuni anni lo studio sistematico della copertura sedi-
mentaria altomiocenica delle uniti cristalline della Calabria. Le ri-
cerche tuttora in corso tendono alla ricostruzione della evoluzione
paleogeografica di questo tratto di bacino ed a stabilire i rapporti
tra le unita cristalline calabresi ed il resto della catena appenninica
durante il Miocene superiore ed il Pliocene.

Mediante la ricostruzione e la comparazione di numerose stc-
cessioni stratigrafiche ¢ stata riconosciuta anche nella Calabria set-
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tentrionale la presenza di un ciclo sedimentario iniziato nel Torto-
niano superiore, dopo una fasc tettonica di importanza regionale, e
continualo senza alcuna interruzione fino al Messiniano evaporitico
(D1 Nocera, OrToLaNT, RUsso ¢ Torre, 1974). T prodotti di tale ciclo
sono costituiti da depositi clastici alla base (conglomerati ed arenarie
tipo « arenarie a clipeastri » auctt.), diatomitici ed evaporitici alla
sommita. Il substrato & rappreseniato da varie unita cristalline a
diverso grado di metamorfismo. Questo ciclo di sedimentazione del

lungro
. [ ] MARE
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cropalati
®
MARE
re
'd
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>
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Fig, 1. - L'area studiata & indicala dall’asterisco.

Tortoniano superiore-Messiniano, con caratteristiche evolutive molto
simili nelle grandi linec, & presente anche in Sicilia ¢ ncll’Appennino
campano-lucano: pitt precisamente i depositi tortoniano-messiniani
costituiscono le prime unita sedimentaric comuni tra il cristallino
calabro ed il resto della catena appenninica.

Questa uniformita evolutiva post-lortoniana tra la coperiura se-
dimentaria del cristallino calabro e la catena sudappenninica ¢ com-
provata anche da altri dati, come ad esempio la presenza di una
importante fase tettonica intramessiniana riscontrata oltre che in
Calabria anche in Sicilia ¢ Campania.
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Non essendo finora stalo messo in evidenza nessun elemento
peologico pre-tortoniane comune ira il cristallino e YAppennino cam-
pano-lucano si puo ipotizzare che in seguito alla fase lettonica torto-
niana le unith cristalline, gia costituenti una serie di falde accaval-
late, siano entrate a far parte della catena sud-appenninica.

Anche nella valle del Crati, importante strutlura orvientata N-S
che separa i rilievi della Catena Costicra dal gruppo della Sila, afho-
rano abbondantemente i deposili alto-miocenici. Essi poggiano sul-
['unita tettonica superiore (dioritico-kinzigitica) ed afliorano, sia pure
con dilferenti facies, lungo tutta la valle.

Nella presente nota vengono csposti i risultati delle osservazioni
cffettuate ad W di Cosenza nell’area compresa tra S. Fili, Gesuiti e
S. Vincenzo la Costa, F° 229 1II SE Montalio Uffugo (Fig. 1).

Nella parte alta della successione presente in questa zona si &
riscontrato un livello di cineriti vulcaniche intercalato a depositi ave-
nacec-argillosi ed evaporitici.

Livelli cineritici del Miocene superiore sono gia conosciuti in
Ttalia, in particolare nelle Marche ed in Sicilia; inolire, dalle prime
osservazioni di ricerche ancora in corso, essi sono statl riconosciuti
anche nel versante tirrenico della Catena Costiera calabra e nell’Ap-
peniino dauno,

L'importanza di queste vulcanili consiste nella loro possibile
funzione di livelli guida nella correlazione di successioni stratigra-
fiche a scala regionale, nonché nel particolare significato tettonico
connesso al chimismo riolitico-riodacitico del magma da cui deri-
vano. Un vulcanismo di tipo riolitica ben si inquadra con la fetfo-
nica di tipo compressivo in atto durante il Miocene superiore lungo
tutta la catena appenninica.

2. - STRATIGRAFIA DEI DEPOSITI ALTOMIOCENICI.

I lerreni miocenici studiati alhorano in una stretta Fascia orien-
tata N-S delimitata ad occidente dal cristallino della Catena Costiera
¢ ad oriente da depositi pliocenici e quaternari (Fig. 2). La successione
miocenica ha una giacitura monoclinalica con immersionc verso NW e
inclinazione di pochi gradi. La serie comprende dal basso in alto tre
intervalli ben distinti poggianti sui terreni cristallini dell'unita dio-
ritico-kinzigitica (Fig. 3):

-— conglomerali ed arenaric;
— marne ¢ argille;
-— arenarie, argille, evaporiti e cineriti.
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2.1, - SUBSTRATO CRISTALLINO.
Il contatto stratigrafico tra i depositi miocenici ed il substrato

cristallino & ben esposto nei pressi nell’abitato di S. Fili e lungo il
torrente Setfimo. Il substrato & costituito dallwnitd dioritico-kinzi-

~ swincenzo —

. ® 1a Costa__ | |8

_+...

TKm

-+

F1G. 2. - Carta geologica schematica del’area compresa tra S. Fili e S. Vincenzo la Costa.
Substrato cristallino. 1) Unita dioritico-kinzigitica; Deposili del cicle Torto-
niano sup. - Messiniano; 2) Conglomerati ed arenaric; 3) Marne ed argille
4y Arenaric cd argille; 5) Livello cineritico; 6) Evaporiti. Depositi del Pliocene
inferiore; 7) Argille. Quatcrnario; 8) conglomerati, arenarie, argilie.
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gitica che ¢ la falda in posizione geometrica piti alta tra quelle che
compotigono la Calabria settentrionale.

2.2, - CONGLOMERATI E ARENARIE.

lLa successione miocenica inizia sempre con conglomerali che
verso l'alto, pili 0 meno rapidamente, evolvono ad arenarie con inter-
calazioni di argille. 1 conglomerati afliorano prevalentemente a NE
di S. Fili mentre nell’area dell’abitato omonimo prevalgono le are-
narie grossolane. T conglomerati si presentano di colore rosse con
clasti di varia dimensione (diametro fino a 70-80 cm.) e costituiti
dalle rocce cristalline del substrato (filladi, gneiss, graniti etc.); nella
parte bassa i clasti sono poco arrotondati e si trovano inglobati in
una matrice sabbioso-ciotiolosa. La stratificazione & praticamente as-
sente, localmente accennata da lenti di arenaria con molta mica e
clasti a spigoli vivi. Nefla parte alta dell'intervallo diminuiscono le
dimensioni dei clasti che in genere sono anche piuttosto arrotondati
ed aumenta la frazione arenacea finché alla sommita dell'intervallo
si nota la comparsa di alcune intercalazioni di argilla di colore grigio
scuro. La stratificazione & abbastanza regolare e si possono osser-
vare numerosi strati dello spessore di 2-3 metri costituiti nella por-
zione inferiore da conglomerati con clasti arrotondati e di dimen-
sioni fino a 2.3 c¢m., seguiti da arenarie ed infine, nella parte sommi-
tale, da argille di colore grigio scuro.

Lo spessore complessivo di questo intervallo arenaceo-conglome-
ratico varia da 30 a 50 melrt.

Questo intervallo ¢ risultato privo sia di macrofauna che di
microfauna; gli unici resti organici riscontrati sono costituiti da
frustoli carboniosi che a volte sono particolarmente abbondanti nelle
peliti della parte alta.

Per quanto riguarda l'etd, in assenza di dati paleoniologici, si
pud solo osservare che tali depositi fanno parte di un ciclo di sedi-
mentazione iniziate dopo la fase tetionica del Tortoniano e conti-
nuato fino alla deposizione delle evaporiti messiniane; pertanto tali
sedimenti conglomeratico-arenacei potrebbero essere riferiti sia al
Tortoniano superiore che gia al Messiniano.

2.3, - MARNE E ARGILLE.

Al di sopra dell'intervallo precedente seguono marne ed argille
con intercalazioni arenacee. Buoni afhoramenti si possono osservare
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[ungo il torrente Lavandaio e a NE di S. Vincenzo la Costa in loca-
lita Crocevia. Il litotipo prevalente ¢ rappresentato da marne in ge-
nere di colore marrone, sottilmente laminate, a volte di colore ncro,
con numerosi resti organici costituiti da scaglie, scheletri, denti di
pesci e da [rustoli carboniosi; a volte invece si presentano di colore
biancastro e piuttosto soffici. Si riscontrano anche numerose interca-
lazioni di argille di colore grigio scurc. Nelle marne a volte si notano
sottili livelli di spessore millimetrico interamente costituiti da fora-
miniferi ¢ restt di pesci; pitt di frequente si presentano delle sottili
intercalazioni di arenaria a volte manganesifera e a volte ricca di
pirite. Lo spessore complessivo dell’intervallo marnoso arenaceo ¢
di circa 50 metri.

Il contenuto organico ¢ sempre piuttosto scarso e mal conser-
vato; esso consiste essenzialmente in foraminiferi, prevalentemente
planctonici, spesse volte di dimensioni ridotte (fauna nana) ¢ poco
differenziati, comprendenti cio¢ pochi generi e poche specie. In alcuni
campioni i gusci sono riempili di pirite, presente con una certa fre-
quenza nel residuo inorganico essenzialmente quarzoso-micaceo; in
alcuni casi ancora & possibile riconoscere una certa [razione rima-
neggiala. Frequenti le spicole di spugna ed i resti di pesci quali sca-
glie e dentini, Nei livelli pilt sottilmente stratificati, fissili, costituiti
da marne e marne siltose nere, abbondano i resti di pesci (scaglie,
vertebre, ¢ a volte pesci interi) ed i frustoli vegetali. Tra i forami-
niferi sono stati determinati:

GlObO'J’Ofﬂli(l" ClCOS'tClBH.Sn':S SR s

» incompta (CIFELLI)
Globigerina apertura CUSH.

» ex gr. bulloides D'Ors.

» concinng REUSS

» falconensis Brow

» globorotaloidea Corom

» pachyderma ERR.

» quingueloba NaT.
Globigerinoides quadrilobatus (D'Ors.)

» sacculifer (BRADY)

» (rifobus (REUSS)

Praeorbulina transiioria BLow

Orbulina hilobata (D'OrB.)
» suturalis BrONN.
» universa D'ORB,

Globigerinita incrusta AKERS
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Bulimina actileata D'ORB.
» elongata lappa Cush., & PARK.
» minima TED, & ZANM.
» sp.

Cancris oblongus (D'OrB.)

Cassidulina oblonga REUsS
Cibicides floridanus (CusH.)
Robulus cultratus MONTE,
» rotulatus (LAM.)
Trifarina brady Cusm.

La poverta ed il cattivo stato di conservazione delle microfaune
fanno si che anche nei campioni pilt ricchi siano rare le forme di
un certo interesse cronostratigrafico. L'unica forma, quasi sempre
presente, € G. qcostaensis che indica la presenza di zone di associa-
zione pitt alte della N 15, ed una etd non piit antica del Tortoniano.
Tra le forme bentoniche figurano generi e specie ad habitat pilt o
meno profondo (Bulimina, Cassiduling) e sono rare le forme costiere.
Questi foraminiferi bentonici sono caratterizzati da una distribuzione
stratigrafica abbastanza ampia, con massimi di frequenza nel Mio-
cene superiore-Pliocene.

L'ambiente di sedimentazione doveva essere caratterizzato da
acque marine con scarsa ventilazione sul fondo e in generale non
molto favorevole allo sviluppo delle microfaune; in qualche caso si
verificavano anche condizioni molto critiche che causavano 'accumulo
dei resti di organismi sia planctonici che bentonici.

2.4. - ARENARIE, ARGILLE, EVAPORITI E CINERITI

In questo intervallo, che costituisce il tetto dei terreni messi-
niani, oltre ad alternanze di arenarie ed argille si trovano interca-
lazioni di conglomerati; nella parte medio-alta & presente un livello
cineritico e nella porzione sommitale depositi evaporitici.

Il litotipo pili abbondante & rappresentato da arenarie ben stra-
tificate in strati dello spessore variabile da 40 a 150 cm. per lo piir
a grana fine, gradate e che sfumano verso l'alto in peliti di colore
grigio scuro o nero; lo spessore della porzione pelitica in media
corrisponde ad 1/10 della potenza dello strato. A volte nella parte
arenacea si nota la presenza di lenti di argilla disposte subparallela-
mente alla stratificazione; nella frazione siltoso-argillosa & frequente
la laminazione parallela e obliqua a piccola scala. Gli strati pit po-
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tenti sono conglomeratici alla base con clasti di rocce cristalline pii1
o meno arrotondati e di dimensioni fino a 1 cm. Gia nella parte me-
dia di questo intervallo si riscontrano sottili intercalazioni di calcare
evaporitico con piccoli cristalli di gesso che non sembrano mostrare
un orientamento preferenziale; tali calcari probabilmente sono di
deposizione primaria. Spesso a causa della dissoluzione del gesso la
roccia si presenta con numerose piccole cavita lenticolari. Associate
a questi livelli calcarei si trovano sottili intercalazioni di argille di
colore grigio scuro con lenti di gesso. Sono presenti ancora livelli
di argilla potenti fino a 4-5 m.

I livelli a granulometria pit fine, argilloso-siltosi contengono a
volte una scarsa microfauna a foraminiferi planctonici distrofici e di
piccole dimensioni. 11 residuo inorganico & dato da mica, poco quar-
zo, gesso, frammenti limonitizzati e pirite. Nei campioni pitt ricchi
sono state determinate le seguenti specie:

Globorotalia acostaensis Brow

» continuosa BLow
Globigerina falconensis Brow

» pachyderma Fir,

» quingueloba NAT.
Globigerinoides sicanus DE SrtsFANL

» trilobus {REUSS)

oltre a rari esemplari dei generi Bolivina e Cibicides.

Tra le forme elencate solo G. acostaensis, G. falconensis e G.
quingueloba sono sempre presenti,

E evidente una povertd di generi e di specie ancor piit accen-
tuata rispetto ail'intervallo so(tostante, poverta dovuta ad un am-
biente di sedimentazione a circolazione ristretta, male ossigenato
(specialmente al fondo) ed in cui iniziava la deposizione di evaporiti.

Nella parte alta dellintervallo in esame, poche decine di metri
a S del cimitero di 8. Vincenzo la Costa sulla sinistra del torrente
Lavandaio si trova un livello cineritico intercalato in alternanze sab-
bioso-argillose (v. Fig. 2). L'affioramento di cineriti, piuttosto limitato
a causa delle numerose frane che interessano i versanti, & costituito da
alcuni strati della potenza di circa 40 cm. I'uno per lo spessore com-
plessivo di 3-4 m. Le cineriti macroscopicamente si presentano costi-
tuite da abbondantissimi frammenti di vetro vulcanico di colore bian-
castro con frequenti cristalli di biotite; gli strati sono gradati e nella
loro porzione superiore, costituita da siit ¢ argilla di colore marrone
chiaro, si nota per 3-4 cm. una laminazione parallela ed obliqua a pic-
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cola scala. La concentrazione di cenere vulcanica in livelli costituiti
guasi esclusivamente da frammenti di vetro e mollto subordinata-
mente da elementi non vulcanici nonché il basso grado di alterazione
del vetro stesso permettono di ritenere che la rideposizione del ma-
teriale vulcanico sia avvenuta pressoché contemporancamente ai fe-
nomeni esplosivi, dopo un trasporlo acqueo del tutto limitato.

Al di sopra delle cineriti seguono pochi metri di alternanze are-
naceo-argillose quindi un livello di depositi evaporitici dello spessore
di circa 15 metri, ben esposto lungo l'incisione del torrente Lavan-
daio a SW del cimitero di S. Vincenzo la Costa. La porzione iniziale
delle evaporiti affiora anche poco a NE del paese. I primi 7-8 metri
sono costituiti da calcari bianchi in strati sottili, a laminazione paral-
lela, con intercalazioni di aremarie gradate anche grossolane e di
alcuni sand-flow. Nella rimanente porzione dell'intervallo evaporitico
si notano dapprima alternanze di marne gessose, argille e gesso lami-
nato per circa 150 cm.; seguono 4 m. costituiti da vari livelli di ges-
sareniti gradate con deformazioni da carico alla base, nei quali si
notano numerosi clasti di quarzo ¢ rare alternanze di gesso laminato.
11 livello evaporitico termina con un banco di gesso in grossi cristalli
geminati a [erro di lancia, potente circa 2 metri.

Al di sopra delle evaporili scguono ancora alternanze di arcnarie
e argilla per pochi metri fino all’altezza della strada. Lo spessore com-
plessivo dell'intervallo arenaceo-argilloso & di circa 60 metri.

A N della rotabile, in lieve discordanza angolare sui depositi alto-
miocenici poggia una successione argillosa pliocenica.

3. - CINERITI.
3.1. - OSSERVAZIONL MINERALOGICHE,

In sczione sottile la roccia risulta costituita prevalentemente da
vetro e subordinatamente da una frazione cristallina; molto subor-
dinate sono la frazione argillosa, il carbonato di calcio unitamente
a frammenti di arenarie quarzoso-feldspatiche. Tale roccia, a grana
molto fine, pud esserc definita una cinerite.

I1 vetro & costiluito prevalentemente da frammenti a forma ar-
cuata spesso con terminazioni a cuspide o a forca e frammenti tri-
cuspidati derivati da frantumazione di pomici; ben rappresentate
sono anche le pomici con struttura spesso fluidale. Queste frazioni
vetrose, a grado di cristallinita notevolmente basso, includono pochi
cristalli di anortoclasio, raro quarzo e biotite; spesso presentano una
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birifrangenza interpretabile come processo di idratazione e principio
di ricristallizzazione.

Sui frammenti vetrosi con dimensioni comprese [ra 80 e 120
nesh & stato determinato, con i liquidi ad indice noto ¢ con il rifrat-
tometro di Abbe, un indice di rifrazione di 1.503 4+ 0.002. 11 loro peso
specifico determinato con il metodo dei liquidi pesanti ¢ risultato
2.28/2.35 di media. 1 valori pitt bassi sono dovuti alla bollositad del
vetro.

La frazione cristallina ¢ costituita prevalentemente da clasti di
anortoclasio {(2V,—46°). Subordinatamente si ha una biotite (2V,=10"
circa} prevedibilmente piultosto ricca in titanio con pleocroismo sul
bruno; & anche presente una biotite con pleocroismo sul verde-verde
bruno; si nota qualche principio di alterazione in clorite. In questa
frazione cristallina si osservano inoltre: quarzo, microclino, plagio-
clasio di tipo oligoclasico, cordierite e poca magnetite e zircone. Dai
pochi dati ottici che & stato possibile eseguire sul plagioclasio di
tipo oligoclasico sembra che vi siano termini sia tendenti alla alta
che alla bassa temperatura (BonaTti & Franzini, 1961).

La matrice & rappreseniala da argilla ¢ da poco carbonato di
calcio. Per l'argilla i dati termici e diffrattometrici preliminari indi-
cano che, probabilmente, il termine prevalente sia di natura smecti-
tica. Non & possibile, alla luce di tali dati, cscludere la presenza di
altri termini {illosilicatici.

Si pud supporre che la gran parte dei minerali appartenga al
magma del vetro o a Fenomeni vulecanici simili, comungue una parte
della frazione cristallina, quali il microclino ed i plagioclasio di
bassa temperatura, pud derivare da rocce plutoniche-subvulcaniche.

3.2, - DATI PETROCHIMICL.

Sono state eseguite una analisi chimica della cinerite in toto ¢
una della frazione vetrosa {Tab. I}. Al fini delle interpretazioni peiro-
grafiche del magma che ha dato luogo al vulcanesimo rappresentato
dalla cinerite si & presa in considerazione la sola frazione vetrosa
dato il suo maggiore significalo rispetto al campione in toto. Per la
classilicazione & stato eseguito il calcolo della composizione mincra-
logica normativa in volume secondo il procedimento deli’Associazione
Mineralogica Stabile in facies vulcanica di Rrrrmann (1973), (Tab. 11).

Tale roccia si classifica come « riolite alcalina a muscovite e cor-
dierite » ; il diagramma di coesistenza dei feldspati in facies vulca-
nica indica la presenza di un solo feldspato: anortoclasio.
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Pur rappresentando tale calcolo un ottimo mezzo di classifica-
zione non & possibile definirne il grado di esaltezza in base al modo
dato il bassissimo grado di cristallinitad del campione. Comunque dalle
sezioni sottili si riscontra, come & detio, essenzialmente un solo feld-
spato {anortoclasio), subordinati quarzo e biotite. I valori normativi

TaseLea 1

Composizione chimica della cinerite di S. Fili ¢ del
vetro incluso.

Cinerite 8, Fili. Vetro
5i0, 39.85 68.28
Ti0, ) 0.32 0.14
ALO, 12.75 15.48
Fe, 0, 2.11 1.23
FeQ 0.85 0.69
Cal 1.19 0.63
MgO 245 0.25
Na, 0O 2.10 382
K.0 1.90 258
S0, 0.14 —
Ch 0.20 —
H,0! 3.82 6.55
H,0- 7.50 0.54
CaCo, 1.80 —

9.58 ‘ 100.49

di Q, Ne, Ks, inseriti nel relative diagramma di equilibric proiettano
tale verro nel campo di stabilita dei feldspati alcalini; tale proiezione
giustifica la presenza di fenocristalli di anortoclasio.

Si deve tener presente comungue, un certo grado di alterazione
del campione indicato dalla non trascurabile presenza d’acqua {essen-
zialmente H,0'). Dai dati ottici e soprattutto dall’analisi termodiffe-
renziale risulta che la quantita di argilla presente nel campione &
piuttosto trascurabife. T dati ottici, come gia detto, indicano una biri-
frangenza del vetro interpretabile come conseguenza dell'idratazione,
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i dati termici suggeriscono che 'acqua non é sostanzialmente legata
a minerali delle argille: si nota infatti solo un largo effetto endo-
termico fra i 100 e 300°

TapeLra [

Norma, coefficienti di Rittmann e Base Molecolare di Niggli del vetro separato dalla
Cinerite i 8. Fili

Norma di Rittmann Cocil. di Rittmann Base Molccolare
Quarzo 328 S5i0, 73.11 Q 56.6
) \ 21 Or
Anortoclasic  47.6, 72 Ab Al 13.93 kp 10,9
7 An
Cordieriie 6.8 Alk 9.22 Ne 222
Magnelite 0.3 CaG 0.67 Cal 2.0
IThmenite 0.2 FM 2,67 Sp 1.2
1000
k 6.33 Hz 1.7
Ca” - 2.16 C 39
. S Or 21%
Feldspalo medio | Ab 72 % an 0.06 Fs 1.4
An 7%
G 1,70 Ru 0.1
............................... - 83
Q. 40.8 Q. 36.6
A, 59.2 Campo A, L. 351
X 0 M. 13
+ v 40.8 acc. 6.8

Indice di colore 7.3

Classificazione: Riolile sodica

Al limiti di una prudenziale interpretazione della composizione
mineralogica normativa, se tale acqua si ritiene, almeno in parte,
come dovuta ad un processo secondario d’'idratazione del vetro si
pud anche supporre che c¢i sia stata una certa lisciviazione di elementi
alecalini ed alcalino terrosi, Orientativamente i dati nell’alterazione
dei vetri femici {Hay & Iriima, 1968), indicano che nel corso dell'idra-
tazione si ha notevole perdita di alcali e calcio, In tal modo 'eccesso
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di allumina rispetto a soda, potassa e calce {(rapporto molecolare
1,00/0,68) oltre che essere un caratterc originario del magma per
la presenza di eventuali minerali quali cordierite, sillimanite, musco-
vite, granato, polrebbe essere in parte dovuto ad alterazione. La
quantita di sillimanite nella norma satura e la conseguenie percen-
teale di muscovite che si calcola potrebbe, quindi, essere piti alta
del reale. Probabilmente si & avuto anche un certo dilavamento di

Fic. 4, - Proiczionec necl doppio triangolo di Streckeisen del vetro della Cinerile di
S. Fili (A) e dei velri delle Cineriti dell’Appcnnino Sctteatrionale in base
alla’ composizione mineralogica notmativa AM.S!

Mg e forse Fe; tale perdita porta al calcole di muscovite e cordierite
e a non calcolare la biotite che ¢ invece presente nella roccia. In defi-
nitiva pur non potendo cscludere la presenza di cordierite e poten-
ziale muscovite si ritiene opportuno classificare il vetro della cinerite
come « Riolite alcalina »; in particolare contenendo il campione ab-
bondante anortoclasio, & da ritenersi una « Riolite sodica »,

In Fig. 4 si riporta la proiezione del vetro nel doppio triangolo
di classificazione di Streckeisen; l'indice di colore, calcolato con
P'esclusione defla muscovite, rientra nella media dei valori riportati
dall’autore. La classificazione in base chimica di RITTMANN porta
allo stesso risultato (Tab. I).

In base al valore di ¢ il magma del veiro della cinerite appar-
tiene alla serie calcoalcalina (pacifice forte). I valori di t e o, note-
volmente alto il primo e piuttosto basso il secondo, confermano tale
carattere seriale, Questi parametri si ritiene che caratterizzino anche
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la posizione tettonica de! vulcanesimo e la genesi dei magmi (GorTing
& RrITTmaNnN, 1967, 1970),

I valori combinati di 7 e © del vetro in oggetto rientrano in quelli
dei prodotti dei vulcani situati nelle regioni orogeniche e archi insu-
lari; il magma di tale cinerite, in base a questi parametri, denote-
rebbe una genesi da anatessi di materiali della crosta sialica.

M “ 30 CORT g L

F16. 5, - Diagramma Q-L-M. Proiczione del vetro della cinerite di 8. Fili (A) e dei vetri
delle cincriti dell’Appennina Seltentrionale in funzione della Base Molecolare,

o Corte giadetto livelli cifieritici del Miocens sono gia conosciuti
in Sicilia, nelle Marche e nell'Appennino settentrionale, Ora per un
confronto chimico, puramente indicativo, sono state prese in consi-
derazione le frazioni vetrose di alcune cineriti dell’Appennino setten-
trionale (GIAMMETTI, MEZZADRI & PapaNI, 1968). Per tali frazioni ve-
trose si ¢ calcolata la norma RitrManx (Tab. III). Queste rocce si
classificano, nel doppio triangolo di STRECKEISEN (Fig. 4), prevalenfe-
mente come daciti e subordinatamente riodaciti e rioliti sodiche. In
particolare il campione 2 (vetro cinerite di Contignaco) risulta, in
tale confronto mineralogico normativo, il pit simile al vetro della
cinerite di S. Fili.

Come & gia siato rilevato tali calcoli mineralogici, e le conse-
guenti considerazioni di confronto hanno un valore puramente indi-
cativo data I'etd diversa delle cineriti ed il grado di alterazione dei
vetri. In particolare pur volendo immaginare un ambiente fisico-chi-
mico di formazione dei feldspati simile, ¢ da prevedere che piccole
variazioni secondarie negli alcali e calce possono interessare o meno
la lacuna di miscibilita dei feldspati dando paragenesi ad un solo o

23
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Tarrira 1T

Dati petrochimici dei vetri delle cineriti dail’Appen. Settentrionale

i 2 3 4 5 & 7 8
Quarzo 357 31.2 247 M5 313 238 219 46.3
Anortoclasio 64.6
Sanidino 114 36.6 79 233 21.1 147 5.9
Oligoclasio 8.2 216 50.0 34.2 387
Andesina 8.8 30,0
Muscovile 4.5 99
Biotite 1.0 47 50 13.2
Cordicrite 9.7 31 6.3 55 16.5 38
Ipcrstene c.1 0.4 0.3 2.2
Clinopirosseno 2.3 0.3
Magnetite 0.3 0.7 0.3 0.2 04 1.7 0.5 ¢
Ilmenite 0.2 0.1 0.7 04 0.5 04
1000 1000 100.0 100.0 1000 1000 100.0 1000
Q 41.8 326 377 373 352 284 343 537
134 67.4 387 86 20.2 252 18.1 114
P 448 0 236 54.1 38.6 do4 47.6 348
X 768 4 379 0.36 5.7 4.8 724 0.75
+ ¥ 41.8 326 377 373 35.2 284 393 53.9
Or 19.5 30.5 343 16.1 274 267 217 232
Feldspato medio Ab 61.2 66.2 55.6 63.3 520 41.0 62.5 421
An 19.3 33 101 206 ' 23 158 M7
19.7
Indice di colove 10.2 4.2 8.1 76 11.3 16.3 213 38
1) Vetro cinerite Salsomaggiore (an. Giammetti-Mezzadyi);
2} Vetro cincrite Contignaco (an. Mezzetti);
3) Vetro cinerite M.te Cervo (an. Mezzeiti);
4) Vetro cinerite Montebello d'Urbino {an. Mezzetti);
5} Vetro cinerite Calderino (an. Mezzetli);
&) Velro cinerite Mongardino (an. Mezzetti);
7} Veiro cinerite M.te Varano {an. Giammelti);
8) Vetro sabbie vulcaniche ITesolo; sondaggio A.G.IP. {an. Pirani).
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a due feldspati a seconda dei casi. In tal modo la classificazione, per
tali eventuali alterazioni secondarie, ed anche per piccole differenze
chimiche iniziali, viene fortemente influenzata dal rapporto feldspato
alcalino/plagioclasio.

Se si prescinde dalla composizione mineralogica normativa il ve-
tro della cinerite di S. Fili ha una composizione chimica alquanto
somigliante non solo a quella della cinerite riolitico-sodica di Con-
tignaco (campione 2) ma anche al vetro delia cinerite riodacitica di
Monte Cervo (campione 3) e dacitica di Salsomaggiore {campione 1).

Ai fini di un confronto in base chimica i diversi campioni sono
stati riportati nel triangolo Q.L.M. (Fig. 5) dove si nota una relativa
maggiore omogeneita e, comunque, un inserimento migliore del vetro
della cinerite di S. Fili in gran parte dei vetri delle cineriti dell’Ap-
pennino settentrionale riportate .

4. - CORRELAZIONE CON LE ALTRE SUCCESSIONI MIOCENICHE DELLA CALaA-
BRIA SETTENTRIONALR.

Le successioni altomioceniche della Calabria settentrionale ap-
partenenti al ciclo Tortoniano superiore-Messiniano (« unita A » in
Dr Nocera e altri, 1974) mosirano caratteristiche evolutive molto
simili sia sul versante tirrenico della Catena Costicra che nella zona
di Lungro e sul versante ionico della Sila. Tali caratteristiche comuni
possono essere cost schemalizzate:

Tenopreseiizadi depositi clastici (conglomerati ed arenarie) alla
base delle successioni;

— livelli pelitici con fauna pelagica, nella parte media;

— depositi evaporitici con spesso associati livelli tripolacei, ma
senza alcuna intercalazione di materiale detritico grossolano alla
sommitd delle successioni.

Nella zona di S. Fili la successione descritta & caratterizzata da
un’evoluzione in parte differente da quella delle aree suddette, e puod
essere cosi riassunta:

— conglomerati ed arenarie basali:

~— marne ed argille con scarsa fauna planctonica e numerose
intercalazioni di livelli ricchi di resti organici (pesci, vegetali ecc.):;

— depositi evaporitici, per lo pitt secondari, con abbondanti in-
tercalazioni clastiche arenacec-conglomeratiche alla sommita,

P11 calcolo di QLM del vetro della cinerile di 8. Fili & staio eseguito in guesto
caso da una Base molecolare comprendente C, Fa, Fo ai fini di un confronto omo-
genco con i dati bibliografici presi in considerazione.
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E evidente il carattere trasgressivo delle successioni che debut-
tano in tutti i casi con sedimenti conglomeratici cui seguono peliti
ed evaporiti. La presenza di evaporiti denota una uniformita delle
caratteristiche sedimentarie nella parte terminale del ciclo di sedi-
mentazione in tutta la Calabria settentrionale. In particolare & possi-
bile una correlazione diretta tra le evaporiti della zona di S. Fili e
quelle delle arce limitrofe comprese tra Cosenza ed Amantea, A S. Fili
i termini evaporitici comprendono calcari evaporitici, gessareniti e
probabilmente anche gesso primario, intercalati ad abbondante mate-
riale detritico che invece manca nelle evaporiti delle zone limitrofe.
Questo abbondante apporto detritico nella zona di S. Fili sarebbe
dovuto alla sua posizione pii1t marginale nell’originario bacino ri-
spetto alla zona Cosenza-Amantea.

Maggiori problemi pone il confronto dei termini sottostanti per-
ché mentre nell'area Cosenza-Amantea € presente un caratleristico
fivello tripolaceo costituito da alcuni metri di diatomiti con abbon-
danti resti di pesci e frustoli vegetali, a 8. Fili si riscontrano marne
ed argille con piti livelli a resti di pesci e [rustoli vegetali ma senza
diatomiti. £ possibile che parte o tutti questi ultimi livelli pelitici
siano corrispondenti alle intercalazioni tripolacce e che Fassenza di
accumuli di fitoplancton nella zona di S. Fili sia ancora una volta
imputabile a condizioni connesse con la posizione marginale di que-
sta zona nell’ambito del bacino e/o alla morfologia del fondo. Altra
possibilita & che le marne ed argille di S. Fili corrispondano a tutta
o parte della successione sedimentaria sottostante le evaporiti della
zona Cosenza-Amantea,

Infine i conglomerati basali delle due serie non sono siretta-
mente correlabili tra loro a causa del carattere trasgresssivo delle
successioni: la trasgressione nell’area qui studiata potrebbe infatti
essere cominciata piit tardi, quando nell'area di Amantea si andava
instaurando gid un ambienie pelagico.

5. - LA TRASGRESSIONE DEL PLIOCENE INFERIORE.

Come gia accennato, sulle alternanze altomioceniche si trovano
depositi argillosi in trasgressione discordante. Si pud osservare in-
fatti che mentre i sedimenti miocenici immergono verso NW, le peliti
sovrastanti immergono verso NNE con una inclinazione di pochi
gradi. Queste ultime successioni sonc ben esposte in un calanco ad
W del cimitero di S. Vincenzo la Costa dove si pud osservare una
alternanza monotona di argille color grigio chiaro potente circa 50
métri. Le argille si presentano ricchissime di foraminiferi planctonici
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¢ con locali impregnazioni di pirite. La frazione inorganica & general-
mente molto ridotta e comprende poco quarzo, mica, rari frammenti
piritizzati e limonitizzati. La porzione organica & per contro molto
abbondante e comprende gusci ben conservati di foraminiferi, tra i
quali le forme planctoniche rappresentano fino al 9095 % dell'intera
associazione, rari frammenti di Lamellibranchi, rari Ostracodi e Ptero-
podi. Queste caratteristiche generali, che avvicinano per molti aspetti
le peliti in oggetto ai « trubi» ben noti in letteratura, rimangono co-
stantl per tutia la successione argillosa dove sono stati prelevati ed
analizzati numerosi campioni in cui complessivamente sono state
determinate le forme seguenti:

Globorotalia acosiaensis BLow

» » humerosa TAKAYANAGI & SAITO
» margaritae BoLLl & BERMUDEZ
» » primitiva CITa
» scitula (BrRADY)
Globigerina apertura CUSH.
» ex gr. bulloides D'Ors,
» concinna REUSS
» falconensis Brow
» pachvderma Eur,
» quingueloba NAT.
Globigerinoides obliguus BolLl
» » extremus BoLir & BERMUDEZ
o guadrilobatus (D'ORE)
» ritber (D'ORB.)
» sacculifer {BraDY)
» Sicanus DE STEFANT
» trilobus (REUSS)

Praeorbulina circularis (BLow)
Orbulina bilobata (D'Ors.)

» suturalis BrRONN,

» universa D'ORB.
Sphaeroidinellopsis subdehiscens Brow
Anomalina helicina (CosTa)
Bigenerina nodosaria D'ORrB.
Bulimina costata D'Ors.
Discorbis orbicularis {TEROUEM)
Ellipsoidina ellipsoides Skc.
Glandulina laevigata T'ORrs.
Gyroidina laevigata D'ORrB.
Karreriella bradyi (Cush.)
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Martinottiella comumunis (D'ORB.)
Nonion padanium PERC.

»  pompilioides (Frcut. & MoLL)
Plectofrondicularia inequalis (CosTA)
Pleurostomella alternans SCHWAGER
Sigmoilina tenuis (CzizZEK)

Siphonina reticulata (CzZIZEK)
Siphonedosaria monilis (SILV.)

» vertebralis (BATSCH)
Uvigerina rutila Custl. & TobD
» peregrina CUSH.

Cancris sp.
Planulina sp.
Robulus sp.

Tra le forme elencate Orbuling, G. acostaensis, G. ex gr. bulloides,
G. falconensis, G. quinqueloba, G.des ruber e G. sacculifer risultano
presenti fin dalla base della successione ed abbondanti in quasi tutti
i campioni.

Sphaeroidinellopsis  subdehiscens ¢ talvolta presente con rari
individui. Nella maggior parte della successione affiorante (con eschu-
sione cioé dei soli 810 metri iniziali coperti da materiale di frana)
sono state rinvenute Globorotalia margaritae e la varieta G. marga-
ritae primitiva, talvolta discretamente abbondanti. E assente invece
G. margaritae evoluia anche nei livelli pit alti affioranti.

Le specie di foraminiferi planctonici rinvenute nelle peliti. tra-
sgressive sullintervallo arenaceo-argilloso con evaporiti dei dintormni
1i S. Fili indicano la presenza della zona di associazione a Globoro-
talia margaritae, come illustrata da Cita (1972) ed & appunto con
questa zona del Pliocene inferiore che correliamo I'intera succes-
sione, non avendo riscontrato alcun cambiamento microfaunistico fino
alla sommita della serie argillosa. Qualche perplessith pud sussistere
per la porzione iniziale della sezione, dove non figurano Sphaeroidi-
nellopsis, Globorotalia margaritae o altre forme stratigraficamente
significative; questi pochi metri potrebbero pertanto appartenere o
alla parte basale della zona a G. margarilae o ancora alla zona sot-
tostante.

L'etha della intera successione pelitica & pertanto Pliocene infe-
riore.

La ricchezza e la varieta delle associazioni microfaunistiche, la
predominanza del plancton sul benthos e le specie di foraminiferi
determinate indicano un ambiente di deposizione di mare aperto con
normali condizioni di salinita e di ossigenazione.
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6. - CONSIDERAZIONT CONCLUSIVE.

L'analisi bio- e litostratigrafica della successione altomiocenica
afiorante nella zona di S. Fili-S. Vincenzo la Costa permette alcune
deduzioni di carattere palecambientale che differenziano alquanto
quest’arca dalle altre gia studiate in Calabria.

Innanzitutto & gia slata sottolineata la costante presenza di ma-
leriale clastico grossolano a partire dalla basc della serie fino all'in-
tervallo evaporitico sommitale, L’apporto detritico ¢ chiaramente
testimoniato infatti anche durante fa sedimentazione delle evaporiti,
cosa questa che differenzia notevolmente questa successione rispetto
a tutte le altre. Il costante apporto di materiale clastico grossolano
indica che l'area considerata doveva occupare una posizione margi-
nale nell'ambito del bacino di sedimentazione. T clasti per lo piit
derivanti da rocce cristalline sono angolosi, poco elaborati e fanno
dedurre che abbiano subito un trasporto limitato, spesso avvenuto
in massa, e un rapido seppellimento connesso ad una attiva sedimen-
tazione.

Anche le associazioni faunistiche presenti megli intervalli in cui
forse meno si risentiva 'apporto detritico, cioe nelle marne ed argille,
indicano un ambiente di sedimentazione non molto profondo, cattiva
circolazione delle acque e conseguente scarsa ossigenazione al fondo,
quali si possono verificare in bacini con particolari condizioni morfo-
logiche. Tali condizioni ambientali perd possono anche essere dovute
ad una situazione generalizzata di scarsa circolazione interessante

tutto.il . bacino. messiniano-durante -la--deposizione- -dei----li-velii---tripo]aee-i-- OO |

con cui probabilmente si puod correlare 'intervallo marnoso-argilloso.

Inoltre ¢ da notare in questa zona e lungo tutta la valle del Crati
la presenza di gessi che sembrano mancare invece nelle aree piu
occidentali: cid potrebbe essere connesso alla differente ubicazione
nell’ambito del bacino originario.

Le successioni stratigraliche qui studiate sono atiribuite, come
gia detto, al ciclo di sedimentazione Tortoniano-Messiniano {(unita A)
mentre mancano in quest’area sedimenti messiniani riferibili al ciclo
successivo (unitd B) che nelle zone in cui sono stati riconosciuti
sono discordanti sui terreni dell’'unity A,

I terreni dell'unitd B possono comprendere, nella loro parte som-
mitale, anche peliti del Pliocene inferiore {zona di « acme di Sphaeroi-
dinellopsis ») in continuita di sedimentazione sui depositi evaporitici
messiniani come gia osservato ad esempio nella sezione del torrente
Fiumicello nei pressi di Lungro (D7 Nociera e altri, 1974).

Nell'area di S. Fili, come in tutte le altre zone in cui non & stata
osservata la parte basale dell'unitda B, dove argille e marne del
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Pliocene inferiore sempre appartenenti ali'unita B poggiano in discor-
danza sui terreni del ciclo Tortoniano-Messiniano, questo Pliocene
inferiore sembra mancare dei suoi livelli piti bassi e iniziare con
zone di associazione leggermente pit alte (zona a Globorotalia mar-
garitae margaritae).

In base a quanto esposto precedentemente si pud ipotizzare che
dopo la fase tettonica intraevaporitica messiniana la sedimentazione
sia ripresa probabilmente solo nclle aree pitt depresse dando luogo
ai terreni dell'unith B ancora di etd messiniana (vedi sezione del
torrente Fiumicello e zona di Amantea in D1 Nocera e altri, 1974);
la pih ampia diffusione delle peliti della parte alta del ciclo Messi-
niano-Pliocene inferiore permette di ipotizzare inoltre che solo in
seguito a presumibili movimenti eustatici verificatisi all'inizio del
Pliocene il bacino si sia ulteriormente ampliato.

La presenza di cineriti vulcaniche intercalate nei sedimenti alto-
miocenici nell’Appennine marchigiano, in Irpinia e, a pitt altezze
stratigrafiche, nei depositi messiniani della Calabria, si rivela di par-
ticolare importanza perché indica 'esistenza di una attivita vulcanica
non limitata nello spazio e nel tempo ma avvenuta su scala regionale
e sempre con caratteristiche di elevata acidita.

Intercalazioni di depositi tufitici o cineritici con composizione
variabile da andesitica a riolitica e riodacitica sono note nei sedi-
menti del Miocene inferiore e medioc delle varie unitd lungo tutta
la catena appenninica,

Anche in Sardegna, in un’area cioé che non ¢ stata interessata
direttamente dall’orogenesi appenninica, & ben rappresentata una atti-
vith vulcanica andesitica di etad oligocenica e miocenica,

D’altro canto & proprio a partire dal Miocene inferiore che le
aree esterne dell’Appennino sono state interessate da una tettonica
compressiva che ha provocato traslazioni di notevole entitd ed in
particolare lo scollamento dal loro substrato e 'accavallamento delle
unitd che in origine occupavanec posizioni piil interne su unitd via
via piu esterne.

Una attivita vulcanica durante gran parte del Miocene, di tipo
variabile dall’andesitico al riolitico-riodacitico, ben si inquadra con
tali imponenti fenomeni tettonici compressivi che oltre all’area ap-
penninica hanno interessato, fra l'altro, tuito il margine settentrio-
nale dell’Africa.
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1. - Gli autori, continuando i loro studi concernenti sistemi diffe-
renziali con struttura composita [1]-[6], espongono in c¢id che segue
il problema ai limiti generalizzato

elx, [ [PE o MIu 0D dedil,
m - :
wla, 1) = ¢,

i

(X, o)eee = tla, ) e = g

ulx, @)

o

[0 =M Lu(E D) de de],

concernente una nuova classe di equazioni integro-differenziali non
lineari a derivate parziali in due variabili indipendenti

Llul = Mlu(x, )] —

hix)

Pty G0, [ K 18 a6 0, (B 0)

i)
(2) "
I N1 ulx ), w’ (x, tNdt] =0,
ove M [u(x, )] = -—a-éu(—g'i ed flx, &, vi, va, va), K(x, 1, E, i, vs),
X af

N (“\:J [’ T, Ve, 1}7)} EP(IJ "'}S)J P (E: © ‘l)())l (1') (TJ 1)10); Q (&; T, '-”?), b (-l) € Y (l)

sono funzioni note e conlinue rispetto a tutti i loro argomenti nel

dominio
D={a<sx{bx)sc a<i1,v() <& 0<|v|=<r = const,
i=1,10}.

Si suppone inoltre che le funzioni ¢ {x, w) ¢ ¢ ({, ve) sono, in D, conti-
nuamente derivabili, la prima rispetto ad x e la seconda rispetto a ¢
e le funzioni contenenti le variabili v soddisfano nel dominio D le
condizioni di Lipschitz, essendovi Ly(x, t) (i =1,2,3), Lix(x,tE),
Liw (x, £, D) (i = 1,2), Lo (x), Le (§, 1), Ly (1), Lo (1), Ly(w), Lodt) i coef-
ficienti rispettivi continui e non negativi,
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In virtdt di cid che & stato detto sin’ora, la soluzione ricercata
del problema (1), (2) pud essere scritta sotto la forma

¢ §

wix, 1) = ¢lx, [ 'f'P (£, =, w(& ))du dE] +

I o

¢ &

(3) ol [ [OE wwE o) dedi] — g +

H [£3

X ! x f

+ [ fwemdgdo=re o+ [w o, 0) dr do

it -3 I el

Operando sulla (3) con Voperatore L[ - ] si ottiene la seguente equa-
zione integrale non lineare con funzione incognita w(x, 1}

Xt bix)
we 1) = [ [x 0 r(x 1) —!—ffw("f,', 8) do c]‘q,fK [x, 1,8 v (E, 1) +
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£t c &
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n H w (7, ) do do, (p..’[r,fo(&, o w (E, 7)) dr dE] +

a o i

4 rw (q, 1)y dg) de] = T [w].

w

Proponendoci di stabilire condizioni di risolubilita dell’equazione (4)

nella classe di funzioni C[a, b] X [«,&] < D, scegliamo per la defi-

nizione di norma || - /| = max| . | e prendiamo due funzioni arbitrarie
D
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wi (x, 1), walx, t) € D. Si ottiene per l'operatore non lineare J[ - ]
l'ineguaglianza

e &
17 (] — F [wnl || < |l Ly (x, 2) [Lg(x)Jpr(ﬁ, o) dt dE +

c 8 bix)

+ Ld,.(z‘)JAJﬁLQ(&, Dde dE + (x — )t — @) + Lo (, z)J{L.K (x, 1, E) -
g R
L, (g)JJLP(g, o) de di + L¢(r)J fLo(g, o) du dE +

I

e 8

+(E—a)(r — )]+ Lug(x, 1, B) [Lgf(g)f'J'Lp(g'r)czcczg+ £ ]} dE +
(5) P

i) e B
+ Ly {x, l)f{Lm (x, t, 1) L, (x)! JLP(E,, ) dt dE+

a o M

. Ln,(t)ffLQ(’g*, Ddedt Hx— a) (c — a)] +

8
+ Lan(x, £, 1) Ly (2) [”L(_,(g, dedE +x —al} dr |l -

a

e — W | = Pye | — |

Donde il seguente

TeoreMa 1. L'equazione integrale (4) possiede, nel dominio D, per
Py <C 1, una soluzione ed wuna sola continua, mentre il problema (1),
(2) ha una soluzione ed una sola continua ed ammettente le derivate
parziali v, , w’, wy”, ¥ (x, 1) € D continue.

2. - Procedendo, per Py <C 1, alla costruzione delle soluzion: ap-
prossimanti la soluzione dell’'equazione integrale (4) tramite ['appli-

cazione de! metodo delle approssimazioni successive

{6) wy = J [w,_i], n=12,...,
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le soluzioni approssimative del problema (1), (2) si scrivono sotto
la forma

e &
e (x, 1) = cp[x,Upcg, o wy (F, 7)) de dE] +

a

x

c &
Ty It j J Q5 wy (5, 1) dn dE] — g + j [ W (e, 8) do dy

{a L3

e si ha tuttavia

lim v, (x, 1) = wix ), lim w,(xt) =ulxt).

My a Hemip o2

Se c¢i si ferma al n-mo passo, le valutazioni degh errori com-
messi sono date, rispettivamente, dall'ineguaglianza

B) [|w—wni| =P/ |w—w, |l =P |[r.(x, )] (1 —P)=a,,

ove si & posto 1. (x, £) == w, (x, t) — J [w.] e da quest’altra
‘. :

o o 1) — ta(x, £)] < [L@(x)”LP(nf,, 8) do dv +

B u(z}”Lo(»r,,a)de di+ (x—a)(t—a)] -0, ¥(x1)ED.

3. - Nell'ipotesi che 'equazione (2) ¢ le condizioni generalizzate
di Goursat (1) siano lineari e tutte le funzioni note che vi figurino
siano continue nel dominio @, il sistema lineare corrispondente si
scrive sotto la forma

M [u(x, £)] = f(x, 1)+ d(x 1) ulx, )+
h{x} .
+ j [K: Gx, 1, ) at (5 1) + Ko (1, B) ' (8, )] dE +
(10) w0
+ f.[Nl (x, 1, e (x, t) + Nao(x, 8, O’ (x, 1)] dv;

r
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¢ B
ula, 1) = @) + [ [P(x 6o M[uE )] deds,

(1) ¢ 8
i (x, @) = (1) +”Q (1, E, 1) M [u (E, ©)] du dE

wla, ey = te{x, @) yea = P,

essendovi le funzioni g (), ¢ (), P{x,E ), ¢ Q{/ L, ) continue e
continuamente derivabili rispetto alle variabili x e ¢t che vi figurino.

Se si ha inoltre b{x})==x e v (¢} =, il problema (10), (11) di-
viene, in seguito all’utilizzazione della trasformazione (3), il sistema
equivalente di equazioni integrali lineari

u(x, 1) = h(x1) +J"fw(5, 0) ds dE +ffH (51,8, 1) w (E, 1) de dE
(12) .
w(x, () — F(x, 1) +”s} (x4, E, 2 w(E, ©) du dE
[[ S(x, L, Ew(E didE=Fx 1) +
(13) a
n ”'S(x, 6 E %) wiE 1) du dE.

Donde il seguente con struttura oramai classica

Teorema 2. Se ['unitd non & wun valore caratteristico del nucleo
S(x, ¢, &, t), l'equazione (13) e dungue il problema {10), (11) possie-
dono le soluzioni uniche appartenenti rispettivamente agli spazi fun-
zionali Cla, c] x [«,8] e CY' [a,¢] x [« 8]. Se l'unita & un valore
caralteristico di rango r del nucleo considerato, I'equazione (13)
e dungue anche il problema (10), (11) o0 non hanno soluzione alcuna,
oppure tali soluzioni esistono ma non si determinano in un modo
unico, rispettivamente, nelle classi di funzioni C e C¥'. Se si sup-
pone inolire nell ambito delle condizioni di cui sopra P{(x,E,1)=0,




Analisi matematica 369

Q(t,E1)=0, il problema (10), (11) possiede una soluzione unica

continua, dotata di derivate continue w,, w/, u." nel dominio D
considerato.

OSSERVAZIONIL. 1*. In una delle nostre note susseguenti si prendera
in esame la capacita di determinazione delle soluzioni di vari pro-
blemi integro-differenziali non lineari con derivate totali di Picone
d’ordine superiore [7]-[8].

2*. L'esposizione esplicita dei teoremi del punto fisso spettanti
al sistema integro-differenziale considerato, come pure la presenta-
zione di vari dettagli algoritmici saranno esposte in uno dei pros-
simi fascicoli della Sezione 1 del Bollettino dell'Istituto Politecnico
di lasi,
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Deformazioni plastiche nella meteorite ferrosa Cohauila

Nota di Francesco CENNAMO ¢ di ALBERTO COLASANTI
presentata dal socio corrispondente Francesco CENNAMO*

fAdunanza del 16 novemnbre 1974)

RIASSUNTO. — Sono state studiate le deformazioni plastiche presenti in un fram-
menfo della meteorite Cohauila attraverso l'esame di una superficie che la delimita
eseguito con lc tecniche della microscopia ottica ¢ della microscopia a diffrazione di
raggi X, Dall’esame comparativo dei risultati, malgrado il fatto che il secondo metodo
presenta gl svantaggi di richiedere fempi di csposizione elevati ¢ di presentarc una
risoluzione notevolmente inferiore, risulta che esso & indispensabile per la classifica-
zione di deformazioni plastiche eventualmenic presenti in monocristalli. Sono state
osservate linee di slitiamento, lamine di geminazione ed una « grande dislocazione »
di tipo Franl,

SumMaRrY, — Plastic deformations present in a fragment of the Cohauila metco-
rite have been studied through examination of the surface delimiting it by means
of microscopy and by X-ray reflection micrography. The analysis of the results ob-
tained by the two methods in spite of the fact that the latier presents the disadvantage
of requiring long exposure times and provides a resolution notably inferior, shows
that ths second technique “is imxdispensable for classification of plastic -deformations
which might exist in monccrystalline structures, Slip lines, twins and a large Frank type
dislocalion were observed.

INTRODUZIONE

1 difetti, le substrutture, le bande di deformazione e quelle di
scorrimento, la distribuzione e l'orientazione di eventuali particelle
cristalline incluse nei cristalli in genere e nelle meteoriti in partico-
lare, possono essere messe in evidenza sia con le tecniche della mi-
croscopia e della diffrazione elettronica che con la microscopia a dif-
frazione di raggi X.

In un precedente lavoro sono state determinate le caratteristiche
cristallografiche di un campione, frammento della meteorite Cohauila ',

* Lavoro escguito nel Laboratoric di Fisica dell’Accademia Aeronautica - Pozzuoli
{Napoli).

* ¥, CENNAMO e A. CoLasaNTI, « Rend, Accad, Sci. Fis. Mat. Napoli », 1969, Serie 4,
Vol. XXXVI.
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Con le due tecniche della microscopia ottica e microscopia a diffra-
zione di raggi X abbiamo ora studiato alcune deformazioni presenti
nel campione,

La metecrite Cohauila & ampiamente descritta nella memoria di
di Paolo Giordano Orsini: « Metallografia di leghe meteoritiche » 2;
essa appartiene alla classe delle sideriti ed al gruppo delle esaedriti;
¢ un cristallo unico costituito da una fase metallica, la kamacite, so-
luzione solida con 5,13 % di Ni e con 0,5 % di Co in Fe a struttura cu-
bica a corpo centrato corrispondente a quello del Fe — « e contenente
tabloidi di schreibersite (Fe, Ni); P sottoforma di cristalli tetragonali
perfettamente definiti. La determinazione di cui sopra?, contrariamente
ad altri A.A, & stata eseguita sulla sola fase metallica e non sul totale.

Il valore della costante reticolare, da noi determinato con il me-
todo di estrapolazione di Bradley e Jay *:

a = 2,8682 + 0,0001 &,

a causa del contenuto di nichel, ¢ superiore a quello della ferrite
pura®:
a = 2,8662 1+ 0,0002 A& .

I valori di cui sopra del parametro a (espressi in Angstrom) con-
cordano con quelli riportati nelle memorie citate di P. G. Orsini, Owen
ed altri, dove perd sono espressi in unita X o falso dngstrom.

Sezioni ultrasottili dello stesso campione ottenute con il metodo
di elettropulitura, sono state esaminate per irasparenza al microsco-

pio da A Buri e R. Caramazza’; la superficie del campione da noi

‘esaminata con micrografic a raggi X & stata oggetto di studio da parte
di P. G. Orsini e N. Maggi® con le ordinarie tecniche della microscopia
elettronica,

Tale superficie del cristallo, come giad detio', forma con la
diagonale [110] l'angolo: g = 6° 4 0,5°, con il piano (001) l'angolo
v = 40° + 2° e corrisponde al piano (5 7 10), inclinato, rispetto al
piano (112), dell’angolo: y = 7° 57

RICHIAMI SULLE PROPRIETA PLASTICHE DELLE METEORITI FERROSE

Le sollecitazioni termiche e meccaniche alle quali sono sottopo-
ste le meteoriti nella loro vita si risolvono in sforzi di taglio, di com-

* P, Giorpano OmsiNt, « Atti Acce. Lincei-Cl. Sc. Fisiche », Memoria 63, 1967, Vol. VIIJ,
Sez. IIL.

' P. Grorpano Orsing e N. Maccr, Gaz. Chim. Ital., 88 (1958), 482.

* A, J. BrapieEy e A. H, Jav, Proc. Phyc. Soc., 44 {1932), 563-579,

*E. A, Owen e B. D. Burns, Phil, Mag., 28 (1937), 497.

* A. Burr e R. Caramazza, Ric, Sci., 7 (1965), 611-616.
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pressione e di trazione i quali, oltre a dar lungo a deformazioni ela-
stiche e quindi reversibili, possono produrre deformazioni anelastiche
e quindi irreversibili dipendenti dalle proprieta plastiche delle meteo-
riti stesse e dalia particolare struttura cristallina del metallo di cui
sono formate’,

Queste proprietd sono estremamente sensibili alle imperfezioni
di struttura del cristallo e ciot alla presenza, nel cristallo, di regioni
estese a qualche distanza atomica e per lo meno in una direzione,
nelle quali la regolarita del reticolo & alterata in quanto alcuni atomi
non hanno i1 primi vicini normali. Esempi di imperfezioni di strut-
tura dei cristalli che ne riducono notevolmente la resistenza mecca-
nica sono: le lacune, gli atomi interstiziali, gli atomi d'impurita, i
difetti d'impacchettamento nei cristalli compatti, le giunzioni di gemi-
nazione, le dislocazioni.

I principali processi, per i quali, in un cristallo che presenti im-
perfezioni di struttura, si determinano deformazioni plastiche, sono;

a) slittamento (slip, glissement);
b) geminazione (twinning, maclage).

a) La deformazione plastica per slittamento & dovuta al movi-
mento relativo di due piani cristallografici contigui che scivolano 'uno
rispetto all’altro in una direzione: in un cristallo singolo i due mono-
blocchi limitati dai due piani cristallografici presentano inalterate a
monte ed a valle del piano di slittamento le caratteristiche cristal-
lografiche,

II fenomeno puo avvenire solo rispetto a quei piani cristallogra-
fici che presentano una elevata densitd superficiale di atomi, piani
guindi a basso indice e che vengono chiamati piani di slittamento;
esso inoltre ¢ altamente anisotropo per cui la traslazione del piano
rispetto al contiguo avviene solo nella direzione (detta direzione di
slittamento) determinata dal filare [uvw] con densita lineare di atomi

massima; il vettore di traslazione 7 del piano di slittamento rispetto
rispetto al contiguo pud variare in modulo da un minimo uguale alla
distanza tra i due atomi primi vicini del filare [uvw] ad un multiplo
intero »n di questo,

La parte di cristallo che ha subito lo slittamento sporge rispetto
all’altra di un gradino la cui larghezza varia dal valore massimo ¢ se
la superficie che limita il cristallo & normale alla direzione di questi

-
¢ decresce col coseno dell'angolo che ¢ forma con la superficie del
7 C. 8. BARRETY, Structures of metals, Mc Graw-Hill Book Cy, New York 1952;

W. T. Rean Jr., Dislocations in cristals, Mc Graw-Hill Book Cy, New York 1953;
L. V. Azaror¥, Introduection to solids, Mc Graw-Hill Book Cy, New York 1940,
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cristallo, Poiché i gradini che per slittamento si generano sulle su-
perfici delimitanti il cristallo hanno vna larghezza che al massimo &
di qualche distanza atomica, non sono osservabili né al microscopio
ottico né per micrografie per riflessione di raggi X; con tali tecniche
possono essere messe in evidenza solo le linee rappresentate dalle in-
tersezioni dei piani di slittamento con la superficie del cristalio sem-
pre che quest'ultima non sia parallela alla direziore di slittamento e
che non abbia subito una lucidatura o un attacco chimico in data po-
steriore allo slittamento,

In genere accade che in un monocristallo pit piani cristallogra-
fici contigui presentino la stessa traslazione per cui, per Vintera esten-
sione del cristallo, tutta una lamina (di spessore variabile da qualche
centinaio di A fino a qualche mm) ha subito, rispetto alla matrice,
una traslazione,

L'insieme di un piano di slittamento e della sua direzione di slit-
tamento prende il nome di sistema di slittamento; nei cristalli cubici
con corpo centrato ai quali appartiene il Fe—u« e quindi la meteorite
in esame, lo slittamento pu® interessare tutti i piani cristallografici
di famiglie: {110}, {112}, {123} ma la direzione di slittamenio & sem-
pre la stessa: < 111>,

Nei cristalli cubici a corpo centrato esistono quattro direzioni del
tipo [111] attorno a ciascuna delle quali sono disposti 12 piani di
slittamento di cui l'asse di zona & la direzione di slittamento; in to-
tale si hanno quindi 48 sistemi di slittamento; altrettante dovrebbero
essere le possibili linee di slittamento su di una generica superficie
del cristallo perd. queste si riducono. ad un-massimo. di 42 in quanto
ciascuno dei piani delfa famiglia {110} contiene due possibili dire-
zioni del tipo [111] e pertanto i piani di slittamento relativi a tale fa-
miglia sono soltanto 6,

b) Geminazione. Spesso si verifica che due o pitt cristalli identici
siano uniti in maniera simmetrica formando cosl una singola unita
chiamata cristallo geminaio.

L'elemento di simmetria dei componenti il oristallo pud essere
un piano di riflessione, un asse di rotazione o un centro di simmetria;
qualunque esso sia, perd, questo elemento di simmetria non fa parte
della struttura dei singoli cristalli componenti il geminato. Il confine
di separazione di ciascun cristallo dall’altro o dagli altri componenti
il geminato viene chiamato giunzione di geminazione.

La formazione dei geminati pud aversi nell’accrescimento dei cri-
stalli da vapori o da soluzioni {geminazione per crescita); in questo
caso perod, qualunque superficie del cristallo pud diventare giunzione
di separazione di un altro cristallo in quanto la possibilita di un ac-
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crescimento continuo nel nuovo cristallo richiede, olire che opportune
tensioni del vapore o concentrazioni della soluzione, la presenza di
una dislocazione a vite sulla superficie stessa, condizione questa che
non & legata ad un particolare piano cristallografico.

Oltre che per crescita, perd, la geminazione pud avvenire per
deformazione meccanica del cristallo o per {rasformazione da un tipo
di struttura ad un altro in seguito a variazioni da alte a basse tem-
perature; entrambi guesti meccanismi, perd, possono solo verificarsi
in modo tale che la giunzione di geminazione risulti parallela ad al-
cuni piani energeticamente favoriti del cristallo.

La geminazione per deformazione dei metalli avviene secondo
un processo simile a quello dello slittamento descritto innanzi; ma si
differenzia da questo in guanto ricorda piit da vicino il fenomeno dello
scorrimento elastico.

Rispetto ad un piano cristallografico che resta fisso (giunzione di
geminazione) ¢ per azione della componente di uno sforzo di taglio
parallela a questo piano ed agente in una direzione privilegiata, gli
atomi dei piani cristallografici paralleli slittano tutti nella direzione
privilegiata di tratti proporzionali alla distanza del piano, al quale ap-
partengono, dal piano fisso.

La forza tangenziale relativa, applicata al cristallo, agisce su tutti
i piani atomici paralleli per i quali Ia resistenza allo sforzo & la pil
piccola rispetto agli altri; piti piani slittano gli uni rispetto agli altri,
sicché si genera una sottile lamina limitata da due piani paralleli rap-
presentanti due giunzioni di geminazione e rispetto a clascuna di que-
ste la parte geminata &; dal punto di vista cristallografico, I'immagine
speculare della matrice indistorta,

Lo spessore della parte geminata & molto limitato e non si estende
a quello dell'intero cristallo e cid, malgrado che lo sforzo di taglio
continui, in quanto qualche impurezza costituisce un ostacolo per lo
spostamento atomico dei successivi piani cristallografici. Se 'energia
richiesta per superare l'ostacolo & maggiore di quella richiesta per
produrre la geminazione, altre lamelle di geminazione parallele alle
prime si formano in altra parte del cristallo.

Le intersezioni delle lamelle di geminazione con le superfici del
cristallo, danno luogo a delle linee (in genere segmenti di rette) che
si estendono lungo tutta la superficie del cristalio e che vengono chia-
mate bande di NBuManNN dal nome dello scopritore.

Il piano normale al piano di geminazione e contenente la dire-
zione di spostamento & detto piano di taglio.

L.a giunzione di geminazione nei cristalli cubici a corpo centrato
¢ parallela ad uno dei piani {112} ed in questi piani gli spostamenti
atomici avvengono nelle direzioni <1112,
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Si hanno in totale 12 sistemi di geminazione che danno hiogo su
di una generica superficie ad altrettante linee di geminazione o di
Neumann; questi sistemi di geminazione coincidono con i sistemi di
slittamento interessanti la famiglia di piani cristallografici {112} nella
direzione <111>.

Poiché scopo della presente ricerca & quello di individuare tutti
gli elementi che permettono di porre in rilievo la struttura cristallo-

TABELLA 1
(uvw) I {112} o , B ' 8
(112} 470 05 " [ 15 3] 380 38 28° 347
(1111 (121) 2610 ro| [13573] 1487 46° 200 307 52033
(211) | 7729’ | [172579] 120 33/ 21° 617
{112 7° 58/ ;4 ” ----[ ”2“0 1 ] 124 18 ] 39° 147
[T1t] (121) 53¢ 59/ ro i [131517] 819 41 5001 613
(2113 | 66° 17 re | [1715197] 877 33 | 50 297
(112} 75° 407 n [ 121613 173 13’. 83° 38
Ty |20 s [ | (R ST 13y | M e
(211) 770 297 fo | [ 32519] 55° 4 807 31
(1123 56° 09* r;n [ 20 1] | 124018’ 390 14/
[1171] (121) 73¢ 507 |l L9535 1] 159° 04 31e 41 33017
(211) | 330 19 re | [ 15 3] 38 38" 720 59/

grafica delle bande di Neumann e quindi anche tutti gli elementi che
differenziano queste ultime dalle linee di slittamento, nella Tabella 1
si riportano i dati interessanti la superficie esaminata del cristallo
Cohauila relativi alle famiglie di piani {112} che, come si & detto,
possono essere sia piani di slittamento che piani di geminazione.

In corrispondenza di ciascun piano della famiglia sono riportati:
— l'angolo « che questo forma con la superficie (5 7 10) del cri-
stallo;
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-~ gli indici che individuano la intersezione r; del piano in esame
con la superficie del cristallo;

— Vangolo § che la retta r; forma con la retta d avente indici
[551] ed intersezione del piano (110} con la superficie del cristallo;

— l'angolo v che la direzione [uvw] forma con la superficie del
cristallo;

— l'angolo & che la direzione [wvw] forma con la retta r;.

ESAME AL MICROSCOPIO OTTICO

E stato adoperato il microscopio fotografico Universale mod. «ZC»
Galileo e le fotografie riportate sono state eseguite con filtro verde
su lastre fotografiche Kodak 0.250 metallographic.

Nella Fig. 1 ¢ riportata la macroscopia per riflessione (12x ) del-
l'intera superficie esaminata ed a margine & stata disegnata a tratti
e punti la direzione della retta di riferimento d .

Oltre ai punti, numerosissimi, immagini di cristalli di schreiber-
site, inclusi nella matrice ed affioranti sulla superficie, si osservano
tra l'altro, ben nette, le due famiglie di linee r ed riz di cui la sgconda,
come diremo in seguito, & dovuta all’intersezione del piano {(211) con
la (57 10); la prima, che & riportata senza indice, costituisce la in-
tersezione, con la superficie del cristallo, del piano di sfaldatura (010).
Invero la riga classificata con r potrebbe rappresentare sia la inter-
sezione 1y che la intersezione ry; tali eventualitd perd sono da esclu-
dere per motivi che esporremo nelle conclusioni.

Nella Fig. 2 & riportata (77 x) l'immagine della zona delimitata
nella Fig. 1 dal rettangolo a lati continui ed in essa, oltre alle interse-
zioni r ed i, gia osservate nella Fig. 1, appaiono delle altre di cui due:
r: ed rs, dovute rispettivamente alle intersezioni dei piani (121} e (211)
con la superficie del cristallo, con caratteristiche diverse dalle r ed 71
in quanto apparentemente molto pitr sottili di entrambe e del tutto
prive di discontinuita che & invece caratteristica della ri.

Nella successiva Fig. 3, riproducente l'immagine (504x) della
rona limitata nella Fig. 2 dal rettangolo a lati continui, appare un
tipo di tale discontinuitd ed inoltre vengono messi in rilievo sia gli
effetti dovuti alla formazione di cristalli di schreibersite lungo la linea
ri2, che alcune caratteristiche della .

La famiglia di linee » presenta infatti la caratteristica di esten-
dersi sino alla r; solo da una parte, interrompendosi in genere in cor-
rispondenza del piano (211) oppure riprendendo qualche volta dal-
I'altra parte dopo una breve interruzione (cfr., anche Fig. 4).
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Nella Fig. 4 & riportata I'immagine (87 x ) della zona delimitata
nella Fig. 1 dal rettangolo a lati tratteggiati ed in essa, oltre alla riga
isolata 7 appena accennata nella Fig. 2 ed intersezione del piano (211)
con la superficie del cristallo, compaiono le famiglie di righe gia os-
servate r, ry ed rs, quest'ultime pilt addensate nella parte inferiore
dove pili chiaramente emergono i caratteri che differenziano la fa-
miglia di linee 7; dalla famiglia di righe r: esse non presentano in-
fatti interruzione nella interazione con le linee della famiglia r., si
estendono sia dall’'una che dall’altra parte con carattere di continuita;
spesso dall'una o dall'alira parte della ri qualche volta si sdoppiano
€, sempre in ogni caso, deformano la r;; assottigliandosi in corrispon-
denza della zona in cui vengono con questa in contatto.

La zona delimitata dal rettangolo con lati tratteggiati nella Fig. 4
viene riportata (504 ) nella Fig. 5 ed in questa vengono evidenziati
i caratteri sopra descritti della famiglia v .

Nelle Figg. 2, 3 ¢ 4 oltre alle linee gia citate, appaiono appena
visibili righe della famiglia rs, intersezione del piano (121) con la
superficie del cristallo ed una di queste interagisce con le righe della
famiglia r; nelle Figg. 4 ¢ 5 sono appena visibili linee ry, interse-
zione del piano (121) con la superficie (5 7 10).

Tutte le intersezioni citate, ad eccezione della r, appartengono
alla famiglia di piani {112} che, come si & detto, potrebbero essere
sia piani di slittamento che piani di geminazione.

Per ricercare gli elementi sufficienti ad una esatta classificazione,
abbiamo proceduto allo studio della superficie con micrografie a
raggi X.

MICROGRAFIE A RAGGI X E LORO POTERE RISOLUTIVO

Dispositivo sperimentale

E stata usata la camera per microscopia a diffrazione di ragei X
della Rigaku-Denki, progettata com'¢ noto da Zenij Nishiyama, Hi-
rishi Fuijta e Tetsuhiro Hayami dell'Universita di Osaka, la quale si
basa sul metodo di Berg?

Come sorgente ¢ stato adoperato il generatore microfuoco Hilger
Y 33-2-61236, fuoco lineare 0,1 x 6 mm, con anodo di Co: 35 KV,
4,5 mA, corrente di filamento 3,5 A; radiazione caratteristica: CoK,
filtrata con lamina di Fe, spessore 0,02 mm.

Lo schema ottico & riportato in Fig. 6: il fascio di raggi X pro-
veniente dal fuoco lineare f e convogliato da un tubo collimatore ci-

*'W. Brre, Z. Krist,, 89 (1934), 286; W. Bers, Naturwissenschaffen, 19 (1931), 391,
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lindrico della lunghezza di 18 cm, veniva limitato all’uscita da una
fenditura F regolabile in larghezza e diretta col suo asse longitudinale
normalmente al fuoco stesso in modo da ridurre l'altezza del fascio
alla ampiezza necessaria ad illuminare tutta la superficie in esame
(Fig. 6a); mediante rotazione intorno all'asse mm’ il cristallo € poteva
essere orientato in modo che Vintersezione j della sua superficie con
il piano riflettente (hkl) prescelio, risultasse parallela all’asse longi-
tudinale della fenditura e quindi ortogonale al fuoco lineare.

|

e i T o

I
|
| e
s e
b)
F16. 6

La lastra fotografica L, parallela alla superficie del campione C,
era solidale con questo ed entrambi potevano ruotare intorno all’asse
nn’, parallelo all'intersezione j innanzi detta (Fig. 65); una regolazione
fine permetteva di ricercare la condizione di Bragg con 'approssima-
zione di 1/500 di grado.

La superficie del campione era posta dall’'emulsione della lastra
fotografica e dal fuoco lineare del generatore rispettivamente alle di-
stanze di 4 mm e di 43,5 cm.

Un filtro di alluminio dello spessore di 0,15 mm era sovrapposto
all'emulsione della lastra per ridurre 'effetto dovuto alla fluorescenza
del campione, eccitata dalla radiazione incidente.
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Potere risolutivo

La micrografia ottenuta con i raggi X ha dimensioni che sono
dello stesso ordine di grandezza del campione; per poter studiare gli
eventuali difetti presentati dal pianoc riflettente (kkf) in prossimita
della superficie, occorre procedere ad un ingrandimento fotografico
che peré & limitato sia dal potere risolutivo del film che dalla geo-
metria del dispositivo adoperati.

A causa dei difetti si hanno variazioni di orientazione e della
distanza reticolare del piano (hkl) prescelto per cui ne varia da
punto a punto in prossimita della superficie esaminata il potere riflet-
tente di cui la micrografia costituisce una mappa topografca.

Le posizioni relative dei vari punti, linee e regioni sulla mappa
stessa saranno perd determinate a meno di una quantita g, il cui
inverso definisce il potere risolutivo topografico.

Dalle variazioni del potere riflettente & inoltre possibile risalire
alle variazioni angolari che presentano le diverse regioni tra loro, ma
i valori di queste variazioni saranno limitati da una quantita o il cui
inverso definisce il potere risolutivo angolare.

Le due grandezze ¢ e v sono state calcolate sia nella direzione i
dell'intersezione del piano di incidenza con la superficie del cristallo,
che nella direzione j, normale a tale intersezione.

a} Il potere risolutivo topografico nella direzione «i» del piano
d'incidenza dipende oltre che dalla dispersione causata dalla differenza
tra le lunghezze d'onda ks e k. anche dalle variazioni angolari tra le
diverse regioni della superficie del cristallo,

Consideriamo dapprima una superficie le cui regioni non sono af-
fette da variazioni angolari (Fig. 7).

Un punto P appartenente alla superficie AB del cristallo C dara
luogo a due immagini N e M corrispondenti alle intersezioni, sulla la-
stra L, dei due raggi incidenti A, ¢ ki, . La posizione di P sul cri-
stallo viene quindi definita sulla lastra con una indeterminazione g
eguale alla distanza NM,

Detta q la distanza del punto P da M, 8 e 6 + A0 gli angoli di
Bragg relativi rispettivamente alla radiazioni d«, e ke, per il piano
(hkl), = I'angolo che questo forma con la superficie del cristallo, te-
nuto conto che:

-

a=—
sen (= + 0)

dal triangolo mistilineo SNM, rettangolo in S, si ottiene:
sen (e + 0y sen (e + 8 + A D)

fi =
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da cui, per Ad « o 4 0:
— rag (1
sen? {o + )

Si supponga ora che il punto P appartenga alla linea di confine
tra due regioni W e Z di cui la seconda sia ruotata, intorno all’asse
parallelo alla direzione j passante per P e normale al piano della -

Fre. 7.

gura, di un angolo 4 «, per cui il piano cristallografico (hkl) formi
in tale regione con la superficie del cristallo I'angolo (Fig. 8):

' =a— A«

Il punto P in quanto appartenente al piano (hkl) della regione W
avra come corrispondenti sulla lastra L le intersezioni N e M dovute
ai raggi diffratti dw, ¢ )i, ; in quanto appartenente allo stesso pianc
(hkly della regione Z avra invece come corrispondenti sulla lastra i
punti T ed R.

La posizione del punto P del cristallo, e quindi di tutti i punti

del tratto PB rispetto a quelli del tratto AP, sara determinata sulla
lastra a meno del tratto NR = Ci -

25
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Di conseguenza la (1) diventa:

e =

_r(A0 4 Aa) (2)
sen® (« + 8)

La (2) ¢ valida nell'ipotesi che A « risulti minore dell'angolo ¢
sotto cui dai punti della superficie del cristallo viene vista la dimen-
sione longitudinale del filamento nel piano di incidenza, perché, in
caso contrario, viene a mancare una delle coppie di punti T, R o N, M.

Fic. 8.

Ottenuta quindi Uimmagine della superficie del cristallo sulla la-
stra, le posizioni deil vari punti possono essere determinate a meno
del tratto g dato dalla (2) se si conoscono e variazioni angolari A «
delle regioni alle quali appartengono i punti stessi oppure, in man-
canza di valori per A «, dalla stessa sostituendo a A « il valore mas-
simo ¢ per il quale si otterrebbe ancora riflessione della regione di-
storta, La grandezza g sara compresa quindi tra i valori limiti:

_ T”__\e — =@ < T‘('L\ ei(‘b), (3)
sen® (a + ©) sen® (« + 9)

b) Il potere risolutivo angolare nella direzione « i » del piano d'in-
cidenza & determinato ancora dalla dispersione causata dalla differenza
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tra le lunghezze d'onda X, e ki, e dall'angolo ¢ di cui sopra; di
conseguenza i diversi punti della lastra che presentano lo stesso an-
nerimento non corrispondono necessariamente a punti della superficie
del cristallo nel cui intorno il piano riflettente forma con questa sem-
pre lo stesso angolo o. Quelle regioni del campione che presentano
variazioni angolari A« per le quali & Ao + A0 =< ¢ non vengono
infatti differenziate tra loro sulla lastra.

11 valore A« letto, sarad determinato quindi a meno dell’angolo
w; dato da:

;= (;J + AB

¢) Il potere risolutivo topografico nella direzione « j » normale al
piano d'incidenza ¢ determinato (Fig. 9):

1) dalla dimensione trasversale ¢ della linea focale f in direzione
normale al piano d’incidenza;

2) dalla distanza ! della superficie del campione C dalla finea
focale;

3) dalla distanza r della superficie del campione dalla lastra L.

Si consideri, come nel caso a), dapprima una superficie del cri-
stallo non affetta da variazioni angolari; un punto P del campione
sara colpito, praticamente sotto lo stesso angolo di Bragg, da un fa-
scio di raggi incidenti con apertura e, angolo sotto cui dal punto P
viene vista la dimensione trasversale ¢ della linea focale (Fig. 9b).

Al-fascio --predet-to- corrisponde-un-fascio- dlragg1 Tiflegsi oyt

stessa apertura & cosicché, sulla lastra, al punto P della superficie

del cristallo corrispondera il segmento ST.
Posto g = ST e poiché:

£ = 77L e a4 — }',,7, .
I sen (8 + o)
risulta:
iLr
= E e = —— e 4
i I-sen(d + o) (4)

Se le due sezioni W e Z del campione C sono ruotate 'una ri-
spetto all'altra intorno alla direzione i di un angolo &, entrambe po-
tranno riflettere se:

<=

ed in tal caso il potere risolutivo topografico nella direzione j & an-
cora dato dall'inverso della (4).
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d) Il potere risolutivo angolare nella direzione «j », normale al
piano d'incidenza dipende ancora dell’'angolo .

Se le due regioni del cristallo W e Z sono ruotate ['una rispetto
all’altra intorno alla direzione i dell’angolo &, nel caso che sia & <,
entrambe le regioni rifletteranno contemporaneamente e quindi non
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—————
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b)

F16. 9.

saranno differenziate tra di loro. Il valore & sard determinato a meno

deil’angolo:
w; =&

Nelle Figg. 10, 11 e 12 sono riportate a destra le micrografie a
raggi X ottenute rispettivamente per riflessione sui piano (011), (112)
e (211); alla sinistra sono riprodotte nella stessa scala le macrografie
di cui alla Fig. 1 e, per rendere pia immediato il confronto topogra-
fico, queste ultime, nella stampa, sono ribaltate.

FE stata usata pellicola cinematografica « Ferrania » positiva a
grana fina 14 din ed i tempi di posa per le micrografie riportate sono
rispettivamente: 21, 10, 10 ore; il potere risolvente della pellicola ado-
perata & risultato dell’ordine di grandezza di 100 tratti per mm. L'uso
di lastre fotografiche ad alta risoluzione (Kodak M-R plates) avrebbe
comportato, in base a tentativi fatti, tempi di posa per lo meno dieci
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volte superiori il che & stato considerato inutile ai fini della presente
ricerca,

Sulle macrografie ottiche sono state segnate le intersezioni i e j
rispettivamente del piano di incidenza e del piano normale al piano
d'incidenza con la superficie del cristallo; il verso riportato sulla di-
rezione { da la posizione del fascio di raggi X incidenti relativo alla
superficie esaminata,

Nella Tab, TI che segue sono riportati, in corrispondenza di cia-
scuna figura, i piani riflettenti ed i valori delle grandezze ¢ ed w mi-
surate sulla lastra.

TasgLra 11
Figura {hki) min. @i — n;g:c { o; ! [OF;
| .
10 (017) Tuo | 10p 08 | 1p 1 0,010
11 (112) 1y ‘ 671 0,94° 1p 0,01°
H
12 (211) 1ty ‘ 67 0,04 ‘ 1w J 0,01¢
; |
CONCLUSIONE

Le micrografie a raggi X presentano, rispetto.alle MACTOErafie. Otr e

tiche, I'inconveniente di un potere risolutivo notevolmente piti basso
per cui, ad esempio, sulle lastre ottenute con il primo metodo non &
possibile localizzare la posizione dei cristallini di schreibersite evi-
denti, invece, sulle lastre ottenute col secondo metodo a parita di in-
grandimento (cfr. Figg. 10, 11 e 12 con Fig. 1).

Cio malgrado, la micrografia a raggi X costituisce uno strumento
indispensabile per una completa ed esatta interpretazione delle lastre
ottenute sia con la macrografia ottica che con la microscopia elettro-
nica, infatti solo con la micrografia a raggi X & possibile:

a) classificare le righe osservate al microscopio ottico in righe
di slittamento e righe di Neumann:

b} determinare per ciascuna riga di Neumann: gli indici del
piano di geminazione, I'angolo che questo forma con la superficie del
cristallo, la direzione di spostamento e gli indici del piano di taglio;

c} stabilire la successione, nel tempo, degli eventi che hanno
prodotto le diverse deformazioni plastiche e dare indicazioni sullo
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spessore di ciascuna delle lamelle di geminazione appartenente ad
uno stesso sistema;

d) determinare, attraverso le variazioni del potere riflettente
da punto a punto della superficie del cristallo, le eventuali variazioni
angolari tra i diversi elementi del reticolo;

e) determinare la struttura del reticolo nelle bande di gemi-
nazione.

a) Nelle macrografie ottiche (cfr. Figg. da 1 a 5) della superficie
del cristallo (12x) e di altre relative a porzioni di essa (77 x), (87x) e
(504 % ) compaiono in tutto sette righe classificate come ry, 75, 16, 75, 7o,
ri ed r; di queste le 1, 75, rs sono righe isolate che compaiono soclo
in alcune macrografie ottiche (Figg. 2, 3, 4), mentre le altre com-
paiono in tutte le macrografie ottiche (Figg. 2, 3, 4 e 5) ad eccezione
della Fig. 1 (12 x) nelle quali compaiono solo le » e rp.

Passando all’'esame delle micrografiec a raggi X riportate nelle
Figg. 10, 11 e 12 risulta che appaiono piti numerose ed appariscenti
tre delle famiglie di righe osservate al microscopio ottico: ry, 7, ¥
e che 1 caratteri delle righe stesse dipendono dalla scelta del piano
riflettente.

Non compaiono invece le righe classificate r;, rs, r+ qualunque sia
il piano riflettente adoperato; non vi & quindi alcun dubbio sulla na-
tura di queste tre righe: esse sono dovute rispettivamente a slitta-
mento dei piani (121), (121), (211) nelle direzioni indicate nella Tab. T
e sono dovute a cause preesistenti a quelle che hanno generato le
altre famiglie di righe. Infatti ad esempio la famiglia 7 non mostra
al microscopio ottico spostamento alcuno nella direzione di ciascuna
di queste righe cosa che si dovrebbe invece registrare qualora la for-
mazione dei tre slittamenti citati fosse successiva.

Sulle micrografie a raggi X vengono evidenziate anche abrasioni
accidentali prodotte dalla pulitura meccanica che qualche volta ap-
paiono sotto forma di righe comunque orientate che interessano an-
che tutta la superficie del campione (gruppo ¢ e d delle Figg. 10 e 11).
Alcune di queste, data la loro posizione, potrebbero essere, in qualche
caso, classificate erroneamente con linee di slip o Neumann; la pos-
sibilita di tale equivoco ¢ frequente specie quando la superficie esa-
minata ¢ generica; con una successiva ed accurata lucidatura pero
esse, se di natura accidentale, scompaiono del tutto o per lo meno
si attenuano di molto.

b) Le righe osservate sulla superficie in esame e comuni ai due
mezzi di indagine si riducono quindi a quelle classificate come 74, 73,
7, dovute a bande di geminazione in quanto chiaramente visibili sulle
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micrografiec a raggi X anche su superfici lucidate ed attaccate chimi-
camente, contrariamente a quello che dovrebbe verificarsi nell’ipotesi
di slip.

La famiglia r,, dovuta ad intersezione de! piano (211) con la su-
perficie del cristallo ha direzione comune con la famiglia r; generata
invece dalla intersezione del piano (112) con la superficie stessa (Tab. T)

Le considerazioni che seguono ci hanno condotti alla conclusione
che esse appartengono alla prima famiglia; nell’ipotesi infatti che fos-
sero dovute a bande di geminazione, nella riflessione del piano a cui
appartengono, devono riflettere e quindi non sono evidenziabili ri-
spetto alla matrice poiché tale piano, in quanto parallelo alla giun-
zione nella zona geminata, non & ruotato rispetto alla matrice.

I piani riflettenti relativi alle micrografie a raggi X riportate nclle
Fige. 11 e 12 sono rispettivamente proprio i piani (112) e (211).
Nella Fig. 12 (piano riflettente (211)) le righe in esame sono eviden-
ziate sclamente nelle zone in cui interagiscono con quelle delle fa-
miglie rs ¢ 3 ¢ non nelle zone comprese tra due successive di cia-
scuna delle due famiglie citate e cid a differenza di quanto accade
nella Fig. 11 (piano riflettente (112)); nella posizione indicata nella
Fig. 12 il piano riflettente ha, sia nella matrice che nella parte ge-
minata, la stessa glacitura.

Le famiglie 15 e r; sono rispettivamente dovute, senza alcuna pos-
sibilita di equivoci (v. Tab. I}, alle intersezioni con la superficie del
cristallo dei piani (211) e (121).

Intersezioni, con la superficie del cristallo, ry e 1y & successiva alla for-
mazione delle bande di geminazione che determinano sulla superficie
del cristallo le righe 712,

Appare infatti evidente dalla Fig. 5 che in corrispondenza delle
intersezioni delle righe s con le r; si ha una deformazione di queste
ultime.

Le deformazioni delle righe ry, visibili nella Fig, 3, sono pene-
rate in corrispondenza delle intersezioni con le righe 7; al contrario
di quanto accade nella Fig. 5, nella Fig. 3 le righe r: non sono ben
visibili perché sia la giunzione di geminazione (121) che la direzione
di spostamento [111] risultano quasi normali alla superficie studiata,

Dall’esame degli spostamenti relativi delle linee rp, dovuti alle
intersezioni con le linee s e rs, si pud stabilire che gli sforzi che
hanno generato tali spostamenti ed agenti rispettivamente nelle dire-
zioni [111] e [1111, hanno il verso indicato in Fig. 13 per cui 'angolo

— -~
tra i due vettori di Burgers #, e £, & di 109° 28’, L'esistenza ormai ac-
certata dei due piani di geminazione (211} e (121) nelle direzioni e nel
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verso indicati nella Fig. 13 lascia supporre che la causa che ha prodotto
tali bande di geminazione sia stata comune ed agente nella direzione

[001], coincidente con la direzione ed il verso del vettore 7 di Burgers,
somma dei due vettori componenti.

In tale ordine di idee, questa causa comune, oltre ad aver gene-
rato le geminazioni di cui sopra, avrebbe potuto provocare anche degli

E{ool]
s ~
- ~ -t

~ -

\\\
[1] N

pieno {110)

slittamenti e quindi delle dislocazioni nelle stesse direzioni; senonché
I'energia necessaria per produrre una dislocazione &, com’® noto, al-
I'incirca proporzionale al quadrato del suo vettore di Burgers. Nel
nostro caso, detto: g lo spigolo del cubo, &:

v3
Hh=16=_.7"4a
T
ed inoltre

t=a

Quindi le corrispondenti energie sono proporzionali a: e a
B geda,
4

Poiché l'energia totale per produrre le due dislocazioni risulta

maggiore dell’energia o nclla direzione [001] del vettore t & ovvio
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concludere che la dislocazione [001] deve essere quella stabile e non
pud dividersi nelle [111] e [111] dei due vettori di Burgers com-
ponenti dando luogo in tali direzioni a degli slittamenti.

E proprio il caso delle cosiddette « grandi dislocazioni » stabili,
nel cubico centrato, studiate da Frank ed esposte in una sua comuni-
cazione privata®,

Tra tutti i piani appartenenti alla direzione [001] quelli a piu
basso indice e quindi con minima energia appartengono alla famiglia
{100}, piani di sfaldatura dei cristalli cubici a corpo centrato.

Non si ¢ avuta una formazione di frammenti in quanto gli slit-
tamenti si arrestano a causa di irregolarita o di impurezze formando
delle dislocazioni a cuneo le cui linee sono normali alle direzioni [001].

E da osservare che cause delle linee di dislocazione sono da im-
putare sia alle deformazioni plastiche preesistenti, ad esempioc piani
di scorrimento (211) e (211), che alla particolare morfologia dei cri-
stallini di schreibersite, messa in evidenza da P. G. Orsini?, in quanto
questi cristallini di fosfuro precipitato si presentano come aghi con
I'asse longitudinale disposto proprio secondo una delle tre direzioni
ortogonali tra loro, coincidente con uno degli spigoli del cubo della
fase kamacite ospite, oppure infine altre irregolarita di natura ac-
cidentale,

Le righe r sono quindi intersezioni con la superficie del cristallo

della superficie di slittamento (010) individuata dal vettore _; nella

o
direzione {001] di Burgers e dalla linea di dislocazione normale a 1.
Esse sono osservabili soltanto al microscopio ottico e, come si & gia
detto, non alle micrografie a raggi X.

d) Variazioni angolari tra i diversi elementi del reticolo in pros-
simita della superficie del cristallo non sono evidenziabili con macro-
grafie ottiche a qualunque ingrandimento ed invece appaiono evidenti
nelle micrografie a raggi X riportate nelle figure anzidette nelle quali
tra punto e punto appaiono in numerose zone notevoli variazioni del
potere riflettente,

In particolare: una irregolaritd del reticolo cristallino avente la
forma di una fenditura orientata quasi parallelamente alle dimen-
sioni maggiori del frammento di meteorite appare in alto a destra
(zona a Fig. 10) in tutte le micrografie a raggi X riportate ed in
altre non riportate; essa perd non viene evidenziata al microscopio
ottico in nessuna condizione di illuminamento e per qualsiasi valore
dell'ingrandimento.

* W. T. Rean Ir., Dislocations in erysials, Mc Graw-Hill Book Cy, New York, 1953.
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L'aspetto della irregolarita a e di altre (ad es. il gruppo » della
Fig. 10) cambia con il mutare della scelta del piano ritlettente. Come
vedremo in una nota successiva, cid si verifica quando il reticolo cri-
stallino compreso in ciascuna delle zone perturbate & ruotato rispetto
al reticolo cristallino della matrice di un angolo minore dell’angolo
¢ sotto il quale, dalla zona perturbata, & vista la dimensione longi-
tudinale del filamento,

Anche altre eventuali variazioni angolari tra i diversi elementi
della superficie del cristallo e lo studio della struttura del reticolo
nelle bande di geminazione atiraverso la micrografia a raggi X ver-
ranno riportati in una nota successiva.




Sul problema esterno di Dirichlet
per i sistemi ellittici

Nota di ANGELO ALVINO
presentata dal socio ordinario CarnLo MIRANDA

{Adunanza del 16 movembre 1974}

Rrassunte. — In guesto lavore viene dimostrato un tcorema di esistenza e un
teorema di unicita per il problema di Dirichiet in an dominio non limitato Q, com-
plementare di un cempatto di R,

SumMary. — In this paper we prove an exisience Theorem and an unicity Theorem
for the problem in the title.

In questa nota si studia il problema di Dirichlet per un sistema
di equazioni ellittico, in forma debole, in un dominio non limitato
Q, complementare di un compatto di R”. 1 risultati, che qui si otten-
gono, estendono al caso dei sistemi, con tecniche simili, analoghi
risultati ottenuti da S. MaTarasso, in [6] e [7], per le equazioni ellit-
tiche. Tale estensione & inoltre resa possibile dai risultati ottenuti
da A. Canrora, [4], il quale ha dimostrato per i sistemi il teorema
del massimo modulo, che era stato ottenuto per le equazioni da
C. Miranpa [8] e S, Acmon [1].

Tale nota si divide in 5 numeri; nel n. 1 sono elencate le prin-
cipali notazioni, inoltre viene enunciato il problema e sono indicate
le ipotesi sotto cui tale problema verra risolto; il n. 2 contiene alcuni
lemmi preliminari sui sistemi a coefficienti costanti ¢ con sola parte
dominante; nel n. 3 viene dimostrato un lemma di regolarita per
soluzioni di sisterni in forma debole e a coeflicienti variabili, nonché
una sua semplice conseguenza; nel n. 4 vengono dimostrate alcune
maggiorazioni a priori per le soluzioni del sistema in una famiglia
di domini limitati invadenti ©: le costanti che vi compaiono risul-
tano indipendenti dai diametri di tali domini; tali maggiorazioni
permettono, nel n. 5, di giungere ad un teorema di esistenza in Q;
tale numero si conclude con un teorema di unicitd la cui dimostra-
zione ¢ basata su un lemma di crescenza contenuto in [9].




Sul problema esterno di Dirichlet per i sistemi ellittici 399

1. - NoOTAZIONT E TPOTESI |,

Sia R" lo spazio euclideo a n dimensioni; con le lettere «, §, ...
indicheremo nel seguito vettori numerici di ordine n a componenti

interi non negativi: se e == (etr, ..., %) e = (3, ..., fu), poniamo
Scf,] = E Gy
o = 13 & o =< [Z]l,' Vl
e<feu=<i e Fila<h
Posto d. = J sia:
! ax,:
4=(3.,...,9), D=la, o g= O
1 d,... 3/

Sia T un dominio limitato di R" & u{x) una funzione reale defi-
nita in T; se u € C*(T) poniamo:

[u]Z:lE max | 0% u | O<k<h;
a|=k T

se u€C*(T) com 0<CA <1

" .
[u]ﬁ'p;-:- [ -IE—JI a° M'IL g
dove il simbolo | - I: indica il coefhiciente di Holder relativo all’espo-

nente A e al dominio T.
Se u appartiene allo spazio di Sobolev H"(T), poniamo:

!u]Z = { by fa"uildx],2 0<k=h;
T

|| =k
diremo infine che u € H®¥{T) sc u € H*(T) ed inoltre &

b
T 1
jul, = sup p* E f | 8w P dx| << 4oo,
YW g ET ] =

!
s T (., 5)

dove T (x., e} & l'intorno sferico di x, di raggio ¢.

T

! Per tutte le notazioni non esplicitamente definite, ci riferiamo a (2] e [10].
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Sia (51, ..., sy) una N-pla di interi positivi; poniamo

$ = max $; m =2 s;.
: )

i
D'ora innanzi con @ intenderemo un aperto di R", di classe
AS™Y complementare di un compatto; supporremo che tale com-
patto contenga l'origine nel suo interno.
Siano # e t due vettori di ordine N, le cui componenti siano,
rispettivamente, funzioni u; € H:or: () e 1; € C,~(Q); consideriamo la

forma bilineare

RN

N ! l‘A}- s
Blrul = ¥ I X% (MI)M[ a’ (x) 9*7 8w dx.
i j=1]a|=0{8]|=0 v af

Posto

I 4=

Flufl =

i=1

Jll (—l)i“if(ff“ + 7% 0w dx
n|=9

e assegnate su 8 Q le funzioni {¢u} (G =1,...,N; b =0, ..., 5,—1),
il problema di Dirichlet in £ consiste nel trovare un vettore u = (u;),
con u; € H;;C ()NCy-1(Q), 11 quale soddishi 'equazione

(1.1) B[z, u] =F[r{] Vot () € [Com (@)Y

e le condizioni al contorno (con o € C5 12 (d Q)

, lb .
(1'1) iir:l = b b= 0, ey S,’*l ,

essendo 17 la normale esterna a o Q.
La forma B[ -, ] & supposia uniformemente fortemente ellit-
tica, volendo significare con cid che, posto

We(x; D) = X (—iyi*voa,, (x) D
o+ Ipl =
—S’, SL‘

deve esistere una costante ¢ > 0, tale che, V x € T, per ogni vetiore
complesso (7, ..., 7n) e per ogni vettore reale &, risulti:

25, I i EZ .

(1.2) Re (I3 (x; £) W) = c S|k
i, i=1
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Le funzioni a”r (x) sono supposte reali, misurabili e soddisfacenti
afh

quasi ovunque alla seguente condizione:

(1.3) a:B (x) = O (] x [rtiel+i8] 55y con v<1;

inoltre, per

al=s¢e || =s, a’ (x) & continua in Q e convergente
.
all’infinito. Poniamo

vispts e[|

M= X X supla’ (x)] |x
P S afl

Supponiamo che esistano N numeri reali 8, con 8, < 1, e una

=5

(14)y X [ 2l dy + X J (d"1)Ydx = ¢ Bz 1]
i flal=s .
£ 2

con ¢ indipendente dai diametri dei supporti delle «;.
Posto 4 d (x) = dist (x; 9 Q), sia

G={x€Q . 4d(x)<8)

con &> 0 tanto piccolo da poter rappresentare & su di una striscia.

abbia:

fo(x) = 0 x )
(1.5)
7;"{,1:):0(({(1’)7“1'”"|'H_>')) ; ...... < ) <21

dove, posto i = min [s, (¥ ~ 0,)] e indicata con @ una costante posi-
tiva, ¢ !

. ; n 1"
S=min | ¥ ||lal — s — - Wl —s)— - i
X [ i ( 5 ) 5

in pitt & supp. £ € Q.
Posto C(x., 1) = @ N T {x., ) esistono due costanti ¢ e h,, tali
che, in C(x., h|x, "), per i = h,, si ha:

(1.6) C v =l =g x

26
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Ancora, per le ipotesi fatte sui coefficienti dei termini di grado
massimo, fissato comunque k >0, per ogni &> 0, esiste un . (che
possiamo supporre minore di £/2 e ho/k) tale che, in C(x,, k1| x. ")
con 0<% = 7., l'oscillazione di ogni a’ (x), con |a|=sie|[B] =5,
¢ inferiore ad e. '

Infine poniamo:

Ri,.\'u,n,t‘: = z sup | fl'a (x) ‘

loa|=i A(.toj-q}

Mirs= 2 sup|f{x)|

la| =t @(R)

s
i

M;=2 2 (sup|f(x)| + sup | o (x) | d ey leletny
Ple]=00 Q,
5
Toz}{,'r] = MS -+ }.. ‘\— SUP Exn ‘Y(S.F("_Jl)-*-GRf,.v i +
Poh=t e E Qe — . :
s

L
.
+ %L RIS Mg,

dove si & posto:

Te={xER" x| = R}; Ak, )= Clx, k| x);

@(R) = ER — EIR, QR = QHLR; "—\‘R (.xg,'.']) == '_\(xc,,‘.q)ﬂQR .
3
Avvertiamo che, nel n. 4, spesso, nell’'ambito di una stessa dimo-
strazione, indicheremo con il medesimo simbolo K costanti general-
mente differenti, dipendenti, oltre che dalle quantita esplicitamente
indicate, da s, X, ¢, ¢, k, ¢, v, &, ma indipendenti da R.

2. - SISTEMI A COEFFICIENTI COSTANTI.

Detto T un deminio limitato, sia

B.[tr,ul =% £ % oa” J 1 0% uy dx

—_ — 4
iilal=s, [#]=s, P

una forma bilineare fortemente ellittica, a coeflicienti costanti, do-
tata solo dei termini di ordine massimo; consideriamo l'equazione:

s

(21)  Bolnul =X J g de = (%, g) V1= (1) € [Co(TH]V.

T
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Si dimostra, sfruttando la (1.2), che esiste una costante ¢, > 0,
tale che

N 2
(2.2) B, [u, u] = ¢ [ El | oy !T)

!

per ogni w == (u;) con w; € H. (T).

Tnoltre, se si suppone g € H%(T), per un risultate di L. Niren-
berg [12], una soluzione di (2.1) ¢ soluzione del sistema:

tez

(2.3) S 00 (A) u; = g i=1,..., N,
i=1

1

dove

£9(8) = 2 z a:‘D ders

fa|=s ipi=s
Sussiste il seguente lemma:

Lemma 2.1, Siano Ty, I'v e I tre ipersfere concentriche, rispettiva-
menle di raggi p, kg, R (sia 1<k <<R/p); per ogni e > 0 esiste una
costante K dipendente da e, k e dal massimo modulo dei coefficienti,
in modo tale che, per ogni soluzione wu == (w;), con u; € H%(T), di
{2.1) in T, &:

Il =gyt
1 ST 1 i

+ K {\— LR S PR } :
] i sy

Abbiamo gia osservato che u & soluzione del sistema {2.3): in
seguito alla trasformazione x = g X, otieniamo:

(2.3) SO (gha) = ¢t
I

dove @ = u;(p%) e g = g:(¢%). Se I: e Ty sono le ipersfere, di ragei
1 e k, in cui vengono trasformate le Iy e T, si ottiene, applicando il
lemma 5.2 di [11] alla soluzione (z°~%4;) di (2.5):

s+s5,—1
= — = i -
w s—s. .~ |F Ay +5 5 1 AN y s—s 3 1
"‘[P 11:[}‘\_15_ EK{“ Ps S,gliix +,_, s ‘p ,umt}l
i ] i 1

5=, . fr
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Ritornando alla variabile x e ricordando che (cfr. (1.11) di [8]),
se v € H*(A) con A =TNTF (x, ), si ha, per ogni ¢ > 0:

(26)  flvl, =cetlvl, + K@ |vl k=0,... h—1,

si ottienc facilmente la (2.4).

In modo analogo, facendo intervenire il lemma 3.2 di {11], si ha:

LEMMa 2.2, Siano Ci, Cr e C le tre porzioni di Ty, Tw e T' che, rispetio
ad un iperpiano w, si trovano dalla stessa parte; per ogni >0
esiste una costante K, dipendente da =, &, e dal massimo modulo dei
coefficienti, tale che, per ogni soluzione u==(u;) di (2.1) in C, con
w; € H S (C) e avente derivate nulle fino a quelle di ordine s; — 1
st ), riesce:

<

(2.7) ¢* Il | = eIy !Qi +
‘ - .

i Ui

. I Py c
PR el sl |
1 : i

i

Consideriamo adesso l'equazione:

2

(2.8) Bo[r,ul =X f@"‘f T g% dx
T

dove & 0 < || < 5. Sussiste il seguente lemma:

LemMMA 2.3, Siano Ci, Cy e C le porzioni, rispettivamente, di I, T
¢ T, che, rispetio ad wuna ipersuperficie v, si trovano dalla stessa
parte; per ogni € >0 esiste una costante K, dipendente da =, k e
dal massimo modulo dei coefficienti, tale che, se w=(u;) & solu-
zione di (2.8) per ogni <= (x)E[C,~ (C)IN, con w; © HS (C)NCH 1 (C)
e nulla su v insieme a tutie le sue derivate fino a quelle di ordine
s5p—1, e se g~ € 1L2(C), si ha:

29 Mluls = |wls +
i & i

! ! I

+ K {ﬁp‘.— la"wgiuflsﬁ 4 Pm-nw;z L [u:j]fk . } .
i i oo

Accenneremo solo brevemente alla dimostrazione in quanto essa
& simile a quella del lemma 5.5 di [8].
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Se x, & il centro di T, consideriamo la funziene:

xx, = kp
,

J = (K’ ¢® — xx.y se
Xxo > kp

¢ (x)
o l =0 se

il veltore v=Cu & in H. (C) x ... x HA(0).

Si ha, per || = s e |[3]=s:

(g e) (g wy) = (P uy) % wty + 0" (X Avd g0 vg) +
T B

+ P {E (BP0 + CCPu ) +
o

< fh

+ ¥ YOAM 0 9t atT g

s v B

Av, B, (P A% essendo costantl opportunc; ricordando che

"¢ = 0((ko)*~1"1) si ha:
' Blv,v]| = |B[¢wu,ull +

g B C
z S 5;'@|u;[4*)}.
i Pt

<5+,

+ K {i (e

Essendo:

Blclu, u] = L fa"; () g d,
U

con facili calcoli si ottiene, per ogni & > 0:

{2.10) (Blv, v]| = 2 X (6" u f_“ P o
'1' i
I . Iyl Lo C;_- 7 ~SI?! ¢ | (-k 3 1
+ Ke) T il fga P+ 2 D@ ]y
1 i : j p=t ! J

Poiché in G & g = ¢ (/2 — 1), sl ha:

5,.-1
: o 9 e C . - . C
i“f|\rl < o 2 (kz o 1) g ij.{ + K { » o 25 Pzwn ,\[]L’!IIPL }

!
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e quindi, per Ia (2.10) e la (2.2) scritta per v, si ottiene:

(2.11) Ly |CI < el \u,-[(:" +
i o i Tr

c .vj—l c

LI p”“;iu,-*}.

a i p=0 ¥

+ K {L p‘;‘f“‘.—| fgf"s

C, c, . . )
Essendo ¢ % |u;|, = 0 (gh 11 [1,1,-]5;21'l ), in quanto u; ha dati nulli

su v, si ottiene la (2.9).
In modo analogo si dimostra:

LeMma 2.4. Per ogni =>> 0 esiste una costanie K, dipendente da e,
k e dal massimo modulo dei coefficienti, tale che, se u={u;) & solu-
gione di (2.8) in T, con u; CHY(T)NCY Y, e se g& € L), é:

(2.12) Sl [ o=
i 5

~ b4

| u; lfﬂ* +

+ K {E gimlal L ga | gt S [a] .k} '
. o i s=b

i

Le funzioni z; = w; — P;, dove P; & il polinomio osculatore di
di punto iniziale x, e di grado s; — 1, danno Iuogo ad una soluzione
della (2.8): si ottiene allora la (2.11) con z; al posto di u;; z; & nulla
con le sue derivate fino a quelle di ordine s; -~ 1 in x,: da ¢ido con
considerazioni analoghe a quelle del lemma precedente, si perviene
all’assérto.

OsSERVAZIONE. Se, invece della (2.8), consideriamo la pili generale
equazione

Bo [z, 0] = Flx gl Y
dove

Flt,g]l =% X fa'” T gl dx,

Pofm =0,

risultati analoghi ai lemmi 2.3 ¢ 2.4 continuano a sussistere: basta
sostituire, nelle (2.9) e (2.12), al termine X% 14| g |, una somma

di termini dello stesso tipo relativi alle diverse gf.

3. - UN LEMMA DI REGOLARITA.

Consideriamo l'equazione a coefficienti variabili, nel dominio [i-
mitato T:

(3.1) Bl ul =(t,8) YV 2 € [C (TH]Y.
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Sussiste il seguente lemma:

LemMa 3.1. Sia A un dominio contenuto in T € A%+ Y 4l quale o
sia interno a T oppure abbia in comune con 38 T una ipersuperficie 7.
Sia w= (w;), con w; CH%(A), una soluzione della {3.1} in A, con
g € HP=*"; supponiamo che, nel caso in cui dANITZ ¢, u; sia
approssimabile in T (1), essendo 1 un intorno di v su A, mediante
funzioni di classe C,” {A). Se a;ﬁ ECri +7, essendo p:" =max[s—s,lall,
allora, per ogni dominio B < A che abbia distanza positiva d da
dA — v, st ha che u; C H ™57 (B) ed inoltre

sts. +

(32) ¥ ¥
{ =0

i h=

s
B . A ' A . A
| < K 42w | +X|gl  +Xlal
i j 7] i R i FoE
dove K & una costante che, tna volta fissato un limite inferiore per

d, dipende dai massimi moduli delle derivate delle a“é (x) fino a quelle
di ordine o] + .

Diamo solo una traccia della dimostrazione, in quanto simile a
quella del lemma 8.1 di [8].

Cominciamo col supporre r = 0 e w; € H*"% (B;), dove B; ¢ tale
che

BCBI——(BB]_Y)CB1CA—(8A7'}/)

e inoltre la. distanza di .0 B:. — .y da. B sia maggiore di. d/2. ..o

Sia T; linsieme di punti di T aventi da 9 T distanza non supe-
riore a p; se p & sufficientemente piceolo, per ogni x € T; ¢ definito in
modo univoco il punto di 9T avente distanza minima da x: dette
E, ..., i le coordinate di tale punto in una rappresentazione locale
di 9T e posto & — 4d(x), viene ad essere definita una trasforma-
zione C¥*! — differenziabili £ = £ (x), la quale trasforma localmente
T; in un dominio del semispazio &, > 0.

Se x, € Ty N{Bi—(dBi—v}} sia C:=TNI(x, ) e C=TNT{x,, ke),
con g <p c tale che Cc C < By — (9 B1 — 7). La trasformazione
E = £(x) muta C, e C; in due domini C, e Ci del semispazio £, = 0:
si pud dimostrare (cfr. (8.5) di {8]) che per un opportuno valore di
k = 2, esiste una costante u tale che, posto, con & — £ (x.),

Cl' i C,L- N T(E‘,, ;Lp) Cz’ = (_:k N F(&n, 2 p,p)
si abbia:

(3.3) Gocorct G
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Si osservi che w = (u;) & soluzione del sistema

5,
H

(34) Yfi[u]=% ¥ I Fal ()du) =g i=1 .. N
!

i lal=0 fa]=0

e che, in seguito alla trasformazione £ = £ (x), tale sistema diventa:

(3.4y 0[] = ¥ 3'&:}'55&,- —_ i=1 ..., N,
i IR 4

ove & indica derivazione rispetlo alla variabile £; i coefficienti d”a
> £

sono continui: di pit, per {&] = s + s, a', che risulta combina-
zione dei soli @’ con [a|=s e |f]=s, & di classe C.
s I

Scriviamo il sistema (3.4) sotto la forma:

( . cfé’t&aém}v( Y@l - al ) @ u} -

i IS‘:SI,-I-Sj \P;|:s:.—+sj

-

[5]=0

—

L |
i f‘ i = _ -
— X [ Loald u,—) + g

Applicando il lemma 2.2 si ottiene:

S - o)X a |t
ot la | o= gl o kp) g+
i B B

“ Liooh

&.45 -1
T R O 0 T s 2 )
+k{‘~§uf R A R T T }
i - s :

(3.5) 2R AN = lhie + )ty ff*‘ +
' i i ]

+ ke {Xluf gl }
; o T N
Una formula analoga alla {3.5) sussiste, ovviamente, quando
Xo €2 T; : basta infatti applicare il ragionamento precedente, con il
lemma 2.1 in luogo del lemma 2.2, dircttamente al sistema (3.4). Per

ogni x, € B, — (@B — v), un Ct, di centro x,, pud essere ricaperto




Sul problema esterno di Dirichlef per i sistemi ellittici 409

da un numero hnito v, indipendente da x,, di C, aventi centro in Cy:
¢i ha allora:

il C ’ -, C
x,€ Bi— (@B, —) Py REB—@B—y) A F

da quest’ultima formula e dalla (3.5) si ricava
S ICI T S ST
f g .\" ; t i 5 .\!

e quindi la (3.2), essendo B ricopribile mediante un numero finito
di C,.

Bisogna ora far vederc che u; € H "% (B:). Consideriamo una suc-
cessione di operatori é;:[ - 1, 1 cuti coeflicienti siano polinomi, a;"ﬂ(x; k),
convergenti in CI*!' (T} ad a; (x); sia, inoltre, {g/'} una successione di
polinomi convergente a g in L*(T). Per un risultato di L. Nirenberg
[12], se ¢ & suflicientemente piccolo, esisle, in ogni Ci, una soluzione
(u1/) del problema:

:_ é’:j fuf] = g? uft gy € HS (Cy)

Si dimostra che {u/"} converge ad wu; in H% (Cy). D'alira parte,
dalla (3.2) scritta per (u;"), si ottiene che lc norme | i/ ]Li sono equi-
limitate al variare di &; {1/} & quindi compatta in H*+5(C:) rispetto

Notiamo infine che il caso r > 0 pud essere dimostrato per indu-
zione su r.
Passiamo ora a dimostrare il seguente lemma.

LeMMmA 3.2, Sussistano le stesse ipotesi del lemma 3.1 con
Ci=TN(x,0) al posto di B e C;=T N TI'(x,2¢) al posto di A.

: 1 .
Detto p un intero, con p = — 5+ 1, si ha
.\+s"+r—p o
. oy C s tht ) -
(3.6) A - Leg] "+ pfmurtsh |:L1,-:|f'7 ) =
i =0 ! Bt

8i

S P < s ds—af ¢, 3 gyt
=5 { S R e N S V-8 S S
1 . .7:-' i

-

per ogni ¢ con 0<<g = 0.; la costante K dipende da ¢, ma non da ¢.
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Con un cambiamento di variabili x = ¢& il dominio T si tra-
sforma in un dominio T la cuil frontiera, localmente, ha equazioni:

- _ 1 . -
X(ﬂl, e, 0,1_1) = - P - X (‘DB], ey PG;;—I) ;

le derivate di tali funzioni, e quindi le derivate della trasformazione
E = E(x), introdotta nella dimostrazione del lemma precedente, sono
limitate se 0 <{p < g,. La funzione u; &, per il lemma 3.1 di classe
H 5+ (Cp), quindi & soluzione in C, del sistema (3.4}, il quale, in
seguito al cambiamento di variabili x = pX si trasforma in uno del
tipo:

S5,

(37) % bl poets el a’ (o % i) = ™% ;g,— i=1, ..., N,
i i

[ﬂ{:ﬂ

i cui coefficienti si mantengono limitati per 0 <p < go.
Applichiamo il lemma 3.1 alla soluzione (p* %) del sistema
(3.7):

\J_+l =
. - i C
Lo ferhim| = K gD e D et +
i h=0 i i i R’
+ Tl
i ! S*Sx.'\ 1N

con K indipendente. da ¢, almeno per 0<lg < p,.
Dalla precedente formula e¢ dal teorema di Sobolev

S+s +re-p — _—
TS ([gualt 4+ lesalh y =
: ¢ h i, n

=K {EP““‘fﬂficzﬂL Slethglr + 3ol } '
'.' a , "LJ. 1 57.‘:: i
Ritornando alla variabile x, si ottiene la {3.6).
Notiamo che nel caso in cui tale lemma verra applicato (cfr.
lemma 4.2} la costante K & indipendente da p, qualunque valore o
assuma,

4, - FORMULE DI MAGGIORAZIONE.

In questo numero dimostreremo alcuni lemmi relativi all’equa-
zione (1.1), definita nel dominic non limitato Q, per la cui dimostra-
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zione utilizzeremo procedimenti analoghi a quelli esposti nel n. 2
di [6] e [7] e relativi al caso di una sola equazione.

LEMMA 4.1. Per ogni o reale, esiste un &, > 0, dipendente da g ed M,
tale che, se 0<Te<Tg, e 0<% =T, e se u=1_(u;) & soluzione del
sistema (1.1) per ogni 1={t) € [Co= () 1Y, con w; CH(Qr) N CH (),
si ha:

(4.1) sup | xo YO ol Y | gy | AT <
1 Qe i %
Don=n’
. s -9
=% { sup | x [FOHr R Y Lo 10T
,X.'DEQR 1. ‘i_]' 5
by Sj\_‘l Lo dv(s—s t+e aplx .m)
+ ..‘_' .'::o ;:\-Oi ’ [u’;]h + TU’R'nr’
con K dipendente da e, a, M ma non da R.
Sia x, un punto di Lx; posto:
o~ 1
@ v 0o i 6 e i 8
gé(x)=X2 I (a” (x) —a () 3w — I X a" (x)dPu
ifel=s, = iofej=o of
5y .
gt (x) = — 2; I'ﬂiﬂ a;’ﬁ (x) 8%y se || <Ts

mediante l'artificic di Korn, Pequazione {1.1) pud scriversi sotto la
forma;

(4.3) B, [z, u] = F[1,{+ g] Vot & [Cor (Q)]¥

essendo

ij
B, [t,u]l =2 . F (—1) f a,, (x0) 0%t P uy dx.
o ihj e :Sr .
‘B]r_s[ SIR

Applichiamo alla {4.3), a seconda dei casi, il lemma 2.3 ovvero
il lemma 2.4; ricordando Pespressione (4.2} delle g#, sfruttando le
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(1.3) e (1.6), inoltre prendendo = sufficientemente piccolo, in dipen-
denza di &', si ha, per ogni x, € Qp ¢ per ogni v, con 0<Cv < %, *:

g btk

| Y R N —
(4.4) Ly [T g e N ] gy | <
i s
-ni s —nf = X Ay L)
< E’ X, {‘(s AR .r“ FEN L R \_ } I'J‘i | R +
i g

+ K (&) { L [ L R
i sl

vo—1

'
S . 5 4shag SRR Y
by |_‘;,, prids 4 s [ ] e + Tony
Pog=0 i

1

+

Poiché, per ogni v, € Qr, Ax{x.,7%) pud esscre ricoperto da un
numero finito ¥, indipendente da x,, di Az (x5, 7,/k) con x." € Ax (., 1),
utilizzando la (1.6), si ottiene:

\_) Ire
Xo LSS R 1 \»—‘q:(-\'o.'q} < ! X, |T(-\‘ SONEE Y ‘[ 1 %*\R"‘U'-']‘/‘) <
kS : F=1 Sj
v Ay 17k
Y : S VN U ) SIS
=K X s permier fay o .
re=f .s}
da cui
i Tpfg— i Yig W A (1 i} }
(4.5) sup | x, [T N [ [T =
-V|J€£!R i i
2 i s TN T L]
= K sup | e N e
X ey i &

Dalle (4.4) e (4.53), fissato un valore z,” di ¢ sullicientemente pic-
colo (e quindi per = = z,, con &, opportuno dipendente da =) si ha,

per ogni v con 0 <<% < i, :

5 ik
_R(,\“, iR

sup ! X ITIS_H;ZI ] .{i- AR S \_ | 1 s

K i %

=

= K (&) { sup |, [rHr 0 2 [ RN
N QR i &’ 1%

g =1
vy

. s lvlges aside Bl N .
+osup I I | [flemsehe [y + "IU,RJ,} ;
-‘fue Ly Foa=0 e

hissato ora 7./ con 0 <<%,/ < ., passando al supcriore per 0 <l7 < 7./,
s1 ottiene la (4.1).

! Ricordiamo {cfr. n. 1) clie in Ag{x,, fi.) Voscillazione dei cocflicienti dei termini
di grado massimo non supera z .
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Premettiamo alcune considerazioni nccessarie per la dimostra-
zione del lemma successivo.
Posto, con x, € Qg

Yoat () ot

|8[=s o5
I i

y:j’ (9) =

sia T(d) = det (£,7(9)) ¢ (I (0)) la matrice aggiunta di (4,7 (2)); I'(d)

¢ un operatore ellittico a coeflicienti costanti di ordine 2m, che ha

una soluzione fondamentale del tipo (cfr. F. Joun [5])
X — v

Foly,v) = |x— vy o (3 J + Plx —y)lg

x -y

x—y\.

dove P(z) & un polinomio omogeneo di grado 2m —n se n & pari
e 2m =i, nullo negli altri casi; ¢(z) & una funzione analitica su

2] =1.
Sia A un dominio misurabile e limitato con diameiro ¢; se

v EHY™(A) con v = i + ; — 1 ¢ se

w(x; v; A) = [Fg)(At, v) viy) dy — g p-[ Plx — ) viv) dy

h A

si ha {cfr. n. 2 di [7])

O T OSSP RR e e e

I (g [6];‘ 4 gt [L")]I\ ) < K gt |y “A
() t RS

e

h {1, 2y}

con K indipendente da .

Infine, posto v = f# + g7, si dimostra che il vettore + = (#;) con

(4.7) fp =X v T [ (x; v A)]
i o —10

|
¢ soluzione in A dell’'equazione (4.3).
Siame in grado ora di dimostrare il seguente lemma:

LeMma 420 Supponiamo Q€ A®*'Y con 1 intero non negativo e
7 . . . .
2——--2- ------ — s, per ogni o reale ¢ per ogni ¢ >0 esiste un w." < 9., di-

pendente da 5, ¢, M, tale che, fissato v, con O <Zv < v, se u=— (1)
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¢ soluzione del sistema (1.1) per ogni t=(%u) € [Com (Q)]Y, con
)

w; € HS (Qr)NHS™ (Qr) e v = X + )7 1, si ha:

(4.8) sup lx !r(S-HL 1)+UL [M]A (x,.0} <
Ko E-—R 13

A 2k
< e sup | x|t “”E L2t | “(;‘)"/ '+
o E--i(

s, —1
LK osup EX |k [t ”‘””[u]ﬁ“(‘” 4 Tern
xu€gll{ i g=0

dove K dipende da o, M ed 1 ma non da R.

Supponiamo  x, € 8 — X ; sia £ =E(x) la trasformazione

7
s+t — differenziabile, analoga a quella introdotta nel n. 3, la quale
trasforma A (x.,%/k) e Ar{x.,7), rispettivamente, nel domini 4, (1)
e A, (%) del semispazio &, = 0.

Applichiamoe 1'artificio di Korn all’equazione che si ottiene dalla
(1.1} in seguite alla trasformazione £ = E (x):

(4.9) B, [%al =Flsf+egl.

Sia = (#;) la soluzione della (4.9) costruita in modo analogo
alla {4.7). Poniamo:
i — 1 = § +

dove
B [57] =0 V1 € [C (2 ()Y
b —, [
B
a EH 8 Enb

con i =¢- 14, ¢ essendo una funzione C--differenziabile, la quale
(cfr. (3.3)) & uguale a 1 su G’ ¢ nuila nella parte di semispazio
£, = 0 esterna a A;(7), e

B, [1,21 =0 V 1€ (G (A ()Y
% _ 4 b=0,. .., s5~1 ;
agub

= (¥;} sia la soluzione in un semispazio data in [3]: tenendo pre-
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sente l'espressione delle 7; (cfr. (4.22) di [3]) e il teorema 5.1 di
[3] &:
s —1

. N
(31, =H 51[ X610 [rp]““’ ]
T p= a=

con H dipendente da 7; con il solito ragionamento, ricorrendo alla
omotetia x = g&, si ha:

(10 Gl BT
i }

Xa

s.—1
i . e
=K { = [ RECIE I T e €

7

o ).

A 7=(%)) applichiamo il lemma 3.2, ove nel nostro caso r puo
essere [issato arbitrariamente grande; si ha:

@I Gl S s K {2 L by g s
I [ i
= {‘—’(TJEx|) f[Z;'}-
Inoltre é&:
(4.12) (517 < 1517 + (&1 + (51>

e, tenendo presente i dati al bordo di § nonché la (4.10),

(19 E( n P I =

K{ ,,
SEEXTY

Da {4.10), (4.11), {(4.12) e {4.13) si oltiene:

1A

s.-1
[ 3, Gy TS (s 00 ]} )

-

A

s—s +h a,(n) - . £— N iy
+ [t] vy CAEN [1,-]3_._’:‘1 J} .

~ 14

(4.14) (g lx Pt S (a]™ =K {l (1
jo I

7

Ko |1 [ﬁi]le “+

+ E-( : (:ﬂx ‘)* ﬁ+h[t]~\(r;)+(q|loi~r)s 1+)[ ]1—2(11) }}

i .'!




416 A, Alvino

Ricordando 'espressione (4.7) delle 7; e utilizzando la (4.6), si ha:

5 -1

(4.15) N g’v (v, | oo [Py 5t [F 4, . IS N I Rt -

15 SR R CA Rl C I S C R E A (177 | =
1 h— i s

i
< K YT (| x e e s
i|e]=0 th, 2

;\?(ﬂ)

Essendo, per le (4.2)

| 7. A, 0} I Ll
Tllean T T T T G e
! i
5};71
Ty VRS ~ |4 dnk X N—h |
+ K - = |’\”i‘(! s')‘u!‘ 5 + (:’" x\,J‘)' * M_. ! se o =S
i k=0 th, 2 | : i R.s,
5
Ga |80 N A PR O P fr—s e — A ()
\,f}{ﬂzz <K /¥ X lu\’“|,t|nf\h s, “ﬂ\u,» ) +
) j kv 1, 29)
. - by o . .
+ (G !.l.“ [y Mo } Ge ! ol =l s

e
Yen, 2u) f1

a2 = K o L }

dalle (4.14) e (4.15), per % < 7" con n,” opportuno e %" < 7., si ricava:

Xo “vh‘llfIHG ‘\_ [ﬂj]?s'—” < z ‘)x“ J‘rt\-.n—‘n—l)-w T ‘gjjﬁz(“’ +
| i e j

|

5, .
A S R Y T ) ) —~ At [ GO T b s s as A
+ K {~ ~ | X ‘ s [Uj]h' + X ] fa, it 1 | Ao J'(" 5 {L!,‘] i+
1

=0 i 0

¥
i

- - - P ] - . — ..g.
R (R B M}

i Jaimn

Ritornando alla variabile x ¢ applicando un procedimento ana-

logo per x, € Qs e x, € Qi ~ Q3 , si ottiene, fissato un valore di v
2 e 2

con O0=<I7n = 7", per ogni x, € 4 :

T fsah1ide T Ay L, mfkd ; (s1he1)te ¥ A,
(4.16) !Xn Pyt -U4s ¥ [Ll.j-] w Vo < g%, ‘vml BHete v ;”i} R
; 5.1, ! P (N, 2v)
! i 1 i
s}»l
SRS fgoms LY A {x b
+ K (v) { LI A A Lot} " WY TR }
j h—=0
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Poiché
A2k _ 1
[H,IA (a0 = Esu(p ) [LL’.]:ijzﬂ 2) + KT[ % ‘x0! s [Ll ]A (x,,m ,
v Ar Ky ¥} .
si ha

sup |, [1eFh ”“L [u ]AR(t o=
X, Qs L

2%2
< K { sup ix [Tl’b+?» 1)+o'z [Li ]An(;;”' ) +
XaC Qg

+ .qf)u sup |x [T(s 1)+aE [u ]A {x,m) } :
SISO

da quest'ultima relazione e dalla (4.16) si ricava V'asserto.
Dimostriamo il seguente lemma:

Lemma 4.3, Per ogni o reale esiste un &, (< &), dipendenie da o ed M,
tale che, per ¢ < ¢ e se u=(u;) & soluzione del sistema (1.1) per
ogni ©= (1) € [Co” (Q)IV, con w; € He (Qr) NHY (Qr), si ha:

(4.17) sup ix frisn 1)+al[u ]A (: kﬂ) i
Ko
5 -1
.......................... N sup. Jx ]‘r(s S-{-—ﬁ')-io']: }A {x,. 11) <
i k=0 xcEQu

<k {3 sup e o 1, )
i X, € Qg

essendo . = inf [v/, w"]; K dipende da ., 6, M ma non da R.

Essendo
a {x ,n /2 _ A {z_,m)
oy [ =K sup (] ze ) g |
i’ D<= T
ZaC Az (20, 1./ 2)
si ha;
A (x ,n f2)
h—1 R0 e
sup | [Tlerrmbte E 7 (s, 20 =
X L2y i
Y(s—=rf) v g g
=K sup 47| x| 2 Z[u .
2. Qp 5
O<n=y.

a7
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Dalla precedente relazione e dalle (4.1) e (4.8), prendendo ¢ = ¢
con & opportuno e g < &,, si ottiene:

(418) sup ‘.?C Ey(s+k 1)+5L[ ]AR(\ ) <
X E

5.1
<K% X sup |x[ ”"’”[u]dk“ 4T, } .
Poh=0ox CQn e

Osservato che, come & facile verificare

R s—h+ir-1
}
agle,m) A R .
{HI] LR ([[u,] R(\(. n,) } s— L+ [{uj]:*‘“o 1,} ] s—T+n +

+ (e | xa )" [u,-]:“““'“‘)] ,

si ottiene dalla (4.18):

(4.19) sup ‘x IT(ST)\. 1) +0 L [TA’. ]A (]l‘ /) .
%, € Qr %
sJ‘—-l
4+ X X sup Ix i‘r(ﬁ s+.':)|a[u]AR(r o
j =t xDGO

S K sup Jule e I T
j-xoepn T

Poiché & (cfr, [7], lemma 2.1V)

~14+%

1 Aglemy Ny F
{uj}AR(.\'o.nE) -0 [E IT(S —140) [u ]A (x,, n)] : J 145} ; ~“;+?». n
o -1, [ %o EY"/Z

|An("'u"";)
+ i, J
X0 I*r":"2

il primo membro della (4.19) pud essere maggiorato con

K{S sup oo oot g [ LT, |
i xneQn e

ottenendo cosi la {4.17).
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Dimostriamo il seguente lemma in cui interverra l'ipotesi (1.4).

Lemma 4.4, Nelle stesse ipotesi del lemma 43 e supponendo

g <y —; — s+, dove n=minl[s,(y — 8)], vale la maggiora-
i
zione:
(4.20) sup ixo !T\'S+?~—1)+a- 5 [u;]di‘('t"'ns) n
X, e i w1

s—1

- s B, m)

LY sup | rleoshte [N < K { TH,, . +T,,, }
L i,

Po=t x,E 0 #

essendo

20, (s, = al} d‘x :

(00 = 3 [ gorls

fa|=
fy

per la costante K vale quanto detio nell’ enunciato del lennma 4.3.
Posto:
2

o _ ¥ ' N,
(i L ]_s_j'aj ) = Ir}l;ﬂ f (0% u;)?

R

e -5 dx

X

- esiste una costante K, indipendente da R (cfr. M. Trors1 [13], lemma
1.4), tale che:

. 2
........ . . [ EIA’,I I?Ro ] &= K . { fu,z lx .IN;ZU;Sj dx+z s (a“u“)de} ‘..
i QR ;alzsj h,

Dalla precedente relazione, per la (1.4), si ha:
2 i,

1

!

]"< K|Bluull= K(Zlui IﬂRo] [E H,, x MS}
i Y i oY
e quindi

L ouplx|®ude] = K(ZH, + M;);
i ; LELTR

ricordando la (1.6) si ha:

I sup
i xoe £r

Xo |75 ( J u dx} <= K((ZH,,  +Ms);

A Cx,m)

dal lemma 4.3 si ricava allora la (4.20).
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5. - TEOREMI DI ESISTENZA ED UNICITA.

Enunciamo, innanzitutto, il seguente teorema di esistenza valido
in un dominio limitato; ne tralasciamo la dimostrazione, in quanto
simile, tranne ovvie modifiche, a quella del teorema I di [8].

TeOREMA 5.1, Sia T un dominio limitato di classe A%+ D con r intero

. 7 g .
non negativo = s consideriamo U'equazione (1.1) con T al po-

sto di Q; supponiamo: @’ (x) € C°(T), fa(x) € L~(T); [ abbia il
comportamento alla frontiera indicato dalla seconda delle (1.5); in-
fine B[ -, -] sia coercitiva su Hy5(T) X ... x H(T). Allora esiste
una ed una sola soluzione u = (u;} di (1.1), con w;SHS{TYNHE(T).

Siamo ora in grado di dimostrare il seguente tecorema di esi-
stenza nel dominio non lmitato Q € A%*"*! con r intero non nega-

. n
tivo = - — s,
2

TeoreEMA 5.2, Consideriamo il problema di Dirichler (1.1)-(1.1Y, con
wip € C 12 (3Q); { coefficienti a;’a (x) werifichino la {1.3), siano con-
tinui in Q se |o| =si e || = s;; di piit supponiamo che
a;lﬂ (x) € C*1(Qy); sussistano, infine, le (1.4) e (1.5). Allora il pro-
blema di Dirichlet in Q ammettie una soluzione u = (u;) con
uy € C5=1(Q) N HY, (Q); si ha inoltre:
(5.1) O wy = O] x [rin-lal="a-wy,

v)

Se gp € C'1702(0Q), allora uw; € HEZLE e inoltre:

A (e}

(5.2) [ 1,000 = 0 (| xfrd—r=w)

infine, indicato con (Eq[ul), dove 0=(0)), il primo membro della
(1.4}, si ha:

(5.3) Eofu]l =0(ZH,, + & + 1)
dove ¢

(H,, # = f{ )]io (F) | x [tslely dy
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s.—1 oL
i

(I)J—l,l = X X

i b=0

dsi—l—b chb
dsmi

(D:E
i b

[
[
=
]
-~

essendo t un qualsiasi versore tangente a 9Q.

In un primo momento supporremo nulli i dati al contorno; dai
lemmi 4.1 e 4.4 si ricava:

(34) sup

K€ Qr

A (e, /k)
P |uE | 1 E‘R AR e {)_3 Hop+T,n, }-
H % i !

Per il teorema 5.1 esiste, Vn, un vettore u"= (u;"), con
u € H (Q,) soluziene dell'equazione:

{5.5) B[z, u']="F[1{] Ve € [Com (RN,

Per la (4.20), ¥/, dalla successione {u"), se ne pud estrarre una
convergenite in C4~1(A), dove A & un generico compatto contenuto in
Q: sia w; il suo limite. Dalla (5.4) si ricava che w; € H%(A); & evi-
dente allora che u = (u;) & soluzione in £ del problema di Dirichlet
con dati omogenei al contorno. Inoltre, dalla (4.20), scritta con
al posto di u;, passando al limite, si ottiene la {5.1).

Nel caso generale, si pud costruire (cfr. A. Canrcra [4]) una
7= (z) con z; € C5~1(Q) N C~(Q), nulla al di fuori di un intorno su

g}dl a gz’ Ia quale Veriﬁca le Condlzionial CO'HtDTnO assegnate...ed’. in e

pitt, ha le seguenti proprieta:

8=
i

1
Tl =0(D)

le|=0

- [

(5.6) 1902, = 0(D d (x)p-1-lel) se la|=s

5,

1S 2 Y e () =0(@dx) ) i=1,..., N

i laf=0]p]=t

Posto 1) = z; + v,°, consideriamo l'equazione:

. 5
i

B[t,v"]:F[t,f]—thf(E S

i
j j=[=0 |8B|=0

& (al, (x) 2 2)) czx) T

che & dello stesso tipo della (5.5) in base alle (5.6); ci siamo, cosi,
ricondotti al caso, precedentemente studiato, dei dati omogenei al
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contorno; ragionando allo stesso modo si ottiene i} risultato. Per quel
che riguarda la (5.1), basta tener presente che essa ¢ senz'altro sod-
disfatta dalla v; e che z; & nulla per x € Q — &5,

Se @ € C1 02 (0Q), si dimostra che z; € Ci' 2 (Q) e che

(57) &g =0((0 + O ) dxF)  se |a|=s;

dalla (5.7) si ricava che z;, e quindi u;, appartiene a Hsl'z“) (Q).
La (5.2) & una immediata conseguenza della {4.20). Resta da dimo-
strare Ia (5.3). Si ha:

B [v, v'] = F[v', f1 = B[v", zl ;
da (1.4), (5.6), (5.7) e dal lemma gia ricordato di M. Tro1st {cfr. [13],

lemma 1.4) si ottiene:

Eﬂ [4'}”] =K (E H[,g}l + O + (I)sfl,l)

e quindi la (5.3), essendo K. indipendente da n.

Concludiamo con il seguente teorema di unicita: la classe cui ci
riferiamo & quella dei vettori u == (1), con wu; € C~1(Q) N H (),
e con il seguente comportamento all'infinito:

(5.8) i (x) = 0} x[*)
ove §; & un fissato numero reale.

TeEOREMA 5.3. Consideriamo [l'equazione (1.1) e supponiamo i coeffi-
cienti a”‘B (x) misurabili e limitati in Q; sussista poi la (14). Si ha
unicita per il problema di Dirichlet (1.1)(1.1Y, per ogni fissato [3;

i ] 1 1 S PR
- < 9 << — i -
25 se invece 75 8; 25 -1 Punicita é as
sicurata per ogni fissato 3; tale che:

se 0=0;,<

B,‘ < §;0; — *'12'1“— + 5 — 2578;.

Basta, ovviamenie, dimostrare che, se u = (1), con
w € ¢ (Q) N HY (1),
¢ soluzione di
Bt ul=20 Ve CIC,~ ()N

con dati di Dirichlet nulli su 3@, allora ;=0 per ogni j.
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Posto:
= (R — | x se |x]=R
e (x) {
=0 se |x|>R
si ha:
(5.9) |Blutr, ugel| = [Blugd ul| +

+ H I (RE-petsi-l | gy |?“I ) (RE-+57K [ ;| ) )
—h 5 —
i i i

dove con il simbolo X si intende una sommatoria estesa a i,j = 1,

, N e, per ogni (i, j), a tutti i p;, g; e b, k; con 0 =< p; < s:,
O0=<gi=<s; e (si—h)+(si—k)<<pi + g;; la costante H dipende
da 7, 5, ¢ dal massimo moduloe dei coefficienti,

Per r <R &

(5.10) (R? — r2)*s " bX J‘(a"t u ¥ dx + f Lx [72%% u; dx} =

j [u\us

<KX { E [E f(a“(u,- ) dx + f!x!‘”ﬁ, (e, Ca ¥ dx +
i af=s;

R X RE A 2
=1 si,gh I
Se 8 =(#;), poniamo:

M (1) = E{ X f(auu}-)ZdH (fx ZeJ‘,L{zdx} :

i fel=s;
!
Q,

dalle (5.9) e (5.10), nonché dalla (1.4), ricordando che B{u¢g? u] =0,
si ottiene:

R2 _ ?,2)25 %a(l') =< K o (E RZs—pi-ysrh I u; IﬂRJ ] (E st—qﬁ—sj—k | ; !ﬂx . ]
j 5o i SiTF

dove con il simbolo X* si intende una sommatoria estesa a B, k = 0,
1,...,5 e per ogni (A k), a tutti i p;,g; con 0= p, qlsz e

(s! — h) + (s; — k) <p: + g;, Yi,j; & chiaro che si intende [ul = =0
se s;— h =<0,
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Essendo:
sj--k i3
Ry~ g™ = 0 [(Rsf Ly |7 = Q) + I%‘!f“] ;
risulta:
(5.11) (R — )" Uy (r) =

s.—h h

i

=< K X* [E R¥-p;ts—k (E 1 |”“) 5 (E 1 ‘QR )T + I R*-5 Eu,- |HR] .
§ 5} o j o

5, —k

k
Rty Qs R ]
i % i ©
inolire, se 0; = 0, &;
(5.12) (L )3 < R2% 94y (R) .
Prendendo ¢ < 51 - dalle (5.11) e (5.12) si ottiene:
5

),
®y2e, 25 0.(1—€) 4s5—-1
fayze, R25,%05) RIs=iY

(R* —r)* 84 (r) =< K {}.;; [ (R)T5 (| 2y

In base ad un lemma di crescenza (cfr. lemma 3.2 di [9]) se

(5.13) R R¥G (g j=1,...,N

& infinitesimo al divergere di R, si deduce che & {r) =0 e cioe

Ia tesi,
Perché dunque la (5.13) sia verificata, ricordando la (5.8), basta:

—1—I—ZS;H;—25;3;8;+HE;+2$;E;<0 3¢ ﬁ;>—%

1

— 1 4+ 250, — 25,05, < 0 se B,-S—T

da cui si ricava che, se 0 = §; < , B pud assumere qualsiasi va-

Si

. 1
lore; se invece < 0; < —, deve essere
ZSj 2.5',' —1

ﬁ,‘<5;’8j_% + 5, — 2si8;.
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fr}

[3]

[41

{5]

[6

[}

[7

—

i8]

[%

[net

(10}

(11]

[12]

~.cations . on. pure and. applicd Mathematics, vol . VIIL, b, 047-675 (1955 ). ek

113

Sul problema esterno di Dirichiet per i sistemi ellittici 425

BIBLIOGRAFIA

AsMonN 8., Muaxinuun theorems for solutions of higher elliptic equations, Bul-
letin American Mathematical Seociety, 66, pp. 77-80 (1960).

AcsMoN 5., Lectures on elliptic boundary value problems, Van Noslrand Mathe-
matical Studies 1964,

AcMon S, DoucLis A, Nigenpewc L., Estimates near boundary for solution of
clliptic partial differentinl equations salisfying general boundary conditions, 1,
Communications cn pure and applied mathematics, vol. XVII, pp. 3592 (1944).
Canrora A., Teorema del massimo module e teorema di esistenza per il problema
di Dirichlet reiative ai sistemi fortemente ellittici, Ricerche di Matematica, vol.
XV, pp. 246-294 (1966).

Youn F., Plane waves and spherical means applied to partial differenitial equations,
Interscience, New York (1955),

Mararasso 8., Sul problema esterno di Dirichlet per le eguagioni ellittiche di
ordine superiore in due variahili, Ricerche di Matematica, vol. XX, pp. 66-8% (1871).
Matarasso S., Sul problemua esterno di Dirichlet per le equagioni ellittiche di ordine
superiore in n variabili, Ricerche di Matematica, vol. XXI. pp. 4874 (1972).
Miranpa C., Teorema del massimo modulo ¢ teorema di esistenza ed unicifa per il
problema di Dirichlet relative alle equazioni ellittiche in due variabili, Annali di
Matematica pura e applicata (IV), vel, XLVI, pp. 265312 (1958).

Miranpa C., Teoremi di unicitd in domini non limitati e teoremi di Liouville per
le spluzioni dei problemi al conforng relativi alle equazioni ellitiiche, Annali di
Matematica pura e applicata (IV), vol. LIX, pp. 189212 (1962).

Miranpa C., Partial differential equalions of elliptic iype, Ergcbnisse der Mathe-
matik, Springer Verlag, 1970.

Morrey C. B. Jr., Nimrengers L., On the analiticity of the solutions of partial dif-
feremtial egquations, Communications on pure and applied Mathematics, vol. X,
pp. 271290 (1957).

NIRENBERG L., Remarks on strongly elliptic partial differential equaiions, Communi-

Troist M., Problemi ellittici con dati singolari, Annali di Matematica pura ¢ ap-
plicata (IV), vol. LXXXIII, pp. 363408 (1969).




Chabazitic tuft deposits of possible economic value
in the Campanian region
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SumMmary. — In the field of the rescarches on the utilisation of natural zeolites,
the deposits of « yellow campanian toff » have been systematically studied, empha-
sizing their elevated potentiality and chabazite content. Chabazite is normally asso-
clated with small amounts of phillipsite, even if sometimes it represents the only
zeolitic phase present into the material and reaches, particularly in the most peripheric
deposits, percentages higher than 70 %.

The diagenetic origin of zeolitic campanian tuffs has been at last pointed out
and the factors which have presumably influenced the zeolitization process discussed.

Riassunte. — Nell’'ambito delle ricerche sull'utilizzazione delie zeoliti naturali,
vengono studiati in dettaglic 1 depositi di « tufo giallo campano », ponendone in ri-
salto l'elevata potenzialith e Yalto contenuto di cabasite. Questa risulta normalmente
associata a modeste quantita di phillipsite, anche se talvolta rappresenta l'unica fase
zeolitica presente nel materiale ¢ raggiunge, particolarmente nei depositi pit periferici,
percentuali superiori al 70 %6.

Viene infine posta in luce l'origine diagenetica dei tufi zeolitici campani discu-
tendo i fattori che hanno presumibilmente infiuenzalo il processo di zeolitizzazione,

In the recent years the industrial interest on natural zeolites has
been radiply growing and in many countries researches are in pro-
gress in order to utilise natural zeolites in place of their synthetic
counterparts and to study new applications which take advantage
of their Iow cost [1].

Natural zeolites can be infact profitably employed as water adsor-
bents in gas drying, as ion exchangers, particularly in pollution aba-
tement processes, in the separation of oxigen and nitrogen from air,
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as soil conditioners, as carriers for agricultural chemicals, as caking-
proof powders for fertilizers, as fillers in the paper industry, in poz-
zolanic cements and concretes, as dietary supplements in animal
husbandry, etc. [1 — 4].

The discovery and the study of natural zeolites has therefore
gained a continuosly increasing importance, While, however, zeolite
minerals have been reported in a wide variety of occurrences, the in-
terest of the applied mineralogists is evidently pointed on the large
zeolite deposits of possible economic value.

In this regard, zeolitized tuffs of Central and Southern Italy have
already attracted the attention of the scientists for their promising
properties in the field of the decontamination of radicactive waste
waters, because of their good selectivity for Cs* and Sr** [5], and
in the field of the production of porzolanic cements, because of their
high reactivity with lime [6]. Recently, the utilization of the chaba-
zitic tuft from Mercogliano (AV), beloging to the formation of the
« campanian tuffs » as dessiccant and water softener, was proposed
[7, 8] and researches are in progress on the utilization of this ma-
terial as molecular sieve.

We therefore thought it worthwhile, to study systematically the
deposits of chabazitic tuff of the whole campanian region, with parti-
cular reference to their distribution and potentiality and to their zeo-
lite content, The formation of « neapolitan yellow tuff », in wich phil-
lipsite is largely predominant over chabazite, was not included into
the present study because phillipsite, owing to its little open structure,
-.shows limited. possibilities. of industrial applications. .. ..

Experimental,

X-Ray investigations on tufl samples, previously equilibrated on
Ca(NO:), saturated solution, were carried out by means of a Guinier-
-De Wolff Camera.

In order to obtain thin sections for optical microscopy, tuff
fragments were previously treated with Tamm reactive to remove
hydrated iron oxides; fragments were then impregnated with Canada
balsam and successively heated in oven at 50° C.

Scanning electron microscopy on tuff fragments previously shaded
by Au-Pd alloy, was performed by emploing a Jeol, mod. JSM-2, mi-
croscope, Quantitative determinations of chabazite content in tuff
samples practically phillipsitefree, were carried out by evaluating
the amount of water adsorbed, after activation at 350° C for two hours,
at 20° C and 20 % relative humidity, utilising, as a reference, a sample
of chabazite from Dessié (Ethiopia) treated in the same way; cha-
bazite and tuff samples were previously exchanges into Na* form [9].
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Occurrence.

A map showing the distribution of the main deposits of zeolitic
campanian tufts is reported in Fig. 1. Data for the deposits are given
in Table 1; potentialities have been extimated mainly on the ground
of the thiknesses detectable in the numerous quarries (Fig. 2), locally
utilized for the production of dimension stones.
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Fic. 1. - Map showing the distribution of the main deposits of zeolitic campanian
tufts, Pata for deposits are given in Tabie 1.

Zeolitic tuffs normally occcupy fluvial-lacustrines basins, the bot-
tom of the valleys and the corresponding conoids; wide natural walls
of zeolitic tuff can be easily detected where the rivers have cut the
deposits,



Fic. 2. - Tuft quarries. Localities: A = S. Agata dei Goti (BN), decposits 11, Fig. i;
B = Cicciano (NA), deposit 1, Fig. 1.
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In the large majority of the occurrences zeolitic tuffs appear
extensively reworked, showing beds of rounded pumices and non vol-
canic debris coming from the surrounding mountains; evident sedi-
mentary structures can be recognized in many deposits.

Tapir 1

Exiimated potentiality of the main zeolitic tuff deposits in the campanian region.

NOI.),Ep;isgi.t 1 Locality name {MiilionsPD;feni;Eg;iy melers)
1 Pianura campana 1,200
2 Avellino 50
3 Picarelli (AV) 10
4 Prata Principato Ultra {AV) 12
5 Altavilla (AV) 3
6 S. Angelo a Scala {AV) 1
7 S. Mango (AV) 12
8 Torre Ic Nocelle (AV) 1.6
9 Mirabella Eclano (AV) 5
10 Moiano (BN) 8
11 S. Agata dei Goti (BN) 80

12 Paglianello (BN} 3

Chemical and mineralogical composition.

The chemical composition of “the zeolitized campanian tuffs ap-
pears to be rather constant in the whole region, as it can be noticed
from a series of chemical analyses reported in the literature [10, 11].
A chemical analysis of a typical campanian tuff, coming from Merco-
gliano (AV), deposit n. 2 of Fig. 1, is shown in Table 2.

TABLE 2

Chemical composition of chabazitic tuff from Mercogliano {AV), Deposit 1, Fig. 1 (7).

%

%

510, 50.62
ALO, 16.05
Fe,0, 3.75
FeO 0.35
Ti0, 0.46
MnO 011

PO 0.15

Cal
MgO
Na, 0O
K,0
H,0O

4.29
1.33
2.55
7.02
13.60

100.28
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The microscope examination in thin section showed the tuff to be
constituted by a practically isotropic matrix, mainly composed of
cryptocrystalline zeolites, surrounding crystalline fragments (sanidine,
biotite and, subordinately pyroxene and plagioclase) together with
pumices and slags. Zeolite crystals are, on the other hand, easily
detectable in the small cavities of the material (Fig. 3).

By means of X-Ray analyses, chabazite was shown to be, in all
samples of « yellow campanian tuffs » investigated, largely predomi-
nant over phillipsite, the percentage of the latter being, normally,
lower than 10 %. Only a limited number of samples, coming from
different tuff deposits, turned out to be phillipsite-free. Quantitative
zeolite determinations performed on these samples showed variable
but always quite elevated chabazite contents. In Table 3 a series of
chabazite percentage in tuff samples collected from quarries suitable
for exploitation, is reported.

TaBLe 3

Chabazite percentages in tuff samples collected from different quarries,

W peess
1 Monte delle Taglia, Cicciano (NA) 55
! ..Masseria_delle Fosse, S, Felice a Cancello (CE} . . ... .. .58 . ... .
1 Monte Tagliato, Maddaloni (CE) 62
2 Tufara, Mercogliano (AV) 70
3 8. Caterina, Picarelli (AV) 62
5 Starza, Allavilla Irpina (AV) 64
8 Felette, Torrc le Nocelle (AV) 68
9 - Madonna delle Grazie, Mirabeila Eclano (AV) 71
10 Cannito, Pastorano (BN) 61
11 Campo Rosa, S. Agata dei Goti (BN) 64

About the areal zeolite distribution into the tuffs of the campa-
nian region, it can be noticed that the higher zeolite percentages
are detected in the most peripheric deposits. This could be related
to the greater initial content of fine-grained volcanic ash in these de-
posits and, therefore, to the higher reactivity of the material.




432 R, Aiello e C. Porcelli

F1c. 3. - Optical and scanning electron micrographs of zeolitic campanian tuff: pseudo
cubic crystals of chabazite and prismatic crystals of phillipsite covering the
walls of the cavities,
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Zeolite formation.

The formation of zeolites into the deposits of campanian tufls
appears to be due to a diagenetic process, through the action of
groundwalers on volcanic materials, so that these deposits would
lall into the second group of the classification proposed by F. A.
Mumeron [17.

In particular, the zeolitization of the original pyroclastic mate-
rials seems to be related to the present or past presence of freatic
water into the deposits, while, where groundwaters only percolate
volcanic materials, zeolitization does not appear to take place, This
would mean, in our opinion, that the concentration of the various
species in the pore water, due ito the solution in it of the volcanic
glass, can reach the limit for the zeolite formation only when water
remains for a certain time in contact with the volcanic ash.

About the factors, at last, wich have favoured the formation,
into the campanian tuffs, of chabazite in respect of phillipsite, while
the tatter largely prevails over the former in the « neapolitan vellow
tuff », altough the chemical composition of the original pyroclastic
materials was quite similar in both cases, we think they could be
restricted to temperature and groundwater composition.

About the factor temperature, our experience in laboratory Syri-
theses of zeolites, tells us that also small temperature variations may
favour the crystallization of a species over another and, since the
quite different age in which the zeolitization process of campanian

-and.neapolitan. tufts. took.-place,-differences-in-the zeoltization-tempes

rature could have been significant,

About the second faclor, chemical composition of pore water, the
results of a very large number of laboratory syntheses showed zeolite
crystallization from a given starting material to be strongly affected
by the composition of the contact solution, i.e. its catjonic population,
and, during the zeolitization process of campanian and neapolitan
tuffs differences in the chemical composition of pore water could
have arisen, as an example, becausce the deposits of the former occur,
unlike those of the latter, at the basis of carbonatic mountains.

Conclusions.

The resuits reported in the previous paragraphs strongly indi-
cate that chabazitic (ufls of the campanian region may represent a
very interesting source for natural zeolites. The enormous potentiality,
the rather flot-lyng and often almost monominerallic nature of tuff

28
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deposits, together with the high zeolite content of these tufls, can
infact arouse a considerable commercial interest and suggest their,
utilisation not to be limited to the production of dimension stones.
The possibilities of utilisation of these tulls as zeolites could be, on
the other hand, markedly enlarged through the enrichment of their
zeolite content. This can be easily obtained by means of grinding
techniques [7], due to the different hardness of tuff constituents,
or by gravitative separation methods, based on the lower specific
weight of zeolites in comparison with that of the other tuft consti-
tuents, AL present, infact, researches are in progress in order to refine
zeolite enrichment techniques and to test the variously enriched tuff
fractions in different industrial applications.
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Sulla stabilita asinfotica in presenza di perturbazioni
al contorno per una classe
di moti magnetoidrodinamici *

Nota di PASQUALE RENNOD
presentata dal socio corrispondente FRANCESCO STOPPELLI

(Adunanza del 7 dicembre 1574)

Riassunto. — Sia S uno dei due semispazi individuali da una lastra piana indefi-
nita £ ¢ sia J linsieme dei motli magnetoidrodinamici viscosi, unidimensionali che si
svolgono in 8§ e che all'istante iniziale presentano, in ogni punto di 8, lo stesso campo

magnetico e la stessa velocitd, Considerando due elementi qualunque di J -—— i quali
differiscono ira loro a causa dei valori diversi che, in ogni punto di £ ed istante per
islante, vengono assegnati al campo magnetico ed a quello cinetico — si calcola anzi-

tutto il moto differenza e se ne determina il comportamento asintotico. Successiva-
mente, si dimostra la stabilith di ogni moto di J rispettc a due meiriche ¥ e g che
esprimono, nella maniera pid immediata dal punto di vista fisico, le perturbazioni
al contorno e le perturbazieni al moto. Infine, utilizzando alcuni teoremi di tipo

tauberiang, i determinans alenne condizoni suticisnt &d "alfre necéssaiie aflinchd e

stabilitd in §J sia di tipo asintotico.

Apsiract, — Let S be one of the two halfspace located by an infinite flal plate £
and g the set of the viscous unidimensional magnetohydrodynamic motions which Lake
place in § and initially characterized in cach point of § by the same magnetic field
and the same velocily,

After considering iwo elements whatever of J — which differ from one another
because of the differenl valucs which in each puint of € and in each instant arc
assigned to the magnetic field and to the kinctic one — we calculate frst of all the
difference motion and then determine the asymptotic behaviour. Successively we
demonstrate the stability of cach motion of § compaired with two melrics T and B,
which express, in the most Immediate way from a physical point of view, the pertur-
bations on the boundary and those on the motion. In the ¢nd, applying some tauberian
theorems, we determine some suflicient conditions and some other necessary so that
the stability may be of asymptotic iype.

* Lavoro escguito ncll’ambito del Gruppo Nazionale di Ricerca per la Fisica Mate-
matica del C.N.R,
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1. - POSIZIONE DEIL PROBLEMA ED ENUNCIATO DEI RISULTATI.

Indichiamo con & un fluido viscoso incompressibile, omogeneo,
elettricamente conduttore € con S uno dei due semispazi individuati
da una lastra piana indcfinita £. Con riferimento ad un terna triret-
tangola levogira T, = O x"yZ" — 1 cul versori siano e, e;, e; — iden-
tifichiamo £ con il piano 3’ y" ed S con il semispazio z’ >> 0. Sia poi J
I'insieme dei moti magnetoidrodinamici unidimensionali di & in S,
definito dalle seguenti proprieta:

i) Allistante iniziale tutti i moti di § presentano — in ogni
punto di § — lo stesso campo magnetico e la stessa velocita.

it} Il campo magnetico ed il campo cinetico di cilascun moto
di J sono, istante per istante, infinitesimi quando z’ > ™,

Consideriamo due elementi (H*, V) e (H* +h, V¥ + v} di &, il
primo dei quali (moto imperturbato) differisca dal secondo (moto
perturbato) a causa di prefissate perturbazioni che, in ogni punio della
lastra £, vengono introdotte istanie per istante sul campo magneltico
e su quello c¢inetico.

Nell’ipotesi che il campo magnetico sia contlinuo attraverse £,
se g’ & il numero di Prandtl magnetico, il moto differenza (h,v)
risulta essere, com'e noto (n. 2), la soluzione del problema ai limiti
costituito dal seguente sistema di equazioni {adimensionali)

Bh o 782 h - dv
dT d 7 dz V>0
(L.1)
i ____E_Y____ o P N dhﬁ , Yo =>=0
ax Az dz

con le condizioni iniziali

(1.2) h(z,0)=v(%0) =0 V7> 0

¢ le condizioni al contorno

[ h(g,1t)=h, (1), vi(0, 1) =v.(7)
s ¥Yt>0

N o

(1.3) ) Iim h{z, %) = lim v(z, <) = 0.
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Le questioni che intendo studiare nel presenice lavoro sono di due
tipi’; precisamente, mi propongo anzitutto di risolvere il problema

(1.1)>{1.2)(1.3) in modo da analizzare — una volta che sia nota
l'espressione esplicita del mote differenza — il comportamento asin-

totico di h e di v. Successivamente, utilizzando tali risultati ed in-
treducendo le metriche T e ¢ cosi definite

COon
OEENOIRRINO]

’ clty=sup|hiz,7)| +supiviz )i,
v 7z =i
esamino la stabilita di ogni moto di J rispetto alle metriche T e p per
dimostrare poi alcune condizioni suflicienti ed altre necessarie affinché
tale stabilita sia di tipo asintotico.
In corrispondenza, i risultati principali ai quali pervengo si pos-
s0mno cos! riassumere. Posto

at)# b(l):fﬁ(‘t’)b(l—’r) d=,

u

si ha anzitutto (nn. 3-4-3) che:

blema (1.1)(1.2)(1.3) ammette una ed una sola soluzione regolare?
(h,v) data da

h(z,7) = ha(q) * gz, 7)) — va(1) * fi (2, %)

(14) ]
vig,7) =valt) * gz 1) — C—he:-(’f) * Li{z, 1),

' Com’t noto, giad da molti anni le equazioni (1.1) sono oggetto di studio da parte
di diversi Autori {cfr. biblivgrafia da [91 a [13]). Ad esempio in [10] ¢ [11] — con
rilerimento all’estensione del problema di Rayicigh alla magnelcidrodinamica ¢ nel
caso che h, e v, slano costanti — sono stale determinate alcune approssimazioni va-
lide per valori del numero di Prandil che siano prossimi a zero o ad uno. Per quanto
riguarda invcee la stabilith delle soluzioni delle (1.1), in [9] ¢ [12] sono dimostrati
— nel caso del problema di Couctte — alcuni criteri di stabilitd in media in presenza
di perturbazioni inirodoile sulle sole condizioni iniziali mentre in [13}1 & stato deier-
minale, tra l'altro, un criterio di stabilith asintotica nel caso in cui varino anche i
dati del conlorno.

2 8e O & Vinsieme S x [0,T], con T finito ma del tutto arbitario, diremo che il
molo (h,v) & regolare se h e v sono continue in Q menire risultano di classe C' in
(3 —3Q ed ivi dotate di derivate seconde continuc rispeito a z.
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essendo 1y, g1, g tre funzioni le cui espressioni sono riportate al n. 4
del 8§17 ».

Un'analisi opportuna della soluzione (1.4) consente poi di determi-
nare il seguente teorema sul comportamento asintotico del moto dif-
ferenza (n. 6).

1) « Se le funzioni continue h.(x) e v (1) Sono convergenti per
T ->0, per ogni z >0 risulta:

: 1 K f—eTr
‘ 1113 hiz, ) = %h*(x) - ﬁv*(%)
(15) ¢ _
. _ & %777977 N I—e ¢ o) »
( lim v(z, ) = -5 val) = =S ha(ee)

D'altra parte, per quanto riguarda la stabilith del moto imper-
turbato, dimostro (n. 7) che:

1) « La soluzione nulla (h,v) = (0, Q) del sistema (1.1) & sta-
bile rispetto alle metriche T e p ».

Da tale teorema e dalle formule (1.5) segue poi che:

IV} « Se lim r () = 0, il moto imperturbato & asintoticamente

T

stabile rispetto alle metriche T e p».

Tale criterio di stabilitd asintotica che, tra l'altro, comporta
l'implicazione
imh.(0) =limv,(z) =0 —
S e Vz>0
= lim h(z,z) =limv(z, 1) =0

Tpes Ty

(1.6)

fornisce la conferma di un’affermazione il cui significato fisico ¢ facil-
mente prevedibile. Al contrario un risultato che non trova riscontro
immediato nell'intuizione fisica & il seguente (n. 8):

* Come verra precisato al n. 5, Ie ipotesi sulla continuith di h (1) e v {1} — intese
ad assicurare la regolarita del moto (h,v) definito dalle (1.4) — possono essere af.
tenuate,




Stabilita asintotica in presenza di periurbazioni 439

V) « Condizione sufficiente affinché il moto imperturbato sia
asintoticamente stabile rispetto alle metriche T e § & che esistano e
siano finiti 1 limiti

p "
(1.7) lim f h.(u)du , Iim  v.(u)du ».
e .
o o

Esistono pertanto moti magnetoidrodinamici che risultano asinto-
ticamente stabili anche quando le perturbazioni al contorno non sono
infinitesime per t— oc. Basti pensare — ad esempio — al caso che
[e componenti i-esime di h. e v, siano del tipo cos (a; %), sen (b 1%);
in tale ipotesi infatti gli integrali (1.7) si riducono agli integrali di
Fresnel.

L'implicazione (}.6) non risulta quindi invertibile incondiziona-
tamente; & possibile perd caratterizzare alcune classi funzionali Cp

tali che — al variare delle perturbazioni al contorno (hs, v.) in
esse — si abbia
lim h(z,7) = lim v{z, 1) = 0 ==
T i Vz>0
= lim h,{1) = lim v.(z) =0 .

Infatti, applicando alcuni teoremi tauberiani alle formule di tra-
sformazione di Laplace precedentemente stabilite per il calcolo del
moto differenza, si dimostra che:

- VI) « Al variare delle perturbazioni al contono (h«, vo) in op-

portune classi funzionali che sono definite al n. 6, la condizione
lim r{t) = 0 & non solo sufficiente ma anche necessaria affinché la

Ty

stabilita del moto imperturbato rispetio alle metriche ¥ e p sia di tipo
asintotico »,

Tale teorema risulta ovviamenie di notevole interesse per il fatto
che consente di individuare molt: casi in cui la stabilith del moto
imperturbato non pué risultare di tipo asintotico (1. 8).

§ I) - DETERMINAZIONE DEL MOTO DIFFERENZA

2, - RICHIAMI SULLE EQUAZICONL INDEFINTTE DELLA MAGNETOIDRODINAMICA.

Siano H, p, V, nelf’ordine, il campo magnetico, la pressione ¢ la
velocita di & nel punto P ed all'istante t; indichiamo poi con F Ia
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forza di massa di natura non elettromagnetica e con 6,1, v, 7, quaitro
costanti che rappresentano, rispettivamente, la densith, la permeabi-
lita magnetica, il coefliciente di viscosith cinematica ed il coefliciente
di diffusivith magnetica.

Nell'ipotesi che le correnti di spostamento siano trascurabili ri-
spetto a quelle di conduzione, le equazioni indefinite che descrivono
i moti magnetoidrodinamici di § sono, com’e ben noto [53] [9], le
scguenti:

Iav
\ ___d_____ + - ,,,l,,,,,grad P = —I{ rot H x H + ‘/AZV + F
gt ¢ &
(2.1) ¢
ddH +rot (H x V)= 7A:H
t

‘I‘ divH:tO, div v=0.

Con riferimento alla terna T, O x" y' Z, diciamo Ty, H;, V; (i =,
2, 3) le componenti di F, HI, V ed osserviamo che quando si studiano
i moti unidimensionali [H (z',t), V(2',1), p(#, 0] di § in S, le equa-
zioni che si ottengono proiettando le (2.1) sugli assi di T, sono, com’e
noto [ 9],

I H - H. d!'__ + & H, (i=1,2)
dt az dz"”
i - C Hi g’ i = .
[ ,81, — LL Ha; d e B gV + F, (1 — LZ)
(2.2) St & dz dz'?
ap 28 a

= (H® + HY) + F;
0z 2 A | )

|

V=0, H; = cost..

i

L’equazione (2.2); consente di determinare la pressione una volta
che sia stato ricavato il campo magnetico indotto. Pertanto, posto

| t = e T, 2 = i / P pa
o2 1—_1—3Z H3 Y o
(2.3) CH= \/? H*, V=V*
| K

[

v . .
= - {numero di Prandtl magnetico),

o
|
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I'analisi dei moti unidimensionali di § in S si riduce allo studio delle
equazioni

8 Hg""‘ . E] Vi* . _62 HT*,
d= J7 a7z
(2.4) (i=12)
8 Vi""‘ a Hi* 5 82 Vi."'— 'f‘ P
,,,,,,,, = 4+ oe? o 4+
K dz dz u Hi

nelle incognite funzioni H* (z, ), Vi* {z, ©) (i = 1, 2).

Con tali premesse, identifichiamo il moto imperturbato (H®, V*)
con l'elemento di J caratterizzato dalle condizioni al contorno

H*(0,tx)=H,_ (1), V¥(0, 1) = V. (1) Vo0
mentre il moto perturbato (H® + h, ¥* + v) sia tale che
hi{0,7) = ha(x), v{0 1) =v.(7) V>0

con Hi, Vi, h., v. funzioni assegnate.
Infine, assumendo che il campo magnetico sia continuo* attra-
verse £ in modo da avere

Hg*iHI,'Eg . h* -33:0

‘ h:h1€1+hzez

(2.5)
P V=V e + Ve

¢ risulta cssere la soluzione del problema ai limiti (1.1)-(1.2)(1.3) che
abbiamo anticipato al n. 1.

3. - CONSIDERAZIONI FORMALT SULLA DETERMINAZIONE DEL MOTO DIE-
FERINZA.

Il calcolo formale della soluzione (h, v) del problema (1.1){1.2)-
{1.3} si puo cifettuare mediante il metodo della itrasformazione di

' Cio & sensibilmente vero, com'é noto, quando £ non & coslituila da sostanze
ferromagnetiche [5].
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Laplace; l'applicazione di tale procedimento, com’e noto, ha valore
puramente euristico in quanto comporta, nei confronti delle inco-
gnite h e v, delle restrizioni delle quali a priori non & possibile assicu-
rare la validith. Pertanto si osservi che, ponendo formalmente

ﬁ(z, s) :fe‘“h(z,"c) dtv = L [h (z, )]

&}

(3.1) { -
v (z,8) mfe“s‘ viz,t)dt = L [v(z1)]

o

ha(s) = L(h.), val(s) = L(v,),

le equazioni (1.1) ammettono per trasformate, in virtit delle condizioni
iniziali (1,2), le equazioni

sh = h, + v
(32) )
sv = gfv, + h,

che vanno risolte con le condizioni ai limiti:

g h(0,s) = ha(s), v(08) =vals)

(3.3} ~ ~
lim h(z,s) = lim v(z,s) = 0.
Posto
i S ——— 1 o
a(s):-é-ﬁ--\/l—{-(l—s)zs,Lﬂ(s): - V141 +ce)is
5(s) 1 —¢ » 1 ~
(s) a(s) 1+¢ 1. (s) {1 +2)a(s) vals)
B(s) = — =8 F) 2y L R,

14+ a(s) B = (1 + g) @is)
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la soluzione del problema trasformato (3.2)-(3.3) si scrive

g h(zs) = ¢ [hy (s) cos h(za) + A(s) sen h (z )]
(3.4)

v(z,s) = ¢ ® [:1* (s) cos h{z«) + B(s) sen hi{za)].

Nell'ambito del procedimento formale che stiamo utilizzando, il
problema si riduce quindi al calcolo delle antitrasformate fi, £, [
delle seguenti funzioni

f oA e*i’-ﬁ(-‘i) ) )
\ Bzs) = § (e son hlza(s)]

(3.5) 8 Ls =86)hs)

| fi(z,8) = e * cos h[za(s)].

Cominciando col determinare I, (z, ©) si osservi che, se I, & la fun-
zione di Bessel modificata di prima specie e p e q sono due parametri,
sussiste la formula (cfr. [17] p. 201)

2

60 [ e Lla V@ —wldu=2e> XD

\/pz +? e

3}

con la determinazione principale dei radicali. Se poniamo

P4 _
a—T P b—*”*za —a , C—a—!‘b,

o= L v = \/ k-
{1+ Y oo e

risulta

“ls)=a \/Tﬁ)z , B(s) = (a+b)Vs+k

(3.7)

E vi+al(s + k) = a?(s)
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e quindi, in base alla (3.6), ¢ facile verificare che per f{z,s) vale la
seguenle rappresentazione integrale:

2
(38) E (Z, s} — 201 A_l_,)f o calatt b)Y S s bk L [TZ \/u (2 B u)] du.

D’altra parte, per una nota formula di L trasformazione ([17] p. 245),
si ha

[ Fi # i b2
(au+b)z o Kot ;m] Vi = 0

(3.9) e---/,(ml+]h \!:-1-ii — L J7
2t Vwx

per cui sostituendo la (3.9) nella (3.8) ed applicando il teorema di Fu-
bini, ¢ facile verificare che

(3.10) [ (z,©) =

2
4(1 +}\/f(a u + b) c 4: fau | b IU [‘{Z _\/ u (2 _ u)] du .
&7 WwT

_ ZZ efkT

Passiamo ora al calcolo di 5 cominciando con 'esservare che, per
la (3.5)% e la (3.6), risulta

(3.11) Fo(z,8) = 8(s)T (2, 8) =

L (vz vu(2 —u)du,

¢/

[l ‘\/5 Jr .[.( J‘ —rfau by yf sk

e poiché (cfr. [17] p. 246)
(312) \"'S + k‘e":’,(:\u-'b}\,’.hj_}\ _

42w

dalle (3.11)(3.12), in virth del teorema di Fubini, si ricava facilmente

(3.3) fr(z, %) =

2

—kt 22 ) )

y ZC) Vf__:_:_______f[(au +bPz — 2t]e (s b2 I ("(Z Vi (2—u) du.
A
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Inhine poiché dalla (3.5) si ha

fitz,8) = (1 +2) (G + T,

assumendo che sia lecito scrivere

=Lk,
si ottiene
(3.14) fi(z,t) = (1 + ) (f,, + £2).
In definitiva, se poniamo

L

a (1) =‘~'b(t):J‘a(1)b(tﬂf)dT,

1]

ed applichiamo alle (3.4) il teorcma sul prodotto integrale, possiamo
affermare che l'espressione formale della soluzione del problema
(I.1){1.2){1.3) & la seguente:

g hiz,)=[H(z,1)+(1—a) (7 )] * ho(t)—f (2, 1) * va(7)

viz, D=Lz 0)-(0-9kE )] * v~ _ [i(z,0)*h.(1)

con [, £, f5 definite rispettivamente dalla (3.10)-(3.13)(3.14).
In particolare per ¢ = 1 risulta a = 0 ed utilizzando la (3.6) con
p = 0 ¢ facile verificare che

fi(z,7) = y(z,7)sen h

fi(z,t) = w(z,t)cos h

dove y & la funzione
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Pertanto, quando il numero di Prandtl magnetico & umnitario, le
(3.15) si viducono alla soluzione nota

sh(z,'c) =y (z7) * {cos h { )h*(”c)—senh[ ;_J v*(T)]

N‘N

(3.16)

l)v(z, ) =x(z1) * |:COS h (%Jv*(‘c)senh[-;-—) h*(ﬂ:)] .

4, - ALCUNI LEMMI.

Al fine di superare il carattere formale del procedimento utiliz-
zato al numero precedente per la determinazione del moto differenza,
dimostriamo ora quattro lemmi concernenti alcune proprieta dei
nuclei fi che intervengono nelle espressioni integrali (3.15) di h e v.
Osserviamo anzitutto che le funzioni f; (i = 1, 2, 3) sono analitiche in
ogni punto dell'insieme

Q={(z,7):0<z =2, 0<1=<T}

con Z e T finiti ma del resto arbitrari, Si ha poi

LemMA 4.1, Le funzioni [ (z,7) (i = 1,2,3) sono, quali funzioni di 1
e per ogni z>>0, assolutamenie L irasformabili nel semipiano
Res> — k, avendosi

C—zf&(s}

(41) /'Pl (Z, S) = T:m7 sen h [Z o (S)]
(4.2) T(z,8) = 5(s)Fi (2, 9)
{4.3) ﬁ(z, s) = e "M cos h[za(s)].

s
Inoltre gli integrali di Laplace i risultano assolutamente conver-
genti in tutti i punti della refta limite Re (s} = — k e risulta:

2
E

— e

(4.4) lim fi(z,s) = ff] (nydx—c |
50 1+=
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(4.5) tim £,(7,5) :f £(z,x)d v = 21(1—:8)
(46) lim £ (z, s) = f f(z,x)dr — “’26
50

Din, Con riferimento alla tunzione f, (z, ©) definita dalla (3.10), si co-
minci con l'osservare che essa ¢ mai negativa e pud cssere maggiorata
al seguente modo

2
2 .kt ,__‘_"Z_(aqub)z
4.7) fi(z,x) < e I, (v z)f au + b)e ¥ du=
S 4{l+e)tvre l ( )
i hiy?
67 A
< = L (7 Z) Yz >0,

2(14+¢) Vanr

Tale funzione inaggiorante &, quale funzione di =, sommabile
in [0,o0[ per cui, a norma del teorema di Tonelli & applicabile il
teorema di Fubini e si ha

4(l+2)va

- %‘1 (Z, S) =

(4.8)

2

:tfwu+MIﬂszaQ—uDdufe

2
5 KT o (au b d=
45 _—

TVt
Ma, ricordando che (cfr. [15] p. 102)
s o i
(4.9) ﬂ—i;mizzqu {q>0
T Vrs q Re{s)>0

e che tale integrale di Laplace converge assolutamente in tutti i punti
della retta limite Re(s) =0, dalle (4.8)-(4.9)-(3.6) e tenendo presente
che

a’ (s + k) + v = a?(s),
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si ricava la (4.1) che risulta valida appunio per ogni z>0 e per
Re(s) = — k. D'altra parte — poiché per s — 0 'integrale di Laplace

ff, (z,7) d=

4]

converge — in forza del criterio di Abel si ha

m i s) = T 0) = ¢ 280 Vz>0.
50 1 + c

In maniera del tutto analoga si provano le alire rclazioni riportate
rell’enunciato del lemma.

Indicando con I, la funzione modifcata di Bessel di prima specie
e di ordine uno, dimoslriamo ora il seguente

LEMMA 4.2, In ogni punto dell'insieme Q risulta:

P 4] 7[,222 by »
(4.10) £ (z, W)= 1oz, ©) 4 [ be ** _(2atb)e (2a+h) 41]
8zt vVnnr
(4.11) fi.(z, t)=ri(z,1)—
o o— kT ._bziz__ o )?_/,1
d4a(l +e)tVrx

dove le fungioni v, ed vy verificano le limitazioni

a/z (za —f— 3b)z kT———h'IZZ
(412) r | = e S . Iu (’V Z) e g
‘I\ 4a(l+£)\/ﬁ‘t ‘
: — kT bz
Wiy e d@arE o et

tbeat Vet

DiM. Detta y una variabile reale, cominciamo con l'esservare che,
posto

V'.’.n
n!’

a(y) = L2y) -1 =

n=1
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si ha

2n+l

O<o(y)<yz ’(n-;—rii)!

Daltra parte, poiché per u € [0, 2] risulta
Vu@ —uw) Li(yz vu(2 — o) = 1, (vz),

si ha
(4.14) glrzvu@2 —u)] = v ; ------- I (yz) .

Pertanto, posto

2
ze

*-Z-E(:lulb)?
(4.15) Bz ) = — 28 fe i
? 16z +? \/n,'t'

o]

[(au + b)Yz~ 2<]la[yzvu(2 -~ wldu,

riesce
e gt B
4.16 fz,ﬂ:—r 71+ . (e‘”
(4.16) 2(z,7) = 122, %) TR
[{au + b)Yz — 2<1]du
¢ quindi — calcolando l'integrale a secondo membro della (4.16) ed

applicando la (4.14) alla funzione r; definita dalla (4.15) — si ricavano
le (4.10)-(4.13). Infine, per determinare le relazioni (4.11)(4.12), basta
osservare che ¢ possibile esprimere, mediante un'integrazione per
parti, Ta derivata di f; rispetto a z al seguente modo

. ze . “Carby F ki
4.17 . = 2a + b)Y e o ble o4
(4.17) v 4a(l +edx vVr=x {( )
4
n Tzfe—f'unb) i (au + b) (cu . b) I} ({Z \/1;17(727 u))} du
Vu(2 — u)

o

29
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e tener presente che per u € [0, 2], riesce

EITR I MR VAR

Vu(z — u) i

Mediante considerazioni anajoghe alle precedenti si completa cosi la
dimostrazione del lemma.

Ai fini di una maggiore semplicitd di calcolo per la verifica delle
equazioni (1.1}, vogliamo ora porre in evidenza il fatto che le funzioni
f;(z, ) sono suscettibili di una rappresentazione integrale di tipo di-
verso dalle (3.10)-(3.11)-(3.14). Precisamente si ha:

LemMA 4.3. In ogni punto dell'insieme Q0 sussistono per le funzioni
f(z, 1) (i = 1,2,3) le seguenti rappresentazioni integrali:

e ™ g . sen (zVau—y)
(4,18) fl (Z ’T,') .-c(ui__:i_ s)"’ c Sel (CZ\/U) \/aza_-___ -\{2 d
ke g oy
(4.19) Lz, )= — © ---fe““‘ cos {czVu) Sen 12 (;\/au T ) vudu
2% Varu — ¢

(2]

K

(420) Fi(z,7) = %—-~fe‘ “ sen (cz Vu) cos (z Va'u — v) du.

=]

Dim. Ci limiteremo a dimostrare la (4.18) perché le altre relazioni si
determinano poi in maniera analoga. Cominciamo con l'osservare che

(cfr. [17] p. 245)

g=>0
Re(p)>0

e ! f » sen (2 Vav)d {
. = — . e~ v Sern q v v
pVp VET

3]

per cui possiamo scrivere (per >0 e z>0)

U h\/_fc.-fe—“w sen [2z(au +b) Vv] dv
zVw au+b

o
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e sostituendo nella (3.10) si ottiene

(4.21) fi(z,7) =

2 o

o— kT [ - _
- 2ze L (rz vu{2 —u) dufe""" sen{2z(au+b)vv]dv.
7(1 + ¢)

]

Ora, poiché

! flc (vz Vu(2 — u)) dufe“”" sen [2z(au +b) Vvldv| <

1

2

= —41 -flo(vz Vu(2 —u)du<

T

(3]

a norma del teorema di Tonelli ¢ applicabile il teorema di Fubini e
quindi ¢ possibile invertire 'ordine di integrazione nella {4.21). Ma,
applicando la formula (3.6), & facile verificare che

2

o

— . A Ay o w2
= 2 sen {2cz Vv) sen (z Vé4a'v — )

. Vaaly —p

per cui, ricordando che a + b = ¢, dalle (4.21)(4.22) si ricava che

sen (z Vdalv — y?)
Vaadv— ¢

dete 3 . —
fi(z,z) = ;)fe “ sen (2cz Vv) - dv

= (1
da cui, posto u = 4v, si ottiene la (4.18),

OssERVAZIONE 4.1. Notiamo esplicitamente che, per ogni > 0, le fun-
zioni integrande a secondo membro delle (4.18)-(4.19){4.20) sono som-
mabili. D'altra parte, poiché le funzioni trigonometriche aventi per
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argomento Va'u — ¥ si trasformano in funzioni iperboliche solo
nell'intervallo finito u € [0, y*/a’] ¢ possibile applicare — in ogni
punto di Q& — il teorema della derivazione sotto il segno di integrale.
Pertanto, utilizzando le (4.18)-(4.19)-(4.20) ¢ ponendo per brevita
(423) { 81 = f3 +- (1 . E) fl
g=0—-(1—-e)f

si ottengono facilmente le seguenti relazioni

1
(4‘24) gl,f - gl,zﬂz - - fl,v_

| S
(4.25) gy, = & f},zz e fl,?
(4.26) g = g — fis
(4'27) g2 = El,n — fl,m—.

le quali sussistono, naturalmente, in ogni punto di £,
OsseERVAZIONE 4.2, Rileviamo inoltre che, in base alla (4.7) ed ai risul-
tati del lemma 4.2, per ogni z > 0 si ha

(4.28) lim £ (z; %) =0 (i=1,2,3) V=0

T30

Infine, in vista di una applicazione alle questioni di stabilita,
enunciamo il seguente lemmas

LeMma 4.4, Per ogni z>> 0, sussistono le limitazioni

A

ko

(4.29) [ 1£1(z, )| d=

(4.30) f%g,- Zolde<k (=12

a

con ke, ki, ke costanti.
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5. - UN TEOREMA SUL MOTO DIFFERENZA.

In base ai risultati del numero precedente, siamo ora in grado di
verificare che le funzioni h e v, determinate formalmente al 1. 3, sod-
disfano tutte le condizioni del problema (1.1)<(1.2)(1.3) sotto ipotesi
pit generali di quelle che sono necessarie a rendere rigoroso il proce-
dimento formale. Dimostreremo infatti il seguente teorema.

TrorEMA 5.1. Se ho (1) ¢ v.(7) sono continue’ nell'intervallo [0, x{, le
funzioni h e v definite dalle (3.15) costituiscono 'unica soluzione
regolare del problema (1.1)1.2)<(1.3).

Dim. Se X (x) & continua per ogni = = 0, le funzioni

E@ﬂ:l*ﬂ:[ﬂ@ﬁ@m—uhm (= 1,23)

[e)

sono di classe C' in ogni punto di Q ed ivi dotate di derivate seconde
rispetto a z; ineltre, tenendo anche presente le (4.28), si ha i=1,23)

—————— L= % fi Y(z,1) € Q
a1
________ G -
~Fi=nx -] —f = 1,2
3z T g U )

Pertanto, poiché in base alle posizioni (4.23), le funzioni h e v si
SCrivono

( h(z,7) = h, * g — v, % f

(5.1)
V= v kg bl

risulta

hzz + v, = h* * (g]:zz - __._:}:...

=

fl,z] 4 v % (g, — Ii.)

* Le ipotesi sulla continuita di h, e v_ possono essere attenuate; invero, affinche
il moio (h, v) defizito dalle (3.15) sia una soluzione regolarc -~ ne¢l senso precisato
alla nota (2) — del problema (L1)-(1.2)(1.3), & sufliciente supporre che le funzioni
b, (1), v (1) siano gencraimente continue in [0, s [, sommabili in ogni intervallo limi-
tato [0, T} ¢ limitate in 10, T} (cfr. [14] vol. I
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ed applicando le (4.24)(4.27) si ha
hzz + V: = h% * gl,t — Va ® fl;r = 111 .

In maniera analoga, mediante le (4.25)-(4.26) si verifica l'equa-
zione (1.1).

Per quanto riguarda le condizioni (1.3)., si ha ad esempio che,
detta X (7} una qualunque delle componenti g e ¢ dei vettori hs e v,
e posto

M=sup|r(t)],
20

dalla (4.7) segue

T [ MI“ ('\(Z) 7].)222
it —whzzuw)da| < —- Y - T
f (- whEwdo) = b
¢ poiché per z — o0 & [19]
eZ
o N
(2) V2nz
risulta
lim | 2z —wfiz,uwdu=20 VYt>0,

Zuyon
%]

Procedendo analogamente per gli integrali che contengono le fun-
zioni f; ed f3 ed applicando i risultati del lemma 4.2, si prova facil-
mente che

imh, % £ =lim v, % fi =0 (i=1,23) Yt>0.

Z—p oo Z—poo

Passando poi alla verifica delle condizioni iniziali (1.2), st neti che per
ogni z > 0 le funzioni f; (z, ©) sono, quali funzioni di =, sommabili e,
d’altra parte, h. e v, per ipotesi sono limitate in ogni intervallo fi-
nito. Si ha quindi:

Hmh, # i =lim v, * =10 {i=1,23) Vz>>0.

=0 T>0
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Restano quindi da provare le condizioni (1.3);; a tale scopo osser-
viamo che in virtt del teorema di Fubini, riesce

J a0 fl l — *;1(1 _:ZE)\/R f(a u + b) 10 (TZ Vh(ZiT)) dl.l

i

—Kkv— Ll— {au+h)? d v
f)\ {(t—v}e M —
vVy

=<

o

2

M Zg - o o s 7ﬁ(au+|))l\=2
< —— i J{au+b) L(vzvVu(2—u)) duf e ! dv=
2(1 +e) V=
o 1
V=
2
M Zz JE— ——
<—— | L [yz Vu(2 — u)] du
21+ 9 [y ( )]
per cui
lim »*«f =0 Vt>0.
7—0
-~ Applichiamo--ora la-relazione {4:10) a- e Fyom
: . ze ™ - ~(a 1)
(5.2) Aw =) % 4+ .- be * —(2Za+b)e ‘”] %),
et Vme

e quindi, ricordando che (cfr. [14], Vol. I, p. 26)

y -
(5.3) lim 2 {z) * =T = 4 (1) V>0
Y20 2Var ox _
dalle (5.2)-(4.13)(5.3) si ottiene
(5.4) lim ) % £, = - 41---- [0 (x) — 2 ()] =0 Ve>0.
z—0 g

Infine, poiché
L=+, + 1),
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per le (4.11)-(4.12)(4.13) si ha

kT 2 122 7h73722
lim 2% f; = lim 5| (2a + bfe T e ]* A
730 230 dar \/'F.‘C
e cioé per la (5.3)
iim Mﬁ:-zra—frb_bﬁ ) = A(7) Yr>0.
72— a

Applicando tale risultato alle componenti h; e v, delle funzioni
h ¢ v definite dalle (3.15), si trae

lim h(z,t) =h.(t), lim v(z, 1) = v.(1) V10
70

7—0

e cid completa la dimostrazione del teorema di esistenza, L'unicith
della soluzione & poi assicurata da un noto teorema stabilito da R.
Narpint [7] [8].

§ 11) - COMPORTAMENTO ASINTOTICO DEL MOTO DIFFERENZA
E TEOREMI DI STABILITA

6. - COMPORTAMENTO ASINTOTICO DEL MOTO DIFFERENZA.

In vista della dimostrazione di alcuni teoremi di stabilithd asinto-
tica che esporremo nei numeri seguenti, premettiammo ora alcuni ri-
sultati concernenti il comportamento asintotico del moto differenza
{h, v). A tale scopo ricordiamo anzitutto (cfr. [18] pag. 66) che, indi-
cando con f(t) e g(t) due funzioni continue in [0, o<, sussiste il se-
guente teorema che riportiamo per comodita di esposizione:

TEOREMA. Se le funzioni {(t) e g(t) sono convergenii per t — X e se
g (t) & sommabile in [0, [, posto

lim £(1) = f(=) , lim g(t) = g(>x),

l=p e

risulta

e

(6.1) Iimff(t Co) g () d = F () [g(N) — g (0]
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Premesso cio si osservi che, in base alle posizioni (4.23), le fun-
zioni h e v si possono scrivere

(62) h (Z, "C) = h:‘a(T) "o aaT—fgl (Z, Ll) dU — V*(‘C) * 88-5 ""{fi (Z, U) du

1]

f‘l-»(T) * ra' f.fl(zi LI) du.
dr

3] [¢]

T

(6.3) viz,7) = v.{T)* 88 j g(z,u)du— E

S}

T

D'altra parte, per ogni z>> 0, le funzioni g sono assolutamente
L trasformabili anche per Re(s) = 0 (cfr. lemma 4.1) e quindj, appli-
cando le (4.4)-(4.5){4.6), risulta

T

(6.4) lim j g (z,u)du = T+ee
e 1 +z
. ? . l — e_ €

(6.5) i J Hilz,uydu =& -— g
e P+ e
g 1+

Tali relazioni, osservando anche che

(6.7) lim jfj(z,u)duo (i=1,273) V20,

T—l

dimostrano il seguente

TEOREMA 6.1, Se le [unzioni h.{(t) e v.(t) sono continue in [0, X[ ed
ammetiono limile finito per v—» x, posto

lim h.{t) = h.{x), lim v.(7) = v.(x\)

T—pes Ty
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per agni z > 0 risulla

[ lim h(z, 1) = Lee t ho(x) —« d=e t v, (00)
P 1 +¢ 1+
(6.8) <
lim v(z, <) — e+e ° va(x) — 1 — ¢ e i o (00)
Ty oo I € 1 4+ €

Da tale teorema segue ovviamente il

COROLLARIO 6.1. Se le funzioni h.{t) e v.(t) sono infinitesime per ©—00,
tali risultano, per ogni z >0, anche le funzioni h(z, 1) e v(z, 7).

Inoltre — se indichiamo con C la classe delle funzioni 2 (t) con-
tinue in [0,2<[ e convergenti per t~> > — il corollario 6.1, ora enun-
ciato, si pud invertire al seguente modo:

CoroLLARIO 6.2. Se h.(7) e v.(7) sono elementi di C,, per ogni 2>>0
sussiste Uimplicazione:

(6.9) limh(z,t)=limv{z,7)=0=—1lim h,(zx) = imv.(x) = 0.

T o5 Teyro Tepeoa T3

Invero, poiché h. e v, sono di classe C, , risultano applicabili le
relazioni (6.8); d’altra parte, per ipotesi, deve aversi per ogni z >0

3

ho(oc) — eve(™) + e [ho{x) + va()]e =0 Yz >0

e cid implica necessariamente h.{oc) = v.{(x) =0,

OSSERVAZIONE 6.1, In altri termini dunque — nell’ambito di perturba-
zioni al contorno (h,, v.) di classe C;— la differenza tra il moto im-
perturbato ed il moto perturbato pud annullarsi, al crescere di x,
soltanto se ¢ infinitesima la perturbazione al contorno. Il corollario
¢.2 esprime quindi una condizione necessaria aflinché il moto diffe-
renza sia infinitesimo, limitatamente perd a perturbazioni al contorno
che abbiano determinali requisiti. Restrizioni di questo tipo sono,
com’t noto, per lo piit inevitabili negli enunciati dei teoremi taube-

riani mediante i quali dalle proprieta della trasformata F (s) si desu-
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mono alcune proprieta sul comportamento asintotico della funzione
originale F(t), nell'ipotesi perd che la F (t) soddisfi a particolari con-
dizioni. Poiché nella teoria della trasformazione di Laplace numerosi
sono i teoremi tauberiani, ¢ possibile — in base alle formule di L
trasformazione stabilite al n. 4 — ricavare altre condizioni necessarie
di tipo analogo a quella enunciata nel corollario 6.2, pur di limitare a
priori la variabilita dei dati al contorno h, e v. in opportune classi
funzionall.

A titolo di esempio consideriamo la classe C. delle funzioni X (t)
che siano derivabili in [0, o[ e tali che;

i) A"{t) sia L trasformabile per Re(s)> 0,
(6.10)
ii) per ogni t > 0 risulti®
P 1
oo (1) im0

L’applicazione di un noto teorema tauberiano (cfr. [14] vol. I,
pag. 516) consente di dimostrare il seguente

TEOREMA 6.2. Se hy e v. sono elementi di C,, condizione necessaria af-
finché le funzioni h(z, ) e v (z, 1) siano infinitesime per ©—» > ¢ che
si abbia

Ty o T

. N . . r I e
Dim. Poiché per ipotesi h: e vi sono L trasformabili per Re(s)>>0,
le funzioni h. e v. sono assolutamente trasformabili almeno nel semi-

piano Re(s)>> 0 (cfr. [15], pag. 120) ed ivi si ha

L(hs) = sha(s) — h,(0)
(6.12)
L(vy) = sval(s) — v.{0).

. 1
¢ La notazione b {t) = 0, (T] per L >0 stda ad indicare, com’é noto [14], che
esiste una costanle positiva K’ tale che
K

i Yt > 0.

bit) = —
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D'altra parte le funzioni I; (z, =) (i = 1, 2, 3) sono assolutamente L
trasformabili nel semipiano Re(s) > — k (cfr. lemma 4.1) per cui,
in base ad un noto teorema (cfr. [15], pag. 115), i prodotti di con-
voluzione

h, »f, v, =§ i=1223)

sono L trasformabili almeno nel semipiano Re(s) > 0 e sussistono
ivi, come segue dalle (3.15)-{4.23), le seguenti formule di L trasfor-
mazione

; Bz s) = Bu(s) 2(as) — va(s) Tz s)
(6.13) . . . A R
vz, s) = va(s) ga(z,8) — . h.(s)f{(z, s},

Pl ~
Tali relazioni sono risolubili rispetto a h. e v, per cui, moltipli-
cando per s e ponendo per brevita

{6.14) vifz,8) = n :g; . (=12,
g g g2 fiz
si ottiene
! A Fal f/\\ ~
sh w{z(5h+s ,\1 v]
28]

(6.15)

Com’e facile verificare mediante le {4.4){4.5)-(4.6), le funzioni v,
g; (] = 1,2) ammettono limite finito per s — 0 e, precisamente, per
ogni z > 0 risulta:

z

lim i (2 8) = sre
sl 1 + z
(6.16) y Yz 0
1 + cet

ilm "{2 (Z) 5) = ..
0 1+z
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J/ ~o~ 1 — 67Z
| lim fi/ge = ¢ 0 T
S - t4e *
(6.17) Vz>=0
lim ﬁ /g: - d-e ':[
\ e I +ze ©

Premesso cio, si osservi che per ipotesi &

Iim v{z, )= lim h{z,7) =0
e quindi I'esistenza di tali limiti implica, com’e noto (cfr. [14], vol. I,
pag. 458), che si abbia

(6.18) lim s v(z,s) = lim s h(z,s) =0 .

S=a{l s—l

Dalle (6.15)-(6.16)-(6.17)46.18) segue pertanto che

(6.19) Hm sh.(s) = lim sva(s) = 0  Re(s)>0

S5l S}

per cui, in base alle (6.12)-(6.19), si ha

s s—l

Le funzioni h% e v, soddisfano dunque le condizioni (6,10){6.20)
e tali condizioni consentono di affermare (cfr. [14], vol. T, pag. 516) che

lim .h;(u) du = —h,(0), Iimfv; (Widu = — v, ()

T 2o

T

el [+]

e cioe ha(t) e v.{7) sono infinitesime per © — x|

OssERVAZIONE 6.2. Conformemente all'intuizione fisica & quindi possi-
bile affermare — in base a tale teorema — che il moto differenza (h, v)
non pud risultare infinitesimo quando le perturbazioni al contorno
(he, v.) siano funzioni non decrescenti.
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OssERVAZIONE 6.3, L'intuizione fisica da una parte e le conclusioni ana-
litiche che, dall’altra, si traggono dal corollario 6.2, potrebbero far ri-
tenere che Uimplicazione (6.9) deve essere verificata in ogni caso e che
le restrizioni imposte alla variabilita dei dati al contorno in oppor-
tune classi funzionali, sono dovute unicamente allo strumento anali-
tico che si ¢ adoperato. Al riguardo, precisiamo subito che una tale
congettura ¢ senz'altro falsa in quanto — contrariamente all'intui-
zione fisica — esistono moti differenza (h, v) che risultano infinitesimi
anche quando le perturbazioni al contorno non lo sono. A tale scopo
dimostreremo il seguente teorema.

TEOREMA 6.3. Condizione sufficiente affinché si abbia

(6.21) lim h(z,vx) =lm v(z,+) =0 Yzz>0

T—3 oo T—ye=
e che esistano e siano finiti i limiti

z T

lim | ho(u)du liva*(u)du

con h, e v. funzioni continue in [0, [,

Din. Invero, mediante integrazione per parti e tenendo presente le
{4.28), le funzioni h e v si possono esprimere nella forma

s hiz ) = —08L fh_%(u} du— 00 fv%(u)du

d= d=
(6.22)
Vi) = OB {v%(u) du - L8 fh%(u)du
! a7 . e d ]
a\ a o
e poiché — com’e facile verificare — Ie funzioni

aaT f(z) - aigi(z,t) (i=1.2)
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sono, quali funzioni di = e per ogni z >0, sommabili in [0, o[, &
possibile applicare la relazione (6.1). Essendo per ipotesi

| Lo s
gfh*(u)du!<?o, E]V*(L{)du<9€

(2]

ed osservando che per ogni z > 0 risulta (n. 4)

lim fi(z,7) =0 (i=1,2,3) Vz>=0

T

dalle (6.1)-6.22) seguono facilmente le (6.21).

Si noti infine che le ipotesi del corollario 6.1 e quelle del teorema
ora dimostrato non sono confrontabili e, d'altra parte, queste ultime
non implicano che h. e v, siano infinitesime; basti pensare ad esem-
pio agli integrali di Fresnel.

7. - STABILITA DEL MOTO IMPERTURBATO.

Poniamo

RIOEN OISR NG

@

ed introduciamo le metriche

5 = sup rt)
(7.2) i
( f=sup ¢(7).

In base a definizioni ben note {1] [4], diremo che:

Derinizione 7.1, I moto imperturbato (H*, V*) & stabile rispetto alle
metriche T e § se, in corrispondenza di ogni moto perturbato (H* + h,
V* 4 v), risulta

{7.3) Va0 38(a)=>0: r<<i{o)=p<o.
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Nelle ipotesi — pili volte precisate — di continuita dei vettori
k. e v, facilmente si dimostra il seguente teorema di stabilita nella
classe :

TrorEma 7.1, La soluzione nulla (h, v) = (0,0) del sistema (1.1) & sta-
bile rispetio alle metriche T e p.

Dim. Indichiamo con i e ¢; (i = 1, 2), rispettivamente, le componenti
di h, e v,. Tenendo presente le espressioni (3.15) delle componenti
hi(z, 7} del vettore h{z, 1) ed osservando che (a - b)Y <I2(a? + b?),
si ha
hz,9)| = Hp g —di* £ + (@ g — &% [F]7 <
< V2Ll * @f + (g% gl + (% L)+ (g % £P]

e quindi, a fortiori,

(74) |[h(z, 0] < V2{I(gl+]gD) * (@] P+ + g * B} <
< V2 ijel+lel|l* lal+ V2 dil+]w:]] * [fi].

Se — per ogni fissato punto (z, t) di £ — indichiamo con A (z, ©)
la pitt grande delle determinazioni assunte dalle funzioni [ g | ed | f) |
ed osserviamo inoltre che |a| + |b| < V2 (a® + bY), dalle (7.4)-(7.1)
si ha ovviamente:

(h(z, )] < V2A(z ) * U | + (o] + ] + [d]]1 =

A
™~
b
N
)
1
<.
3
,+..
-
+
<.,
<!
.+..
B
S
IA

-

2sup rix) | A(z,=)d=

=0

[A

o

¢ poiché, applicando il lemma 4.4, risulta

fA(Z,T)dT<M Vz>0

o

con w costante, si trae

(7.5) lh(z,©)|<2unr.




Stabilita asintotica in presenza di perturbazioni 465

In maniera analoga si prova che
(7.6) [v(z, 1)< 2p'F
per cui, posto 7 = max (u,p’) e ricordando le (7.1)-(7.2), si ottiene

p=sup p{1)<4yrT
=0

<

da cui segue la tesi.

8. - TEOREMI DI STABILITA ASINTOTICA.
Con riferimento alle definizioni date in [1] diremo che:

DrrFiNizionE 8.1. Il moto imperturbato (H*, V¥) & asintoticamente sta-
bile rispetto alle metriche T e § se & stabile rispetto a tali metriche e
se inoltre esiste un & positivo tale che — in corrispondenza di ogni
moto perturbato che verifichi la condizione t < & — si abbia

lim g(z) =0,

Pertanto, in base ai risultati del n. 6 sul comportamento asinto-
tico del moto differenza ed in virthi del teorema di stabilita dimo-
- strato al numero precedente, siamo in grado di enunciare subito al
cuni teoremi di stabilita asintotica del moto imperturbato. Cost ad
esempio dal corollario 6.1 e dal teorema 6.3 derivano, rispettivamente,

i seguenti criteri.

TeorREMA 8.1, « Se lim 1 (x) = 0, il moio imperturbato é asintotica-

T—>ea

mente stabile rispetto alle metriche T e 5 ».

TeorREMA 8.2, « Condizione sufficiente affinché il moto imperturbato sia
asintoticamente stabile rispetto alle metriche T e § & che esistano e
sitano finiti ¢ limiti

T T

lim { hy(uydu , m | vo(@)duo».

30
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OsservazIONE 8.1. Dal punto di vista fisico, il risultato espresso dal
teorema 8.1 & facilmente intuibile. Al contrario, l'affermazione del
teorema 8.2 non trova riscontro nell’intuizione fisica giacché, a norma
di tale teorema, si ha stabilita asintotica anche quando le perturba-
zioni al contorno (h,, v.) sono, ad esempio, funzioni del tipo

cos (at) e + sen (b1 e
con a e b costanti.

Ai fini dell’analisi della stabilita asintotica del moto impertur-
bato, risultano poi di notevole interesse le applicazioni del corollario
6.2 ¢ del teorema 6.2: essi consentono infatti di invertire — nell’am-
bito di opportune classi funzionali — ['implicazione del teorema 8.1
circa l'attrattivita della soluzione nulla del sistema (1.1). Si vengono
in tal modo ad individuare molti casi in cui la stabilitd del moto
imperturbato non pud essere di tipo asintotico. Allo scopo di enun-
ciare siffatti risultati e ricordando la definizione delle classi Cp e Co
date al n. 6, premettiamo la seguente definizione:

DEFINTZIONE 8.2. La funzione vettoriale u(t) e di classe C, (risp. Cp)
in [0, o[ se ciascuna delle componenti cartesiane di u & un elemento
di Cp (risp. Co) in [0, 00l

Ial corollario 6.2 e dal teorema 6.2 e tenendo presente tale defini-
zione, si ricava quindi la seguente condizione necessaria per l'attratti-
vita della soluzione nulla delle equazioni (1.1}

TrOREMA 8.3. « Per ogni perturbazione al contorno (h., v.) che sia di
classe C, oppure di classe Cv, condizione necessaria affinché la stabi-
lita del moto imperturbato (H*,V*) rispetto alle metriche T e p sia
di tipo asintotico, & che si abbia

lim r(=)=0».

T—pea

OSSERVAZIONE 8.2, I teoremi 8.1 ed 8.3 consentono quindi di affermare
— nel caso che le perturbazioni al contorno siano elementi di C,
o di C. — la validita della doppia implicazione:

im r(=})=0 = limp()=0.

Tepom T
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OssERvAZIONE 8.3. Numerosi ed immediati sono gli esempi di pertur-
bazioni al contorno (h., v,) in corrispondenza delle quali — a norma
del teorema 8.3 — la stabilita della soluzione nulla delle (1.1) non puo
essere di tipo asintotico. Si osscrvi infatti che, detta A (<) una qua-
lanque delle componeni di h.(z} e v.(<), cio accade ad esempio in
ognuno dei seguenti casi:

a) X (t) converge per 1 — X ma non ¢ infinitesima.

b) (<) & non decrescente per ogni © > 0 (ed ha derivata L tra-
sformabile),

c) A(w) = cos (), 2 (1) = sen u (1) dove (1) & tale che © u (1)
¢ limitata per ogni 1> 0 (ad esempio p () = fog 1).

d) x(z) = f— 0 du e cosi via.

[§]

'

OsSERVAZIONE 8.4, Rileviamo infine che un altro caso in cui la stabilita
del moto imperturbato non risulta di tipo asintotico si ha quando al-
meno una delle componenti ¢ e ¢ dei vettori hy, e v, & del tipo:
cos (ait), sen (b;1). Per dimostrare tale affermazione occorre perd
utilizzare la formulazione esplicita del moto differenza in quanto le
funzioni dette non appartengono ad alcuna delle classi funzionali cui
_sono app]}cab]h i.teoremi.di. ﬁpO EALDEEIATIE, o
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RELAZIONE SUI LAVORI COMPIUTI
DALL’ACCADEMIA DELLE SCIENZE FiSICHE E MATEMATICHE

durante i'anno 1974, letta nell'adunanza plenaria del 21 gennaio 1975
dal Socio Baipassarre DE Lerma
Segretario dell’Accademia di Scienze Fisiche e Matematiche

Anche nell’anno accademico 1974 si sono tenute le consuete otto
tornate ordinarie, sotto la Presidenza di classe del Socio Prof. Antonio
Scherillo. Nel corso di queste sedute sono stati illustrati dai Soci pre-
sentatori ed ampiamente discussi numerosi contributi di ricerca ori-
ginale di studiosi delle Scuole del nostro collegio accademico. Né &
mancata, anche per lo scorso anno accademico, la partecipazione di
valenti studiosi stranieri che ci hanno fatto pervenire lavori scienti-
fici, nel campo delle discipline matematiche, dei quali hanno chiesto
pubblicazione nei Rendiconti, Siamo per cid ben lieti di poter consta-
tare che, anche in tempi non dei piu felici per la ricerca scientifica,
I'attivita della nostra Accademia non sia venuta meno alla sua tradi-
zione di promuovere e favorire Ia ricerca pura. 11 bel volume del Ren-
“diconto, il 41° della Seri¢ TV, di ‘imiminente pubblicazione per i tipi
della Tipografia Giannini in Napoli, contiene una trentina di lavori
che si riportano, per i loro contenuti, a tutte le discipline delle due
Sezioni di Scienze naturali e di Scienze fisiche e matematiche. Anche
la serie degli « Atti » si & arricchita di ben tre poderose Memorie, due
del Socio prof. Giuseppe Imbo, una del Socio prof. Mario Galgano,
con la collaborazione del prof. B. Moraldo.

I lavori lell'Accademia hanno avuto inizio con la tornata del 5
gennaio, in cui il Socio emerito prof. Mauro Picone presentava uno
studio del professore Coreen sui teoremi di Sturm per sistemni di equa-
zioni differenziali ellittiche di secondo ordine e il Socio Mario Curzio
illustrava una ricerca del dott, A. Caggeci su una classe di quasicorpi
di dimensione infinita sul loro nucleo. Assai densa la tornata succes-
siva del 2 febbrajo: il Socio prof. Carrelli riferiva su nuove sue ri-
cerche in collaborazione con Luponio e con Porreca, in campo di ferro-
magnetismo, il Corrispondente prof. Stampacchia trasmetteva per
l'inserimento nei Rendiconti, una nota di M. Martelli e A. Vignoli dal
titolo « Some surjectivity results for non compact multivalued maps »,
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mentre su ricerche in campo algebrico, con riferimento ad alcune que-
stioni di risolubilita in anelli associativi, Curzio illustrava una ricerca
del prof. S. Rao, e Carlo Miranda presentava uno studio di C. Sbor-
done, in campo di Analisi, sulla caratterizzazione degli operatori diffe-
renziali del 2° ordine di tipo ellittico. Nella stessa seduta il Socio
Sersale dava comunicazione, a nome degli Autori R. Aiello e C. Co-
lella, di nuove ricerche su alcuni silicoalluminati idrati di sodio
sintetici.

Notevole, nel corso delle sedute successive, l'ulteriore contributo
a ricerche in Analisi matematica, che hanno portato vari studiosi ita-
liani e stranieri, ricerche che sono state ampiamente illustrate dal
Socio presentatore prof. Miranda. La brevitd del tempo concessomi
mi consente di dare di esse soltanto un fugace cenno: S. Materasso
ha condotto uno studio su una classe di equazioni ipoellittiche, D. For-
tunato si ¢ occupato di « spazi di Sobolov » con peso ed applicazioni
ai problemi ellittici, A. Alvino ha trattato del proplema esterno di
Dirichlet per i sistemi ellittici, mentre un gruppo di matematici ru-
meni (Chaleat, Krivoshein e Mangeron) ha trattato di una nuova
classe di equazioni integro-differenziali non lineari a derivate parziali
in due variabili indipendenti. E, restando ancora nel campo delle di-
scipline matematiche, dobbiamo ricordare Ie ricerche di A. Romano
sull'influenza di un extraflusso d’energia sulla termodinamica di un
dielettrico elastico dispersivo e quella di R. Grassini, in campo di
Meccanica relativistica, che portano ad un modello matematico gene-
rale spazio-tempo, due contributi questi presentati dal prof. Carlo
Tolotti. Come pure, per conto del prof. Salvadori dell’'Universita di
Roma, il Socio Tolotti ha riferito su uno studio di B. I’Onofrio e T.
Visentin riguardante una generalizzazione di alcuni teoremi di stabilita
asinfotica e su una ricerca di due studiosi americani, i dottori J. R.
Graef e P. W. Spikes riguardante « A nonoscillation result for second
order ordinary differential equations ».

I! Socio prof. Stoppelli ha portato il contributo della sua Scuola
con una ricerca di Renno sulla stabilithd asintotica in presenza di per-
turbazioni al contorno per una classe di moti magneto-idrodinamici,
e con altro lavoro delo stesso dott. Renno in collaborazione con A.
D’'Anna su una classe di fenomeni dissipativi. La geometria figura con
un lavoro di D. Sara, del quale & stato relatore il prof. Dalla Volta,
sulle faccetie olomorfe a curvatura massima dello spazio delle matrict
simmetriche.

Un lavoro del Socio prof. Covello in collaborazione con il prof. O.
Schettino e con L. Ferrara porta i risultati di un approfondito studio
cromatografico della frazione insaponificabile dell’olio di semi di « Car-
diospernuum halicacabum », con l'identificazione e dosaggio dei tocofe-
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roli che vi sono contenuti. Altra ricerca della stessa Scuola, alla quale
hanno collaborato col socio prof. Covello, il prof. O. Schettino e i
dottori L. Ferrara ¢ P. Forgione, & uno studio comparativo su para-
metri cromatografici di vari iododerivati organici. Della scuola del
Socto prof. Enzo Leone figurano ulteriori approfondite ricerche, in
collaborazione con i dottori Farina e Quezaba, sulla ribonucleasi semi-
nale in Bovini, nonché quelle d'interesse per la conoscenza del meta-
bolismo dei Cefalopodi, sul metabolismo dell’adenina in Octopus vul-
garis. A quest’ultima ricerca hanno collaborato col prof. Leone i dot-
tori Farina e Faracne-Mennella.

Un interessante contributo alla conoscenza delle proprieta fisiche
di meteoriti ha portato il prof. Francesco Cennamo che ha presentato
su tale tema un lavoro al quale ha collaborato il dottor Alberto
Colasanti.

Nel campo delle discipline geo-mineralogiche vanno pot ricordate
le nuove osservazioni sul bradisismo flegreo che formano oggetto di
una nota dei dottori Bonasia ¢ Montagna presentata dal Socio prof.
Imbo. Il Socio prof. Scherillo ha riferito su un interessante gruppo di
ricerche petrografiche sull'Tsola di Capri e sulla presenza di cineriti
riolitiche nei depositi messiniani, cioé del piit recente miocene, nella
valle del Crati in Calabria settentrionale. Queste ricerche sono dovute
rispettivamente al dott, G. Nardi e allo stesso Nardi in collaborazione
con Di Nocera S. e F. Ortolani. Altri studi in campo mineralogico,
dovuti ad Aiello e Porcelli, riguardano i depositi di tufo cabazitico

della regione campana. Una delle memoric del Socio prof. Imbo, alle

“rquali SiE precedentériente accennato, ¢ un vasto studio della crosta
basale del Somma-Vesuvio che completa l'ottavo volume della Serie
3* degli « Atti », E in corso il suovo volume degli « Atti », il nono della
stessa serie, in cui figura un'altra imporiante memoria del prof. Imbo,
sulla radioattivita naturale delle lave vesuviane; e nello stesso volume
¢ pubblicata la memoria del prof. Mario Galgano e B. Moraldo, adoraa
di magnifiche tavole, che & un’indagine originale intorno a problemi
etnologici e antropologici relativi al Monte Bego nelle Alpi marittime,

Per la Sezione di Scienze Naturali sono stati coperti i due posti
di Socio ordinario, di cui si disponeva, con la nomina ad ordinario dei
Soci Prof. Lorenzo Mangoni, cattedratico di Chimica organica nella
nostra Universita, e Prof. Vincenzo Leone, titolare della Cattedra di
Chimica biologica.

Per l'anno 1974 sono stati banditi tre Premi accademici di
L. 500.000 per le Scienze matematiche, per le Scienze Biologiche ¢ per
le Discipline geomineralogiche. I Premi relativi sono stati assegnati ai
professori Albino Canfora, Alessandro Morescalchi e Pio Di Girolamo.
Si dara lettura a parte delle relazioni .
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Per questo nuovo anno accademico il Consiglio di Classe risulta
cosi costituito: Presidente, a norma di statuto, essendo stato Vice Pre-
sidente per 'anno precedente, il Prof. Mario Galgano; Vice Presidente
il Prof. Mario Curzio; Tesoriere il Prof, Riccardo Sersale; Segretario
il Prof. Baldassarre de Lerma,

Il Segretario
BaArLDpASSARRE DE LERMA



RELAZIONE DELLA COMMISSIONE GIUDICATRICE DEL PREMIO
PER LE SCIENZE GEOMINERALOGICHE
NELLA BRANCA « VULCANOCLASTITI »

La commissione giudicatrice del premio bandito dall’Accademia
di Scienze Fisiche e Matematiche per le scienze gecomineralogiche nella
branca « vulcanoclastiti » composta dai consoci Imbo, Maccagno, Ser-
sale, Scarsella, Scherillo si & riunita nella sede della Societa Nazionale
il 4 gennaio e ha nominato presidente il consocio Imbé e segretario/re-
latore il consocio Scherillo,

Al concorso si & presentato un solo concorrente: il prof. Pio Di
Girolamo, stabilizzato di petrografia presso I'Universita di Napoli. 11
prof. Di Girolamo presenta 10 note, delle quali 4 a suo unico nome e
6 in collaborazione con scienziati italiani e stranieri: tutte trattano di
petrografia vulcanologica e la massima parte rientra nel campe di
studio delle vulcanoclastiti.

Nell'ambito del vulcano di Roccamonfina il prof. Di Girolamo ha
dato il primo studio della manifestazione eccentrica di Sesto Cam-
pano. Si tratta di un caso di scorie del quale resta la sezione del con-

~dette e un-lembo di pireclastiti lacustri:-Nell'ambito-del-Semma/Ve-
suvio, oltre a uno studio di lave orvietitiche portate in luce da trivel-
lazioni, che rientra nella petrografia classica, il prof. Di Girelamo, nel
rilevamento lungo il margine sud occidentale del Vesuvio ha descritto,
insieme colla bocca locale a breccia lavica di Torre Bassano anche le
coate di fango a « facies fredda » che sono in evidenza per un buon
tratto della costa e che, per la loro corrispondenza colla parte supe-
riore della serie degli scavi di Ercolano, sono da riferirsi alle vulcano-
clastiti dell'eruzione del 79 d.C,

Tra le vulcanoclastiti della Campania un'importanza tutta partico-
lare ha quella formazione che fino a pochi anni or sono era chiamata
« tufo campano », mentre ora si preferisce chiamarla « ignimbrite cam-
pana ». Allo studio di questa vulcanoclastite il prof. Di Girolamo ha
apportato contributi molto notevoli. L'ipotesi da lui avanzata che il
tufo sia il prodotto di emissioni successive lungo una frattura nel mar-
gine settentrionale della zona flegrea, di chimismo gradualmente va-
riante, si fonda sopratutto sufla composizione chimica delle scorie e
sulle loro dimensioni e distribuzione aerale e spiega le differenze che




474  Relazioni

si riscontrano nell’ambito del tufo campano nell’area della pianura
Campana e dei rilievi appenninici circostanti e rappresenta un solido
puntto di partenza per ulteriori ricerche. Dal tufo campano sono state
distinte le pomici che si trovano alla base di alcuni banchi del tufo
stesso e che sono da attribuirsi ad uno dei piu intensi episodi del vul-
canismo campano. Tl chimismo ne & trachifonolitico potassico.

Problema fondamentale ¢ quello della successione tra i principali
centri vulcanici campani e questo pud esser riselto collo studio delle
serie vulcanoclastiche. Secondo le ricerche del prof. Di Girolamo (e
collaboratori)} la serie ¢ la seguente: Roccamonfina, tufo campano,
Somma trachitico, Somma tefritico/leucitico, tufo giallo napoletano,
vulcani flegrei recenti (Agnano, Astroni), Somma/Vesuvio attuale. La
determinazione dell’eta assoluta di un legno fossile incluso nella parte
superiore del complesso del tufo campano di Avellino ha dato 27.000
anni, mentre l'etd della grande eruzione esplosiva del tufo di Ce-
tara/Serrara ad Ischia ¢ stata calcolata (da altri studiosi) 24.000 anni.

Il prof. Di Girolamo ha eseguito (in coll. con D. Stazione) il rile-
vamento geopetrografico dell'Isola di Procida e ne ha costruito la
carta geologica. L’isola consta essenzialmente delle vulcanoclastiti di
7 vulcani e complessi vulcanici, dei quali & stata stabilita la succes-
sione; due (Vivara e Solchiaro) originariamente sottomarini, hanno
dato jaloclastiti che corrispondono perfettamente a quelle classiche
degli Iblei. Si tratta della prima segnalazione di jaloclastiti nell’am-
bito del vulcanismo napoletano, mentre nell’ambito dell’Appennino
Campano e precisamente nel flysch del Cilento lo stesso Di Girolamo
aveva.in. precedenza. segnalato una breccia jaloclastitica, in-relazione
con lave a cuscino.

I evidente che il prof. Di Girolamo ha svolto un’attivitd assai
intensa e fruttuosa. Molte delle sue ricerche, e in particolare quelle
sulle vulcanoclastiti, si distinguono per 'originalita dei concetti e I'im-
portanza dei risultat e dei contributi alla petrologia campana. Cio con-
ferma che gli studi sulle vulcanoclastiti quando — come in guesto
caso — sono condotti con rigore e sistematicitd danno importanti con-
tributi alla geologia, alla petrografia e alla mineralogia. Pertanto la
Commissione, unanime & ben lieta di giudicare il prof. Di Girolamo
vincitore del concorso,

La Commissione

Prof. Giusepre IMBd, presidente

Prof. FrRANCESCO SCARSELLA

Prof. RICCARDO SERSALE

Prof. ANGELA MACCAGNO

Prof. ANTONIO SCHERILLO, segretario/relatore



RELAZIONE SUL CONCORSO AD UN PREMIO ACCADEMICO PER LE SCIENZE
MATEMATICHE, BANDITO DALL'ACCADEMIA DI SCIENZE FISICHE E
MATEMATICHE PER L’ANNO 1974, RIGUARDANTE LA « MATEMATICA PURA »
E IN PARTICOLARE LA BRANCA: PROBLEMI PARZIALI AL CONTORNO
PER LE EQUAZIONI A DERIVATE PARZIALI ELLITTICO-PARABOLICHE

La Commissione, composta dai Soci ordinari Carlo Miranda, Fe-
derico Cafiero, Mario Curzio e dai Soci corrispondenti Gianfranco
Cimmino e Carlo Ciliberto, si & riunita il giorno 29 Dicembre 1974 alle
ore 12 in una sala dell'Istituto di Matematica dell'Universita di Napoli
¢ si ¢ costituita scegliendo a suo presidente il Prof. Cimmino e a se-
gretario il Prof., Miranda.

La commissione dopo un’ampia discussione dei titoli dei candidati

CANFORA ALBINO
VERGARA CAFFARELLI GIORGIO

& stata-unanime nel- redigere-i-seguenti-gitndizg v

CANTORA ALBINO. Presenta una nota lincea e quatlro ampie me-
morie pubblicate fra il 1971 ¢ il 1974, Le memoric 1 e 2 riguardano
un‘equazione a derivate parziali del quarto ordine che ¢ ellittica in
alcune parti di un campo Q e parabolica, di vari diversi tipi, in altre,
la frontiera di & nelle zone di parabolicita riducendosi a una porzione
di iperpiano. Appaiono qui di grande interesse sia la determinazione
del tipo di condizioni al contorno atte a individuare la soluzione, sia
i teoremi conclusivi di esistenza e regolarizzazione. La trattazione, ba-
sata sul metodo del piccolo parametro, & assai elaborata perché il pro-
blema presenta ardue difficolth. La nota lincea n. 3 riassume questi
lavori e contiene un elegante csempio. La memoria n. 4 tratta una
questione analoga per un'equazione di ordine 2m, in ipotesi pero piu
restrittive di quelle refative alle equazioni del quarto ordine, per cui
i risultati non assorbono quelli delle memorie precedenti. Questa ridu-
zione della generalita delle ipotesi consente una trattazione in qualche
punto pia snella, Ma il passaggio dell’ordine da 4 a 2m fa sorgere
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nuove difficolta che l'autore supera con vera perizia mediante l'uso di
tecniche rafhnate.

La memoria n, 5 infine riguarda un problema dello stesso tipo per
un’equazione del guarto ordine considerata in uno strato, Qui il me-
todo adoperato & del tutto diverso perché basato sulla teoria delle
trasformazioni a codominio chiuso invece che sul metodo del piccolo
parametro. L'equazione considerata ¢ volutamente semplice perché
scopo di questa memoria era di saggiare un procedimento diverso da
quello delle memorie precedenti atto a dare dei teoremi di regolariz-
zazione pill avanzati, che consentano di associare al teorema di esi-
stenza anche un teorema di unicita. Per Uequazione particolare consi-
derata il tentativo appare pienamente riuscito.

Giudizio collegiale. 1.a produzione scientifica del Canfora, piena-
mente rispondente al tema del concorso, & di livello elevato e contiene
risultati di rilevante interesse. Notevole la capacita del candidato di
costruire per gradi una teoria nuova, affrontando con perizia e auto-
nomia di pensiero le difficoltd ad essa increnti.

VERGARA CAFAREILLI GIORGIO. Presenta sette lavori a stampa pubbli-
cati fra il 1970 e il 1974. Nel n. 1 si studia, con il metodo delle disequa-
zioni variazionali un problema ai limiti con vincoli per un’equazione
differenziale ordinaria del secondo ordine. If n, 2 & una breve nota
riguardante un problema di disequazione variazionali relativo a una
coppia di operatori lineari ellittici. Il n. 4, riassunto nella nota n. 3,
considera un problema relativo all’equazione delle superficie minime,
analogo a quello studiato nel lavoro m. 3 per [e equazioni lineart.
Si tratta, qui, di determinare due soluzioni dell’equazione delle su-
perficie minime, di cui sono .assegnati i valori al contorno, sotto
I'ulteriore vincolo che la prima non sia in alcun punto del campo
maggiore della seconda. La trattazione, ambientata nella teoria delle
disequazioni variazionali, & pregevole e corredata da alcuni teoremi
di regolaritd delle soluzioni. Anche notevole il lavoro n. 6, riassunto
nel n. 5, in cui il problema precedente ¢ studiato per le superficie di
assegnata curvatura media, Questo studio richiede una trattazione
preliminare del problema di Dirichlet relativo all'equazione conside-
rata, in condizioni del tutto diverse da quelle precedentemenie consi-
derate da J. Serrin Il n. 7, in collaborazione con altro autore, riguarda
il problema di evoluzione non lineare associato al problema ellittico,
considerato nel lavoro precedente. L'argomento di questo lavoro e
pienamente rispondente al tema del concorso.

Giudizio collegiale. La produzione scientifica del Vergara Caffarelli
non & molto estesa ma & di livello elevato ed & orientata verso pro-



Relagzioni 477

blemi attuali e interessanti. Essa denota un costante progresso e con-
tiene gia alcuni risultati pregevoli.

La Commissione, sulla base dei giudizi espressi, ¢ lieta di consta-
tare che entrambi i candidati sono in senso assoluto meritevoli del
premio. II Canfora prevale perd sul Vergara Caffarelli, sia per la
maggiore ampiezza della produzione che per la maggiore rispondenza
al tema del concorso. La commissione & pertanto unanime nel pro-
clamare Albino Canfora vincitore del concorso.

La Comimissione

Prof. GranFranceo CIMMINO
Prof. FEpERICO CAFIERO
Prof. Carro CILIBERTO
Prof. Marro CURZIO

Prof. CarLo MIRANDA




RELAZIONE DELLA COMMISSIONE GIUDICATRICE DEL CONCORSO

AD UN PREMIO ACCADEMICO PER LE SCIENZE BIOLOGICHE

BANDITO DALL'ACCADEMIA DI SCIENZE FISICHE E MATEMATICHE
DI NAPOLI PER L'ANNO 1974

La Commissionc giudicatrice del Concorso ad un premio accade-
mico per le « Scienze Biologiche », riservato a lavori riguardanti la
branca « Cariologia e Sistematica », bandito dall’Accademia di Scienze
Fisiche e Matematiche della Societd Nazionale di Scienze, Lettere ed
Arti in Napoli in data 5 gennaio 1974, si & riunita il giorno 11 Dicembre
1974, alle ore 12 presso |'Istituto di Istologia ed Embriologia dell’Uni-
versitd degli Studi di Napoli,

La Commissione ha proceduto alla nomina del Presidente nella
persona del Prof. Mario Galgano e del Segretario nella persona del
Prof. Vincenzo Leone,

La Commissione prende atto che ¢ pervenuta una sola domanda
di partecipaizone al Concorso in oggelto, presentata dal Prof. Args-
SANBRO MORESCALCHL,

Il Candidato presenta otto pubblicazioni, quelle da lui ritenute
piu significative, agli effetti del Concorso, fra le 18 stampate nell'ul-
timo quinquennio, come risulta da elenco accluso alla domanda. Tre
delle pubblicazioni presentate sono state oggetto di relazioni a sim-
posi internazionali; una forma un capitolo del volume « Cytotaxonomy
and Vertebrate Evolution », edito dall’Academic Press; le altre sono
pubblicate su riviste qualificate, italiane o straniere; tutte riguardano
aspetti dell’argomento messo a concorso; nelle quattro in collabora-
zione, il MorESCALCHT figura come primo autore,

Un lavoro riguarda essenzialmente la cariosistematica dei Lepto-
dactylidi Australiani, ghi Anuri rimasti pit simili ai progenitori delle
famiglie superiori dell’ordine, qui studiati per la prima volta da questo
punto di vista. In due lavori, vengono tratteggiate le linee di evolu-
zione cromosomica seguite dalle pit importanti famiglie di Anuri e di
Uredeli, con ipotesi nuove sulle loro relazioni filetiche, suggerite dai
reperti cariologici.
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In un ampio e limpido lavoro di sintesi, in gran parte originale,
il Candidato fa una revisione delle ricerche di cariologia comparata
finora svolte su Anfibi dei tre ordini attuali, Apodi, Urodeli e Anuri,
apportandovi una gran mole di dati personali. Le conclusioni inve-
stono problemi di sistematica di intere famiglie di Anfibi, ¢ sono viste
alla luce di dati paleontologici, zoogeografici, tassonomici e biologici,
oltre a quelli strettamente cariologici e citogenetici. Interamente nuovi
come impostazione e sviluppo sono i capitoli sull'importanza dell’an-
damento dei feromeni meiotici per la sistematica degli Anuri e sul
ruolo evolutivo delle variazioni del DNA nucleare nella classe,

Nello stesso lavoro, il Candidato affronta anche problemi di bio-
logia molecolare degli Anfibi, inquadrandoli nell’'evoluzione generale
di questi organismi, che occupano una posizione-chiave fra i Verte-
brati. L’Autore si sofferma infine sui parallelismi nel differenziamento
cariologico fra i tre ordini di Anfibi e sulle verosimili convergenze, in
guesto tipo di evoluzione, fra alcunc famiglie di Urodeli pedogenetici
ed i Dipnoi; queste conclusioni sono interpretate dall’Auatore comc
favorevoli ad un'origine monofiletica degli Anfibi attuali (in contrasto
con ipotesi polifiletiche di altri Autori).

In altri due lavori, sono descritti i cariotipi di varie specie di Am-
bystomatidi, Plethodontidi ¢ Amphiumidi, Urodeli raggruppabili fra
gli Ambystomatoidei e quelli dei tre Sirenidi viventi, per i quali ultimi
il Candidato prospetta I'eventualita di un’evoluzone per poliploidia
(caso unico per un’intera famiglia di Vertebrati).

In un favoro sulla cinetica di riassociazione del DNA, sviluppando
ipotesi- sulla--utilita- dei-dati - di-biclogia- molecolare-a-scopo-tassono:
mico, studia questo fenomeno in 8 specie di Urodeli, tre delle guali
di famiglie incapaci di metamorfosare, notando interessanti correla-
zioni fra le varie frazioni di DNA ripetitivo e la posizione filetica delle
specie indagate,

In un altro lavoro, ha tentato di affrontare sperimentalmente il
problema del differenziamento cariologico degli Anfibi mediante
l'azione di agenti chimici e fisici sui cromosomi di Bombing variegata.

Le esperienze con i] freddo hanno dato in particolare risultati in-
coraggianti, dimostrando come questo agente modifichi profonda-
mente I'andamento dei normali processi mitotici ¢ melotici in questi
organismi, la cui spermatogenesi ¢ particolarmente termosensibite.

Le ricerche del MORESCALCHI risultano conosciute ed apprezzate in
campo internazionale e nazionale (& stato giudicato maturo in concorsi
a cattedra per I'Istologia ed Embriologia ¢ per 'Anatomia comparata).

Dall'insieme delle ricerche del Candidato, si rileva che ha fornito
molti risultati originali e di notevole interesse nel campo della « Cario-




480 Relazioni

logia e Sistematica » degli Anfibi e dei Vertebrati in generale, rappre-
senttanti un valide contributo alle conoscenze in questo campo.

La Commissione pertanto delibera di assegnare il premio sud-
detto, per intero, al Prof. MoRESCALCHL.

La Commissione

Prof. Mario GALGANO

Prof. BALDASSARRE DE LERMA
Prof. GIaNFrancO GHIARA
Prof. ALpo MEROLA

Prof. VINCENZO LEONE
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